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«Aπ� τ�τε π�υ υπ�ρ�ει � �νθρωπ�ς ψ��νει να �ρε� π�ια
ακρι��ς ε�ναι η θ�ση τ�υ στ� Σ�µπαν. Π�� ε�µαστε, π�ι��
ε�µαστε; Aνακαλ�πτ�υµε �τι !��µε σε �να ασ
µαντ� πλαν
-
τη, �αµ�ν� στα κρ�σπεδα εν�ς γαλα"�α � �π���ς ε�ναι µ�λ�ς
µιας αραι�σπαρµ�νης στ�ι��δας γαλα"ι�ν, και καταλαµ��-
ν�υµε �να κ�π�ι� ��ρ� σε µια "ε�ασµ�νη γων�α εν�ς Σ�µπα-
ντ�ς �π�υ �ι γαλα"�ες ε�ναι π�λυαριθµ�τερ�ι απ� τ�υς αν-
θρ�π�υς. Aπ� την επ��
 τ�υ Aρ�σταρ��υ τ� κ�θε �
µα µας
απ�µακρ�νει συνε��ς περισσ�τερ� απ� τ�ν ρ�λ� τ�υ κεντρι-
κ�� πρωταγωνιστ
 στις συµπαντικ�ς υπ�θ�σεις, και µας
εµπλ�κει συνε��ς �αθ�τερα στ� κ�σµικ� δρ�µα.

Yπ�ρ��υν µερικ�� π�υ ενδ�µυ�α συνε��ς απ�δ�κιµ�!�υν
τις µεγ�λες αυτ�ς ανακαλ�ψεις, π�υ θεωρ��ν τ� κ�θε �
µα
πρ��δ�υ σαν υπ���θµιση, π�υ λα�ταρ��ν ακ�µη �να Σ�-
µπαν τ�υ �π���υ κ�ντρ� και υπ�µ��λι� ε�ναι η Γη.

Aλλ� αν πρ�κειται να συν�ψ�υµε σ��σεις µε τ�ν κ�σµικ�
��ρ�, πρ�πει πρ�τα να τ�ν καταν�
σ�υµε. $ντως, αν πραγ-
µατικ� επιθυµ��µε να ε�ναι � πλαν
της µας σηµαντικ�ς, τ�τε
κ�τι µπ�ρ��µε να κ�ν�υµε γι’ αυτ�, � κ�σµ�ς µας απ�κτ�
�αρ�τητα και σπ�υδαι�τητα µ�ν� απ� τ� θ�ρρ�ς των ερωτη-
µ�των µας για τη ��ση τ�υ και απ� τ� ��θ�ς των απαντ
-
σεων π�υ κατ�ρθ�σαµε να δ�σ�υµε σ’ αυτ�.»

Carl SAGAN
(1934 - 1996)

Kαθηγητ
ς Aστρ��υσικ�ς
Συνεργ�της της NASA
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Aυτ� τ� �ι�λ�� α�ιερ�νεται

στα παιδι� µ�υ

T�σ� και N�κ�
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¶ PO §O ° O ™

Στις �υσικ�ς και στις κ�ινωνικ�ς επιστ
µες π�λλ� πρ��λ
µατα εκ-
�ρ�!�νται µε δια��ρικ�ς ε"ισ�σεις. %τσι η �ρησιµ�π��ηση µαθηµατι-
κ�ν µεθ�δων για την επ�λυση δια��ρικ�ν ε"ισ�σεων απ�κτ� αυ"η-
µ�ν� ενδια��ρ�ν και για µη µαθηµατικ��ς.

Bασικ�ς στ���ς τ�υ �ι�λ��υ ε�ναι να διδ�"ει µαθηµατικ�ς µεθ�-
δ�υς επ�λυσης δια��ρικ�ν ε"ισ�σεων �ωρ�ς � αναγν�στης να επι�α-
ρυνθε� µε θεωρητικ�ς απ�δε�"εις, αλλ’ αυτ� ���αια δεν γ�νεται σε ��-
ρ�ς της µαθηµατικ
ς αυστηρ�τητας.

T� �ι�λ�� αυτ� περι��ει �ασικ� θ�µατα των δια��ρικ�ν ε"ισ�-
σεων, και σκ�π�ς τ�υ ε�ναι να παρ�υσι�σει σ�ντ�µα µεθ�δ�υς επ�λυ-
σ
ς τ�υς.

Σε κ�θε θ�µα περι��εται περιληπτικ
 θεωρ�α και λυµ�να πρ��λ
-
µατα �τσι �στε � αναγν�στης να καταν�
σει τις διαδικασ�ες επ�λυ-
σης των δια��ρικ�ν ε"ισ�σεων. Aπ��ε�γ�υµε �µως να παραθ�τ�υ-
µε πληθ�ρα λυµ�νων πρ��ληµ�των σε κ�θε θ�µα παρ� µ�ν�ν �σα
λυµ�να πρ��λ
µατα ε�ναι απαρα�τητα για την καταν�ηση της µεθ�-
δ�υ επ�λυσης.

Oι πρ�τειν�µενες ασκ
σεις συν�δε��νται µε τις απαντ
σεις τ�υς.
Aκ�µη, στ� �ι�λ�� αυτ� περι���νται δι���ρες �αρακτηριστικ�ς και

ενδια��ρ�υσες ε�αρµ�γ�ς των δια��ρικ�ν ε"ισ�σεων.
Σηµει�ν�υµε, τ�λ�ς, �τι � απαιτητικ�ς αναγν�στης θα �ρειαστε�

�πωσδ
π�τε ν’ ανατρ�"ει στ� σ�γγραµµ� µ�υ των δια��ρικ�ν ε"ισ�-
σεων π�υ απ�τελε�ται απ� τρεις αυτ�τελε�ς τ�µ�υς, �π�υ θα �ρει τις
απαρα�τητες αναλ�σεις και απ�δε�"εις για τα θ�µατα αυτ�� τ�υ �ι-
�λ��υ, καθ�ς επ�σης και π�λλ� �λλα επιπλ��ν θ�µατα των δια��ρι-
κ�ν ε"ισ�σεων.

£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, 1997 £. KYBENTI¢H™
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" ÁÈ· Î¿ıÂ œ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ

= ›ÛÔÓ fi Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È

π ‰È¿ÊÔÚÔ lim fiÚÈÔ

∫ Ù·˘ÙfiÙËÙ· Re Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÚÔ˜

Ã ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È Im Ê·ÓÙ·ÛÙÈÎfi Ì¤ÚÔ˜

Œ ·Ó‹ÎÂÈ i ÷̀̀–1
A–1 Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ›Ó·Î·˜ ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÎÏ¿ÛË˜ Ck Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ Û˘ÓÂ¯Â›˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜  Ì¤¯ÚÈ Ù¿ÍË  k
(k=0  Û˘ÓÂ¯‹˜)

‰.Â. ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË

‰.Â. ÌÂ Ì.. ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜

ΠINAKAΣ
Eιδικ
ς τιµ
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και το κάτω πρόσημο στη δεύτερη γραμμή των τιμών της γωνίας  θ . 

• Η αντιστοιχία των μοιρών της γωνίας  θ  σε ακτίνια είναι: 

´
ο

0 0  ´
ο

π
30

6
 ´

ο
π

45
4

 ´
ο

π
60

3
 ´

ο
π

90
2

 

 και 

´
ο

180 π  ´
ο

5π
150

6
 ´

ο
3π

135
4

 ´
ο

2π
120

3
 ´

ο
3π

270
2

 

 



xii 

 

Τυπολόγιο τριγωνομετρικών σχέσεων 

 

 

1 2 1 2 1 2
ημ( θ θ ) ημθ συνθ συνθ ημθ+ = +  , 

1 2 1 2 1 2
ημ( θ θ ) ημθ συνθ συνθ ημθ- = -  

1 2 1 2 1 2
συν( θ θ ) συνθ συνθ ημθ ημθ+ = -  , 

1 2 1 2 1 2
συν( θ θ ) συνθ συνθ ημθ ημθ- = +  

ημ2θ 2ημθ συνθ ,=      2 2 2 2
συν2θ συν θ ημ θ 2συν θ 1 1 2ημ θ= - = - = -  

 

 

1 2 1 2

1 2

θ θ θ θ
συνθ συνθ 2συν συν

2 2

+ -
+ =  ,   

1 2 1 2

1 2

θ θ θ θ
συνθ συνθ 2ημ ημ

2 2

+ -
- = -  

1 2 1 2

1 2

θ θ θ θ
ημθ ημθ 2ημ συν

2 2

+ -
+ =  ,   

1 2 1 2

1 2

θ θ θ θ
ημθ ημθ 2ημ συν

2 2

- +

- =  

 

 

1 2

1 2

1 2

εφθ εφθ
εφ( θ θ )

1 εφθ εφθ

+
+ =

-

 ,   1 2

1 2

1 2

εφθ εφθ
εφ( θ θ )

1 εφθ εφθ

-
- =

+

 

 

 

[ ]
1 2 1 2 1 2

1
συνθ συνθ συν( θ θ ) συν( θ θ )

2
= + + -  

[ ]
1 2 1 2 1 2

1
ημθ ημθ συν( θ θ ) συν( θ θ )

2
= - - +  

[ ]
1 2 1 2 1 2

1
ημθ συνθ ημ(θ θ ) ημ( θ θ )

2
= + + -  

 

 
3

ημ3θ 3ημθ 4ημ θ= -  ,   3
συν3θ 4συν θ 3συνθ= -  
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KEºA§AIO  1

¢IAºOPIKE™ E•I™ø™EI™ ¶PøTH™ TA•H™

§¤ÁÔÓÙ·˜ δια��ρικ� ε
�σωση (ı· ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ÂÍ‹˜ ‰.Â.) ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ
ÌÈ· Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜  x,  ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  y  ÙË˜  x  Î·È ÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓˆÓ (‹ fiÏˆÓ) ·fi ÙÈ˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÙË˜  y¢, y¢¢, …, y(n)  ˆ˜ ÚÔ˜  x.

¶.¯.  y¢+y = 0,  y¢¢+3y¢+2y = x2.
H ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Ï¤ÁÂÙ·È τ�
η

ÙË˜ ‰.Â.
ŒÙÛÈ ÔÈ ‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

F(x, y(x), y¢(x)) = 0. (1)

Λ�ση ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È Ì›· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  �: I Æ ó,  IÃó,  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

F(x, �(x), �¢(x)) = 0,   " xŒI.

¶.¯. Ë  �(x) = ex–1,  xŒó  Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  y¢ = y+1.
¶ÚÔÛÔ¯‹! §‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È fi¯È ·ÚÈıÌfi˜.

Γενικ� �λ�κλ�ρωµα ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È Ì›· ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  y = y(x, c), c ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, Ô˘ ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ.

Iδι���υσα λ�ση ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓË Ô˘ ‰ÂÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ ÁÂ-
ÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ¿ ÙË˜.

Γενικ� λ�ση ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È Ô Ù‡Ô˜ Ô˘ ‰›ÓÂÈ �λες ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÎÈ
·˘Ùfi Û˘Ó‹ıˆ˜ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ‰.Â.
¶.¯. Ë ‰.Â.  y¢ = y+1  ¤¯ÂÈ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË  y = cex–1,  fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË
ÛÙ·ıÂÚ‹, Î·È ÁÈ·  c=1  ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Ï‡ÛË  y = ex–1.

Aρ�ικ� συνθ�κη ÁÈ· ÙË ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È Ë Û¯¤ÛË  y(x0) = y0.
Πρ��ληµα της αρ�ικ�ς τιµ�ς ‹ πρ��ληµα τ�υ Cauchy Â›Ó·È

F(x, y(x), y¢(x)) = 0 ,      y(x0) = y0

Î·È ÛËÌ·›ÓÂÈ Ó· ‚ÚÂıÂ› Ë Ï‡ÛË  �(x)  ÙË˜ ‰.Â.  (1)  Ë ÔÔ›· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·Ú-
¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  �(x0) = y0.
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™ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·  y = y(x, c)  ÙË˜ ‰.Â.  (1)  ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜  x=x0,
y=y0  Î·È Ï‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  y0 = y(x0, c)  ˆ˜ ÚÔ˜  c.

ŒÛÙˆ  c=c0   ·˘Ù‹ Ë Ï‡ÛË, ÙfiÙÂ Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  (1)  Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·Ú-
¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  y(x0) = y0   Â›Ó·È Ë   y = y(x, c0).

Συν�ριακ� πρ��ληµα Â›Ó·È

F(x, y(x), y¢(x)) = 0 ,     y(x1 ) = y1  ,       y(x2) = y2  ,    x1<x2 .

¶.¯. ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·
y¢ = y+1 ,   y(0) = 0

Â›Ó·È Úfi‚ÏËÌ· ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜, ÂÓÒ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·

y¢ = y+1 ,   y(0)=0 ,    y(1) = e–1

Â›Ó·È Û˘ÓÔÚÈ·Îfi Úfi‚ÏËÌ·.
AÓ ‰ÔıÂ› ÌÈ· ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Î·Ì‡ÏˆÓ

f(x, y, c) = 0 ,   c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜

ÙfiÙÂ, ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ÙË˜  c  ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ

f(x, y, c) = 0 ,     
∂f

∂x
 + 

∂f

∂y
 y¢ = 0 ,

‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ‰.Â. ÙË˜ ÔÔ›·˜ ·˘Ù‹ Â›Ó·È ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·.
¶.¯. Ë ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Î·Ì‡ÏˆÓ

y2= 4cx ,    c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜

Â›Ó·È ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â., Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ÙË˜  c,  ÌÂ-
Ù·Í‡ ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ

y2= 4cx  ,  2yy¢= 4c

‰ËÏ·‰‹ ÙË˜ ‰.Â.  2yy¢ = y
2

x
 ,     xπ0.

1. ∆ια��ρικ�ς ε�ισ
σεις �ωρι��µ�νων µετα�λητ
ν

™ÙËÓ Î·ÙËÁÔÚ›· ·˘Ù‹ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÔÈ ‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜

P(x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 ,         dy
dx

 = f(x, y)

ÔÈ ÔÔ›Â˜, ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜, ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÙË ÌÔÚÊ‹
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F1(x) dx+F2(y) dy = 0 ,

ÔfiÙÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ·’ Â˘ıÂ›·˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË

ÚF1(x) dx+ÚF2(y) dy = c ,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 1. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  ex ηµy dy = x συνy dx,  y π kπ,  y π kπ + π
2

 ,  k  ·Î¤-

Ú·ÈÔ˜.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È

dy
dx

 = x
 συνy

ex ηµy
    fi    dy

dx
 = xe–x

ε�y
   fi   ε�y dy = xe–x  dx

ÔfiÙÂ, ÌÂ ·’ Â˘ıÂ›·˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Úε�y dy = Úxe–x
 dx–c   fi  Ú   ηµy

συνy
 dy = Úxe–x

 dx–c

fi   – Ú  d συνy
συνy

 = Úxe–x  dx–c   fi   –ln |συνy| = –(1+x)e–x–c

fi   ln |συνy| = (1+x)e–x+c,    c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹

Î·È ·˘Ùfi Â›Ó·È ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ‰.Â.

♦ 2. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  ε�x ηµ2y+συν2x σ�y y¢ = 0.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È  ε�x ηµ2y dx+συν2x σ�y dy = 0  ‹ ·ÎfiÌË

ε�x
συν2x

 dx + σ�y
ηµ2y

 dy = 0  ,

Î·È ÔÏÔÎÏËÚÒÓÔÓÙ·˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ú   ε�x
συν2x

 dx + Ú  σ�y
ηµ2y

 dy = c0    fi   Úε�x d ε�x – Úσ�y d σ�y = c0

fi   ε�2x
2

 – σ�2y
2

 = c0    fi    ε�2x = σ�2y+c,

fiÔ˘  c = 2c0  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.
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♦ 3. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  θ(1+ρ2) dθ+ρ(1+θ 2) dρ = 0.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È

ρ(1+θ 2) dρ = –θ(1+ρ2) dθ   fi   ρdρ
1+ρ2 = – θdθ

1+θ 2

Î·È ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ú   ρdρ
1+ρ2 = –Ú   θdθ

1+θ 2 + 1
2
 ln |c0 |  fi 1

2
 ln (1+ρ2) = – 1

2
 ln (1+θ 2) + 1

2
 ln |c0 |

fi   ln (1+ρ2) = ln 
|c0 |

1+θ 2  fi   1+ρ2  = 
|c0|

1+θ 2     fi   (1+ρ2)(1+θ 2) = c ,

fiÔ˘  c=±c0   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.
§fiÁˆ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÙˆÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ ÂÈÏ¤Í·ÌÂ, ·ÓÙ› ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜  c0

ÙË˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜, ÙËÓ Â›ÛË˜ ÛÙ·ıÂÚ‹  1
2
 ln |c0 |.

♦ 4. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  (1+x3)dy–x2y dx = 0,  Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ
·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  y(1) = 2.

¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ ‰.Â. ÌÂ  (1+x3)y,  ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

dy
y

 = x2

1+x3 dx fi  Ú  dy
y

 = Ú   x2

1+x3 dx+ln |c0 | ,    1+x3 π 0 ,  yπ0

fi   ln |y| = 1
3
 ln |1+x3|+ln |c0 |

` fi   ln |y|3  = ln |1+x3|+ln |c0 |3

fi   ln |y|3  = ln |1+x3| |c0 |3 fi y3 = (1+x3)c  ,

fiÔ˘  c = (± c0)3  ε�ν·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
Afi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  y(1) = 2  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

23 = (1+13) c   fi   8=2c   fi   c=4

ÔfiÙÂ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË ÙË˜  ‰.Â.  Â›Ó·È Ë

y3 = 4(1+x3).

♦ 5. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  dy
dx

 = ex+y  Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Ó-

ı‹ÎË  y(0) = 0.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È
dy
dx

 = exØey    fi   e–y dy = ex dx
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Î·È ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

 Úe–y dy =  Úex dx+c   fi   –e–y = ex+c ,

c,  ·˘ı. ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.
Afi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  y(0) = 0  ¤¯Ô˘ÌÂ

–e–0 = e0+c   fi   c = –2

Î·È Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È Ë

e–y = 2–ex.

♦ 6. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y = y(x)  Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

x Ú0

x
y(t) dt–(x+1) Ú0

x
t y(t) dt = 0 . (1)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  x  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

Ú0

x
y(t) dt+xy(x) – Ú0

x
y(t) dt–(x+1) xy(x) = 0 . (2)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ¿ÏÈ ÙËÓ  (2)  ˆ˜ ÚÔ˜  x  Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

y+y+xy¢–xy–2xy–x2y¢–y–xy¢ = 0   fi   y¢ = 1–3x
x2  y,      xπ0 . (3)

H  (3)  ¤¯ÂÈ ÙËÓ ÚÔÊ·Ó‹ Ï‡ÛË  y(x)∫0  Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ Î·È ÙËÓ  (1).

°È·  yπ0  Ë  (3)  ‰›ÓÂÈ

dy
y

 = 1–3x
x2  dx fi  Ú  dy

y
 = Ú  1–3x

x2  dx–ln |c0 |

fi   ln |y| = –x–1–3ln |x|–ln |c0 |

fi  ln |c0 |+ln |y|+ln |x|3  = – 1
x

fi   ln |c0  yx3| = – 1
x
 fi |c0  yx3| = e

– 1
x

fi   y = cx–3 e
–  1

x ,

fiÔ˘  c = ±c–1
0     ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  (1).
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2. Oµ�γενε�ς δια��ρικ�ς ε�ισ
σεις

™ÙËÓ Î·ÙËÁÔÚ›· ·˘Ù‹ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÔÈ ‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜

P(x, y) dx+Q(x, y) dy = 0

ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  P(x, y), Q(x, y)  Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓÂ›˜ τ�υ �δι�υ �αθ-
µ�� ÔÌÔÁÂÓÂ›·˜ ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜

P(tx, ty) = tm P(x, y),   Q(tx, ty) = tm Q(x, y) ,       t>0.

OÈ ‰.Â. ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ÙË ÌÔÚÊ‹

dy
dx

 = F 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

y
x

       
 Ë
Ê

 ̄
ˆ�    dx

dy
 = F0   Ë

Ê
 ̄
ˆ 

x
y   .

MÂ ÙËÓ ·ÏÏ·Á‹ ÙË˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜

y(x) = xz(x),    ÔfiÙÂ   y¢ = z+xz ¢ ,

Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙË ‰.Â. ¯ˆÚÈ˙ÔÌ¤ÓˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ

dz
F(z)–z

 = dx
x

  ,     xπ0 ,    F(z)πz

·’ fiÔ˘ ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.

Ú   dz
F(z)–z

 = Ú  dx
x

 +c ,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦
1. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.   y2dx = (xy –x2) dy.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È

y2 = (xy–x2) dy
dx

   fi   dy
dx

 = y2

xy–x2

Î·È Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜  x, y.
K¿ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÏÏ·Á‹ ÙË˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜

y(x) = xz(x) ,    ÔfiÙÂ  y¢ = z+xz¢

Î·È Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È

z+x dz
dx

 = z2

z–1
   ,       zπ1
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fi   x dz
dx

 = z
2–z2+z
z–1

   fi   x dz
dx

 = z
z–1

   fi   z–1
z

 dz = dx
x

 ,        xπ0.

MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

 Ú  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– 1

z
   dz = Ú  dx

x
 +ln |c0 |    fi   z–ln |z| = ln |x|+ln |c0 |

fi   z = ln |z|Ø|x|Ø|c0 |   fi   |zxc0| = ez    fi   czx = ez ,     c=±c0  ,

fi   c y
x
 x = e

y
x   fi   cy = e

y
x  ,   xπ0,

c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.

♦ 2. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.     y
x
 + ÷̀`1+ y

2

x2  = dy
dx

 .

£¤ÙÔ˘ÌÂ  y(x) = xz(x),  ÔfiÙÂ  y¢ = z+xz¢,  Î·È Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È

z+÷̀```1+z2 = z+x dz
dx

   fi   ÷̀```1+z2 = x dz
dx

   fi   dx
x

 = dz

 ÷̀``1+z2
    ,     xπ0.

MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ú  dx
x

 = Ú   dz

 ÷̀```1+z2 
 +ln |c0 |   fi   ln |x| = ln |z+÷̀```1+z2|+ln |c0 |

fi  x = c(z+÷̀```1+z2) ,    c = ±c0   ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹

fi  x = c 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 
y
x
 + ÷̀`1+ y

2

x2   fi  x2 = c(y+÷̀```x2+y2)

ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.

♦ 3. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  xy dy
dx

 +x2+y2 = 0  Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹

Û˘Óı‹ÎË  y(1) = 1.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È  dy
dx

 + x
y
 + y

x
 = 0 ,  xπ0,  yπ0.

£¤ÙÔ˘ÌÂ  y(x) = xz(x),  ÔfiÙÂ  y ¢ = z+xz¢,  Î·È Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È

z+x dz
dx

 + 1
z
 +z = 0   fi   x dz

dx
 +2z+ 1

z
 = 0

fi x dz
dx

 + 2z2+1
z

 = 0   fi   zdz
2z2+1

 + dx
x

 = 0.
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MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ú   zdz
2z2+1

 +Ú  dx
x

 = ln |c0 |  fi  1
4
 Ú   4zdz

2z2+1
 +ln |x| = ln |c0 |

fi  1
4
 Ú  d(2z2+1)

2z2+1
 + ln |x| = ln |c0 |   fi   1

4
 ln |2z2+1| = ln |c0 |–ln |x|

fi  ln |2z2+1| = 4ln 
 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
c0

x
   fi  2z2+1 = 

c4
0

x4

fi  c = x4(2z2+1)   fi   c=x4  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ2 y

2

x2 +1   fi   c = x2(x2+2y2) ,

fiÔ˘  c = c4
0  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.

Afi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË ¤¯Ô˘ÌÂ

y(1) = 1   fi   c = 12(12+2Ø12)   fi   c=3

ÔfiÙÂ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

x4+2x2y2 = 3.

¢.Â. ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
dy
dx

 = f 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

α1x+�1y+γ1

α2x+�2y+γ2
   (1)

ÌÂ  α1�2–α2�1  π 0    Î·È   γ1π0    ‹   γ2π0.

§‡ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

α1x+�1y+γ1  = 0  ,

α2x+�2y+γ2  = 0 ,

ˆ˜ ÚÔ˜  x  Î·È  y.
£¤ÙÔ˘ÌÂ  x = X+h,  y = Y+k,   fiÔ˘  h, k  Â›Ó·È Ë Ï‡ÛË ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈ-

ÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. TfiÙÂ, ÂÂÈ‰‹  dx = dX,  dy = dY,  Ë  ‰.Â.  (1) Á›ÓÂÙ·È

dY
dX

 = f 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

α1X+�1Y
α2X+�2Y

  (2)

Ô˘ Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ‹˜ ‰.Â.
°ÂˆÌÂÙÚÈÎ¿, Ë ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË  x = X+h,  y = Y+k  ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÌÂÏÂÙ¿ÌÂ

ÙË ‰.Â. ÛÙÔ Ó¤Ô Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ  O(h, k)XY.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Â›Ó·È  α1�2–α2�1  = 0 ÙfiÙÂ Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿-

ÛÙ·ÛË  α1x+�1y = z,  ÔfiÙÂ Â›Ó·È  α2x+�2y = λz  fiÔ˘  λ = 
α2

α1
 = 

�2

�1
 .
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♦ 4. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.    (2x+3y+1)dx+(3x+4y+1)dy = 0.

E‰Ò Â›Ó·È  α1 �2–α2�1  = 2 4–3 3 = –1 π 0  Î·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

2x+3y+1 = 0,  3x+4y+1 = 0  ¤¯ÂÈ ÙË Ï‡ÛË  x=h=1,  y=k=–1.
£¤ÙÔ˘ÌÂ  x = Y+1,  y = Y–1  Î·È Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È

(2X+3Y)dX+(3X+4Y)dY = 0

Ô˘ Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ‹˜ ‰.Â.
£¤ÙÔ˘ÌÂ  Y=XZ,  ÔfiÙÂ  Y¢ = Z+XZ¢,   Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

(2+6Z+4Z2)dX+X(3+4Z)dZ = 0   fi   dX
X

 + 3+4Z
2+6Z+4Z2 dZ = 0.

MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

Ú  dX
X

 + Ú   4Z+3
4Z2+6Z+2

 dZ = ln |c0 |

fi  ln |X|+ 1
2
 ln |4Z2+6Z+2| = ln |c0 |

fi 2ln |X|+ln |4Z2+6Z+2| = 2ln |c0 |

fi  X2(4Z2+6Z+2) = c,   �π�υ    c = c2
0   ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ ,

fi  X2
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ4 Y

2

X2 +6 Y
X

 +2  = c   fi   (4Y2+6YX+2X2) = c

fi  [4(y+1)2+6(x–1) (y+1)+2(x–1)2] = c

fi  2x2+4y2+2x+2y+6xy = c,

Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.

♦ 5. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.    dy
dx

 = x+2y–3
2x+y–3

       (1).

E‰Ò Â›Ó·È α1�2–α2�1 = 1 1–2 2 = –3π0  Î·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

x+2y–3 = 0 , 2x+y–3 = 0  ¤¯ÂÈ ÙË Ï‡ÛË  x=h=1, y=k=1.
£¤ÙÔ˘ÌÂ  x = X+1,  y = Y+1  Î·È Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È

dY
dX

 = X+2Y
2X+Y

 (2)

Ô˘ Â›Ó·È ÔÌÔÁÂÓ‹˜ ‰.Â.
£¤ÙÔ˘ÌÂ  Y = XZ,  ÔfiÙÂ Y¢ = Z+XZ¢,  Î·È Ë ‰.Â.  (2) Á›ÓÂÙ·È
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Z+X dZ
dX

 = 1+2Z
2+Z

    fi    dX
X

 = 2+Z
1–Z2 dZ .

MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ú  dX
X

  = Ú  2+Z
1–Z2 dZ–ln |c0 |   fi   ln |Xc0| = Ú  

 Î
È

 ̊
˘ 

1
2(1+Z)

 +  3
2(1–Z)   dZ

fi  2ln |Xco | = ln |1+Z|–ln |1–Z|3    fi  |Xc0|2 = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

1+Z
(1–Z)3 

fi  X2c = 1+Z
(1–Z)3 ,

fiÔ˘   c = ±c2
0   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

£¤ÙÔ˘ÌÂ  Z = Y
X

  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

X+Y = c(X–Y)3       ‹     x–1+y–1 = c(x–1–y+1)3   fi   x+y–2 = c(x–y)3

Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.

♦ 6. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.    dy
dx

 + x–2y+9
3x–6y+19

 = 0.

E‰Ò Â›Ó·È  α1�2–α2�1  = 1Ø(–6)–3Ø(–2) = 0,  ÔfiÙÂ ı¤ÙÔ˘ÌÂ

x–2y = z

Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ     dx–2dy = dz   fi   dy
dx

 = – 1
2
 dz
dx

 + 1
2
 .

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÛÙË ‰.Â. ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

– 1
2
 dz
dx

 + 1
2
 + z+9

3z+19
 = 0   fi   (3z+19)dz–(z+1)dx = 0   fi   dx = 3z+19

z+1
 dz.

MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

x = Ú  3z+19
z+1

 dz+c = Ú  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ3+  16

z+1
 dz+c

fi  x = 3z+16ln |z+1|+c   fi   x = 3(x–2y)+16ln |x–2y+1|+c

fi  x–3y+8ln |x–2y+1| = – c,

fiÔ˘  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.
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3. Γραµµικ�ς δια��ρικ�ς ε�ισ
σεις.
∆ια��ρικ�ς ε�ισ
σεις τ�υ Bernoulli και τ�υ Riccati

OÈ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

dy
dx

 +P(x)y = Q(x) (1)

Î·È Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙÔ˘˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

y(x) = e
–  Ú  P(x) dx

  Î
È

 ̊
˘

 ÚQ(x)e
Ú  P(x) dx

 dx+c  ,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
H Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. (1) Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË

y(x0) = y0 (2)

‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

y(x) = e
–  Úx0

x
 P(s)  ds

  Î
Í
È

 ̊
˙
˘Úx0

x

Q(s) e
Úx0

s
P(t)  dt

 ds+y0  .

£EøPHMA: Aν �ι συναρτ�σεις P(x), Q(x)  ε�ναι συνε�ε�ς στ� αν�ι�τ�
δι�στηµα (α, �),  τ�τε, για  x0Œ(α, �) και  y0Œó,  υπ�ρ�ει µ�ναδικ� λ�-
ση της δ.ε. (1) π�υ επαληθε�ει την αρ�ικ� συνθ�κη  y(x0)=y0  και �ρ�-
�εται σ’ �λ�κληρ� τ� δι�στηµα  (α, �).

OÈ ‰.Â. ÙÔ˘ Bernoulli Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

dy
dx

 +P(x)y = Q(x)yn,    n π 0, 1

Î·È ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË  υ(x) = y–n+1(x),  ÔfiÙÂ

1
–n+1

 dυ
dx

 = y–n  dy
dx

 ,

·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÛÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â.

dυ
dx

 +(–n+1) P(x)υ = (–n+1) Q(x).

OÈ ‰.Â. ÙÔ˘ Riccati Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

dy
dx

 = P(x)y2+Q(x)y+R(x)
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Î·È ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË

y(x) = u(x)+ 1
z(x)

 ,

fiÔ˘  u(x)  Â›Ó·È γνωστ� λ�ση της δ.ε., ·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÛÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â.

dz
dx

 +(2P(x) u(x)+Q(x)) z = –P(x).

♦ 1. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.     y ¢+x2y = x2.

H ‰.Â. Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÌÂ  P(x) = x2,  Q(x) = x2,  ÔfiÙÂ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜
‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

y = e
–  Ú  x2dx

  Î
È

 ̊
˘

 Úx2e
 Ú   x2dx

 dx+c   ,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
YÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·

e
– Ú  x2dx

 = e
– x

3

3

Úx2e
 Ú  x2dx

 dx = Úx2  e
 x

3

3  dx = Úe
 x

3

3  d 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x3

3
   = e

 x
3

3

Î·È ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ·˘Ù¤˜ ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

y = e
–  x

3

3  (e
x3

3  +c) = 1+ce
– x

3

3  ,

fiÔ˘  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 2. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.     dy
dx

 = y ε�x+συνx,     xŒ
 Ë
Ê

 ̄
ˆ– π

2
 , + π

2
   .

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È  dy
dx

 – ε�xØy = συνx  Î·È Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÌÂ  P(x) = –ε�x,

Q(x) = συνx.
Afi ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

y = e
Úε�x dx

  Î
È

 ̊
˘Úσυνx e

 – Ú  ε�x dx
 dx+c   ,      c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

YÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·

e
Ú ε�x dx

 =  e
Ú   ηµx

συνx
 dx

 = e
–  Ú  dσυνx

συνx  
 = e–ln συνx = συν–1x ,



13

Úσυνx e
 –  Ú  ε�x dx

 dx = Úσυνx Øσυνx dx = Úσυν2x dx = 
 Î
È

 ̊
˘ 

συνxØηµx
2

 + 1
2
 x

Î·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

y = συν–1x 
 Î
È

 ̊
˘ 

συνxØηµx
2

 + 1
2
 x+c

‹ ·ÎfiÌË

2y = ηµx+συν–1 x (x+c1),     xŒ
 Ë
Ê

 ̄
ˆ – π

2
  ,  + π

2
 

fiÔ˘  c1 = 2c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 3. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  dy = 3ydx+xe3x  dx  Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·Ú¯È-
Î‹ Û˘Óı‹ÎË  y(0) = 1.

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È  dy
dx

 –3y = xe3x   Î·È Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â. ÌÂ  P(x) = –3,

Q(x) = xe3x.
Afi ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

y = e
Ú3dx

  Î
È

 ̊
˘Úxe3x

 e
– Ú3dx

 dx+c  =

= e3x  

 Î
È

 ̊
˘Úxe3x

 e–3x
 dx+c  = e3x

 
 Î
È

 ̊
˘Úxdx+c  = e3x

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x2

2
 + c   ,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
Afi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  y(0) = 1  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

1 = e3Ø0
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

02

2
 + c    fi   c=1

ÔfiÙÂ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË Â›Ó·È

y = e3x  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x2

2
 +1  .

♦ 4. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.    2xyy ¢+x2–y2 = –1   (1).

H ‰.Â. ÁÚ¿ÊÂÙ·È  dy
dx

 – 1
2x

 y = – x
2+1
2x

 y–1  Î·È Â›Ó·È ‰.Â. ÙÔ˘ Bernoulli ÌÂ

n=–1.

£¤ÙÔ˘ÌÂ  υ = y–1(–1)+1 = y2,  ÔfiÙÂ  1
2
 dυ
dx

 =  y  d y
dx

 ,  Î·È Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È Ë

ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â.
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1
2
 dυ
dx

 – 1
2x

 υ = – x
2+1
2x

   fi   dυ
dx

 – 1
x
 υ = – x

2+1
x

  . (2)

H ‰.Â. (2) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÌÂ  P(x) = – 1
x
 ,  Q(x) = – x

2+1
x

 .

Afi ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ (ÁÈ·  x>0)

υ = e
Ú  dx

x  
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

– Ú  x
2+1
x

 e
–  Ú  dx

x  dx+c  = elnx  

 Î
È

 ̊
˘– Ú  x

2+1
x

 e–lnx
 dx+c  =

= x 
 Î
È

 ̊
˘– Ú  x

2+1
x

 Ø 
1
x
 dx+c  = x 

 Î
È

 ̊
˘– Ú  x

2+1
x2  dx+c  =

= x 
 Î
È

 ̊
˘– Ú Ë

Ê
 ̄
ˆ1+  1

x2  dx+c  = x 
 Î
È

 ̊
˘– Údx – Ú  dx

x2  +c  =

= x 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ–x+ 1

x
 +c  = –x2+1+cx ,

fiÔ˘  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
EÔÌ¤Óˆ˜, ÂÂÈ‰‹  υ = y2,  Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È

y2 = –x2+1+cx ,      c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 5. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.    y3y ¢ = y4ε�x+ηµ2x,     xŒ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ – π

2
 , + π

2
   .

H ‰.Â. Â›Ó·È ÙÔ˘ Bernoulli ÌÂ  n = –3.
£¤ÙÔ˘ÌÂ  υ = y–(–3)+1 = y4,  ÔfiÙÂ

4y3 dy
dx

 = dυ
dx

    fi    1
4
 dυ
dx

 = y3 dy
dx

 ,

Î·È Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â.

1
4
 dυ
dx

 – ε�xØυ = ηµ2x   fi    dυ
dx

 – 4ε�xØυ = 4ηµ2x ,

ÌÂ    P(x) = –4ε�x,   Q(x) = 4ηµ2x.
Afi ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

υ = e
Ú  4ε�x dx

  Î
È

 ̊
˘Ú4ηµ2x e

– Ú  4ε�x dx
 dx+c  ,      c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

YÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·
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e
Ú  4ε�x dx

 = e4  Ú   ηµx
συνx dx

 = e–4 Ú  d συνx
συνx  = e–4 ln  συνx = συν–4x ,

Ú4ηµ2x e
– Ú  4ε�x dx

 dx = 4 Úηµ2x  συν4x dx = 4 Ú2ηµx συνx συν4x dx =

= 8 Úσυν5xØηµx dx = – 8 Úσυν5x d συνx = – 8 συν6x
6

 =

= – 4
3
 συν6x  ,

Î·È ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

υ = – 4
3
 συν2x+c συν–4x ,     xŒ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ– π

2
 , + π

2
 

Î·È Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

y4 = – 4
3
 συν2x+c συν–4x,     xŒ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ– π

2
 , + π

2
 

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 6. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  y¢+y2ηµx = 2 ηµx
συν2x

 ,  x π kπ+ π
2

 ,   k  ·Î¤Ú·ÈÔ˜.   (1)

H ‰.Â.  (1) Â›Ó·È ÙÔ˘ Riccati Î·È ÁÈ· Ó· ÙË Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ÌÈ· Ï‡ÛË
ÙË˜. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÂÌÂÈÚÈÎ¿ (‹ Ì·˜ ‰›ÓÂÙ·È) fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  u(x) = συν–1x
Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜.

MÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË  y(x) = u(x)+ 1
z(x)

  ·Ó·ÁfiÌ·ÛÙÂ ÛÙËÓ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹

‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜

dz
dx

 – 2 ηµx
συνx

 z = ηµx

ÙË˜ ÔÔ›·˜, fiˆ˜ ÛÙ· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË

z(x) = 3c–συν3x
3συν2x

 ,     c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

y = 1
συνx

 + 3συν2x
3c–συν3x

 .

Σηµε�ωση: °È·  c = •  ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Ï‡ÛË  u(x) = συν–1x.
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♦ 7. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  dy
dx

 – (x–1)y2+(2x–1)y = x,  ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ì›· Ï‡-

ÛË ÙË˜ Â›Ó·È Ë  u(x) = 1.

MÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË  y = 1 + 1
z
 ,  ÔfiÙÂ  y¢ = – 

z¢
z2 ,  Ë ‰.Â. Á›ÓÂÙ·È Ë

ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â.
dz
dx

 – z = 1–x .

H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ‰.Â. Â›Ó·È

z = e
Ú  dx

  Î
È

 ̊
˘Ú (1–x)e

– Ú  dx
 dx+c  = ex

  Î
È

 ̊
˘Ú (1–x)e–x

 dx+c  =

= ex  Î
È

 ̊
˘Úe–x  dx – Úxe–x

 dx+c  = ex
  Î
È

 ̊
˘–e–x+Úxde–x+c  =

= ex
  Î
È

 ̊
˘–e–x+xe–x

 –Úe–x  dx +c  = ex
 [–e–x+xe–x+e–x+c] =

= ex [xe–x+c] = x+cex ,     c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

y = 1+ 1
z
 = 1+ 1

x+cex ,     c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

Σηµε�ωση:  °È·  c = •  ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë Ï‡ÛË  u(x) = 1.

♦ 8. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  y(x)  Ô˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó
ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

Úα

x
t y(t) dt = x2+y(x) ,     α  ÛÙ·ıÂÚ‹ . (1)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  x  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

xy(x) = 2x+y¢(x) . (2)

H  (2)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È  y¢–xy = –2x   (3)  Î·È Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â.

H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜  (3)  Â›Ó·È

y(x) = e
Ú  xdx

  Î
È

 ̊
˘

– Ú2xe 
–  Ú  xdx

 dx+c  = e
x2

2   Î
È

 ̊
˘

– Ú2xe
–  x2

2
 
 dx+c  =

= e
x2

2   Î
È

 ̊
˘

 2 Úde
–  x2

2  +c  = e
x2

2   [2e
–  x2

2 +c]= 2+ce
x2

2    ,  c   ·˘ı. ÛÙ·ıÂÚ‹.
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Afi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  (1)  ¤¯Ô˘ÌÂ

Úα

x
t (2+ce

t2

2) dt = x2+ce
x2

2 +2  ,

·’ fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ  c = –(α2+2) e
– α2

2  .
OÈ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÏÔÈfiÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Â›Ó·È

y(x) = –(α2+2) e
x2–α2

2  +2.

♦ 9. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  (y+ey–e–x) dx+(1+ey) dy = 0    (1),   ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜
·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË˜  y+ey = ω   (2).

H ‰.Â.  (1)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È  y+ey–e–x+(1+ey) y¢ = 0.

Afi ÙËÓ  (2), ÌÂ ·Ú·ÁÒÁÈÛË ˆ˜ ÚÔ˜  x, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

y¢+y¢ey  = ω¢   fi   y¢ = 
ω¢

1+ey  . (3)

H  (1), ÏfiÁˆ ÙˆÓ  (2)  Î·È  (3), ÁÚ¿ÊÂÙ·È

ω–e–x+ω¢ = 0   fi   dω
dx

 +ω = e–x (4)

Î·È Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜.
H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  (4)  Â›Ó·È  ω = ce–x+xe–x,  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹,

ÔfiÙÂ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È

y+ey  = (c+x)e–x.

4. Πλ�ρεις δια��ρικ�ς ε�ισ
σεις
– Oλ�κληρωτικ�� παρ�γ�ντες

MÈ· ‰.Â.  P(x, y) dx+Q(x, y) dy = 0  (1)  Ï¤ÌÂ ˆ˜ Â›Ó·È πλ�ρης δ.ε., ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  u(x, y)  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

∂u

∂x
 = P(x, y)  ,    

∂u

∂y
 = Q(x, y) (2)

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

du = P(x, y) dx+Q(x, y) dy.

™’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È

u(x, y) = c,   c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
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OPI™MO™: AÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹˜ τ�π�ς  D Ã ó2  ε�ναι εκε�ν�ς για τ�ν �π���
κ�θε κλειστ� καµπ�λη τ�υ  D  περικλε�ει µ�ν�ν σηµε�α τ�υ  D.

 

D D

·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹˜ ÙfiÔ˜ ÌË ·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹˜ ÙfiÔ˜

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  P, Q  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1   (‰ËÏ·‰‹ Û˘ÓÂ-
¯Â›˜, ÌÂ Û˘ÓÂ¯Â›˜ ÌÂÚÈÎ¤˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ ˆ˜ ÚÔ˜  x  Î·È  y) Û’
¤Ó·Ó ·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ  DÃó2.

£EøPHMA: H δ.ε.  (1) ε�ναι πλ�ρης αν και µ�ν�ν αν ισ��ει

∂P

∂y
 = 

∂Q

∂x
  . (3)

T� γενικ� �λ�κλ�ρωµα της δ.ε.  (1) ε�ναι τ�τε

Úα

x
P(t, y) dt + ÚQ(α, y) dy = c ,    c  αυθα�ρετη σταθερ�,

�π�υ  α  ε�ναι κατ�λληλη σταθερ�.

 TÔ ÛËÌÂ›Ô  α  ÂÎÏ¤ÁÂÙ·È ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ô "·Û·Ê‹˜" ‰ÚfiÌÔ˜

(α, ·) Æ (α, y) Æ (x, y)

(ÌÂ ·Ú·ÏÏ‹ÏÔ˘˜ ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜  Oy  Î·È  Ox) Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔÓ ·ÏÒ˜
Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ  D,  fiÔ˘ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  P, Q  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1.

Xρ�ση επικαµπυλ��υ �λ�κληρ$µατ�ς

MÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÁÈ· ÙËÓ Â›-
Ï˘ÛË Ï‹ÚÔ˘˜ ‰.Â.

E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi, ·fi ÙÔÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi ÏÔÁÈÛÌfi, ˆ˜ ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔ-
ÎÏ‹ÚˆÌ·

I = Ú
s

P(x, y) dx+Q(x, y) dy ,
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fiÔ˘  s  Â›Ó·È Ì›· Î·Ì‡ÏË Ô˘ ÂÓÒÓÂÈ Ù· ÛËÌÂ›·  (x0, y0) Î·È  (x, y), Â›Ó·È

·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ÙÔ˘ ‰ÚfiÌÔ˘  s, ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË  (3).
TfiÙÂ, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È

u(x, y) = Úx0

x
 P(t, y) dt +Úy0

y
 Q(x0, t) dt = c ,  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹,

ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË ˆ˜ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  P, Q  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÛÙÔÓ ·ÏÒ˜
Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ  DÃ ó2    Î·È Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛË-
ÌÂ›·  (x0, y0)–(x, y0)–(x, y)–(x0, y)  ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  D.

♦ 1. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  (2x–y+1) dx+(2y–x–1) dy = 0.

E‰Ò Â›Ó·È  P(x, y) = 2x–y+1, Q(x, y) = 2y–x–1  Î·È Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÛÙÔÓ
ÙfiÔ  D = ó2.

Œ¯Ô˘ÌÂ
∂P

∂y
 = –1 = 

∂Q

∂x
 ,

ÔfiÙÂ Ë ‰.Â. Â›Ó·È Ï‹ÚË˜.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

Ú0

x
(2t–y+1) dt + Ú(2y–1) dy = c

fi  x2–yx+x+y2–y = c,    c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 2. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.     3x(xy–2)dx+(x3+2y)dy = 0. (1)

Œ¯Ô˘ÌÂ  P = 3x(xy–2),  Q = x3+2y, Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1   ÛÙÔÓ ÙfiÔ
D = ó2,  Î·È

∂P

∂y
 = 3x2 = 

∂Q

∂x
  . (3)

ÕÚ·, Ë ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È Ï‹ÚË˜.
TÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.  (1)  ı· Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

u(x, y) = c    c ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹,

fiÔ˘
∂u

∂x
 = P = 3x2y–6x ,    

∂u

∂y
 = Q = x3+2y . (2)

OÏÔÎÏËÚÒÓÔÓÙ·˜ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ  (2), ˆ˜ ÚÔ˜  y,  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

u(x, y) = Ú0

y
(x3+2t) dt+g(x)   fi   u(x, y) = x3y+y2+g(x) ,
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fiÔ˘  g(x)  ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  x.
¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ·˘Ù‹Ó ÙË Û¯¤ÛË ˆ˜ ÚÔ˜  x  Î·È ÏfiÁˆ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ÂÍ›Ûˆ-

ÛË˜ ÙˆÓ  (2)  ¤¯Ô˘ÌÂ

∂u

∂x
 = 3x2y+g¢(x) = 3x2y–6x   fi   g¢(x) = –6x   fi   g(x) = –3x2 ,

(ÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ ÙË˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙËÓ ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÌË‰¤Ó).
TÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È ÏÔÈfiÓ

x3y+y2–3x2 = c ,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

B¢ τρ�π�ς

AÔ‰Â›¯ÓÂÙ·È fiˆ˜ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ˆ˜ Ë ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È Ï‹ÚË˜ ÛÙÔÓ ÙfiÔ
D = ó2.  MÔÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ Ó· ÂÎÏ¤ÍÔ˘ÌÂ  α = 0,  ÔfiÙÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹Úˆ-

Ì· ÙË˜ ‰.Â. (1) Â›Ó·È

 Ú0

y
(3t2y–6t) dt +Ú2y dy = c ,    c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹,

ÛÙÔÓ "·Û·Ê‹" ‰ÚfiÌÔ  (0, ·) Æ (0, y) Æ (x, y).
BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·  x3y–3x2+y2 = c.

Γ¢ τρ�π�ς

AÔ‰Â›¯ÓÂÙ·È fiˆ˜ ÛÙÔÓ ÚÒÙÔ ÙÚfiÔ ˆ˜ Ë ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È Ï‹ÚË˜ ÛÙÔÓ
ÙfiÔ  D = ó2.  EÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (0, 0)ŒD = �2   Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÛÙÔ ‰ÚfiÌÔ

s : (0, 0)  Æ  (0, y)  Æ  (x, y)

(·Ú¿ÏÏËÏ· ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜  Oy  Î·È  Ox), Ô˘ ‰›ÓÂÈ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹Úˆ-
Ì· ÙË˜  ‰.Â.  (1)

 Ú0

x
(3t2y–6t) dt +Ú0

y
2t  dt = c ,     c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹,

fi  x3y–3x2+y2 = c.

♦ 3. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.    Ë
Ê

 ̄
ˆ

1+e
x
y

   +e
x
y 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– x

y   dy
dx

 = 0 .   (1)

H ‰.Â. (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È   Ë
Ê

 ̄
ˆ

1+e
x
y

   dx+e
x
y 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– x

y
   dy = 0  Î·È Â‰Ò Â›Ó·È P = 1+e

x
y ,
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Q = e
x
y 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– x

y
   ,  Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÛÙÔÓ ÙfiÔ  D = {(x, y) : y>0} Ã ó2.

Œ¯Ô˘ÌÂ

∂P

∂y
 = – x

y2 e
x
y = 

∂Q

∂x
  ,

ÔfiÙÂ Ë ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È Ï‹ÚË˜.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È (·›Ú-

ÓÔ˘ÌÂ  α=0).

Ú0

x

  Ë
Ê

 ̄
ˆ

1+e
t
y

 

 dt  +Ú1dy = c

 fi  Ú0

x
dt + Ú0

x
 e

t
 y dt +Údy = c

fi  x+ Ú0

x

 yde
t
y+y = c  fi  x+ye

x
y–y+y = c

fi  x+ye
x
y = c ,   c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

Oλ�κληρωτικ�� παρ�γ�ντες

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË ‰.Â.

P(x, y) dx+Q(x, y) dy = 0 (1)

Î·È ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ

∂P

∂y
 π ∂Q

∂x
  .

TÔ ÂÚÒÙËÌ· Ô˘ Ì·›ÓÂÈ Â›Ó·È: ˘¿Ú¯ÂÈ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  µ(x, y)  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ Ë
‰.Â.

µ(x, y) P(x, y) dx+µ(x, y) Q(x, y) dy = 0 (2)

Ó· Â›Ó·È Ï‹ÚË˜ ‰.Â.;
AÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  µ= µ(x, y)  Ï¤ÁÂÙ·È �λ�κληρωτικ�ς πα-

ρ�γ�ντας ÙË˜ ‰.Â. (1).
°ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Ó· Â›Ó·È Ë ‰.Â  (2)  Ï‹ÚË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È Ë

Û¯¤ÛË

∂(µP)

∂y
 = 

∂(µQ)

∂x
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fi    P 
∂µ

∂y
 – Q 

∂µ

∂x
 = µ 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 
∂Q

∂x
 – 

∂P

∂y
 .

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È  µ = µ(z),  fiÔ˘  z = z(x, y)  γνωστ� συν�ρτηση
των  x, y,  ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

P dµ
dz

 Ø 
∂z

∂y
 – Q dµ

dz
 
∂z

∂x
 = µ 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 
∂Q

∂x
 – 

∂P

∂y
 

fi   dµ
µ

 = 

 Î
Í
Í
È

 ̊
˙
˙
˘

 

∂Q

∂x
 – 

∂P

∂y

  P 
∂z

∂y
 – Q 

∂z

∂x
 

   dz.

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó Â›Ó·È
∂Q

∂x
 – 

∂P

∂y

  P 
∂z

∂y
 – Q 

∂z

∂x
 

 = f(z) , (3)

ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

µ = µ(z) = e
 Ú  f(z)  dz

(ı¤Û·ÌÂ  c=1  ÙËÓ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÙË˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜).

♦ 1. MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎÔ‡ ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  µ = µ(y)  Ó·
Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  xy3dx+(x2y2–1) dy = 0.

E‰Ò Â›Ó·È  P(x, y) = xy3,  Q(x, y) = x2y2–1  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

∂P
∂y

 = 3xy2  π 2xy2 = 
∂Q

∂x
  ,

ÔfiÙÂ Ë ‰.Â. ‰ÂÓ Â›Ó·È Ï‹ÚË˜.
¢›ÓÂÙ·È fiÙÈ  z=y,  ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

f(y) = 

∂Q

∂x
 – 

∂P

∂y

  P 
∂z

∂y
 –   Q 

∂z

∂x
 

 = 2xy2–3xy2

xy3Ø1–(x2y2–1)Ø0
 = –xy2

xy3  = – 1
y

Î·È Ô ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È
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µ = e
 Ú  f(y)  dy

 = e
–  Ú  dy

y  = e–ln|y| = |y|–1 .

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙË ‰.Â. ÌÂ  µ = ±y–1  Î·È ·˘Ù‹ Á›ÓÂÙ·È

± 
 Î
È

 ̊
˘ xy2dx+

 Ë
Ê

 ̄
ˆx2y– 1

y
   dy  = 0 ,     yπ0

Ô˘ Â›Ó·È Ï‹ÚË˜ ‰.Â. ÛÙÔÓ ·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ

D = {(x, y) : y > 0}     ‹     D = {(x, y) : y < 0}.

EÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ  α=0  Î·È ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

Ú0

x
ty2dt +Ú Ë

Ê
 ̄
ˆ– 1

y   dy = ln |c0 |

fi   x
2y2

2
 – ln |y| = ln |c0 |    fi    c = y–2 ex2y2

 ,

fiÔ˘  c=±c0   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 2. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  (y3+xy2+y) dx+(x3+x2y+x) dy = 0,  ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÔÏÔ-
ÎÏËÚˆÙÈÎÔ‡ ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  µ = µ(xy).

E‰Ò Â›Ó·È  P(x, y) = y3+xy2+y,  Q(x, y) = x3+x2y+x  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

∂P
∂y

 = 3y2+2xy+1 π 3x2+2xy+1 = ∂Q
∂x

ÔfiÙÂ Ë ‰.Â. ‰ÂÓ Â›Ó·È Ï‹ÚË˜.
¢›ÓÂÙ·È fiÙÈ  z = xy,  ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

f(xy) = 

∂Q
∂x

 – ∂P
∂y

  P ∂z
∂y

 – Q ∂z
∂x

 
 = (3x2+2xy+1)–(3y2+2xy+1)

 (y3+xy2+y)Øx–(x3+x2y+x)Øy 
 =

= 3x2–3y2

y3x–x3y
 = –3 y2–x2

xy(y2–x2)
 = – 3

xy
  ,      xyπ0

Î·È Ô ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·˜ ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

µ = e
 Ú  f(xy)  d(xy)

 = e
–3 Ú  d(xy)

xy  = eln  |xy|–3
 = |xy|–3 .

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙË ‰.Â. ÌÂ  µ = ± (xy)–3  Î·È ·˘Ù‹ Á›ÓÂÙ·È
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± 
 Î
È

 ̊
˘ 

y3+xy2+y
x3y3  dx + x

3+x2y+x
x3y3  dy  = 0 ,      xyπ0

Ô˘ Â›Ó·È Ï‹ÚË˜ ‰.Â. ÛÙÔÓ ·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ

D1 = {(x, y) : x>0, y>0} , D3 = {(x, y) : x<0, y<0} ,

D2 = {(x, y) : x>0, y<0} , D4 = {(x, y) : x<0, y>0} .

EÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ  α=1  ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÙfiÔ˘˜ D1, D2 (‹ α=–1 ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÙfiÔ˘˜ D3, D4)

Î·È ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

Ú1

x
 y

3+ty2+y
t3y3  dt  +Ú  2+y

y3  dy = c0

fi   Ú1

x
 d(t–2)

–2
 + 1

y
 Ú1

x
d 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

t
   + 1

y2 Ú1

x
 d(t–2)

–2
 + 2 Ú d(y–2)

–2
 + Úd 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

y
   = c0

fi   1
x2 + 2

xy
 + 1

x2y2 + 1
y2 = c ,

fiÔ˘  c = –2c0+1  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 3. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x)  ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë ‰.Â.

y2  ηµx dx+y f(x) dy = 0

Â›Ó·È Ï‹ÚË˜. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â. ÁÈ· Ì›· ·’ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜  f(x).

E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ  P(x, y) = y2ηµx,  Q(x, y) = yf(x)  Î·È ÁÈ· Ó· Â›Ó·È Ï‹ÚË˜ Ë
‰.Â. Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

∂P

∂y
 = 

∂Q

∂x

‰ËÏ·‰‹    2y ηµx = yf ¢(x).
Afi ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ

f ¢(x) = 2ηµx ,

ÔfiÙÂ f(x) = Ú2ηµx dx+c1  = 2Úd(–συνx)+c1  = –2συνx+c1,

fiÔ˘  c1  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
°È·  c1=0  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) = –2συνx.

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·˘Ù‹ ÛÙË ‰.Â. Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ Ï‹ÚË ‰.Â.

y2
 ηµx dx–2y συνx dy = 0
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ÛÙÔÓ ·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ  D=ó2.
EÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ  α=0  Î·È ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

Ú0

x
y2  ηµt dt – Ú2y dy = –c ,

fi   –y2  συνx+y2–y2 = –c   fi   y2  συνx = c,

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

♦ 4. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ‰.Â.  y(2x2y3+3) dx+x(x2y3–1) dy = 0   (1)  ‰ÂÓ Â›Ó·È
Ï‹ÚË˜ Î·È ‰¤¯ÂÙ·È ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  µ = xαy�, fiÔ˘
α, �  Î·Ù¿ÏÏËÏÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

E‰Ò Â›Ó·È  P = y(2x2y3+3),  Q = x(x2y3–1)  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

∂P

∂y
 = 8x2y3+3 π 3x2y3–1 = 

∂Q

∂x

¿Ú·, Ë ‰.Â.  (1)  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ï‹ÚË˜.
¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜ ‰.Â.  (1)  ÌÂ  µ = xαy�   Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

µP = 2xα+2 y�+4+3xα y�+1  ,    µQ = xα+3 y�+3–xα+1 y� .

°È· Ó· Â›Ó·È Ë ‰.Â.  µPdx+µQdy = 0  Ï‹ÚË˜ ‰.Â. Ú¤ÂÈ Î·È ·ÚÎÂ›

∂(µP)
∂y

 = 
∂(µQ)

∂x

fi   2(�+4) xα+2 y�+3+3(�+1) xαx�  ∫ (α+3) xα+2 y�+3–(α+1) xαy�

fi   xαx�  ∫ [2(�+4) x2y3+3(�+1)] ∫ xαx�
 [(α+3) x2y3–(α+1)]

fi   2(�+4) x2y3+3(�+1) ∫ (α+3) x2y3–(α+1) . (2)

Afi ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  (2)  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

2(�+4) = α+3
3(�+1) = –(α+1)

   fi   
α = 7

3

� = – 9
5

ÔfiÙÂ Ë ‰.Â.  (1)  ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi ·Ú¿ÁÔÓÙ·

µ = µ(x, y) = x
7
3 y

–  9
5 .
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5. Iσ�γ
νιες τρ��ι�ς

A. Iσ�γ$νιες τρ��ι%ς σε καρτεσιαν%ς συντεταγµ%νες

ŒÛÙˆ  F(x, y, c) = 0  (1), c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜, ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·
Î·Ì‡ÏˆÓ. M›· Î·Ì‡ÏË Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÈ˜ Î·Ì‡ÏÂ˜  (1)  ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÁˆÓ›·
α π 90 Æ  Ï¤ÁÂÙ·È ισ�γ$νι�ς τρ��ι� ÙË˜  (1).

AÓ Â›Ó·È  α=90Æ  Ï¤ÁÂÙ·È �ρθ�γ$νι�ς τρ��ι� ÙË˜  (1).
  

O

α
ω y =y(x)

ισ�γ$νι�ς
τρ��ι�

x

y
AÓ  y¢ = f(x, y)  (2)  Â›Ó·È Ë ‰.Â.

ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙfiÙÂ Ë
f(x, y)  Â›Ó·È Ë ÎÏ›ÛË ÙË˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜
y = y(x)  ‰ËÏ·‰‹

ε�ω = f(x, y) .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÎÏ›ÛË ÙË˜ ÈÛÔÁÒ-
ÓÈ·˜ ÙÚÔ¯È¿˜ Â›Ó·È

ε�(ω+α) = f(x, y)+ε�α
1–f(x, y) ε�α

  ,

Î·È Ë ‰.Â. ÙË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Â›Ó·È  y¢ = ε�(ω+α).

°È·  α = 90Æ  Ë ‰.Â. ÙˆÓ ÔÚıÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Â›Ó·È  y¢ = (–f(x, y))–1.

B. Iσ�γ$νιες τρ��ι%ς σε π�λικ%ς συντεταγµ%νες

AÓ  G(ρ, θ, c) = 0   (1)  c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜, Â›Ó·È ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÈÎÔÁ¤-
ÓÂÈ· Î·Ì‡ÏˆÓ, Ì›· Î·Ì‡ÏË Ù¤ÌÓÂÈ ÈÛÔÁÒÓÈ· ÙÈ˜ Î·Ì‡ÏÂ˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÔÈÎÔ-
Á¤ÓÂÈ·˜ fiÙ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  (ρ, θ)  ¤¯Ô˘ÌÂ  ω1–ω2  = α,  fiÔ˘  ω2   Â›Ó·È Ë
 

O

θ

ρ

α

 ω1
 ω2ισ�γ$νι�ς

τρ��ι�

δ�σµ%νη
καµπ�λη

ÁˆÓ›· ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ ÙË˜  (1), ω1   Â›-
Ó·È Ë ÁˆÓ›· ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ ÙˆÓ ÈÛÔ-
ÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Î·È  α  Â›Ó·È Ë ÛÙ·-
ıÂÚ‹ ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ÌÂÙ·-
Í‡ ÙÔ˘˜.

IÛ¯‡ÂÈ  ε�ω = ρ dθ
dρ

 .

Œ¯Ô˘ÌÂ  ω1  = ω2+α,  ÔfiÙÂ

ε�ω1  = 
ε�ω2+ε�α
1–ε�ω2  ε�α

Î·È ·Ó Ë ‰.Â. ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ Â›Ó·È

ρ dθ
dρ

 = f(ρ, θ) = ε�ω2  ,

ÙfiÙÂ Ë ‰.Â. ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Â›Ó·È
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ρ dθ
dρ

 = f(ρ, θ)+ε�α
1–f(ρ, θ) ε�α

 .

°È·  α=90Æ  Ë ‰.Â. ÙˆÓ ÔÚıÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Â›Ó·È  – 1
ρ

 dρ
dθ

 = f(ρ, θ).

H ‰È·‰ÈÎ·Û›· Â›Ï˘ÛË˜ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔÓ ·Ú·Î¿-
Ùˆ ›Ó·Î·.

¶INAKA™ A. Kαρτεσιαν%ς συντεταγµ%νες

F(x, y, c) = 0 F0(x, y, c1) = 0

¢ÔÛÌ¤ÓË ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹
ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Î·Ì‡ÏˆÓ.

ZËÙÔ‡ÌÂÓË ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹
ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ.

A·ÏÔÈÊ‹ ÙË˜  c  ÌÂÙ·Í‡
ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ:

F(x, y, c) = 0

∂F

∂x
 + 

∂F

∂y
 dy
dx

 = 0

°ÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

dy
dx

 = f(x, y)

¢.Â. ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜
ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ Î·Ì‡ÏˆÓ.

fi dy
dx

 = f(x, y)+ε�α
1–f(x, y)ε�α

 
 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

α = 90Æ
dy
dx

 = –  1
f(x, y)

¢.Â. ÙË˜ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜
ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ.

¶INAKA™ B. Π�λικ%ς συντεταγµ%νες

G(ρ, θ, c) = 0 G0(ρ, θ, c1) = 0

¢ÔÛÌ¤ÓË ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹
ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Î·Ì‡ÏˆÓ.

ZËÙÔ‡ÌÂÓË ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹
ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ.

A·ÏÔÈÊ‹ ÙË˜  c  ÌÂÙ·Í‡
ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ:

G(ρ, θ, c) = 0

∂G

∂ρ
 + 

∂G

∂θ
 dθ
dρ

 = 0

°ÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

ρ dθ
dρ

 = f(ρ, θ)

¢.Â. ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ÔÈÎÔ-
Á¤ÓÂÈ·˜ Î·Ì‡ÏˆÓ.

fi ρ dθ
dρ

 = f(ρ, θ)+ε�α
1–f(ρ, θ) ε�α

 
 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

α=90Æ

ρ dθ
dρ

 = –  1
f(ρ, θ)

¢.Â. ÙË˜ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜
ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ.



28

♦ 1. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÔÚıÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙˆÓ ˘ÂÚ‚ÔÏÒÓ

xy = c2  ,     c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜ . (1)

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÚÒÙ· ÙË ‰.Â. ÙË˜ ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ ˘ÂÚ‚Ô-
ÏÒÓ  (1). ¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  x

y+xy¢ = 0   fi   y¢ = – y
x
  ,      xπ0 (2)

(·Ó ÛÙËÓ  (2)  ¤ÌÂÓÂ Ë ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜  c  ı· ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙÔ‡Û·ÌÂ ·fi ÙËÓ
(1)). H  (2)  Â›Ó·È Ë ‰.Â. ÙˆÓ ˘ÂÚ‚ÔÏÒÓ  (1).

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰.Â. ÙË˜ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ÔÚıÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Â›-
Ó·È

y¢ = x
y
 ,      yπ0 . (3)

OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰.Â.  (3)  Â›Ó·È

x2–y2 = c1 ,       c1   ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ (4)

Î·È ÔÈ ÔÚıÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜  (4)  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Â›ÛË˜ Ì›· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ˘ÂÚ‚ÔÏÒÓ.

 

O

y

x

xy=c2

x2–y2=c1

♦ 2. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÈÛÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜, ÁˆÓ›·˜  α=45Æ, ÙˆÓ ·Ú·‚ÔÏÒÓ

y = x+cx2 ,     c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜ . (1)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  x
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y¢ = 1+2cx ,

Î·È ÌÂÙ·Í‡ ·˘Ù‹˜ Î·È ÙË˜  (1)  ··ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ  c,  Î·È ‚Ú›ÛÎÔ˘-
ÌÂ ÙË ‰.Â. ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ ·Ú·‚ÔÏÒÓ.

Afi ÙËÓ  (1)  ¤¯Ô˘ÌÂ  c = y–x
x2   ,  xπ0 ,  ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ‰.Â.

y¢ = 1+2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

y–x
x2    x    fi    y¢ = 2y–x

x
  ,   xπ0.

EÂÈ‰‹  α=45Æ  Ë ‰.Â. ÙË˜ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ
Â›Ó·È

dy
dx

= 

2y–x
x

 + ε�45Æ

 1– 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2y–x
x

   ε�45Æ 
 = 

2y–x
x

 +1

 1– 2y–x
x

 
 = 

2y
x

 2x–2y
x

 

fi   dy
dx

 = 2y
2x–2y

 = y
x–y

   fi   dx
dy

 – 1
y
 x = –1

ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â. ÚÒÙË Ù¿ÍË˜, ·ÏÏ¿ ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ÙËÓ  y.
H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ‰.Â. Â›Ó·È

x = e
 Ú  dy

y    Î
È

 ̊
˘Ú–e

–Ú  dy
y  dy+ln |c0 |  = eln  |y| 

 Î
È

 ̊
˘Ú–e–ln |y|  dy+ln |c0 |  =

= |y|  
 Î
È

 ̊
˘– Ú |y|–1

 dy+ln |c0 |  = |y| [–ln |y|+ln |c0 |]

fi   x = |y| ln 
 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
c0

y
   fi 

 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
c0

y
   = e

x
|y|   fi   |y| e

x
|y| = c1,

fiÔ˘  c1 = |c0 |   ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

ÕÚ·, ÔÈ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÈÛÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜, ÁˆÓ›·˜  α=45Æ, Â›Ó·È ÔÈ Î·Ì‡ÏÂ˜

ye
x
y = c1,  y>0  και  ye

– x
y = –c1,  y<0.

♦ 3. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÔÚıÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ

ρ2  = c(1+συν2θ) ,     c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜ . (1)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙË ‰.Â.  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  ρ  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

2ρ = –2c ηµθ συνθ dθ
dρ

   fi   ρ 
dθ
dρ

 = ρ2

–c ηµθ συνθ
  . (2)
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MÂÙ·Í‡ ÙˆÓ  (1)  Î·È  (2)  ··ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ  c  Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

ρ dθ
dρ

 = – 1+συν2θ
ηµθ συνθ

  ,

Ô˘ Â›Ó·È Ë ‰.Â. ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ Î·Ì‡ÏˆÓ  (1).
EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰.Â. ÙˆÓ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓˆÓ ÔÚıÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ Â›Ó·È

– 1
ρ

 dρ
dθ

 = – 1+συν2θ
ηµθ συνθ

fi   1
ρ

 dρ
dθ

 = 1+συν2θ
ηµθ συνθ

    fi   dρ
ρ

 = 1+συν2θ
ηµθ συνθ

 dθ.

MÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ú  dρ
ρ

 = Ú   1+συν2θ
ηµθ συνθ

 dθ+ln |c0 | = Ú   dθ
ηµθ συνθ

 + Ú  συνθ
ηµθ

 dθ+ln |c0 | ,

fiÔ˘ Ú   dθ
ηµθ συνθ

 = Ú  

dθ
συνθ
  ηµθ  

 = Ú  

dθ
συν2θ

   ηµθ
συνθ

  
 = Ú  dε�θ

ε�θ
 = ln |ε�θ|  ,

Ú  συνθ dθ
ηµθ

 = Ú  dηµθ
ηµθ

 = ln |ηµθ| ,

ÔfiÙÂ ÔÈ ÔÚıÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙË˜  (1)  Â›Ó·È

ln ρ = ln |ε�θ|+ln |ηµθ|+ln |c0 |

fi  ρ = c1  ε�θ ηµθ ,   fiÔ˘  c1=±c0   ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜.

♦ 4. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÈÛÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜, ÁˆÓ›·˜  α, ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ

ρ = c ηµθ  ,      c  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜  . (1)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  ρ  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

1 = c συνθ dθ
dρ

    fi    dθ
dρ

 = 1
c συνθ

 . (2)

MÂÙ·Í‡ ÙˆÓ (1)  Î·È  (2)  ··ÏÂ›ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ  c.
Afi ÙËÓ  (1)  ¤¯Ô˘ÌÂ

c = ρ
ηµθ

Î·È ı¤ÙÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ·˘Ù‹ ÛÙËÓ  (2)  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙË ‰.Â. ÙË˜ ‰ÔÛÌ¤ÓË˜ ÔÈÎÔÁ¤-
ÓÂÈ·˜ Î·Ì‡ÏˆÓ  (1)
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ρ dθ
dρ

 = ηµθ
συνθ

 = ε�θ.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰.Â. ÙˆÓ ÈÛÔÁÒÓÈˆÓ ÙÚÔ¯ÈÒÓ, ÁˆÓ›·˜  α,  Â›Ó·È

ρ dθ
dρ

 = ε�θ+ε�α
1–ε�θ ε�α

 = ε�(θ+α) .

Œ¯Ô˘ÌÂ dθ
ε�(θ+α)

 = dρ
ρ

   fi   συν(θ+α) dθ
ηµ(θ+α)

 = dρ
ρ

Î·È ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

ln |c0 | +Ú  συν(θ+α) dθ
ηµ(θ+α)

 = Ú  dρ
ρ

   fi   ln |c0 | + Ú  dηµ(θ+α)
ηµ(θ+α)

 = ln ρ

fi  ln |c0 |+ln |ηµ(θ+α)| = ln ρ    fi    ρ = c1  ηµ(θ+α) ,

fiÔ˘  c1=±c0   ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜, Ô˘ Â›Ó·È ÔÈ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÈÛÔÁÒÓÈÂ˜ ÙÚÔ¯È¤˜ ÙˆÓ

Î·Ì‡ÏˆÓ  (1).

6. ∆ια��ρικ�ς ε�ισ
σεις τ�υ Clairaut
και τ�υ Lagrange

OÈ ‰.Â. ÙÔ˘ Clairaut Â›Ó·È ÔÈ ‰.Â. ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

y = xy¢+f(y¢) . (1)

£EøPHMA: Aν  y  ε�ναι λ�ση της δ.ε.  (1)  τ�τε η  y  ε�ναι �ση µε µ�α
απ� τις ευθε�ες  y = xc+f(c),  c  αυθα�ρετη σταθερ�, � µε την περι��λ-
λ�υσα αυτ$ν των ευθει$ν.

H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ περι��λλ�υσας ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ  g(x, y, c) = 0, c  ·Ú¿ÌÂ-
ÙÚÔ˜, ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÌÂ ··ÏÔÈÊ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘  c  ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ:

g(x, y, c) = 0 ,    
∂g

∂c
 (x, y, c) = 0 ,

·Ó ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜

∂2g

∂c2
 π 0  ,   

 ÔÔ
ÔÔ

 ÔÔ
ÔÔ

 

∂g

∂x
    

∂g

∂y

∂2g

∂x∂c
      

∂2g

∂y∂c

   π 0 .
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OÈ ‰.Â. ÙÔ˘ Lagrange ¤¯Ô˘Ó ÙË ÌÔÚÊ‹

y = x�(y¢)+f(y¢). (2)

£¤ÙÔ˘ÌÂ  p=y¢  Î·È ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  �(p)πp.
¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ  (2)  ˆ˜ ÚÔ˜  x

p = �(p)+x�¢(p) dp
dx

 + f ¢(p) dp
dx

fi   dx
dp

 + x 
�¢(p)

�(p)–p
 = 

f ¢(p)
p–�(p)

  . (3)

AÓ  x = λ(p, c),  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹, Â›Ó·È Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜
‰.Â.  (3), ÙfiÙÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.  (2)  ‰›ÓÂÙ·È ÌÂ ÌÔÓÔ·Ú·ÌÂÙÚÈ-
Î‹ ÌÔÚÊ‹ ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

x = λ(p, c) ,      y = λ(p, c)�(p)+f(p) ,     p  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜.

AÓ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ Ë ··ÏÔÈÊ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘  p  ÛÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ ÂÍÈ-
ÛÒÛÂÈ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.  (2)  ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

G(x, y, c) = 0 ,     c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

Σηµε�ωση. AÓ Â›Ó·È  �(p0) = p0,  ÙfiÙÂ Ë Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹  y = xp0+f(p0),
fiÙ·Ó ‰ÂÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·, Â›Ó·È È‰È¿˙Ô˘Û· Ï‡ÛË ÙË˜
‰.Â. (2).

♦ 1. N· Ï˘ıÂ› Ë ‰.Â.  y = xy¢–ey ¢ .    (1)

£¤ÙÔ˘ÌÂ  p=y¢  Î·È ·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ‰.Â,.  (1)  ˆ˜ ÚÔ˜  x

p = p+x dp
dx

 – e p  dp
dx

    fi    dp
dx

 [x–e p] = 0 ,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  dp
dx

 = 0 fi p=c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ ‹  x–e p  = 0.

EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÁÂÓÈÎfi ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â.  (1)  Â›Ó·È

y = cx–ec

Î·È Ë È‰È¿˙Ô˘Û· Ï‡ÛË ÙË˜, ÌÂ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹, Â›Ó·È

x= e p  ,    y = e pp–e p  ,     p  ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜ .

MÂ ··ÏÔÈÊ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘  p  ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ  (x > 0)

p = lnx    Î·È   y = x lnx–x = x (lnx–1)
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