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EI™A°ø°H

T· ‚ÈÔÏÔÁÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Î·È ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙÔ˘ "Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÔ‡ ÎfiÛÌÔ˘" ı¤ÙÔ˘Ó ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘˜ ·Ó·ÁÎ·›Ô˘˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜.

¶ÚÒÙÔÓ, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· n-‰È¿ÛÙ·ÛË˜ ¯ˆÚ›˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi ÛÙÔ  n. O
ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜ ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ‰‡Ô ‹ ÙÚÈˆÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Â›Ó·È Û˘¯Ó¿ ·ÚÎÂÙ¿ ÈÎ·-
ÓÔÔÈËÙÈÎfi˜ ÁÈ· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ Ê˘ÛÈÎ‹˜.

AÏÏ¿ Ù· ‚ÈÔÏÔÁÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Â›Ó·È ÔÏ‡ ÈÔ ÔÏ‡ÏÔÎ· Î·È ÛÂ ÔÏÏ¤˜
ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÌÈ· ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎ‹ ÙÔ˘˜ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ Á›ÓÂÙ·È Ì’ ¤Ó· ÌÂÁ¿ÏÔ Û‡ÓÔÏÔ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ.

¢Â‡ÙÂÚÔÓ, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌfiÓÔÓ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Â›Ó·È ÌË ·Ú-
ÓËÙÈÎ¤˜ Î·È ÂÈ‚¿ÏÏÔ˘ÌÂ Ù¤ÙÔÈÂ˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ ·Ó ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Î¿-
ÔÈ·˜ Ï‡ÛË˜ ÁÈ· ‰ÔÛÌ¤ÓË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t0  Â›Ó·È ÌË ·ÚÓËÙÈÎ¤˜, ÙÔ ›‰ÈÔ Ó·
Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÁÈ· fiÏ· Ù·  t≥t0.

A˘Ù‹ Â›Ó·È ÌÈ· ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎ‹ ˘fiıÂÛË fiÙ·Ó ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó
Û˘Ì˘ÎÓÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ‚ÈÔ¯ËÌÂ›·˜ ‹ ¤ÓÙ·ÛË ÙÔ˘ ÊˆÙfi˜ ‹ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Ê˘ÛÈÎ‹ ÌÂ-
Ù·‚ÏËÙ‹, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ Â›Ó·È ¯ˆÚ›˜ ÓfiËÌ·.

TÚ›ÙÔÓ, Ë ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ÙË˜ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·˜ Î·Ù¿ Liapunov Â›-
Ó·È ÂÚˆÙËÌ·ÙÈÎ‹ fiÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÙÔ Ú·ÎÙÈÎfi ÙÔ˘˜ ÓfiËÌ·. A˘Ùfi Â›Ó·È ·ÏËıÈÓfi
ÂÈ‰ÈÎ¿ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ‚ÈÔÏÔÁÈÎÒÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ.

Γενικ�τερα, κ
θε συνε��ς µ�θ�δ�ς (συνε��ς µ�ντ�λ�) π�υ µπ�ρε�
να �ρησιµ�π�ιηθε� για την περιγρα�� �ι�λ�γικ�ν �αιν�µ�νων ε�ναι
ερωτηµατικ�, δηλαδ� στη �υσικ� ερµηνε�α των απ�τελεσµ
των της
παρ�υσι
��νται πρ��λ�µατα.

™YM¶EPA™MATA

A¶O TON

¶PA°MATIKO KO™MO

MA£HMATIKA

™YM¶EPA™MATA

Σ�γκριση

¶PA°MATIKO™

KO™MO™

MA£HMATIKA

™Y™THMATA

A�ηρηµ�νη
σκ�ψη

Eµπειρικ

δεδ�µ�να

Mαθηµατικ�ς
τε�νικ�ς

∆IAΓPAMMA TΩN MONTEΛΩN
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KEºA§AIO  I

BA™IKA MONTE§A

1. Λ�γιστικ� µ�ντ
λ�

TÔ ÈÔ ·Ïfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·‡ÍËÛË˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Â›Ó·È

dN
dt

 = aN  , (1.1)

fiÔ˘  N(t)  Â›Ó·È Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t  Î·È α  Â›Ó·È Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÁÂÓÓ‹-
ÛÂˆÓ-ı·Ó¿ÙˆÓ ÛÙË ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘.

A˘Ùfi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ˆ˜ ÓfiÌÔ˜ ÙÔ˘ Malthus Î·È ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË
‰›ÓÂÈ

N(t) = N0 e
αt ,   N(0)=N0  . (1.2)

A˘Ùfi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙ·Ó ÔÈ ËÁ¤˜ ÙÚÔÊ›ÌˆÓ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÓÙÏËÙÂ˜ ÁÈ·
ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi. AÏÏ’ fiÌˆ˜ Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ËÁÒÓ ÙÚÔÊ›ÌˆÓ Î·È Ô ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi˜
ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÂÈ‚¿ÏÏÔ˘Ó ÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÂÓfi˜ fiÚÔ˘ Û˘ÌÂÚÈÊÔ-
Ú¿˜ ÛÙÔ ‰ÂÍÈfi Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ (1.1).

ŒÙÛÈ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ô ÏÔÁÈÛÙÈÎfi˜ ÓfiÌÔ˜

dN
dt

 = N[α–bN] . (1.3)

OÏÔÎÏËÚÒÓÔÓÙ·˜ ÙË ‰.Â. (1.3) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

N= 
Ne

1+
 Ë
Ê

 ̄
ˆNe

N0
–1 e–αt

    ,   Ne = α
b

.

A˘Ù‹ Ë ÏÔÁÈÛÙÈÎ‹ Î·Ì‡ÏË ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ fiÙ·Ó

N= α
2b

 = 1
2

 Ne .
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O

N0

Ne
1
–
2

Ne

N

t

Σηµε�ωση

AÓ Â›Ó·È  b=α  Î·È  α=α(t)>0  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜  ω-ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÁÈ·
fiÏ· Ù·  tŒR  (‰ËÏ. α(t+ω)=α(t), " tŒR)  ÙfiÙÂ fiÏÂ˜ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ‰.Â.

dN
dt

 = α(t) N[1–N]

ÙÂ›ÓÔ˘Ó ¿ÏÈ ÛÙËÓ ÙÈÌ‹  Ne=1.

Πειραµατικ� ε�αρµ�γ� τ�υ λ�γιστικ�� µ�ντ
λ�υ

TÔ ÏÔÁÈÛÙÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ

dN
dt

 = N[α–bN]

ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ›

 Ú dN
N[α–bN]

 = Údt fi N
α–bN

 = keαt ,   k = α
b

  .

E›Ó·È Ú·ÎÙÈÎ¿ ¯Ú‹ÛÈÌÔ Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË Ó· Í·Ó·ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

N= αkeαt

1+bkeαt = α

b+
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

k
  e–αt

 =  

α
b

1+
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

bk
  e–αt

 = k
1+eδ–αt

fiÔ˘  δ= –log (bk)  Î·È  k= α
b

 .

EÂÈ‰‹ Â›Ó·È  α>0  ¤¯Ô˘ÌÂ  lim
tÆ•

N(t)= k= α
b

 .

™ÙËÓ Ú¿ÍË, ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡˜  N0, N1 Î·È N2 ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜
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ÛÙÈÁÌ¤˜  t0, t1  Î·È  t2, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  k, δ  Î·È α.

¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ¤¯Ô˘ÌÂ

δ–αt = log 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N

N

fiÔ˘  α, δ  Î·È  k  Â›Ó·È ÔÈ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤Â˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.
XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ Ù· ÙÚ›· ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿ ‰Â‰ÔÌ¤Ó·, Ù· ÔÔ›· ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ

ÈÔ ¿Óˆ, ¤¯Ô˘ÌÂ

δ–αt0 = log 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N0

N0
 =  A  ,

δ–αt1 = log 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N1

N1
 =  B  ,

δ–αt2 = log 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N2

N2
 =  Γ  .

A’ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜

B–A = α(t0–t1)  ,    Γ–A = α(t0–t2)

α = B–A
t0–t1

    Î·È   δ = αt0+A.

Afi ÙÔ ÚÒÙÔ ˙Â˘Á¿ÚÈ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

(t0–t2) (B–A) = (t0–t1) (Γ–A) .

°È· ·ÏfiÙËÙ· ÛÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÂÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

t1–t2 = t1–t0  .

TfiÙÂ

2(B–A) = Γ–A fi 2B= A+Γ

·’ fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

log 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N1

N1

2
 = log 

 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N0

N0
 + log 

 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N2

N2

‹ ·ÎfiÌË

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N1

N1

2
 =  

 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N0

N0
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆk–N2

N2
  .

EÂÈ‰‹ Ù·  N0, N1  Î·È  N2  Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ, ‰Â‡ÙÂ-
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ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜  k, ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ Ú›˙Â˜

k1 = 0    Î·È   k2 = 
N1(2N0 N2–N0 N1–N1 N2)

N0 N2–N2
1

  .

H Ú›˙·  k1=0  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ, ·Ó Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Î¿ÔÙÂ ÏË-

ÛÈ¿ÛÂÈ ÙÔ ÌË‰¤Ó ı· ÌÂ›ÓÂÈ ÂÎÂ› ÁÈ· ¿ÓÙ·.
H ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ú›˙·   k2  ‰›ÓÂÈ ÙË Ì¤ÁÈÛÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ·Ó¿Ù˘ÍË˜.
MfiÏÈ˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ  k2  ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÁÓˆÛÙÒÓ ÙÈÌÒÓ  N0, N1

Î·È N2, ÙfiÙÂ Ù·  A, B  Î·È  Γ  ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È Â‡ÎÔÏ·.
™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜  α  Î·È  δ.

2. M�ντ
λ� τ�υ Smith

Afi ÙÔ ÏÔÁÈÛÙÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ  dN
dt

 = aN–bN2  Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ô fiÚÔ˜

1
N

  dN
dt

ı· Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  N.
O N. Smith (1963) ("Population Dynamics in Daphnia Magnes", Eco-

logy 44, p. 61) ‚Ú‹ÎÂ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿, ÛÂ ÌÈÎÚÔ‚È·Î¤˜ Î·ÏÏÈ¤ÚÁÂÈÂ˜, fiÙÈ ÂÓÒ ÙÔ
ÁÚ¿ÊËÌ· ÙË˜  N(t)  ÛÙÔ ¯ÒÚÔ  (t, N)  Â›Ó·È ÛÈÁÌÔÂÈ‰¤˜, ÙÔ ÁÚ¿ÊËÌ· ÙÔ˘

1
N

  dN
dt

    ÛÙÔ ¯ÒÚÔ  
 Ë
Ê

 ̄
ˆN, 1

N
dN
dt

‰ÂÓ ‹Ù·Ó ÌÈ· Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹ ·ÏÏ¿ ÌÈ· ÎÔ›ÏË Î·Ì‡ÏË.
A˘Ùfi Û‹Ì·ÈÓÂ ˆ˜ Ô fiÚÔ˜  α–bN  ı· ¤ÚÂÂ Ó’ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› ·fi ÙÔ

Ú˘ıÌfi ÌË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË˜ ·fi ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi ÙË˜ ÚÔÛÊÂÚfiÌÂÓË˜ ÙÚÔÊ‹˜,
‰ËÏ·‰‹ ·fi ÙÔÓ fiÚÔ

γ(S–F)
S

fiÔ˘  F  Â›Ó·È Ô Ú˘ıÌfi˜ Î·Ù·Ó¿ÏˆÛË˜ ÙË˜ ÙÚÔÊ‹˜ Î·È S  Ô Ú˘ıÌfi˜ ÙË˜ ÚÔÛ-
ÊÂÚfiÌÂÓË˜ ÙÚÔÊ‹˜.

O N. Smith ıÂÒÚËÛÂ fiÙÈ

F = λN+µ dN
dt

  ,    S = λk    (k = α
b

 )

ÔfiÙÂ
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1
N

 dN
dt

 = γ S–F
S

 = 
γ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆλk–λN–µ dN

dt
λk

� 1
N

 dN
dt

 = γ(k–N)
k+νN

(2.1)

fiÔ˘  ν= γµ
λ

 .

AÓ Â›Ó·È  N0<k,  ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ   dN
dt

 > 0,  Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ·˘Í¿ÓÂÈ Ì’ ¤Ó· Ú˘-

ıÌfi Ô ÔÔ›Ô˜ ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È Î·È ÙÂÏÈÎ¿, Î·ıÒ˜ ÙÔ  NÆk,  Ô Ú˘ıÌfi˜ ·‡ÍËÛË˜
ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ ÌË‰¤Ó. ŒÙÛÈ ÙÔ  k  Â›Ó·È ÙÔ ÔÚÈ·Îfi Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡.

AÓ Â›Ó·È N0>k Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È ÙÂ›ÓÔÓÙ·˜ ÛÙÔ ÔÚÈ·Îfi Ì¤ÁÂıÔ˜ k.
E›ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

1
γ

 d
2N

dt2
 = – ν

(k+ν)2 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

 Ë
Ê

 ̄
ˆN+ k

ν
 

2
– k2

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

ν
 + 1

ν2

ÔfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ fiÙ·Ó

N
k

 = 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘÷̀`1ν + 1

ν2
– 1

ν
 .

K·ıÒ˜  νÆ0   ÙÔ  N
k

 Æ 1
2
  , Î·È Î·ıÒ˜  νÆ•  ÙÔ  N

k
 Æ 0  ¤ÙÛÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô

Î·Ì‹˜ Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ¿ÓÙÔÙÂ fiÙ·Ó ÙÔ  NŒ(0,  k
2

 ).

K·ıÒ˜  ν  (‹ ÙÔ  µ
λ

 )  ·˘Í¿ÓÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÁÈ· ÌÈÎÚ¤˜ ÙÈ-

Ì¤˜ ÙÔ˘  N  Î·È ·Ó

ν> 1

 Ë
Ê

 ̄
ˆN0

k

2 – 2
N0

k

‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜.
BÏ¤Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ˆ˜ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Smith ‰›ÓÂÈ Î·Ï‡ÙÂÚ· ·ÔÙÂÏ¤-

ÛÌ·Ù· fiÙ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÛÙË ÛÈÁÌÔÂÈ‰‹ Î·Ì‡ÏË Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÁÈ·  N
ÌÈÎÚfiÙÂÚ· ÙÔ˘

 1
2

 Ne= α
2b

 .

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ, ·ÎfiÌË, ˆ˜ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ (2.1) ¤¯ÂÈ ÌÈ· ·Ú¿ÌÂÙÚÔ ÂÚÈÛÛfi-
ÙÂÚÔ ·fi ÙËÓ (1.3)  Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ (1.3) Û·Ó ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË
(ÁÈ·  ν=0).
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3. E�ισ�σεις επι��ωσης στην αν�πτυ�η πληθυσµ��

°È· ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÌÂÚÈÎÒÓ ÂÈ‰ÒÓ ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ
fiÙÈ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t=0  ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·’ ·˘Ù¿ .¯.  n(0),  Î·È
fiÏ· ÙË˜ ›‰È·˜ ËÏÈÎ›·˜  ρ0.  ™Â Ì›· ÌÂÏÏÔÓÙÈÎ‹ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t  ˘¿Ú¯Ô˘Ó
n(t)  ·’ ·˘Ù¿ Ù· Â›‰Ë Ô˘ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi.

TfiÙÂ  n(t)  Î·È  n(0)  Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È, ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÌÈ·˜ ε&�σωσης επι��ωσης
f(t),  ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

n(t)=n(0) f(t) ,    t ≥ 0 (3.1)

fiÔ˘  f(0)=1.
EÈÏ¤ÔÓ ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ¿ÙÔÌ· ÙÔ˘ Â›‰Ô˘˜ ·˘ÙÔ‡, Î·È ÙË˜ ›‰È·˜ ËÏÈÎ›·˜

ρ0, ÙÔÔıÂÙÔ‡ÓÙ·È ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi Î¿ÔÈ· ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t1>0  Î·È Ù· ÔÔ›·

·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË ÂÈ‚›ˆÛË˜.

ŒÙÛÈ, ·Ó  m(t1)  ¿ÙÔÌ· ÙÔÔıÂÙÔ‡ÓÙ·È ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹
t1, ÙfiÙÂ ÛÂ ÌÈ· ÌÂÏÏÔÓÙÈÎ‹ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t>t1  ı· ¤¯Ô˘Ó ÌÂ›ÓÂÈ ÛÙÔÓ ÏËı˘-
ÛÌfi  m(t)  ·’ ·˘Ù¿, fiÔ˘

m(t) = m(t1) f (t–t1) .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· ˆ˜ ¿ÙÔÌ· ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ Â›‰Ô˘˜, ËÏÈÎ›·˜  ρ0, ÙÔÔıÂÙÔ‡ÓÙ·È
ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi Ì’ ¤Ó· Ú˘ıÌfi µ(t)  Ô˘ ı· ÙÔÓ Ï¤ÌÂ ρυθµ� τ�π�θ�τησης.

™ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  [τ, τ+∆τ] ,  µ(τ1) ∆τ ,  τ ≤ τ1 ≤ τ+∆τ , ¿ÙÔÌ· ÙÔ˘

Â›‰Ô˘˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÔıÂÙËıÂ› ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙË˜ ÂÈ‚›ˆÛË˜  (3.1)

µ(τ1) ∆τ f (t–τ1)

·’ ·˘Ù¿ Ù· ¿ÙÔÌ· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ·ÎfiÌË Ì¤Û· ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi.
¢È·ÈÚÒÓÙ·˜ ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, t]  ÛÂ ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ì‹ÎÔ˘˜  ∆τ

Î·È ıÂˆÚÒÓÙ·˜ fiÙÈ  ∆τÆ0, ¤¯Ô˘ÌÂ

lim
∆τÆ0

 Â µ(τ1) ∆τ f(t–τ1) = Ú0

t
µ(τ) f(t–τ)dτ ,

Ô˘ Â›Ó·È Ù· ¿ÙÔÌ· Ô˘ ÂÈ‚ÈÒÓÔ˘Ó ·’ ·˘Ù¿ Ô˘ ÙÔÔıÂÙ‹ıËÎ·Ó ÛÙÔÓ ÏË-
ı˘ÛÌfi ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, t].

ŒÙÛÈ Ô ÓfiÌÔ˜ ÂÈ‚›ˆÛË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ÙÔÔıÂÙÔ‡ÓÙ·È ¿ÙÔÌ·,
ÙË˜ ›‰È·˜ ËÏÈÎ›·˜  ρ0, ÌÂ Ú˘ıÌfi  µ(t), Â›Ó·È

n(t) = n(0) f(t)+ Ú0

t
µ(τ) f(t–τ)dτ  . (3.2)
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Παρ
δειγµα

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ 1981 ‹Ù·Ó 34 Ï·ÁÔ› ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ A, ÌÂ ÂÍ›-
ÛˆÛË ÂÈ‚›ˆÛ‹˜ ÙÔ˘˜  f(t)=e–t. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ, ·ÎfiÌË, fiÙÈ Ï·ÁÔ› ÙÔÔıÂÙÔ‡ÓÙ·È
Û’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi ÌÂ ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi Ú˘ıÌfi  µ0.

¶fiÛÔÈ Ï·ÁÔ› ı· ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t; ¶ÔÈ· Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È Ë
ÙÈÌ‹  µ0  ÁÈ· Ó· ·Ú·Ì¤ÓÂÈ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÛÙ·ıÂÚfi˜;

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÂÈ‚›ˆÛË˜  (3.2)  ¤¯Ô˘ÌÂ

n(t) = 34e–t+ Ú0

t
µ0  e–(t–τ)

 dτ =

= 34e–t+µ0 e–t Ú0

t
eτ dτ = 34e–t+µ0(1–e–t) ,

Ï·ÁÔ‡˜ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t.
¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ·Ó Â›Ó·È  µ0=34  ÙfiÙÂ  n(t)=34  ÁÈ· fiÏ· Ù·  t  ‰ËÏ·‰‹ Ô ÏËı˘-

ÛÌfi˜ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi˜.

4. Λ�γιστικ� µ�ντ
λ� µε �ρ�ν� υστ
ρησης

M¤¯ÚÈ ÙÒÚ· ˘Ôı¤Ù·ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÙfiÌˆÓ
Ì¤Û· ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi Î·È fiÙÈ Ë ÂÍ¤ÏÈÍË ÙˆÓ ÁÂÓÓ‹ÛÂˆÓ Î·È ÙˆÓ ı·Ó¿ÙˆÓ ÁÈ-
ÓfiÙ·Ó Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜. Aλλ
 σε πραγµατικ��ς πληθυσµ��ς η �νταση αυτ�ν
των ε&ελ�&εων ε�ναι δια��ρετικ� στις δι
��ρες ηλικ�ες. °È· ·Ú¿‰ÂÈ-
ÁÌ·, ÛÙ· ¤ÓÙÔÌ· Ù· ·˘Á¿ Á›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ÂÓ‹ÏÈÎÂ˜ ÂÓÒ Ô ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi˜
Á›ÓÂÙ·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ÛÙË ÛÎˆÏËÎÔÂÈ‰‹ ÙÔ˘˜ Ê¿ÛË. E›ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ Â›-
‰Ú·ÛË ÙÔ˘ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓÙÔ˜, ÙÔÓ Î·ÓÈ‚·ÏÈÛÌfi Î.Ï., Ù· ÔÔ›· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ
ÂËÚÂ¿˙Ô˘Ó ÙÈ˜ ÓÂ·Ú¤˜ ËÏÈÎ›Â˜, ÂÓÒ Ë ¤ÓÙ·Û‹ ÙÔ˘˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi
ÙˆÓ ÂÓËÏ›ÎˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙË˜ Ê˘ÛÈÎ‹˜ ·‡ÍËÛË˜ ˘fiÎÂÈÙ·È ÛÂ ·Ú-
ÓËÙÈÎ‹ Â›‰Ú·ÛË ·fi Ù· ¿ÙÔÌ· ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ÁÂÓÂ¿˜.

ŒÓ· ÏÔÁÈÛÙÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·‡ÍËÛË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙÔ ÔÔ›Ô Ï·Ì‚¿ÓÂÈ
˘fi„Ë ÙÔ˘ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· Â›‰Ú·ÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ›

dN(t)
dt

 = [α–γN(t–τ)] N(t) (4.1)

fiÔ˘  Ù  Â›Ó·È Ô Ì¤ÛÔ˜ fiÚÔ˜ ˙ˆ‹˜ ÌÈ·˜ ÁÂÓÂ¿˜.
OÈ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙÒÚ· Â›Ó·È

N(t)=N0 (t),    0 £ t £τ 

fiÔ˘  N0(t)  Â›Ó·È ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È  N0(τ)> 0.
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Ÿˆ˜ ÙÔ ·Ïfi ÏÔÁÈÛÙÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ (1.3) ¤ÙÛÈ Î·È Ë ‰.Â. (4.1) ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô
ÈÛÔÚÚÔ›·˜

N* = α
γ

 .

E�ναι ενδια��ρ�ν να γνωρ���υµε για π�ιες τιµ�ς των παραµ�τρων
αυτ� τ� σηµε�� ισ�ρρ�π�ας ε�ναι ευσταθ�ς. E�ναι γνωστ� πως για τ�
απλ� λ�γιστικ� µ�ντ�λ� (1.3) τ� σηµε�� ισ�ρρ�π�ας ε�ναι π
ντ�τε ευ-
σταθ�ς.

H ‰.Â.  (4.1) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ›

dx(t)
dt

 +γN*x(t–τ) = –γx(t)x(t–τ) (4.2)

fiÔ˘  x(t)=N(t)–N*.
EÂÈ‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ

|x(t)x(t–τ)|
|x(t)|+|x(t–τ)|

 Æ 0

fiÔ˘  |x(t)|+|x(t–τ)| Æ 0, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÁÓˆÛÙfi ıÂÒÚËÌ· ÁÈ· ÙËÓ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·
ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ‰.Â. ‰È·ÊÔÚÒÓ ÙˆÓ Bellman R. - Cooke K.
[1], p. 118  Î·È  p. 336, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÈÛÔÚÚÔ›·˜  N*  ı· Â›Ó·È Â˘ÛÙ·ı¤˜ (·Û˘-
ÌÙˆÙÈÎ¿) ·Ó ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔÈËÌ¤ÓË˜ ‰.Â.

dx(t)
dt

 +γ N* x(t–τ) = 0 (4.3)

ÙÂ›ÓÔ˘Ó ÚÔ˜ ÙÔ ÌË‰¤Ó fiÙ·Ó  tÆ•.

°È· Ó· Û˘Ì‚Â› ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Î·È ·ÚÎÂ› ÔÈ Ú›˙Â˜ ÙÔ˘ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÔ‡ Ô-
Ï˘ˆÓ‡ÌÔ˘✻

P(λτ) = λτeλτ+γN*τ = µeµ+ατ

(λτ=µ,  γN*=α)  Ó· ¤¯Ô˘Ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÚÔ˜  Re(µ)<0, fiÙ·Ó  0 < ατ < π
2

 .

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ, fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û˘Óı‹ÎË

0 <α < π
2τ

   , (4.4)

ÙfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÈÛÔÚÚÔ›·˜  N*  Â›Ó·È Â˘ÛÙ·ı¤˜ ÁÈ· ÙË ‰.Â.  (4.1) fiˆ˜ Â›Ó·È
Î·È ÁÈ· ÙË ‰.Â. (1.3)  ¯ˆÚ›˜ ¯ÚfiÓÔ ˘ÛÙ¤ÚËÛË˜.

H ·ÓÈÛfiÙËÙ·  (4.4)  ÈÛ¯‡ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ ÁÈ· ÏËı˘ÛÌÔ‡˜ ÌÂ ÌÈÎÚÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂ-

________
✻ H ÂÍ›ÛˆÛË  µeµ+α=0  ¤¯ÂÈ ÌÂÏÂÙËıÂ› ÛÙËÓ ÂÚÁ·Û›·: WRIGHT E.M. "Stability criteria

and real roots of a transcendental equation", SIAM J. Appl. Math. 9, p.136-148, 1961.
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ÛÙ¤˜ Ê˘ÛÈÎ‹˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ Î·È ÌÈÎÚ‹ ‰È¿ÚÎÂÈ· ˙ˆ‹˜.
TÔ fiÙÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÈÛÔÚÚÔ›·˜  N*  Â›Ó·È ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ Â˘ÛÙ·ı¤˜ ÛËÌ·›ÓÂÈ

fiÙÈ ÁÈ· ·ÚÎÂÙ¿ ÌÈÎÚfi  q = max {|N0(t)–N*| : 0 ≤ t £ τ}

|N(t)–N*| Æ 0,   fiÙ·Ó  tÆ• ,

‰ËÏ·‰‹ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÈ· ÙÔÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ‰.Â.   (4.1).
£’ ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ¯ˆÚ›˜ ÙÈ˜ ÂÓÔ¯ÏËÙÈÎ¤˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜✻, ÌÂÚÈÎ¤˜

È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ÔÏÈÎ‹˜ ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ (4.1).

1) Aν  N0(t)>0  �ι λ�σεις της (4.1) ε�ναι �λες �ραγµ�νες απ� π
νω και
απ� κ
τω µε θετικ�ς σταθερ�ς για �λες τις τιµ�ς τ�υ  t.

2) Για αρκετ
 µεγ
λα  t  �ι καµπ�λες  N(t)  και  
 �
N(t)= dN

dt
  ε�ναι:

α)  ε�τε µ�ν�τ�τες και  N(t)ÆN*,  
 �
N(t)Æ0,

�  �)  η  N(t)  ταλαντε�εται γ�ρω απ� την τιµ�  N*.

3) Aν ε�ναι  ατ ≤ 37
24

  τ�τε  N(t)ÆN*  �ταν  tÆ•   (δηλαδ� τ� σηµε��

ισ�ρρ�π�ας  N*  ε�ναι ασυµπτωτικ
 ευσταθ�ς για �λες τις αρ�ικ�ς
παρεκκλ�σεις π�υ µας α��ν�υν στ� θετικ� ηµι
&�να).

4) Aν ε�ναι  ατ> π
2

  �ι λ�σεις π�υ υπ
ρ��υν δεν τε�ν�υν στ�  N*  �ταν

τ�  tÆ•.

5) Aν ε�ναι  ατ>e–1  καµι
 λ�ση δεν τε�νει µ�ν�τ�να στ�  N* �ταν τ�
tÆ•.

6) Aν ε�ναι  ατ≤e–1   τ�τε δεν υπ
ρ��υν ταλαντευ�µενες λ�σεις τ�-
τ�ιες, �στε τα διαστ�µατα µετα&� των ρι��ν (τ�µ�ν µε τ�ν 
&�να
O t) της συν
ρτησης  N(t)–N*  να ε�ναι µεγαλ�τερα � �σα µε τ�
�ρ�ν� υστ�ρησης  τ  για αρκετ
 µεγ
λα  t.

7) Για �λα τα

ατ> π
2

δεν υπ
ρ��υν µη σταθερ�ς περι�δικ�ς λ�σεις.

OÈ ·Ú·¿Óˆ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙËÓ ÔÈÔÙÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙˆÓ
Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ‰.Â.  (4.1) (ÛÂ ÌÂÁ¿ÏÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘  t)  ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘

________
✻ KAKUTANI S. - MARKUS L. "On the Nonlinear Difference-Differential Equation

y¢(t) = [A–By(t–τ)] y(t)", Princeton Univ. Press, Princeton, p. 1-18, 1958 (Contr.
Theory nonlinear oscillations, Vol. 4).
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Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ÙË˜ Ê˘ÛÈÎ‹˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ Î·È ÙË˜ ‰È¿ÚÎÂÈ·˜ ˙ˆ‹˜ ÌÈ·˜ ÁÂÓÂ¿˜ Ù·
ÔÔ›· Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÌÈ· ·Ú¿ÌÂÙÚÔ ατ.

H ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘  ατ  ·˘Í¿ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·‡ÍËÛË ÙË˜ Â˘ÊÔÚ›·˜ Î·È ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ‰È¿ÚÎÂÈ·˜ ˙ˆ‹˜. ¢È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

A. 8ταν ε�ναι  ατ ≤ e–1  τ� σ�στηµα (4.1) µε �ρ�ν� υστ�ρησης ��ει
περ�π�υ την �δια δυναµικ� συµπερι��ρ
 µε τ� σ�στηµα (1.3) �ω-
ρ�ς �ρ�ν� υστ�ρησης. 9τσι σ’ αυτ�ν την περ�πτωση γ�ν�νται τα-
λαντε�σεις τ�υ πληθυσµ�� και �ι περ��δ�� τ�υς δεν &επερν��ν τη
δι
ρκεια �ω�ς δ�� γενε�ν.

B. 8ταν ε�ναι  e–1< ατ ≤ 37
24

  τ�τε υπ
ρ��υν π
ντ�τε ταλαντε�σεις

τ�υ πληθυσµ�� αλλ
 �ωρ�ς διαταρα��ς αυτ�ς �ι ταλαντε�σεις
ελαττ�ν�νται �π�ιαδ�π�τε κι αν ε�ναι η �νταση των αρ�ικ�ν
διαταρα��ν (���αια να µην ε�ναι τ�τ�ιες π�υ να ��ρ�υν τ�ν �λε-
θρ� �λ�υ τ�υ πληθυσµ��).

Γ. Aν ε�ναι  37
24

 <  ατ < π
2

  � πληθυσµ�ς παρ�υσι
�ει µια ιδι�ρρυθµη

παρ�δικ� κατ
σταση, στην �π��α για αρκετ
 µικρ�ς παρεκκλ�-
σεις απ� τ� σηµε�� ισ�ρρ�π�ας τ�  N(t)ÆN*  �ταν  tÆ• , αλλ

υπ
ρ��υν, ενδε��µενα, τ�τ�ιες παρεκκλ�σεις µετ
 τις �π��ες �
πληθυσµ�ς π�τ� δεν επιστρ��ει στην κατ
σταση τ�υ σηµε��υ
ισ�ρρ�π�ας.

∆. T�λ�ς, �ταν ε�ναι  ατ > π
2

  δεν υπ
ρ�ει �να µεµ�νωµ�ν� σηµε��

ισ�ρρ�π�ας τ�υ πληθυσµ��, � πληθυσµ�ς µπ�ρε� να µετα�
λλε-
ται κατ
 τ�ν πι� ακαν�νιστ� τρ�π� µ�ν�ντας, παρ’ �λα αυτ
,
�ραγµ�ν�ς και ταλαντευ�µεν�ς γ�ρω απ� την τιµ�  N*.
Aυτ� η συµπερι��ρ
 τ�υ  N(t)  µ�ι
�ει µε την εικ�να των "τυ-
�α�ων" διακυµ
νσεων τ�υ πληθυσµ�� π�υ ��ει παρατηρηθε� σε
π�λλ��ς πληθυσµ��ς �ργανισµ�ν µε υψηλ� ευ��ρ�α (π.�. σε µε-
ρικ��ς πληθυσµ��ς εντ�µων).

EÂÈ‰‹ Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÚ›ÙˆÛË, ÌÂ ÙËÓ ·Ô˘Û›· ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘
ÈÛÔÚÚÔ›·˜, ÙÔ  N(t)  ‰Â Á›ÓÂÙ·È ÌË‰¤Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹  t, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÌÈÏ¿ÌÂ
Â‰Ò ÁÈ· "ÔÈÎÔÏÔÁÈÎ‹ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·" Î·Ù¿ ÙËÓ ÔÔ›· Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÌÔÚÂ› Ó·
˘¿Ú¯ÂÈ Â’ ¿ÂÈÚÔÓ ¯ˆÚ›˜ Ó· ÂÍÔÓÙˆıÂ›.

AÏÏ¿ ÔÈ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ Ô˘ ÂÈ‚¿ÏÏÔ˘Ó ÙÔ ¯ÚfiÓÔ ˘ÛÙ¤ÚËÛË˜ ÂÏ·ÙÙÒÓÔ˘Ó ÙÔ
"¯ÒÚÔ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·˜" ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÂÚÈÔÚ›˙ÔÓÙ¿˜ ÙÔÓ ÛÙÔÓ ·Ú·ÌÂ-
ÙÚÈÎfi ¯ÒÚÔ.

AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ Ê˘ÛÈÎ‹˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡  α
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‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜ ·ÏÏ¿ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘  t  ‰ËÏ.  α(t), ÙfiÙÂ Ë
ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔÈËÌ¤ÓË ‰.Â.  (4.3)  Á›ÓÂÙ·È

dx(t)
dt

 +α(t)x(t–τ) = 0 (4.3)¢

fiÔ˘  α(t)>0  Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.
™’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÔÙÂÏ¤-

ÛÌ·Ù·✻:

i) AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

Út0

•
 α(t) dt = +•    (t0   Ô ·Ú¯ÈÎfi˜ ¯ÚfiÓÔ˜)

Î·È

lim
tÆ•

 Út–τ

t
α(s) ds < π

2

ÙfiÙÂ Î¿ıÂ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  (4.3)¢ ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ ÌË‰¤Ó, fiÙ·Ó  tÆ•.
EÂÈ‰‹  x(t)=N(t)–N*(t)  ·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ ˆ˜

lim
tÆ•

N(t) = lim
tÆ•

 N*(t)  .

ii) AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

lim
tÆ•

sup Út–τ

t
α(s) ds <1

ÙfiÙÂ Î¿ıÂ Ù·Ï·ÓÙÂ˘fiÌÂÓË Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. (4.3)¢ ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ  0, fiÙ·Ó  tÆ•.

iii) AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

Út0

•
 α(t) dt = +•

Î·È

lim
tÆ•

sup Út–τ

t
α(s) ds <1

ÙfiÙÂ Î¿ıÂ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â.  (4.3)¢  ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ ÌË‰¤Ó, fiÙ·Ó  tÆ•.

Παρατ�ρηση: ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ ÛÙËÓ Ú¿ÍË Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ Ê˘ÛÈÎ‹˜ ·Ó¿Ù˘-
ÍË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡  α  Â›Ó·È Ì›· ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘  t, .¯.
ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜ ÂÔ¯È·Î¤˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙÔ˘ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓÙÔ˜.

________
✻ G. LADAS et al. "Asymptotic behavior of solutions of retarded differential

equations", Proceedings of Amer. Math. Soc., Vol. 88, No2, p. 247-253, 1983.
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Παραδε�γµατα

1. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË ‰.Â. ÌÂ ¯ÚfiÓÔ ˘ÛÙ¤ÚËÛË˜  τ=2π

�x(t)+k(2+συνt)x(t–2π) = 0,   t≥0

fiÔ˘  0 < k < 1
8

  .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â‰Ò Â›Ó·È  α(t)= k(2+συνt)  Î·È ÈÛ¯‡Ô˘Ó

Ú 0

•
 α(t) dt = +•     Î·È   Út–2π

t
α(s) ds  = 4kπ< π

2

ÔfiÙÂ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙË˜  i) ÂÚ›ÙˆÛË˜.
EÔÌ¤Óˆ˜ Î¿ıÂ Ï‡ÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ‰.Â. ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ ÌË‰¤Ó fiÙ·Ó  tÆ•.

2. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË ‰.Â. ÌÂ ¯ÚfiÓÔ ˘ÛÙ¤ÚËÛË˜  τ=π

�x(t)+k(2+συνt)x(t–π) = 0,   t≥0

fiÔ˘  0 < k < 1
2(π+1)

 .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â‰Ò Â›Ó·È  α(t)= k(2+συνt)  και ισ���υν

Ú 0

•
 α(t) dt = +•

Î·È Út–π

t
α(s) ds  =  Út–π

t
k(2+συνs) ds = 2k(π+ηµt) .

EÈÏ¤ÔÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

lim
tÆ•

 sup Út–π

t
α(s) ds < 2k(π+1) < 1

ÔfiÙÂ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙË˜  iii) ÂÚ›ÙˆÛË˜.
EÔÌ¤Óˆ˜ Î¿ıÂ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ ÌË‰¤Ó fiÙ·Ó  tÆ•.
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KEºA§AIO  II

MONTE§A ANA¶TY•H™ ¢YO ¶§H£Y™MøN

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÏËı˘ÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙË ¯ÚÔ-
ÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  x(t)  Î·È  y(t).

º˘ÛÈÎ¿ ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  x(t) ≥ 0,  y(t) ≥ 0,  " t≥0.
OÈ Ú˘ıÌÔ› ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙˆÓ ÏËı˘ÛÌÒÓ ·Ó¿ Ì¤ÏÔ˜ Â›Ó·È

�x(t)
x(t)

      Î·È    
�y(t)
y(t)

ÁÈ· ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÏËı˘ÛÌÔ‡˜  x  Î·È  y, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
H ÂfiÌÂÓË ‰Ô˘ÏÂÈ¿ Â›Ó·È Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ Â˘ÏÔÁÔÊ·ÓÂ›˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜

ÔÈ Ú˘ıÌÔ› ·˘ÙÔ› ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó. K·Ù’ ·Ú¯‹Ó Ú¤ÂÈ
Ó· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ ˘¿Ú¯ÂÈ Î¿ÔÈ· ÌÔÚÊ‹ ·ÏÏËÏÂ›‰Ú·ÛË˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰‡Ô
ÏËı˘ÛÌÒÓ  x  Î·È  y, Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÔÈ Ú˘ıÌÔ› ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙÔ˘˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó·
ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ·fi Ù· ÌÂÁ¤ıË ÙÔ˘˜ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t  ‰ËÏ·‰‹ Ù·  x(t)  Î·È
y(t).

A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f  Î·È  g  ÙˆÓ ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏË-
ÙÒÓ Ù¤ÙÔÈÂ˜, ÒÛÙÂ

�x(t)
x(t)

 = f(x(t), y(t))  ,     
�y(t)
y(t)

 = g(x(t), y(t))

‹, ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·, fiÙÈ ·˘Ùfi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙÔ ·˘ÙfiÓÔÌÔ Û‡ÛÙËÌ·
ÙˆÓ ‰‡Ô ‰.Â.

�x = x f(x, y)    ,   �y = y g(x, y) .  (1)

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·Ó¤Ó·˜ ‚ÈÔÏÔÁÈÎfi˜ ÏfiÁÔ˜ Ô ÔÔ›Ô˜ Ó· ÌËÓ
ÂÈÙÚ¤ÂÈ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f  Î·È  g  Ó· ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ÎÈ’ ·fi ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ  (1)  ÁÈ·Ù› Ô ¯ÒÚÔ˜ Ê¿ÛË˜ ÙÔ˘ Ì¤ÓÂÈ ·ÌÂÙ¿‚ÏËÙÔ˜ ÌÂ
ÙÔ ¯ÚfiÓÔ ÎÈ ¤ÙÛÈ Ë ·Ó¿Ï˘ÛË ÙË˜ ÔÈÔÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÈÔ Â‡-
ÎÔÏË.

Π�ια πρ�πει �µως να ε�ναι η ��ση των συναρτ�σεων  f  και  g;
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¶ÚÒÙ· ·’ fiÏ·, ÛÙËÓ ·Ô˘Û›· ÙÔ˘ ÂÓfi˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡, Ô Ú˘ıÌfi˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜
·Ó¿ Ì¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ·ÔÌ¤ÓÔÓÙÔ˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ
·Ú¯¤˜ ¤¯ÂÈ ·ÔÊ·ÛÈÛÙÂ› ˆ˜ Â›Ó·È ÔÈ Î·Ù¿ÏÏËÏÂ˜ ÁÈ· ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ·˘ÙÔ‡
ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ¯ˆÚ›˜ ·ÏÏËÏÂ›‰Ú·ÛË.

EÂÈ‰‹ Ë ·Ô˘Û›· ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡  y  ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ  y=0  ı· ÌÔÚÔ‡Û·ÌÂ
Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:

f(x, 0) = α>0    ‹   f(x, 0) = –α<0

‹ f(x)= r
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– x

k
   ,  r, k>0 ,

Ô˘ Â›Ó·È ÂÎıÂÙÈÎ¿ ·˘Í·ÓfiÌÂÓË, ÂÎıÂÙÈÎ¿ ÌÂÈÔ‡ÌÂÓË Î·È ÏÔÁÈÛÙÈÎ‹ ·Ó¿-
Ù˘ÍË ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡  x, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

AÓ¿ÏÔÁ·, Ë  g(0, y)  Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ ·Ú¯¤˜ Ô˘ ‰›ÓÔ-
ÓÙ·È ÁÈ· ÙÔ Ú˘ıÌfi ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡  y  fiÙ·Ó ·Ô˘ÛÈ¿˙ÂÈ Ô ÏËı˘-
ÛÌfi˜  x.

Π�ια πρ�πει να ε�ναι η ��ση των  f  και  g  �ταν συγ�ρ�νως τα  x
και  y  δεν ε�ναι µηδ�ν;

°È· Ó’ ··ÓÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ ÂÚÒÙËÌ· Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ
Ù‡Ô ÙË˜ ·ÏÏËÏÂ›‰Ú·ÛË˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÏËı˘ÛÌÒÓ  x  Î·È  y.

Y¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÁÂÓÈÎ¤˜ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ:

1. M�ντ
λα ανταγωνισµ��

Σ’ αυτ
 τα µ�ντ�λα υπ�τ�θεται πως και �ι δ�� πληθυσµ�� ε�ναι σε
ανταγωνισµ� για τ� µ��ρασµα των �διων πηγ�ν (π.�. τρ���ς, νερ��,
��ρ�υ). Kατ
 συν�πεια µια α�&ηση τ�υ  y  συνεπ
γεται µια µε�ωση
τ�υ ρυθµ�� αν
πτυ&ης τ�υ πληθυσµ��  x. 8µ�ια, µια α�&ηση τ�υ  x
συνεπ
γεται µια µε�ωση τ�υ ρυθµ�� αν
πτυ&ης τ�υ πληθυσµ��  y.

2. M�ντ
λα κυνηγ�� - θηρ�µατ�ς

O πληθυσµ�ς  y  ε�ναι �νας πληθυσµ�ς κυνηγ�ν π�υ ���υν τ�  x  ως
πηγ� τρ���ς, � αλλι�ς θ�ραµα. Kατ
 συν�πεια µια α�&ηση τ�υ  x
συνεπ
γεται µια α�&ηση τ�υ ρυθµ�� αν
πτυ&ης τ�υ y, εν� µια α�-
&ηση τ�υ  y συνεπ
γεται µια µε�ωση τ�υ ρυθµ�� αν
πτυ&ης τ�υ  x.

Σ’ αυτ
 τα µ�ντ�λα κυνηγ�� - θηρ
µατ�ς µερικ�ς ��ρ�ς υπ�τ�θε-
ται �τι η µ�νη πηγ� τρ���ς τ�υ  y  ε�ναι τ�  x  και �τι τ�  y  καταστρ�-
�εται �ωρ�ς τ�  x. Aυτ� σηµα�νει �τι η  g(0, y)  ε�ναι αυστηρ
 αρνη-
τικ�, π.�.

g(0, y) = –αy ,  α > 0    π�υ αντιστ�ι�ε� σε εκθετικ� µε�ωση.
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Aν κι αυτ�ς �ι υπ�θ�σεις δ�ν�υν ευ�
ριστα σ��µατα στ� ��ρ� �
-
σης π�λ� λ�γα �ικ�λ�γικ
 συστ�µατα ε�ναι τ�σ� απλ
.

¶·Ú·Î¿Ùˆ ı· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿ Î¿ıÂ Ì›· ·’ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜.

1. M�ντ
λα ανταγωνισµ��

EÂÈ‰‹ Ô Ú˘ıÌfi˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ·Ó¿ Ì¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡  x Â›Ó·È  f(x, y),
ÏfiÁˆ ÙÔ˘ ˘ÔÙÈı¤ÌÂÓÔ˘ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌÔ‡, Ë  f  Ú¤ÂÈ Ó· ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È fiÙ·Ó ÙÔ
y  ·˘Í¿ÓÂÈ Î·È ÙÔ  x  Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi (‚¤‚·È·  x>0, y>0).

A˘Ùfi ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË Û˘Óı‹ÎË

∂f

∂y
 (x, y) < 0  ,  ÁÈ·  x>0,   y>0 .

°È· ·Ó¿ÏÔÁÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi  y  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È

∂g

∂x
 (x, y) < 0  ,  ÁÈ·  x>0,   y>0.

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·, Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË, ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Â›Ó·È

�x = x f(x, y)

�y = y g(x, y)
   (1.1)

∂f

∂y
 (x, y) < 0 ,   

∂g

∂x
 (x, y) < 0  ,  x>0,  y>0

fiÔ˘  f(x, 0)  Î·È  g(0, y)  Â›Ó·È ÔÈ ÓfiÌÔÈ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙˆÓ ÏËı˘ÛÌÒÓ  x  Î·È
y, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

Για ν’ αναλ�σ�υµε �να µ�ντ�λ� τ�υ τ�π�υ  (1.1) πρ�πει πρ�τα να
�ρ��µε �λα τα σηµε�α ισ�ρρ�π�ας τ�υ π�υ �ρ�σκ�νται στ� θετικ� τε-
ταρτηµ�ρι�  x≥0, y≥0  κι υστ�ρα να µελετ�σ�υµε την ευστ
θει
 τ�υς.

A˘Ù¿ Ù· ÛËÌÂ›· ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÙÚÈˆÓ Ù‡ˆÓ:

I. Σηµε�� (0, 0)

A˘Ùfi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Î·È, ·Ó ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·
(1.1) ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔÈËıÂ› ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

�x1=  f(0, 0) x1 ,   �x2= g(0, 0) x2.
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TÔ ÛËÌÂ›Ô  (0, 0)  ı· Â›Ó·È ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ Â˘ÛÙ·ı¤˜, ·Ó Ù·  f(0, 0)  Î·È
g(0, 0)   Â›Ó·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ·ÚÓËÙÈÎ¿. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ ˆ˜ ÁÈ· ÌÈÎÚ¿ ·Ú¯ÈÎ¿
ÌÂÁ¤ıË ÏËı˘ÛÌÒÓ, Ô ÏËı˘ÛÌfi˜  x  ı· ÌË‰ÂÓÈÛÙÂ› ÌÂ ÙËÓ ·Ô˘Û›· ÙÔ˘  y
Î·È Ô ÏËı˘ÛÌfi˜  y  ı· ÌË‰ÂÓÈÛÙÂ› ÌÂ ÙËÓ ·Ô˘Û›· ÙÔ˘  x.

EÂÈ‰‹ fiÌˆ˜ Û˘Ó‹ıˆ˜ ˘ÔÙ›ıÂÙ·È ˆ˜  x  Î·È  y  Â›Ó·È ÏËı˘ÛÌÔ› Ô˘ ·˘-
Í¿ÓÔ˘Ó ÌÂ ÙËÓ ·Ô˘Û›· ÙÔ˘ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌÔ‡, Ù·  f(0, 0)  Î·È  g(0, 0)  ˘ÔÙ›ıÂ-
ÓÙ·È ıÂÙÈÎ¿ Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ  (0, 0)  ı· Â›Ó·È ·ÛÙ·ı¤˜ ÛËÌÂ›Ô ÈÛÔÚÚÔ-
›·˜.

II. Σηµε�α  (k1, 0) και   (�) (0, k2) , �π�υ  f(k1, 0) = 0 και (�) g(0, k2) = 0

OÈ ÙÈÌ¤˜  k1  Î·È  k2  ·ÚÈÛÙ¿ÓÔ˘Ó ÙË ‰˘Ó·Ù‹ Ê˘ÛÈÎ‹ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ÏË-
ı˘ÛÌÒÓ  x  Î·È  y, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, fiÙ·Ó ‰ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi.

AÓ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (k1, 0)  Â›Ó·È ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ Â˘ÛÙ·ı¤˜ ·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ, ·Ó
ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜  x(t)  Â›Ó·È ÎÔÓÙ¿ ÛÙÔ  k1  Î·È ÙÔ  y(t)  Â›Ó·È ÌÈÎÚfi, ÙfiÙÂ Ô ·ÓÙ·-
ÁˆÓÈÛÌfi˜ Â˘ÓÔÂ› ÙÔ  x  Î·È ı· ÂÈ‚ÈÒÛÂÈ (ÌÂ ÔÚÈ·Î‹ ÙÈÌ‹  k1)  ÂÓÒ Ô ÏËı˘-
ÛÌfi˜  y  ı· ÂÍ·Ê·ÓÈÛÙÂ›.

AÓ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (k1, 0)  Â›Ó·È ·ÛÙ·ı¤˜, ·Ó ÙÔ  x  Â›Ó·È ÎÔÓÙ¿ ÛÙÔ  k1  Î·È ÙÔ
Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘  y  Â›Ó·È ÌÈÎÚfi, Ô ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi˜ Â˘ÓÔÂ› ÙÔ  y  Î·È ·˘Ùfi ·˘Í¿ÓÂÈ
ÛÂ Ì¤ÁÂıÔ˜. A˘Ùfi ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÛËÌ·›ÓÂÈ ˆ˜ ÙÔ  (k1, 0)  Â›Ó·È ¤Ó· Û·Ì·ÚÔÂÈ‰¤˜

ÛËÌÂ›Ô ·ÛÙ¿ıÂÈ·˜ ([8], KÂÊ. 2, ¨ 3.I).

III. Σηµε�α  (x0, y0) , x0>0,  y0>0,  λ�σεις τ�υ συστ�µατ�ς ε&ισ�σεων
f(x, y)=0 , g(x, y) = 0

AÓ ¤Ó· Ù¤ÙÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ Â˘ÛÙ·ı¤˜ ·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÈ
ÏËı˘ÛÌÔ›  x  Î·È  y  ¤¯Ô˘Ó ıÂÙÈÎ¤˜ ÔÚÈ·Î¤˜ ÙÈÌ¤˜  x0  Î·È  y0  ‰ËÏ·‰‹

lim
tÆ•

x(t) =x0  ,    lim
tÆ•

y(t) =y0    .

A˘Ù‹ Â›Ó·È Ë ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ευσταθ��ς συν�παρ&ης.
AÓ ¤Ó· Ù¤ÙÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô Â›Ó·È ·ÛÙ·ı¤˜ (‹ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ) ·˘Ùfi Û˘Ó‹ıˆ˜ ÛËÌ·›-

ÓÂÈ fiÙÈ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜   (k1, 0)  �  (0, k2)  ÙÔ˘ Ù‡Ô˘  II, ı· Â›Ó·È

·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ Â˘ÛÙ·ı¤˜ Î·È ÌfiÓÔÓ ¤Ó·˜ ÏËı˘ÛÌfi˜ ı· ÂÈ‚ÈÒÛÂÈ ·fi ÙÔÓ
·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi.

A˘Ù‹ Â›Ó·È Ë ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ ανταγωνιστικ�� απ�κλεισµ��.

MÈ’ ¿ÏÏË ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Û· ÂÚ›ÙˆÛË Â›Ó·È fiÙ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (x0, y0)  Â›Ó·È

·ÛÙ·ı¤˜ ·ÏÏ¿ ÂÚÈÎÏÂ›ÂÙ·È ·fi ÌÈ· ÎÏÂÈÛÙ‹ Î·Ì‡ÏË Ë ÔÔ›· Â›Ó·È Â˘ÛÙ·-
ı‹˜ ÔÚÈ·Îfi˜ Î‡ÎÏÔ˜ ([8], KÂÊ. 2, ¨ 6).

O ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi˜ Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› ¤Ó· ÂÚ›ÁÚ·ÌÌ·
ÔÚÈ·ÎÔ‡ Î‡ÎÏÔ˘.
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MÂÚÈÎ¿ ÔÚÙÚ·›Ù· ÛÙÔ ¯ÒÚÔ Ê¿ÛË˜ ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌÔ‡  (1.1)
¤¯Ô˘Ó Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ·Ú·Î¿Ùˆ:

y

x x

y

y

x

(x0, y0)

k2

k1
O

k2 k2

k1 k1

(x0, y0)

AÓÙ·ÁˆÓÈÛÙÈÎfi˜ ·ÔÎÏÂÈÛÌfi˜: ÓÈÎÔ‡Ó Ù· x E˘ÛÙ·ı‹˜ Û˘Ó‡·ÚÍË

E˘ÛÙ·ı‹˜ ÔÚÈ·Îfi˜ Î‡ÎÏÔ˜

O O

Παρ
δειγµα: Λ�γιστικ� µ�ντ�λ� ανταγωνισµ��

™’ ·˘Ùfi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

α) H αν
πτυ&η των πληθυσµ�ν  x  και  y,  �ωρ�ς τ�ν ανταγωνισµ�, ε�-
ναι λ�γιστικ�.

�) O ανταγωνισµ�ς µετα&� των  x  και  y  περι�ρ��ει τ� ρυθµ� αν
-
πτυ&ης, αν
 µ�λ�ς, κ
θε ε�δ�υς αν
λ�γα µε τ�ν αριθµ� των πα-
ρ�ντων ανταγωνιστ�ν.

A˘Ù¤˜ ÔÈ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ

�x= xr
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– x

k1
 –αxy ,    �y= ys 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– y

k2
 –�xy (1.2)


