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Πρ�λ�γ�ς

Στ�ν εικ�στ
 αι�να παρατηρε�ται μια συνε��ς αυ�αν
μενη �ρ�ση
της στατιστικ�ς σ’ 
λες τις επιστ�μες.

E�ναι λ�ιπ
ν �υσιαστικ
 για τ�υς ��ιτητ�ς των περισσ�τ�ρων τμημ�-
των να απ�κτ�σ�υν κ�π�ιες γν�σεις στις �ασικ�ς αρ��ς και στις τε-
�νικ�ς της στατιστικ�ς αν�λυσης.

K�ρι�ς στ
��ς τ�υ �ι�λ��υ αυτ�� ε�ναι να δ�σει με μαθηματικ� αυ-
στηρ
τητα λ�σεις σε στατιστικ� πρ��λ�ματα, �ωρ�ς 
μως � ανα-
γν�στης να επι�αρυνθε� με θεωρητικ�ς απ�δε��εις. Aπευθ�νεται σε
μαθηματικ��ς και μη μαθηματικ��ς. Yπ�ρ��υν παρ�γρα��ι και
ε�αρμ�γ�ς (π�υ σημει�ν�νται με ✽) π�υ η καταν
ησ� τ�υς απαιτε�
μαθηματικ� σκ�ψη και �λλες π�υ απευθ�ν�νται κυρ�ως σε �ρ�στες
στατιστικ�ς.

Tα περισσ
τερα παραδε�γματα ε�ναι αντιπρ�σωπευτικ� πραγματι-
κ�ν πρ��λημ�των π�υ συναντ�νται σε πειραματικ�ς επιστ�μες. Oρι-
σμ�νες ε�αρμ�γ�ς ���υν γ�νει με τη �ρ�ση στατιστικ�ν πακ�των για
πρ�σωπικ��ς υπ�λ�γιστ�ς (PC), με κ�ρι� στ
�� την ερμηνε�α των
πληρ���ρι�ν π�υ λαμ��ν�νται απ
 τ�ν υπ�λ�γιστ�. Για τ� σκ�π

αυτ
 �ρησιμ�π�ι�θηκαν τα στατιστικ� πακ�τα SPSS και Statgraphics
τ�υ A.Π.Θ.

T� �ι�λ�� αυτ
 απ�τελε�ται απ
 ενν�α κε��λαια π�υ τ� καθ�να περι-
λαμ��νει θεωρ�α, ε�αρμ�γ�ς και πρ�τειν
μενες ασκ�σεις και συν�-
δε�εται απ
 τυπ�λ
γι�. Στ� τ�λ�ς τ�υ �ι�λ��υ υπ�ρ�ει μια συλλ�γ�
στατιστικ�ν πιν�κων π�υ θεωρ��νται απαρα�τητ�ι για τη λ�ση των
ασκ�σεων.

Πιστε��υμε 
τι καλ�πτει 
λα τα θ�ματα της στατιστικ�ς εκτ
ς απ

τα π�λ� πρ��ωρημ�να και ε�ειδικευμ�να.

N��μ�ρι�ς 1995 Φ. K�λυ�� - Mα�α�ρα

E. Mπ
ρα - Σ�ντα
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1.1. Eισαγωγ�

H ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹ Â›Ó·È ÌÈ· ÂÊ·ÚÌfiÛÈÌË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÈÛÙ‹ÌË Ô˘ ÛÎÔfi
¤¯ÂÈ Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÈ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË Î·È Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ‹ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹-
ÙˆÓ ÙˆÓ ÏËı˘ÛÌÒÓ, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ Ô˘ ‰›ÓÂÈ ¤Ó· Ì¤ÚÔ˜
ÌfiÓÔ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ˘ ‹ ÙÔ˘ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ (δε�γμα). EÂÈ‰‹ Ô‡ÙÂ Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘
Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Ô‡ÙÂ Ë ÂÍ ÔÏÔÎÏ‹ÚÔ˘ ·Ú·ÎÔÏÔ‡ıËÛË ÙË˜ ÂÍ¤ÏÈÍË˜
ÙÔ˘ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹, Î·Ù·ÊÂ‡ÁÔ˘ÌÂ ÛÙÔ πε�ραμα ·Ó ÚfiÎÂÈÙ·È
ÁÈ· ÌÂÏ¤ÙË Ê·ÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ‹ ÛÙË δειγματ�ληψ�α ·Ó ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÏËı˘ÛÌfi.
°È· Ó· Â›Ó·È ·ÍÈfiÈÛÙ· Ù· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù·, ı· Ú¤ÂÈ ÙÔ ‰Â›ÁÌ· Ó· Â›Ó·È
τυ�α�� Î·È ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ˘ÙÈÎfi ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ·fi ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È.

°È· Ó· ÌÂÏÂÙËıÔ‡Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ‹ Ù· Ê·ÈÓfiÌÂÓ·, ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÎÊÚ·-
ÛıÔ‡Ó Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÒÛÙÂ Ó· Á›ÓÔ˘Ó Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ù· ÔÔ›· ı·
ÂÈÏ˘ıÔ‡Ó Î·È ı· ‰ÒÛÔ˘Ó Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·. ŒÙÛÈ ÏÔÈfiÓ ı· Ú¤ÂÈ Ó·
˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ‹ ÙˆÓ
Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ Î·È Î¿ÔÈˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÂÎÊÚ¿ÛÂˆÓ. H ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ·ÓÙÈ-
ÛÙÔÈ¯›· Â›Ó·È Ë ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ θεωρ�ας των συν�λων.

Oρισμ�ς 1.1

ŸÏ· Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ δειγμα-
τ���ρ� Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  S  ‹ ÌÂ  ø.  K¿ıÂ ‰˘Ó·Ùfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ˘
ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜, ‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘, Ï¤ÁÂÙ·È απλ� γε-
γ�ν�ς ‹ ενδε��μεν�, ÂÓÒ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ·ÏÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Ï¤ÁÂÙ·È (σ�νθε-
τ�) γεγ�ν�ς. OÈ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔÈ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ ‹ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ
Ï‹ıÔ˜ ÛËÌÂ›ˆÓ Ï¤ÁÔÓÙ·È διακριτ��, ÂÓÒ ·˘ÙÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÌË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ
Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ï¤ÁÔÓÙ·È μη διακριτ�� ‹ συνε�ε�ς.

¶.¯. Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ·È‰ÈÒÓ ÛÂ ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Â›Ó·È ¤Ó·˜ ‰È·ÎÚÈÙfi˜ ‰ÂÈ-
ÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÂÓÒ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙˆÓ ·ÙfiÌˆÓ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· Û˘ÓÂ¯‹ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ.
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H ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ, ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Î·È ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ
ÙÔ˘˜, ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î·.

Γεγ�ν�τα Σ�ν�λα

‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜  S  ‹  ø  (‚¤‚·ÈÔ ÁÂÁÔÓfi˜) Û‡ÓÔÏÔ ·Ó·ÊÔÚ¿˜  S  ‹  ø

·‰‡Ó·ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Û‡ÓÔÏÔ  Δ
·Ïfi ÁÂÁÔÓfi˜ Û‡ÓÔÏÔ  A

‰ÂÓ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A Û‡ÓÔÏÔ  ° = 
–
A = S–A

Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A Î·È B Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Û‡ÓÔÏÔ  ° = A «B = AB

ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ·fi Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B  Û˘Ì-
‚·›ÓÂÈ.

Û‡ÓÔÏÔ ° = A»B = A+B

(™ÙË ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ¯¿ÚÈÓ ·ÏfiÙËÙ·˜, Ë ¤ÓˆÛË Û˘ÓfiÏˆÓ A»B

Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A+B  Î·È Ë ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜  A«B  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  AB).

OÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ‰›ÓÔÓÙ·È ÌÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù·

A B AA B

A

A»B

(·) (‚) (Á)

(‰) (Â)

A«B

A B

A«B

A«B

A«B

B

A A«B

Σ��μα 1.1

Oρισμ�ς 1.2

¢‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B  ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ασυμ���αστα ‹ ��να fiÙ·Ó Ë
Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÂÓfi˜ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ·ÔÎÏÂ›ÂÈ ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘
¿ÏÏÔ˘. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ:

A, B  ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ· ¤ A«B = AB = Δ

¶.¯. ÙÔ Ó· ÁÂÓÓËıÂ› ·ÁfiÚÈ ‹ ÎÔÚ›ÙÛÈ Â›Ó·È ‰‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ· ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ·.
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Oρισμ�ς 1.3

¢‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B  Â›Ó·È στ��αστικ� ανε��ρτητα fiÙ·Ó Ë Ú·ÁÌ·-
ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜  A  ‰ÂÓ ÂËÚÂ¿˙ÂÈ ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÁÂÁÔ-
ÓfiÙÔ˜  B  Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·.

¶.¯. ÙÔ Ê‡ÏÔ ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ·È‰ÈÔ‡ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÙÔ Ê‡ÏÔ ÙÔ˘ ‰Â‡-
ÙÂÚÔ˘ ·È‰ÈÔ‡ ÛÂ ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·.

ŒÓ·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ÛÙfi¯Ô˘˜ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Â›Ó·È Ô ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÌfi˜ ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó Ù· ‰È¿ÊÔÚ· ÁÂÁÔÓfiÙ·.
Œ¯Ô˘Ó ‰ÔıÂ› ‰È¿ÊÔÚÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› ÁÈ· ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· ·fi ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÔÈ ÂÈ-
ÎÚ·Ù¤ÛÙÂÚÔÈ Â›Ó·È ÔÈ ‰‡Ô ·Ú·Î¿Ùˆ.

Oρισμ�ς 1.4

H πιθαν�τητα σαν �ρι� σ�ετικ!ς συ�ν�τητας:
«AÓ ÛÙÈ˜  N  Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ¤Ó· ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÂÌÊ·Ó›-

ÛıËÎÂ  NA  ÊÔÚ¤˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ  fA = NA/N  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È (σ�ετικ!) συ-
�ν�τητα ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜  A. ŸÛÔ ÙÔ  N  ÌÂÁ·ÏÒÓÂÈ ÙfiÛÔ Ë Û¯ÂÙÈÎ‹ Û˘¯Ófi-
ÙËÙ· ÛÙ·ıÂÚÔÔÈÂ›Ù·È Á‡Úˆ ·fi ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È πιθαν�-
τητα τ�υ γεγ�ν�τ�ς A  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  P(A)».

¶.¯ ·Ó ı¤ÏÔ˘ÌÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÁÂÓÓËıÂ› ÎÔÚ›ÙÛÈ, ÙfiÙÂ ÙÔ Â›Ú·Ì· Â›-
Ó·È Ó· Î·Ù·ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙÔ Ê‡ÏÔ ÙÔ˘ ÓÂÔÁ¤ÓÓËÙÔ˘ ÛÂ Ì›· ÛÂÈÚ¿ ÁÂÓÓ‹ÛÂˆÓ.
¶ÚfiÛÊ·Ù· ·Ú·ÙËÚ‹ıËÎÂ fiÙÈ ÛÙ· 1000 ·È‰È¿ Ô˘ ÁÂÓÓ‹ıËÎ·Ó, Ù· 489 ‹Ù·Ó
ÎÔÚ›ÙÛÈ·. ŒÙÛÈ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi 1.4 Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Èı·ÓfiÙËÙ· Â›Ó·È

P = NA
N

 = 489
1000

 = 0,489.

Oρισμ�ς 1.5

A�ιωματικ�ς �ρισμ�ς της πιθαν�τητας  (Kolmogorov, 1930).

H Èı·ÓfiÙËÙ· Â›Ó·È ÌÈ· Û˘ÓÔÏÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ù· ·Ú·Î¿-
Ùˆ ·ÍÈÒÌ·Ù·:

i) P(S) = 1

ii) 0 £ P(A) ≤ 1  " AÕS

iii) P(A1»A2»…»AÎ) = P(A1)+P(A2)+ … P(AÎ)  " Ai Õ S  Î·È

Ai«Aj = Δ,  " iπj  ‰ËÏ·‰‹ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, …, AÎ  Â›Ó·È ·Ó¿ ‰‡Ô
ασυμ���αστα.
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™ÙËÓ Ú¿ÍË Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜  A  Â›Ó·È

P(A) = Ï‹ıÔ˜ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ
Ï‹ıÔ˜ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ

TÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÏÒÓ
ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ Ô˘ Û˘ÓÈÛÙÔ‡Ó ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A,  ÂÓÒ Ï‹ıÔ˜ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒ-
ÛÂˆÓ Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.

¶.¯. ·) H Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÁÂÓÓËıÂ› ·ÁfiÚÈ Â›Ó·È  1
2
  ‰ÈfiÙÈ ÔÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈ-

ÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ‰‡Ô (·ÁfiÚÈ-ÎÔÚ›ÙÛÈ) Î·È ÔÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ Ì›·.

‚) H Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ¿ıÚÔÈÛÌ· 4 ÌÂ ‰‡Ô ˙¿ÚÈ· Â›Ó·È 3
36

  ‰ÈfiÙÈ ÔÈ

‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È 36 (fiÛÔ Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ˙Â˘ÁÒÓ
Ô˘ ·Ú¿ÁÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ 1, 2,…, 6) ÂÓÒ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ
ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ Â›Ó·È ÙÚ›· (‰ÈfiÙÈ ¿ıÚÔÈÛÌ· 4 Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÌÂ Ù· ˙Â‡ÁË (1, 3),
(3, 1),  (2, 2)).

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡  1.5  ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ:

α) P(
–
A) = 1–P(A)

�) P(A»B) = P(A)+P(B)–P(AB)  fiÙ·Ó Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B  ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Û˘Ì‚›-

‚·ÛÙ·

Aπ�δει�η

α) EÍ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÈÛ¯‡ÂÈ  A»
–
A = S  Î·È  A«

–
A = Δ  ÔfiÙÂ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜

È‰ÈfiÙËÙÂ˜  (i)  Î·È  (iii)  ¤¯Ô˘ÌÂ:

P(A»
–
A) = P(A)+P(

–
A) = P(S) =1 ¤ P(

–
A) =1–P(A)

�) TÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A»B  ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› Û·Ó ¤ÓˆÛË ÙÚÈÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Í¤ÓˆÓ

ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ·Ó¿ ‰‡Ô fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È Î·È ÛÙ· Û¯‹Ì·Ù· 1.1(·) Î·È  1.1(Â).

A»B = A
–
B+

–
AB+AB fi P(A»B) = P(A

–
B)+P(

–
AB)+P(AB) (1.1)

EÍ¿ÏÏÔ˘ Î¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› Û·Ó ¤ÓˆÛË ‰‡Ô Í¤ÓˆÓ ÌÂ-
Ù·Í‡ ÙÔ˘˜ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

 ̨
˝
¸A = AS = A(B»

–
B) = AB+A

–
B fi P(A) = P(AB)+P(A

–
B)

B = BS = B(A»
–
A) = AB+

–
AB fi P(B) = P(AB)+P(

–
AB)

 fi

fi P(A)+P(B) = P(AB)+P(A
–
B)+P(AB)+P(

–
AB) fi

fi P(A)+P(B)–P(AB) = P(A
–
B)+P(

–
AB)+P(AB) (1.2)
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™˘ÁÎÚ›ÓÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.1) Î·È (1.2) ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ:

P(A»B) = P(A)+P(B)–P(AB)

H ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË ÂÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È ÁÈ· ÙÚ›· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B, °  ˆ˜ ÂÍ‹˜:

P(A»B»°) = P(A)+P(B)+P(°)–P(AB)–P(A°)–P(B°)+P(AB°)

1.2. Δεσμευμ�νη πιθαν�τητα - T�π�ς τ�υ Bayes

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜, ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜, Ë ÏËÚÔÊÔÚ›· Ô˘
·›ÚÓÔ˘ÌÂ ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÌÔÚÂ› Ó· Ì·˜ Î¿ÓÂÈ Ó· ·Ó·ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ
Èı·ÓfiÙËÙ·  P(B)  Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ÁÈ· ¤Ó· ¿ÏÏÔ ÁÂÁÔÓfi˜  B.

Oρισμ�ς 1.6

H Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘  B  fiÙ·Ó ¤¯ÂÈ Û˘Ì‚Â› ÙÔ  A  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È δεσμευμ�νη
πιθαν�τητα ÙÔ˘  B,  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  P(B/A)  Î·È ¤¯ÂÈ ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ:

P(B/A) = P(AB)
P(A)

AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ  P(B/A) = P(B),  ‰ËÏ·‰‹ Ë ÏËÚÔÊÔÚ›· ÁÈ· ÙÔ  A  ‰ÂÓ ·ÏÏ¿˙ÂÈ
ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·  P(B),   ÙfiÙÂ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È B  Â›Ó·È στ��αστικ� ανε-
��ρτητα Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ:

P(AB) = P(A) P(B)

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ·Ó    P(B) = P(B/A) = P(AB)
P(A)

 ¤ P(AB) = P(A) P(B).

°È· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ ·Ó ÙÚ›· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B, °  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ı·
Ú¤ÂÈ Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ·Ó:

P(AB) = P(A)P(B),  P(A°) = P(A) P(°),  P(B°) = P(B) P(°)

Î·È  P(AB°) = P(A) P(B) P(°)

ΘEΩPHMA 1.1 (Bayes)

AÓ  A  Î·È  B  Â›Ó·È ‰‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ· ÌÂ  P(B) > 0  ÙfiÙÂ

P(A/B) = P(A) P(B/A)
P(B)

 .
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Aπ�δει�η

 ̨Ô
˝
Ô̧P(A/B) = P(AB)

P(B)

P(B/A) = P(AB)
P(A)

   fi P(A/B) = P(A) P(B/A)
P(B)

 .

ΠOPIΣMA 1.1

AÓ  BÕS  Î·È S = A1»A2» … »An,  AiAj = Δ  " iπj  ÙfiÙÂ ÌÔÚÂ› Ó·

‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ:

P(AÎ/B) = P(AÎB)
P(B)

 = P(AÎ)ØP(B/AÎ)
P(A1)ØP(B/A1)+ … +P(An)ØP(B/An)

O ·Ú·¿Óˆ Ù‡Ô˜ Ï¤ÁÂÙ·È τ�π�ς τ�υ Bayes Î·È Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙËÓ ÂÎ ÙˆÓ
˘ÛÙ¤ÚˆÓ (posterior) Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘  AÎ  ÁÓˆÚ›˙ÔÓÙ·˜ fiÙÈ ¤¯ÂÈ Û˘Ì‚Â› ÙÔ
B. ¶ÚÈÓ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÎ ÙˆÓ ÚÔÙ¤ÚˆÓ
(prior) Èı·ÓfiÙËÙ·  P(AÎ).

A1 A2 . . . An–1 An

Σ��μα 1.2

£· Ú¤ÂÈ Ó· ÙÔÓÈÛıÂ› fiÙÈ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  Ai,  i=1,
2, …, n  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· διαμ�ριση ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯Ò-
ÚÔ˘  S,  ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ·Ó¿ ‰‡Ô Î·È
Ë ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜ ‰›ÓÂÈ ÙÔ  S.

1.3. Στ�ι�ε�α απ� τη συνδυαστικ�

1.3.1. Διατ��εις

ŸÙ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ  n  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· Î·È ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ ÛÙË ÛÂÈÚ¿  r
·fi Ù· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ·˘Ù¿, ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›· δι�τα�η ÙˆÓ  r   ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ. TÔ
Ï‹ıÔ˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ ‰È·Ù¿ÍÂˆÓ  r  ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ ·fi Ù·  n,  Û˘Ì-
‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ (n)r  Î·È Â›Ó·È:

(n)r = n(n–1) … (n–r+1)

AÓ  r=n,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ μεταθ�σεις ÙˆÓ  n  ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ, Ô˘ ÙÔ Ï‹-
ıÔ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È:

(n)n = n(n–1) … 2Ø1 = n!

¶.¯.  ÌÂ Ù· „ËÊ›·  1, 3, 5  ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î¿ÓÔ˘ÌÂ  3!=6  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜
ÙÚÈ„‹ÊÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÂÓÒ ÌÂ Ù· „ËÊ›· 1, 3, 4, 5   (4)2 = 12  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜
‰È„‹ÊÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.
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1.3.2. Διατ��εις με επαν�ληψη

ŸÙ·Ó Î·ı¤Ó· ·fi Ù·  n  ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ÌÔÚÂ› Ó· Â·Ó·ÏËÊıÂ› fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜
ı¤ÏÔ˘ÌÂ, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ διατ��εις με επαν�ληψη  r  ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ ·fi Ù·  n
Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È:

n ¥ n ¥ … ¥ n = nr

¶.¯. ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙËÏÒÓ Ô˘ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ¶PO-
¶O Â›Ó·È 313.

1.3.3. Συνδυασμ��

AÓ ·fi Ù·  n  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ¿ÚÔ˘ÌÂ  r  ¯ˆÚ›˜ Ó· Ì·˜ ÂÓ‰È·-
Ê¤ÚÂÈ Ë ‰È¿Ù·Í‹ ÙÔ˘˜ ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ÔÈ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ‹Ú·ÌÂ, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜
συνδυασμ��ς ÙˆÓ  n  ·Ó¿  r  ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ Ô˘ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Â-

Ù·È ÌÂ   Ë
Ê

 ̄
ˆn

r
  Î·È Â›Ó·È:

 Ë
Ê

 ̄
ˆn

r
 = n(n–1) … (n–r+1)

r!
 = n!

r!(n–r)!

¶.¯. ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÂÍ¿‰ˆÓ Ô˘ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û˘ÌÏËÚÒÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ §OT-

TO Â›Ó·È   Ë
Ê

 ̄
ˆ49

6
 .

1.3.4. Mεταθ�σεις με �μ�ια αντικε�μενα

AÓ Ù· n  ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÏ· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÏÏ¿ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌfiÓÔÓ  Î
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·, Ù·  ˆ1, ˆ2, …, ˆÎ  Î·È ˘¿Ú¯Ô˘Ó  r1  ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·
fiÌÔÈ· ÌÂ ÙÔ  ˆ1, r2  ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· fiÌÔÈ· ÌÂ ÙÔ  ˆ2, …, rÎ  ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· fiÌÔÈ·
ÌÂ ÙÔ  ˆÎ,  fiÔ˘  r1+r2+ … +rÎ = n,  ÙfiÙÂ ÔÈ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÌÂÙ·ı¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ  n
·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ Â›Ó·È:

n!
r1! r2! … rÎ!

¶.¯. ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  1, 3, 3 ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î¿ÓÔ˘ÌÂ  3!
2! 1!

 = 3  ‰È·ÊÔÚÂÙÈ-

ÎÔ‡˜ ÙÚÈ„‹ÊÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÂÓÒ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  4!
2! 2!

 = 6  ÙÚfiÔÈ Ó· ‚¿ÏÔ˘ÌÂ Ù·

·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·  A, A,  B, B  ÛÂ 4 ÎÂÏÈ¿.

1.3.5. Δειγματ�ληψ�α

ŸÙ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ  n  ÛÙÔÈ¯Â›· Î·È ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ·fi ·˘Ù¿ ¤Ó· ‰Â›ÁÌ·
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ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  r,  ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ ÙÚfiÔ˘˜:

i) ¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤Ó·-¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙÔ ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙÔ Â·Ó·ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ
ÂÎÂ› Ô˘ ÙÔ ‹Ú·ÌÂ ÚÈÓ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô.
™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ ·˘Ù‹Ó ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ì¤¯ÚÈ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ  r  ÛÙÔÈ¯Â›·.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹Ó ¤¯Ô˘ÌÂ δειγατ�ληψ�α με επαν�θεση Î·È
˘¿Ú¯Ô˘Ó  nr  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ‰Â›ÁÌ·Ù·.

ii) ¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤Ó·- ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙÔ ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ Î·È δεν ÙÔ Â·Ó·ÙÔÔıÂ-
ÙÔ‡ÌÂ. ™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ Ì¤¯ÚÈ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ  r  ÛÙÔÈ¯Â›·.
E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ δειγματ�ληψ�α �ωρ�ς επαν�θεση Î·È ˘¿Ú¯Ô˘Ó

(n)r = n(n–1) … (n–r+1)  Ù¤ÙÔÈ· ‰Â›ÁÌ·Ù·.

iii) ¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ  r  ÛÙÔÈ¯Â›· Ì·˙›. TfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó   Ë
Ê

 ̄
ˆn

r
  ‰Â›ÁÌ·Ù·.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË  (i)  ÌÔÚÂ› Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› ÛÙÔ ‰Â›ÁÌ· ÙÔ ›‰ÈÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
Ì¤¯ÚÈ  r  ÊÔÚ¤˜ ÂÓÒ ÛÙÈ˜  (ii)  Î·È  (iii)  fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿.

AÓ ÛÙËÓ  (ii)  ‰ÂÓ ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô fiÙ·Ó ÙÔ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ·ÏÏ¿ ÂÍÂÙ¿-
˙Ô˘ÌÂ Ù·  r  ÛÙÔÈ¯Â›· ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙË˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›·˜, ÙfiÙÂ Â›Ó·È fiˆ˜ Ë ÂÚ›-
ÙˆÛË  (iii).

MÂ ÙË ÊÚ¿ÛË τυ�α�� δε�γμα ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  r  ı· ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ-
ÏË„›· Á›ÓÂÙ·È ÌÂ Ù¤ÙÔÈÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ fiÏ· Ù· ‰Â›ÁÌ·Ù· ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  r  Â›Ó·È ÈÛÔ-
›ı·Ó·.

OÈ ÌÂÙ·ı¤ÛÂÈ˜, ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ ÎÏ, ‚ÔËıÔ‡Ó ÔÏ‡ ÛÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚-
ÎÒÓ Î·È ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ¯ÚÂÈ¿˙ÔÓÙ·È ÁÈ· Ó· ‚ÚÂıÂ› Ë
Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ‰Â ·fi Ù· ÈÔ ‰‡ÛÎÔÏ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.
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Eφαρμ�γ�ς - Λυμ�νες Aσκ!σεις

"σκηση 1.1
P��ν�νται δ�� "�ρια. Nα παρασταθε� γρα#ικ� � δειγματικ�ς ��ρ�ς
των 36 απ�τελεσμ�των σ’ �να σ�στημα �ρθ�γων�ων καρτεσιαν�ν
συντεταγμ�νων. Mε τη ��!θεια αυτ�� να δ�θ��ν τα απ�τελ�σματα
και τ� πλ!θ�ς για τα παρακ�τω ενδε��μενα:

A = {T� �θρ�ισμα να ε�ναι διαιρετ� δι� 4}
B = {Kαι �ι δ�� αριθμ�� να ε�ναι �ρτι�ι}
C = {Oι αριθμ�� να ε�ναι �σ�ι}
D = {Oι αριθμ�� να δια#�ρ�υν τ�υλ��ιστ�ν κατ� 4}

E = A«B,  C»D,  B–A,  
——
A»B

Λ#ση

ø = {(1, 1), (1, 2), …, (1, 6), (2, 1), …, (6, 6)}

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

A = {(1, 3), (3, 1), (2, 2), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (2, 6), (6, 2), (6, 6)},  nA=9

B = {(2, 2), (2, 4), (2, 6), (4, 2), (4, 4), (4, 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6)},  nB=9

C = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)},  nC=6

D = {(1, 5), (1, 6), (2, 6), (5, 1), (6, 1), (6, 2)},  nD=6

A«B = {(2, 2), (2, 6), (4, 4), (6, 2), (6, 6)},  nA«B=5

C»D = {(1, 1), …, (6, 6), (1, 5), (1, 6), (2, 6), (5, 1), (6, 1), (6, 2)},   nC»D=12

B–A = {(2, 4), (4, 2), (4, 6), (6, 4)},  nB–A=4
——
A»B = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 3), (2, 5),

  (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 6), (4, 1), (4, 3), (4, 5),
  (5, 1), (5, 2), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 1), (6, 3), (6, 5)},    n––––

A»B =23
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"σκηση 1.2
Tρεις πα�κτες  A, B και C   ρ��ν�υν κατ� σειρ� �να "�ρι. O  A  θα
κερδ�σει �ταν  πετ��ει  5 ! 6.  O  B  �ταν πετ��ει �ρτι� αριθμ� και �
C  θα κερδ�σει �ταν πετ��ει περιττ� αριθμ�. Nα �ρεθε� η πιθαν�τη-
τα �στε:

α) Nα κερδ�σει τελικ� �  A
�) » » » » B
γ) » » » » C
δ) O  C  να ρ��ει τ� "�ρι τ�υλ��ιστ�ν τρεις #�ρ�ς

Λ#ση

Ai = {O ·›ÎÙË˜  A  Ê¤ÚÓÂÈ  5 ‹ 6  ÛÙËÓ  i Ú›„Ë}
Bi = {O ·›ÎÙË˜  B  Ê¤ÚÓÂÈ ¿ÚÙÈÔ ·ÚÈıÌfi ÛÙËÓ  i Ú›„Ë}
Ci = {O ·›ÎÙË˜  C  Ê¤ÚÓÂÈ ÂÚÈÙÙfi ·ÚÈıÌfi ÛÙËÓ  i Ú›„Ë}

P(Ai) = 1
3
 ,    P(Bi) = 1

2
 ,    P(Ci) = 1

2

A = {ÎÂÚ‰›˙ÂÈ Ô  A}
B = {ÎÂÚ‰›˙ÂÈ Ô  B}
C = {ÎÂÚ‰›˙ÂÈ Ô  C}

α) A = A1+
–
A1 

–
B1 

–
C1 A2+

–
A1 

–
B1 

–
C1 

–
A2 

–
B2 

–
C2 A3+…

P(A) = 1
3
 + 2

3
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

2
 1
3
 + 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘2

3
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

2
 

2 2

 1
3
 +… = 1

3
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘1 + 1

6
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

6
 

2
 +…  fi

P(A) = 1
3
   1 

 1 – 1
6
 
 = 2

5

�) B = 
–
A1 B1+

–
A1 

–
B1 

–
C1 

–
A2 B2+…

P(B) = 2
3
  1
2
 + 2

3
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘2

3
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

2
 1
2
 + 2

3
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘2

3
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

2 2

 1
2
 +… = 1

3
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘1 + 1

6
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
6

 

2
 +…  fi

P(B) = 2
5
    Î·È

γ) C = 
–
A1 

–
B1 C1+

–
A1 

–
B1 

–
C1 

–
A2 

–
B2 C2+…

P(C) = 2
3
  1
2
  1
2
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
3
 1
2
 1
2

 

2
 +… = 1

6
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘1 + 1

6
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
6

 

2
 +…  fi

P(C) = 1
6
  6
5
 = 1

5
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δ) AÓ D = {Ô  C  Ú›¯ÓÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÙÚÂÈ˜ ˙·ÚÈ¤˜}

Î·È
–
D = {o  C  Ú›¯ÓÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜ Ù· ˙¿ÚÈ·} fi

–
D = A1 +

–
A1 B1 +

–
A1 

–
B1 C1 +

–
A1 

–
B1 

–
C1 

–
A2 

–
B2 C2 + 

–
A1 

–
B1 

–
C1 

–
A2 

–
B2 

–
C2 A3 +

+ 
–
A1 

–
B1 

–
C1 

–
B2 

–
C2 

–
A3 B3 fi

P(
–
D) = 1

3
 + 2

3
  1
2
  + 2

3
  1
2
  1
2
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
3
 1
2
 1
2

 

2
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
3
 1
2
 1
2

 

2
 1
3
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
3
 1
2
 1
2

 

2
 2
3
 1
2
 = 0,88

P(D) = 1–P(
–
D) = 1 – 31

36
 = 5

36

"σκηση 1.3
Δ�� #�λ�ι ρ��ν�υν "�ρια. O  A  ρ��νει τρ�α "�ρια μ�α #�ρ�. O  B  ρ�-
�νει τ�σσερα "�ρια μ�α #�ρ�.
i) Π�ια η πιθαν�τητα να #�ρει �  A  �θρ�ισμα  9;
ii) Π�ια η πιθαν�τητα να #�ρει �  B  �θρ�ισμα  12;
iii) O  A  πα�"ει μ��ρι να #�ρει �θρ�ισμα  9  για πρ�τη #�ρ�. Π�ια

η πιθαν�τητα να σταματ!σει στ� τρ�τ� παι�ν�δι (�#ερε �θρ�ι-
σμα  9);

iv) O  B  πα�"ει τρ�α παι�ν�δια. Π�ια η πιθαν�τητα να #�ρει �θρ�ι-
σμα 12 μ�α #�ρ�; (σε κ�θε παι�ν�δι ρ��νει τα  4  "�ρια μ�α #�-
ρ�).

Λ#ση

OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·: A = {Ô  A  Ó· Ê¤ÚÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ·  9  ÌÂ ÙÚ›· ˙¿ÚÈ·}
B = {Ô  B  Ó· Ê¤ÚÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ· 12 ÌÂ Ù¤ÛÛÂÚ· ˙¿ÚÈ·}

OÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È  63  ÁÈ· ÙÔÓ  A  Î·È  64  ÁÈ· ÙÔ  B.  °È· ÙÈ˜ Â˘-
ÓÔ˚Î¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·ÚÎÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁ›Ûˆ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Ô˘ ·ÔÙÂ-
ÏÔ‡Ó Ù·  A  Î·È  B.

i) (1, 6, 2) n1 = 3!
1! 1! 1!

 = 6

(1, 5, 3) n2 = 3!
1! 1! 1!

 = 6

(1, 4, 4) n3 = 3!
1! 2!

 = 3

(2, 2, 5) n4 = 3!
1! 2!

 = 3

(2, 4, 3) n5 = 3!
1! 1! 1!

 = 6
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(3, 3, 3) n6 = 3!
3!

 = 1

P(A) = 25
63 = 0,12

ii) (1, 1, 5, 5) n1 = 4!
2! 2!

 = 6

(1, 1, 4, 6) n2 = 4!
2! 1! 1!

 = 12

(1, 2, 3, 6) n3 = 4!
1! 1! 1! 1!

 = 24

(1, 2, 4, 5) n4 = 4!
1! 1! 1! 1!

 = 24

(1, 3, 4, 4) n5 = 4!
1! 1! 2!

 = 12

(1, 3, 5, 3) n6 = 4!
1! 1! 2!

 = 12

(2, 2, 6, 2) n7 = 4!
3! 1!

 = 4

(2, 2, 5, 3) n8 = 4!
2! 1! 1!

 = 12

(2, 2, 4, 4) n9 = 4!
2! 2!

 = 6

(2, 3, 4, 3) n10 = 4!
2! 1! 1!

 = 12

(3, 3, 3, 3) n11 = 4!
4!

 = 1

P(B) = 125
64  = 0,09

iii) Ak = {O  A  Ê¤ÚÓÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ·  9  ÛÙÔ  k ·È¯Ó›‰È}
TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ˘ Î¿ıÂ ·È¯ÓÈ‰ÈÔ‡ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi Ù· ¿ÏÏ·
·È¯Ó›‰È·, ‰ËÏ·‰‹ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, A3, …  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.

P(A3) = P(
–
A1 

–
A2 A3) = P(

–
A1) P(

–
A2) P(A3) = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 – 

25
63  

2
 25
63 = 0,093

iv) B3, 1 = {O  B  Ê¤ÚÓÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ·  12  ÛÂ  1  ·fi Ù·  3  ·È¯Ó›‰È·}
Bk = {O  B  Ê¤ÚÓÂÈ ¿ıÚÔÈÛÌ·  12  ÛÙÔ  k ·È¯Ó›‰È}

P(B3, 1) = P(B1 
–
B2 

–
B3+

–
B1 B2 

–
B3+

–
B1 

–
B2 B3) = 3Ø0,09Ø(0,91)2 = 0,22
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"σκηση 1.4
P��ν�υμε τρ�α "�ρια μ�α #�ρ�. Nα �ρεθε�:
i) H πιθαν�τητα να #�ρ�υμε �θρ�ισμα  7.
ii) Π�ι� ε�ναι πιθαν�τερ�: �θρ�ισμα  9 ! 11;

Λ#ση

O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ¤¯ÂÈ  63  ÛËÌÂ›·.

A = {¿ıÚÔÈÛÌ·  7},
B = {¿ıÚÔÈÛÌ·  9},
° = {¿ıÚÔÈÛÌ·  11}.

°È· Ó· ‚Úˆ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A, B, °  ÂÂÈ‰‹ fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›·
ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·, ·ÚÎÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁ›Ûˆ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛË-
ÌÂ›ˆÓ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙ·  A, B, °.

i) °È· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A: (1, 1, 5) n1 = 3!
2! 1!

 = 3

(1, 2, 4) n2 = 3!
1! 1! 1!

 = 6

(1, 3, 3) n3 = 3!
1! 2!

 = 3

(2, 2, 3) n4 = 3!
2! 1!

 = 3

P(A) = 15
63 = 0,07

ii) °È· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  B: (1, 2, 6) n1=6

(1, 3, 5) n2=6

(1, 4, 4) n3=3

(2, 2, 5) n4=3

(2, 3, 4) n5=6

(3, 3, 3) n6=1

P(B) = 25
63 = 0,12

°È· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  °: (1, 4, 6) n1=6

(1, 5, 5) n2=3

(2, 3, 6) n3=6

(2, 4, 5) n4=6

(3, 4, 4) n5=3

(3, 5, 3) n6=3



24

P(°) = 27
63 = 0,125

™˘ÓÂÒ˜ P(°) > P(B)

"σκηση 1.5
&να κ�υτ� περι��ει  10 �σπρα,  4 μα�ρα και  2 κ�κκινα μπαλ�κια.
E�ν π�ρ�υμε δ�� μπαλ�κια �ωρ�ς επαν�θεση απ� τ� κ�υτ� να υπ�-
λ�γισθε� η πιθαν�τητα, �στε:

α) Kαι τα δ�� να ε�ναι �σπρα
�) Kαι τα δ�� κ�κκινα
γ) T�υλ��ιστ�ν �να να ε�ναι �σπρ�
δ) T� π�λ� �να να ε�ναι �σπρ�
ε) Aκρι��ς �να να ε�ναι �σπρ�
στ) Kαν�να κ�κκιν�
") Kαν�να �σπρ�

Λ#ση

Ai = {ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ¤¯ÂÈ  i  Ì·Ï¿ÎÈ· ¿ÛÚ·}

Mi = {ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ¤¯ÂÈ  i  Ì·Ï¿ÎÈ· Ì·‡Ú·}

Ki = {ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ¤¯ÂÈ  i  Ì·Ï¿ÎÈ· ÎfiÎÎÈÓ·}

α) P(A2) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
2

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

6
0

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 45
120

 = 0,375

�) P(K2) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
2

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

14
0

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 1
120

 = 0,008

γ) P(Ai≥1) = 1–P(A0) = 1 – 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
0

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

6
2

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 1 – 15
120

 = 0,875

δ) P(Ai≤1) = P(A0)+P(A1) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
0

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

6
2

   +  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
1

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

6
1

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 0,625
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ε) P(A1) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
1

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

6
1

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 60
120

 = 0,5

στ) P(K0) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

14
2

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
0

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 91
120

 = 0,758

	) P(A0) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
0

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

6
2

 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

16
2

 

 = 15
120

 = 0,125

✽ "σκηση 1.6
Δ�� δ��ε�α  Δ1,  Δ2  περι���υν αντ�στ�ι�α  α �σπρες και  � μα�ρες
τ�  Δ1  και  � �σπρες και  α μα�ρες μπ�λες τ�  Δ2.  Πα�ρν�υμε  n
#�ρ�ς απ� μ�α μπ�λα κ�θε #�ρ� σ�μ#ωνα με τ�ν καν�να:
α) K�θε μπ�λα π�υ πα�ρν�υμε επανατ�π�θετε�ται στ� �δι� δ��ε��

π�υ την π!ραμε
�) Aν η μπ�λα π�υ π!ραμε ε�ναι �σπρη, η επ�μενη μπ�λα επιλ�-

γεται απ� τ�  Δ1

γ) Aν ε�ναι μα�ρη πα�ρν�υμε την επ�μενη απ� τ�  Δ2

δ) Πα�ρν�υμε την πρ�τη μπ�λα απ� τ�  Δ1

Nα �ρεθ��ν:

i) Π�ια η πιθαν�τητα η τελευτα�α μπ�λα να ε�ναι �σπρη;

ii) Aν  Pn  η παραπ�νω πιθαν�τητα δε��τε �τι:  Pn 
nÆ•--Æ 1

2
 .

Λ#ση

α¢ τρ�π�ς
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·:

¢i = {Ë Ì¿Ï· ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ  ¢i  ‰Ô¯Â›Ô}    i=1, 2

AÎ = {ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È ¿ÛÚË Ì¿Ï· ÙËÓ  Î  ÊÔÚ¿}
–
AÎ = MÎ = {ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È Ì·‡ÚË Ì¿Ï· ÙËÓ  Î  ÊÔÚ¿}

IÛ¯‡Ô˘Ó: Ak = Ak(¢1+¢2) = Ak ¢1+Ak ¢2 fi

P(AÎ) = P(AÎ/¢1) P(¢1)+P(AÎ/¢2) P(¢2)
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P(AÎ/¢1) = ·
·+‚

 , P(MÎ/¢1) = ‚
·+‚

P(AÎ/¢2) = ‚
·+‚

 , P(MÎ/¢2) = ·
·+‚

E›ÛË˜ P(¢1) = P(AÎ–1) , P(¢2) = P(MÎ–1)

Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜  ‚)  Î·È  Á).
£· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜  P(AÎ),  P(MÎ)  ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙ¿‰ÈÔ ·Ú¯›˙ÔÓÙ·˜
·fi  Î=1.

Î=1 P(A1) = ·
·+‚

P(M1) = ‚
·+‚

Î=2 P(A2) = P(A2/¢1) P(¢1)+P(A2/¢2) P(¢2) =

= P(A2/¢1) P(A1)+P(A2/¢2) P(M1) = ·
2+‚2

(·+‚)2

Î=3 P(A3) = P(A3/¢1) P(A2)+P(A3/¢2) P(M2) = ·
3+3·‚2

(·+‚)3

fiÌÔÈ· ÁÈ·  Î=4 P(A4) = ·
4+6·2

 ‚2+‚4

(·+‚)4

i) ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ·  P(An)  ¤¯ÂÈ Û·Ó ·ÚÈıÌËÙ‹ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·
ÙˆÓ ÂÚÈÙÙÒÓ fiÚˆÓ ÙÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜  (·+‚)n  ‰ËÏ·‰‹:

·n+ Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
n
2   ·n–2

 ‚2+ Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
n
4   ·n–4

 ‚4+…+‚n = Ï

·Ó  n  ¿ÚÙÈÔ,  Î·È

·n+ Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
n
2   ·n–2

 ‚2+ Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
n
4   ·n–4

 ‚4+…+ Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
n

n–1   ·‚n–1 = Ï

·Ó  n  ÂÚÈÙÙfi.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ:

(·+‚)n–(·–‚)n

2
 = 1

2
 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧Â

n

Î=0
  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
n
Î   ·Î

 ‚n–Î
 (1–(–1)Î)   = Ï,   ÔfiÙÂ:

Pn = P(An) = Ï
(·+‚)n = (·+‚)n–(·–‚)n

2(·+‚)n  = 1
2
 – 1

2
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

·–‚
·+‚

 

n

2P(An)–1 = (·–‚)n

(·+‚)n fi P(An) = 1
2
 + 1

2
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

·–‚
·+‚

 

n

ii) EÂÈ‰‹  
 Ô
Ô

 Ô
Ô·–‚

·+‚
<1 fi 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

·–‚
·+‚

 

n
 

nÆ•--Æ 0  Î·È  P(An) 
nÆ•--Æ 1

2
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�¢ τρ�π�ς

i) ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:

P(AÎ) = P(AÎ–1) P(AÎ/AÎ–1)+P(
–
AÎ–1) P(AÎ/

–
AÎ–1)

= P(AÎ–1) ·
·+‚

 + (1–P(AÎ–1)) ‚
·+‚

£¤ÙÔ˘ÌÂ   P(AÎ) = ÏÎ fi Ï1 = ·
·+‚

    Î·È   ÏÎ(·+‚) = ÏÎ–1(·–‚)+‚  Î=2, …

A˘Ù‹ Â›Ó·È Ì›· ÂÍ›ÛˆÛË ‰È·ÊÔÚÒÓ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË  Ï ¢Î = 1
2

Î·È ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË:  Ïn = c 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

·–‚
·+‚

 

n
 + 1

2
 .

ii) ŸÌˆ˜  Ï1 = ·
·+‚

 fi c = 1
2
    Î·È    Ïn = 1

2
 + 1

2
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

·–‚
·+‚

 

n
 

nÆ•--Æ 1
2
 .

"σκηση 1.7
Nα �ρεθ��ν �ι πιθαν�τητες �στε μια �ικ�γ�νεια με 5 παιδι�
α) Nα υπ�ρ�ει τ�υλ��ιστ�ν �να αγ�ρι
�) Aκρι��ς δ�� αγ�ρια
γ) 'λα να ε�ναι αγ�ρια �ταν τ� πρ�τ� ε�ναι αγ�ρι.

Λ#ση

Ai = {˘¿Ú¯Ô˘Ó  i  ·ÁfiÚÈ· ÛÙËÓ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·}

α) P(Ai≥1) = 1–P(A0) = 1– ( ) 
5
0   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

5
 = 31

32

�) P(A2) = ( ) 
5
2   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

5
 = 10

32

γ) P(A5/A1) = P(A4) = ( ) 
4
4   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

4
 = 1

16

‰ÈfiÙÈ ÙÔ Ê‡ÏÔ ÙÔ˘ Î¿ıÂ ·È‰ÈÔ‡ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi Ù· ¿ÏÏ·.

"σκηση 1.8
Σ’ �να λα��ρινθ� υπ�ρ��υν  4 διασταυρ�σεις και σε κ�θε διαστα�-
ρωση υπ�ρ��υν τρεις κατευθ�νσεις, αριστερ�, δε�ι� και ευθε�α.
Yπ�ρ�ει μ�ν� μ�α σωστ! διαδρ�μ! για την ���δ�. &νας π�ντικ�ς
διαλ�γει κ�θε κατε�θυνση με την �δια πιθαν�τητα. Π�ια η πιθαν�-
τητα να �ρει τη σωστ! ���δ�;
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Λ#ση

Ai={Ô ÔÓÙÈÎfi˜ ‚Ú›ÛÎÂÈ ÙË ÛˆÛÙ‹ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÛÙËÓ i ‰È·ÛÙ·‡ÚˆÛË},
i=1, 2, 3, 4

A = {o ÔÓÙÈÎfi˜ ‚Ú›ÛÎÂÈ ÙËÓ ¤ÍÔ‰Ô}

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ‰È·ÛÙ·‡ÚˆÛË Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÛË ·fi ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜. ŒÙÛÈ:

P(A) = P(A1 A2 A3 A4) = P(A1) P(A2) P(A3) P(A4) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
3

 

4

P(A) = 0,0123

"σκηση 1.9
Σ’ �να παι�ν�δι παρατηρ��με τα τρ�α τελευτα�α ψη#�α τ�υ αριθμ��
των αυτ�κιν!των π�υ περν��ν απ� τ� Συντρι��νι. Π�ια ε�ναι η πι-
θαν�τητα:
i) Tα δ�� ακρι��ς να ε�ναι �δια.
ii) Στα τ�σσερα αυτ�κ�νητα π�υ θα περ�σ�υν, τ� �να τ�υλ��ιστ�ν

να ��ει ακρι��ς δ�� απ� τα τελευτα�α  3 ψη#�α �δια.

Λ#ση

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ 3-¿‰Â˜  (·, ‚, Á)  fiÔ˘  ·, ‚, Á = 0, 1, 2, …, 9

i) OÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:  10Ø10Ø10 = 103

OÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:  10Ø9 Ø 3!
2! 1!

 = 270

‰ÈfiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  3!
2!1!

  3-¿‰Â˜  (·, ‚, ‚)  ÌÂ  ·, ‚= 0, 1, 2, …, 9  Î·È  ·π‚

Î·È ÔÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÁÈ· Ù·  (·, ‚)  Â›Ó·È  10Ø9.

ÕÚ· Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Èı·ÓfiÙËÙ· Â›Ó·È:  P = 270
103 = 0,27

ii) A4, Î = {ÛÙ· Ù¤ÛÛÂÚ· ·˘ÙÔÎ›ÓËÙ· Ù· Î Ó· ¤¯Ô˘Ó Ù· ‰‡Ô „ËÊ›· ÙÔ˘˜ ›‰È·}

P(A4, Î≥1) = 1–P(A4, 0) = 1–(1–P)4 = 1–(0,73)4 = 0,716 õ 0,72

"σκηση 1.10
&να αρτ�π�ιε�� #τι��νει  80 ψωμι� κ�θε μ�ρα. Aπ’ αυτ� τα  10  ε�-
ναι μικρ�τερ�υ ��ρ�υς απ� τ� καν�νικ�. Σ’ �ναν �λεγ�� � ελεγκτ!ς
"υγ�"ει  5 ψωμι�. Π�ια ε�ναι η πιθαν�τητα να �ρεθε� ψωμ� μικρ�τε-
ρ�υ ��ρ�υς;
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Λ#ση
B = {ÛÙ·  5 „ˆÌÈ¿ ˘¿Ú¯ÂÈ „ˆÌ› ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜}

P(B) = 1–P(
–
B) = 1 – 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
70
5     Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
10
0  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
80
5  

 = 0,5

"σκηση 1.11
Σε μια ��ρα τ� 15% των αντρ�γυνων ψη#�"�υν τ� �δι� κ�μμα  A,  τα
21%  των ανδρ�ν ψη#�"�υν τ� κ�μμα  A  και τ�  28%  των γυναικ�ν
ψη#�"�υν τ� κ�μμα  A.  Π�ια ε�ναι η πιθαν�τητα τ� κ�μμα  A  να
π�ρει τ�υλ��ιστ� μ�α ψ!#� απ� �να "ευγ�ρι;

Λ#ση
A = {Ô ¿Ó‰Ú·˜ „ËÊ›˙ÂÈ ÙÔ ÎfiÌÌ·  A}
B = {Ë Á˘Ó·›Î· „ËÊ›˙ÂÈ ÙÔ ÎfiÌÌ·  A}
° = {ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ¿ÙÔÌÔ ÛÙÔ ˙Â˘Á¿ÚÈ „ËÊ›˙ÂÈ ÙÔ ÎfiÌÌ·  A}
P(°) = P(A+B) = P(A)+P(B)–P(AB) = 0,21+0,28–0,15 = 0,34

"σκηση 1.12
Πα�ρν�υμε τυ�α�α τρεις αριθμ��ς, �ωρ�ς επαν�θεση απ� �να δ��ε��
π�υ περι��ει τ�υς αριθμ��ς  1, 2, …, 20.  Nα �ρεθε� η πιθαν�τητα
των παρακ�τω γεγ�ν�των:
i) T� �θρ�ισμ� τ�υς ε�ναι  11
ii) T� γιν�μεν� τ�υς ε�ναι �ρτι�
iii) O μικρ�τερ�ς ε�ναι  4 ! 5.

Λ#ση

OÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È fiÛÂ˜ Î·È ÔÈ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ  20 Ú·ÁÌ¿ÙˆÓ ·Ó¿
3  ‰ËÏ·‰‹:

N¢ = 20Ø19Ø18 = 6840

i) OÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:

(1, 2, 8) ÛÂ Ï‹ıÔ˜ 3!=6
(1, 3, 7) » » 3!=6
(1, 4, 6) » » 3!=6
(2, 3, 6) » » 3!=6
(2, 4, 5) » » 3!=6

NE = 5Ø6 = 30 fi P = 30
6840

 = 0,0044
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ii) A = {ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÚÈÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜} fi

A = {¤Ó·˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜} fi

P(A) = 1–P(
–
A) = 1 – 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
10
3  

6840
 = 0,9825

iii) °È· Ó· Â›Ó·È Ô  4  Ô ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜, ı· Ú¤ÂÈ ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ ‰‡Ô Ó·
·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A1={5, 6, …, 20}.  °È· Ó· Â›Ó·È Ô  5  Ô ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ·ÚÈı-
Ìfi˜ ı· Ú¤ÂÈ ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ ‰‡Ô Ó· ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A2 = {6, 7, …, 20}.
OÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
16
2    3! +  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
15
2    3! = 1350.

ÕÚ·: P = 1350
6840

 = 0,197.

Σημε�ωση: TÔ ›‰ÈÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ‡˜ ·ÓÙ›
ÁÈ· ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜.

"σκηση 1.13
Πα�ρν�υμε τυ�α�α π�ντε αριθμ��ς απ� �να δ��ε�� π�υ περι��ει
τ�υς αριθμ��ς  1, 2, …, 15.  Π�ια ε�ναι η πιθαν�τητα:
i) � μεγαλ�τερ�ς να ε�ναι  9
ii) � μικρ�τερ�ς να ε�ναι τ�  3  και � μεσα��ς (σε μ�γεθ�ς) τ�  8
iii) �ι δ�� να ε�ναι �ρτι�ι και �ι τρεις περιττ��

Λ#ση

OÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È  (15)5 = 15Ø14Ø13Ø12Ø11 fi N¢=360360

i) °È· Ó· Â›Ó·È Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙÔ  9  ı· Ú¤ÂÈ ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ Ù¤Û-
ÛÂÚÈ˜ Ó· ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.  TfiÙÂ ÔÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ Â-
ÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
8
4   5! = 8400

ÕÚ·  P = 8400
360360

 = 0,0233

ii) °È· Ó· Â›Ó·È Ô ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ÙÔ  3  Î·È Ô ÌÂÛ·›Ô˜ ÙÔ  8  ı· Ú¤ÂÈ Ô ¤Ó·˜
·ÚÈıÌfi˜ Ó· Â›Ó·È ·fi ÙÔ  A1={4, 5, 6, 7}  Î·È ÔÈ ¿ÏÏÔÈ ‰‡Ô ·fi ÙÔ
A2={9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}.  TfiÙÂ ÔÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
4
1    Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
7
2   5! = 10080
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ÕÚ·   P = 10080
360360

 = 0,028

iii) TÔ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ÂÚÈÙÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Î·È ‰‡Ô ¿ÚÙÈÔ˘˜, ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÂ›
ÌÂ ÙÔ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

A1 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15},

Î·È ‰‡Ô ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A2 = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}.
ÕÚ· ÔÈ Â˘ÓÔ˚Î¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È:

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
8
3    Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
7
2   5! = 141120

ÕÚ·   P = 141120
360360

 = 0,3916

"σκηση 1.14
Στα  150 π�ντ�κια εν�ς εργαστηρ��υ  20  ε�ναι μα�ρα. Πα�ρν�υμε  4
π�ντ�κια. Π�ια η πιθαν�τητα να π�ρ�υμε  1  μα�ρ�:
i) Mε επαν�θεση
ii) Xωρ�ς επαν�θεση

Λ#ση

i) MÂ Â·Ó¿ıÂÛË P = 2
15

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

13
15

 

3
 = 0,07522

ii) XˆÚ›˜ Â·Ó¿ıÂÛË P = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
20
1     Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
130

3  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
150

4  

 = 0,3532

"σκηση 1.15
&να #�ρμακ� σε μ�α αρρ�στεια ε�ναι απ�τελεσματικ� στις  75%
των περιπτ�σεων. &�ι ασθενε�ς πα�ρν�υν τ� #�ρμακ�. Π�ια ε�ναι η
πιθαν�τητα:
i) 'λ�ι να γ�ν�υν καλ�.
ii) 4  να γ�ν�υν καλ�.
iii) T�υλ��ιστ�ν  4  να γ�ν�υν καλ�.

Λ#ση

i) P =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
6
6   0,756 0,250 = 0,178

ii) P =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
6
4   0,754 0,252 = 0,2966
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iii) P(ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  4  Ó· Á›ÓÔ˘Ó Î·Ï¿) =

= Â
6

K=4
  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
6
K   0,75K 0,256–K = 0,2966+0,356+0,178 = 0,8306

"σκηση 1.16
H πιθαν�τητα να γεννηθε� αγ�ρι ! κ�ρ�τσι ε�ναι  0,5.  Mια �ικ�γ�-
νεια ��ει τρ�α παιδι�.
i) Π�ια η πιθαν�τητα να ��ει τ�υλ��ιστ�ν δ�� αγ�ρια;
ii) Aν ��ει τ�υλ��ιστ�ν �να αγ�ρι π�ια η πιθαν�τητα να ��ει  2

αγ�ρια;

Λ#ση

AÎ = {Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ¤¯ÂÈ  Î  ·ÁfiÚÈ·}  Î=0, 1, 2, 3

BÎ = {Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  Î  ·ÁfiÚÈ·}
AÎÃBÎ

i) P(B2) = P(A2)+P(A3) = ( ) 
3
2   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

3
+( ) 

3
3   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

3
 = 1

2

ii) P(B1) = 1–P(A0) = 1 – 1
8
 = 7

8

P(A2/B1) = P(B1 A2)
P(B1)

 = P(A2)
P(B1)

 = 3/8
7/8

 = 3
7

"σκηση 1.17
O πατ�ρας ��ει τ�ν τ�π�  AA  και η μητ�ρα τ�ν τ�π�  Aα.
Π�ια η πιθαν�τητα τα δ�� απ� τα τρ�α παιδι� τ�υς να ���υν τ�ν
τ�π�  Aα;

Λ#ση

A = {¤Ó· ·È‰› Â›Ó·È ÙÔ˘ Ù‡Ô˘  A·}
B = {‰‡Ô ·fi Ù· ÙÚ›· ·È‰È¿ Â›Ó·È ÙÔ˘ Ù‡Ô˘  A·}

P(A) = 1
2
  ,   P(B) = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

3
2

   
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

3
 = 3

8

"σκηση 1.18
i) Δε��τε �τι δ�� γεγ�ν�τα  A, B  ��να μετα�� τ�υς με  P(A) > 0,

P(B) > 0  δε μπ�ρε� να ε�ναι ανε��ρτητα
ii) Aν  A, B  ανε��ρτητα και  P(A)>0,  P(B)>0,  τ�τε δε μπ�ρε� να

ε�ναι ��να
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iii) Mας δ�ν�υν P(
–
AB)=0,3 , P(BΓ)=0,4 , P(

–
B)=0,4 , P(

–
ABΓ)=0,2.

Nα υπ�λ�γιστε� η  P(B
–
Γ),  P(ABΓ)

iv) Δε��ε:  P(AΓ»AB)≤P(A)+P(Γ)  για �π�ιαδ!π�τε γεγ�ν�τα  A,

B, Γ.

Λ#ση

 ̨Ô
˝
Ô̧i)   AB=Δ fi P(AB)=0

P(A)>0, P(B)>0 fi P(A)ØP(B)>0
   fi P(AB)πP(A) P(B)

ii) A, B  ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· fi P(AB) = P(A)ØP(B)>0 fi ABπΔ

iii) P(B
–
°) = P(B)–P(B°) = 0,2  ‰ÈfiÙÈ,  P(B) = P(B°)+P(B

–
°)

P(AB°) = P(B°)–P(
–
AB°) = 0,2

iv) P(A°»AB) = P(A°)+P(AB)–P(AB°) =

= P(°)–P(
–
A°)+P(A)–P(A

–
B)–P(AB°) fi

fi P(A°»AB) < P(A)+P(°).

"σκηση 1.19
Π�σα παιδι� πρ�πει να ��ει μια �ικ�γ�νεια �στε να ��ει �να τ�υλ�-
�ιστ�ν αγ�ρι και �να τ�υλ��ιστ�ν κ�ρ�τσι με πιθαν�τητα  95%.

Λ#ση

A = {H ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÌÂ  n  ·È‰È¿ ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ·ÁfiÚÈ Î·È ÙÔ˘Ï¿¯È-
ÛÙÔÓ ¤Ó· ÎÔÚ›ÙÛÈ}

Ai = {˘¿Ú¯Ô˘Ó  i  ·ÁfiÚÈ· ÛÙËÓ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·}
Ki = {˘¿Ú¯Ô˘Ó  i  ÎÔÚ›ÙÛÈ· ÛÙËÓ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·}

A = 
———
A0»K0 fi P(A) = 1–P(AÔ»K0) = 1–P(A0)–P(K0) = 1 – 2

2n  fi

1 – 2
2n ≥ 0,95 fi 2

2n–1 ≤ 0,05 fi 2n–1
 ≥ 20 fi n≥6

"σκηση 1.20
Σ’ �να δ��ε��  Δ1  υπ�ρ��υν  5 μα�ρα και  4 λευκ� σ#αιρ�δια. Σ’ �λλ�
Δ2  υπ�ρ��υν  7 μα�ρα και  10 λευκ�. Πα�ρν�υμε  1 σ#αιρ�δι� απ� τ�
Δ1  και τ� τ�π�θετ��με στ�  Δ2.  Mετ� πα�ρν�υμε  2 σ#αιρ�δια απ�
τ�  Δ2.
i) Π�ια η πιθαν�τητα να π�ρ�υμε δ�� λευκ�;
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ii) Aν π!ραμε �να μα�ρ� και �να λευκ� π�ια η πιθαν�τητα να ε�-
�αμε μετα#�ρει �να μα�ρ� απ� τ�  Δ1  στ�  Δ2;

H απ�ντηση στα  (i)  και  (ii)  να δ�θε� �ταν η δειγματ�ληψ�α απ�
τ�  Δ2  γ�νεται  α) με επαν�θεση και  �) �ωρ�ς επαν�θεση.

Λ#ση

A1 = {ÌÂÙ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÏÂ˘Îfi ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ ·fi ÙÔ  ¢1  ÛÙÔ  ¢2}
M1 = {ÌÂÙ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ Ì·‡ÚÔ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ ·fi ÙÔ  ¢1  ÛÙÔ  ¢2}
A2i = {·›ÚÓÔ˘ÌÂ  i  ÏÂ˘Î¿ ÛÊ·ÈÚ›‰È· ·fi ÙÔ  ¢2}
M2i = {·›ÚÓÔ˘ÌÂ  i  Ì·‡Ú· ÛÊ·ÈÚ›‰È· ·fi ÙÔ  ¢2}

α) Mε επαν�θεση

i) P(A22) = P(A22/A1) P(A1)+P(A22/M1) P(M1) =

= 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

11
18

 

2
 4
9
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
18

 

2
 5
9
 = 0,34

ii) P(M1/A21) = P(A21/M1) P(M1)
P(A21/A1) P(A1)+P(A21/M1) P(M1)

 =

= 
 2 Ø 

8
18

 10
18

 5
9
 

 2 Ø 
7
18

 11
8

 4
9
 + 2 Ø 

8
18

 10
18

 5
9
 
 = 0,565

�) Xωρ�ς επαν�θεση

i) P(A22) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
7
0    Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
11
2  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
18
2  

  4
9
 + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
8
0    Ë

Ê
 ̄
ˆ

 
10
2  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
18
2  

  5
9
 = 0,305

ii) P(M1/A21) = 
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

8
1   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

10
1    5

9
 

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

7
1   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

11
1    4

9 + 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

8
1   

 Ë
Ê

 ̄
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 = 0,565

"σκηση 1.21
M�σα σ’ �να δ��ε��  A υπ�ρ��υν  5 λευκ� και  8 μα�ρα σ#αιρ�δια
και στ� δ��ε��  B  υπ�ρ��υν  3 λευκ� και  6 μα�ρα. Πα�ρν�υμε τυ-
�α�α �να δ��ε�� και επιλ�γ�υμε τυ�α�α  2 σ#αιρ�δια απ� τ� δ��ε��.
i) Π�ια η πιθαν�τητα να π�ρ�υμε  1 μα�ρ� και  1 �σπρ� (�ωρ�ς




