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Πρόλογος

 

 

 

 

ο βιβλίο αυτό σχεδιάστηκε ώστε να ελαχιστοποιήσει τις απαιτήσεις µαθηµατι-

κών γνώσεων πριν την ανάγνωση του και τη µελέτη του από τον ενδιαφερόµε-

νο αναγνώστη. ∆ιαπραγµατεύεται θέµατα από το σύνολο των µαθηµατικών 

γνώσεων που οι συγγραφείς του πιστεύουν ότι δίνουν µια γεύση στον ενδιαφερό-

µενο για τις δυνατότητες χρήσης µαθηµατικών τεχνικών και µεθόδων στις πολιτι-

κές επιστήµες. 

Τα µαθηµατικά προσπαθούν να απεικονίσουν την πραγµατικότητα µε µια συµβο-

λική γλώσσα και να δώσουν τη δυνατότητα να διαµορφωθούν αφηρηµένα πρότυπα 

από συγκεκριµένα προβλήµατα. Σε αυτή την προσπάθεια χρησιµοποιούν δοµές και 

τεχνικές. Στο βιβλίο αυτό παρουσιάζονται µαθηµατικές δοµές όπως «το σύνολο» 

και «το γράφηµα» που είναι οι απλούστερες µαθηµατικές δοµές, δοµές δηλαδή µε 

τις ελάχιστες προϋποθέσεις και απαιτήσεις.  

Οτιδήποτε, οποιαδήποτε συλλογή αντικειµένων ή υποκειµένων µπορεί να αποτε-

λέσει ένα σύνολο. Αρκεί να υπάρχει κάτι, κάποια ιδιότητα που τα συνδέει. Κράτη 

που έχουν ένα κοινό συνδετικό στοιχείο, όπως οι 25 χώρες της Ευρωπαϊκής Ένω-

σης, αποτελούν ένα σύνολο. Οι πενήντα έξι εκλογικές περιφέρειες της Ελλάδας 

αποτελούν ένα σύνολο, οι δεκατρείς διοικητικές περιφέρειες, οι χίλιοι τριάντα 

τρεις Ο.Τ.Α, οι φοιτητές του τµήµατος Πολιτικών Επιστηµών, τα µέλη της Ν.∆., οι 

τριακόσιοι βουλευτές. Σε κάθε περίπτωση από τις παραπάνω µαζί µε το σύνολο 

υπάρχει ο συνδετικός κρίκος όλων τους, η κοινή ιδιότητα τους. 

Τα σύνολα συνδέονται µεταξύ τους µέσω συναρτήσεων. Σχέσεων δηλαδή των 

στοιχείων τους. Μαθαίνουµε να περιγράφουµε συναρτήσεις µεταξύ συνόλων. Συ-

νήθως η συνάρτηση αναφέρεται σε ένα σύνολο ορισµού και σε ένα σύνολο τιµών. 

Μετράει πόσο κοστίζει για το κάθε στοιχείο του συνόλου ορισµού η σχέση των 

δύο συνόλων. 

Το γράφηµα απεικονίζει την απλούστερη σχέση µέσα σε ένα σύνολο. Τα στοιχεία 

του συνδέονται ή δεν συνδέονται ανά δύο µεταξύ τους ως προς κάποια απλή σχέ-

ση. Στο σύνολο των πενήντα έξι εκλογικών περιφερειών, οι συνδέσεις µπορεί να 

Τ 
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αναφέρονται στην ύπαρξη κοινού συνόρου µεταξύ των περιφερειών, στο σύνολο 

των φοιτητών µπορεί να αναφέρονται στο αν γνωρίζονται µεταξύ τους, στους βου-

λευτές αν προέρχονται από το ίδιο κόµµα ή την ίδια περιφέρεια. Σε κάθε γράφηµα, 

η επισήµανση και η χρήση της σχέσης που ορίζεται από αυτό είναι σηµαντική. Τε-

χνικές στα γραφήµατα και απλά προβλήµατα οδηγούν σε ιδιαίτερα χρήσιµες ε-

φαρµογές και γενικεύσιµες λύσεις. 

Από τις πρώτες µέρες πολιτισµού στον πλανήτη γη προέκυψε η ανάγκη «της απα-

ρίθµησης». Οι πρώτοι άνθρωποι χρησιµοποιούσαν τα δάκτυλα των χεριών τους 

(κάτι που κάνουν και τα µικρά παιδιά) για «να µετρήσουν», να αντιστοιχίσουν δη-

λαδή σύνολα αριθµών σε στοιχεία συνόλων. Στο βιβλίο αυτό διαπραγµατευόµαστε 

τις τεχνικές για να µετράµε, να απαριθµούµε ακολουθώντας τα βήµατα των πρώ-

των ανθρώπων. Συνδυάζουµε, για να βρούµε, πόσες διαφορετικές τριάδες µπο-

ρούν να σχηµατιστούν από ένα σύνολο δεκαπέντε ατόµων, µεταθέτουµε για να 

δούµε µε πόσους διαφορετικούς τρόπους µπορούµε να τους βάλουµε να κάτσουν 

στο ίδιο τραπέζι, διατάσσουµε για να δούµε µε πόσους διαφορετικούς τρόπους 

µπορούµε να βάλουµε τέσσερις από αυτούς στη σειρά. Και όχι µόνο αυτό. Πόσες 

διαφορετικές λύσεις µπορεί να προκύψουν σε ένα σύνθετο πρόβληµα διαπραγµά-

τευσης; Πόσες διαφορετικές στρατηγικές µπορεί να χρησιµοποιηθούν; Πόσα είναι 

τα διαφορετικά προγράµµατα εξετάσεων σε µια εξεταστική περίοδο; Σκόπιµα δεν 

ενδιαφερόµαστε στο πλαίσιο αυτού του βιβλίου µε την επιλογή του καλύτερου 

από τους διαφορετικούς τρόπους. Αυτό αποτελεί αντικείµενο άλλων τεχνικών 

και διαδικασιών στην βάση κριτηρίων και υποθέσεων. 

Η πιθανότητα είναι µια έννοια που εισέρχεται στην καθηµερινή µας ζωή. Σχεδόν 

το σύνολο των προβληµάτων που αντιµετωπίζουµε κυριαρχείται από ενδεχόµενα, 

γεγονότα, αβεβαιότητες. Βέβαια είναι ελάχιστα. Φυσικά και κοινωνικά φαινόµενα 

έχουν αβέβαια εξέλιξη, πλήθος εναλλακτικών λύσεων, που κάθε µια πρέπει να µε-

τρηθεί, να υπολογιστεί πόσο πιθανό είναι να συµβεί. Στο βιβλίο αυτό διαπραγµα-

τευόµαστε τις τεχνικές για να υπολογίζουµε, να µετράµε την πιθανότητα κάθε ε-

ναλλακτικής λύσης εκ των προτέρων βασιζόµενοι στην ανάλυση του φαινοµένου 

που µελετάµε χωρίς να πειραµατιζόµαστε ή να παρακολουθούµε. Στοχαζόµαστε, 

και από αυτή την ελληνική λέξη προκύπτει η περιγραφή στοχαστικό για πλήθος 

φαινοµένων και διαδικασιών. Προϋποθέτουµε ότι αυτός που µελετά, γνωρίζει το 

φαινόµενο, µπορεί να το αναλύσει σε βάθος, να εξετάσει τις πλευρές του και τις 

εξελίξεις του. Τα πειράµατα και οι αποφάσεις είναι φυσικά µια άλλη, µεγάλη και 

γοητευτική ιστορία! 

Συνθήκες και δεδοµένα υπάρχουν πολλές στην καθηµερινότητα µας. Η φράση «τι 

θα συνέβαινε αν …» είναι µια φράση που πολλές φορές σκεφτόµαστε και επανα-
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λαµβάνουµε. Ποια είναι η πιθανότητα ένας αθώος να κατέχει κάποια υλικά ή να 

βρέθηκε σε κάποιο σηµείο; Ποια είναι η πιθανότητα ένας που βρέθηκε σε κάποιο 

σηµείο ή κατέχει κάποια υλικά να είναι αθώος; Είναι δυο διαφορετικά πράγµα-

τα, δυο διαφορετικές καταστάσεις που δεν πρέπει ποτέ να συγχέονται. Μαθαί-

νουµε να µετράµε, να υπολογίζουµε υπό τις δεδοµένες συνθήκες διαφορετικές 

πιθανότητες. Φυσικά, οι αποφάσεις µε βάση τους υπολογισµούς είναι µια άλλη 

υπόθεση! 

Και φυσικά  

ΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ Η ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ,  

 ΠΕΡΙΓΡΑΦΟΥΝ, ΕΡΜΗΝΕΥΟΥΝ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΟΥΝ  

  ΤΗΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ. 
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Επεξηγήσεις των συµβολισµών του εξώφυλλου: 

 

int[A] ακέραιο µέρος του αριθµού Α 

Ej αριθµός εδρών του j σχηµατισµού  

Χj αριθµός ψήφων του j σχηµατισµού  

EMi εκλογικό µέτρο της εκλογικής περιφέρειας i 

Ψi ψηφίσαντες στην εκλογική περιφέρεια i 

Αi άκυρα στην εκλογική περιφέρεια i 

Λi λευκά στην εκλογική περιφέρεια i 

Εi έδρες της εκλογικής περιφέρειας i 

Εij έδρες του j σχηµατισµού στη i εκλογική περιφέρεια 

Xij αριθµός ψηφοδελτίων του j σχηµατισµού στη i εκλογική περιφέρεια 
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Εισαγωγή

 

 

 

 

 

Γιατί  
Μαθηματικά; 

Μια µελέτη δείχνει (στην Αµερική) ότι το πιο σηµαντικό µεµονω-

µένο κριτήριο µε το οποίο διαλέγει µια γυναίκα τη σχολή που θα 

παρακολουθήσει µεταπτυχιακές σπουδές πολιτικών επιστηµών, 

είναι το αν για την εισαγωγή της τα µαθηµατικά ή η στατιστική 

είναι προαπαιτούµενο.  

Ιδιαίτερα οι γυναίκες µπορεί να καταλήξουν σε χαµηλότερα αµει-

βόµενους κλάδους επειδή κάνουν ότι µπορούν για να αποφύγουν 

ένα µάθηµα χηµείας ή οικονοµικών µε προαπαιτούµενα µαθηµατι-

κών ή στατιστικής. Πολλές έξυπνες γυναίκες στρέφονται στην κοι-

νωνιολογία και πολλοί µέτριοι άνδρες στις επιχειρήσεις όταν η 

µόνη διαφορά που υπήρχε µεταξύ τους ήταν ότι οι άνδρες είχαν 

καταφέρει µε τα χίλια ζόρια να παρακολουθήσουν λίγα µαθηµατι-

κά στο πανεπιστήµιο. 

Οι φοιτητές που σπουδάζουν µαθηµατικά στο πανεπιστήµιο έχουν 

πολλές επαγγελµατικές επιλογές όχι µόνο στα µαθηµατικά ή στους 

υπολογιστές αλλά σε µια ολοένα µεγαλύτερη ποικιλία τοµέων. 

Μαθηματικό 
άγχος 

Η Sheila Tobias περιγράφει «Οι ίδιοι άνθρωποι που µπορούν να 

καταλάβουν τις πιο λεπτές συγκινησιακές αποχρώσεις σε µια συζή-

τηση, τις πιο µπερδεµένες πλοκές στη λογοτεχνία και τις πιο δαιδα-

λώδεις όψεις µιας νοµικής υπόθεσης δεν φαίνεται να µπορούν να 

κατανοήσουν τα πιο βασικά στοιχεία µιας µαθηµατικής απόδειξης». 

Αν δεχτούµε σχηµατικά ότι οι πολιτικές επιστήµες µπορούν να 

περιγραφούν σαν επιστήµες που παρατηρούν, περιγράφουν και 

αναλύουν τα πολιτικά φαινόµενα και τον πολιτικό ανταγωνι-

σµό, θα πρέπει να παραδεχτούµε ότι για την παρατήρηση, την πε-

ριγραφή και την ανάλυση πρέπει να χρησιµοποιήσουν επιστηµονι-

κές µεθόδους.  
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Επιστηµονικές µέθοδοι και µεθοδολογικές προσεγγίσεις υπάρ-

χουν πολλές και φυσικά δεν χρησιµοποιούν όλες µαθηµατικά µο-

ντέλα (αναπαραστάσεις δηλαδή της πραγµατικότητας µε µαθηµατικά 

σύµβολα) ούτε µαθηµατικές αποδείξεις (συστήµατα δηλαδή τεκµη-

ρίωσης της αλήθειας ισχυρισµών βασισµένα σε σειρές συλλογι-

σµών). Τα Μαθηµατικά δεν έχουν την ανάγκη να θεωρούν τον ε-

αυτό τους µοναδική αλήθεια, µοναδική µέθοδο, µοναδική γλώσσα 

περιγραφής της πραγµατικότητας. ∆ιεκδικούν όµως την στερεότη-

τα και την παγκοσµιότητα κοινού περιγραφικού εργαλείου και 

κοινού συµβολικού λόγου. 

Τις τελευταίες δεκαετίες η πολυπλοκότητα των προβληµάτων οδη-

γεί στην ανάγκη να χρησιµοποιηθούν τεχνικές παρατήρησης, περι-

γραφής και ανάλυσης που στηρίζονται και χρησιµοποιούν µαθη-

µατικούς συµβολισµούς και αποδείξεις. Όσο αλήθεια είναι ότι 

πρέπει κανείς να προσπαθήσει για να εξοικειωθεί µε τη συµβολική 

γλώσσα, τόσο αλήθεια είναι ότι η απλότητα και η εσωτερική συνέ-

πεια της συµβολικής γλώσσας δικαιώνει τον χρήστη που καταλή-

γει σε επιστηµονικά συµπεράσµατα, συµπεράσµατα δηλαδή στα 

οποία καταλήγει όποιος χρησιµοποιεί στα ίδια «δεδοµένα» τις 

ίδιες µεθόδους. 

Εκλογικά συστήµατα, διαιρέσεις σε διοικητικές ή εκλογικές ενότη-

τες, περιγραφή των διεθνών σχέσεων, κριτήρια σύγκλισης και 

προσεγγίσεις χωρών, σχηµατισµός επιτροπών, δηµόσια και διεθνή 

οικονοµικά, ανταγωνισµοί και οργανωτικά κοµµάτων, στρατηγικές 

και καµπάνιες και άλλα πολλά, ευκολότερα θα µπορούσαν να πε-

ριγραφούν και να αναλυθούν µε τα µαθηµατικά. 

Συνδυαστική Η συνδυαστική ως διακριτός κλάδος των Μαθηµατικών έλκει την 

καταγωγή της, όπως άλλωστε και πολλοί άλλοι κλάδοι, από την 

εποχή της απασχόλησης των ανθρώπων µε τις “µυστηριακές” ιδιό-

τητες των αριθµών. Ο µύθος θέλει τον Κινέζο αυτοκράτορα Yu να 

παρατηρεί στη πλάτη µιας γιγαντιαίας θαλάσσιας χελώνας το 2200 

π.χ. το παρακάτω σχήµα που αντιστοιχεί σε µαγικό τετράγωνο
1. 

                                           

1  Μαγικό τετράγωνο: Ένας πίνακας διαστάσεων Ν×N  (Ν γραµµές  και  Ν στήλες) που το ά-

θροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής και κάθε στήλης και κάθε κύριας διαγωνίου είναι ο ί-

διος αριθµός 
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Στην ιστορική της διαδροµή η περιοχή αυτή των Μαθηµατικών 

συναντήθηκε µε τις ιδιότητες των αριθµών, µε παιχνίδια και πνευ-

µατικά γυµνάσµατα, διαπέρασε τις πρακτικές εφαρµογές και κατέ-

ληξε να θεωρείται σήµερα το κοµµάτι εκείνο των Μαθηµατικών 

που περιγράφει τις εφαρµογές των βασικών αρχών των Μαθηµατι-

κών στην καθηµερινή ζωή.  

Οι συνδυασμοί Οι “συνδυασµοί” (ο αριθµός των υποσυνόλων µε πληθικό αριθµό 

k  από ένα σύνολο µεγέθους  Ν)  ήταν γνωστοί στην Κίνα από το 

1100 π.X., ενώ το πρώτο αποτέλεσµα που καταγράφεται στην πε-

ριοχή της συνδυαστικής είναι ο υπολογισµός του αριθµού των 

“συνδυασµών”  C(n, k)  από τον χαλίφη Rabbi Ben Ezra το 1140 

µ.Χ. Στην συνέχεια η διατύπωση των προβληµάτων της καθηµερι-

νότητας µε αφηρηµένη γλώσσα, η ανάγκη δηλαδή κατασκευής 

µοντέλων για την παράσταση και την λύση προβληµάτων, οδή-

γησε στην διατύπωση της θεωρίας της “Συνδυαστικής” ή τα “Συν-

δυαστικά Μαθηµατικά” που γενικά µελετούν συναρτήσεις που 

ορίζονται σε σύνολα πεπερασµένου πλήθους (π.χ. ένα κοµµάτι των 

θετικών ακέραιων). Παράλληλα, η αναζήτηση µεθόδων για την 

περιγραφή των διαδικασιών λύσης των προβληµάτων και η ανά-

πτυξη των υπολογιστικών µηχανών συναντήθηκαν στην κατα-

σκευή “αλγορίθµων”, σειράς δηλαδή εντολών, οι οποίες πραγµα-

τοποιούµενες οδηγούν στην απάντηση στο πρόβληµα το οποίο α-

ντιµετωπίζουµε. 

Η Συνδυαστική µε την κατασκευή και την µελέτη δοµών αναπα-

ράστασης (µοντέλων) και αλγορίθµων, τυποποιεί την αναζήτηση 

απάντησης σε τρεις µεγάλες κατηγορίες προβληµάτων: 

προβλήµατα ύπαρξης (λύσης) 

Σε κάποιο πρόβληµα που τίθεται αναζητούµε την ύπαρξη ή όχι 

λύσης 

προβλήµατα µέτρησης (απαρίθµησης λύσεων) 

Σε κάποιο πρόβληµα αναζητούµε τον αριθµό, το πλήθος των ενδε-

χόµενων (µη ισοδύναµων) λύσεων 
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προβλήµατα αριστοποίησης (βελτιστοποίησης) 

Σε κάποιο πρόβληµα αναζητούµε την βέλτιστη (την καλύτερη ως 

προς κάποια κριτήρια) από τις ενδεχόµενες λύσεις 

Είναι φανερό, ότι η Συνδυαστική τέµνεται ως επιστηµονική περιο-

χή µε πολλές άλλες περιοχές των Μαθηµατικών που αντιµετωπί-

ζουν αντίστοιχα προβλήµατα. Επισηµαίνουµε ότι η Συνδυαστική 

ασχολείται κυρίως (σχεδόν αποκλειστικά) µε προβλήµατα σε δια-

κριτά σύνολα. Έτσι, στην συνάντηση της αυτή, δανείζει και δανεί-

ζεται µεθόδους (όπως η µέθοδος Simplex και ο Ουγγρικός αλγό-

ριθµος στον γραµµικό προγραµµατισµό, τα λατινικά τετράγωνα 

και οι πειραµατικοί σχεδιασµοί στην εφαρµοσµένη στατιστική) 

διατηρεί όµως την ιδιαίτερη ταυτότητα της µε την παραγωγή θεω-

ρητικών αποτελεσµάτων (όπως στην θεωρία γραφηµάτων) ώστε 

να αναπτύσσεται αυτόνοµα. 

Όχι άδικα, η συνάντηση µε τους αλγορίθµους και την θεωρία των 

Ηλεκτρονικών Υπολογιστών οδηγεί στην διατύπωση ότι “η Συν-

δυαστική (ως διακριτά µαθηµατικά) είναι τα µαθηµατικά της 

εποχής µας.” Αν και ο συγγραφέας πιστεύει ότι όλες οι περιοχές 

των Μαθηµατικών µε τις εφαρµογές, την αλληλεπίδραση τους και 

την αυτόνοµη πορεία τους συνεισφέρουν στην περιγραφή της α-

ντικειµενικής πραγµατικότητας και την αισθητοποίηση του περι-

βάλλοντος κόσµου, πιστεύει ότι η Συνδυαστική κατέχει σηµαντι-

κή θέση στην µεταφορά των αφηρηµένων εννοιών από τον χώ-

ρο των ιδεών στον χώρο της εφαρµογής και στην απασχόληση 

µε συγκεκριµένα προβλήµατα. Ουσιώδης είναι επίσης η συµβολή 

της Συνδυαστικής στην ανάπτυξη της “µαθηµατικής σκέψης”, της 

ικανότητας δηλαδή κατασκευής αφηρηµένων τυπολογικών 

προτύπων γενίκευσης εµπειρικών ή θεωρητικών παρατηρήσε-

ων. 

Τέλος, η Συνδυαστική είναι απαραίτητη ως γνώση στην κατανόη-

ση της βάσης των αλγορίθµων που χρησιµοποιούµε στους Ηλε-

κτρονικούς Υπολογιστές και στην δηµιουργία “ευρετικών”2 αλγο-

                                           

2 Ένας αλγόριθµος (µια σειρά εντολών) που δεν αποσκοπεί στην εύρεση της καλύτερης από 

όλες τις πιθανές λύσεις αλλά σε µια «εφικτή» λύση, δηλαδή µια λύση που µπορεί να πραγµα-

τοποιηθεί. Οι αλγόριθµοι αυτοί είναι ιδιαίτερα χρήσιµοι και εφαρµόσιµοι σε σύνθετα προ-

� 
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ρίθµων για προβλήµατα βελτιστοποίησης όπου είναι ιδιαίτερα δύ-

σκολη, αν όχι αδύνατη, η κατασκευή ακριβούς αλγορίθµου λύσης. 

Οι παραπάνω λόγοι συνηγορούν στο ότι η Συνδυαστική πρέπει να 

διατρέχει το αναλυτικό πρόγραµµα των βαθµίδων της εκπαίδευ-

σης, αφού οι βασικοί στόχοι του αναλυτικού προγράµµατος πρέπει 

να περιέχουν την µοντελοποίηση, την ανάπτυξη µαθηµατικής 

σκέψης και την εξοικείωση µε τους αλγορίθµους των Ηλεκτρο-

νικών Υπολογιστών. Επιπρόσθετα η Συνδυαστική προσφέρεται 

λόγω της δυνατότητας διαφορετικού βαθµού προσέγγισης των εν-

νοιών (µε την ανάπτυξη εφαρµογών από την καθηµερινή εµπειρία) 

σε κάθε επίπεδο (βαθµίδα), για την ανάδειξη της συνέχειας που 

πρέπει να υπάρχει στους παραπάνω βασικούς στόχους. Ο John A. 

Dossey αναφέρει ότι “κινούµενοι προς τον 21ο αιώνα, η πληροφο-

ρία και οι πληροφοριακές επικοινωνίες έγιναν ίσης τουλάχιστο 

σπουδαιότητας (θέµατα) µε την παραγωγή υλικών αγαθών. Αν και

ο φυσικός (ή υλικός) κόσµος συχνά παριστάνεται µε την χρήση 

συνεχών µαθηµατικών, δηλαδή µε την ανάλυση και ιδέες από την 

άλγεβρα και την τριγωνοµετρία, ο µη υλικός κόσµος της επεξερ-

γασίας πληροφοριών απαιτεί την χρήση διακριτών µαθηµατι-

κών. Η τεχνολογία των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών έχει αυξανό-

µενη επίδραση στον τρόπο που τα µαθηµατικά παράγονται και 

χρησιµοποιούνται. Οι υπολογιστές είναι πεπερασµένες, διακριτές 

µηχανές και έτσι θέµατα των διακριτών µαθηµατικών είναι σηµα-

ντικά στην λύση προβληµάτων µε την χρήση υπολογιστικών µεθό-

δων. Με αυτά τα δεδοµένα είναι ιδιαίτερα σηµαντικό να γνωρίζουν 

όλοι τις αρχές και τις µεθόδους των διακριτών µαθηµατικών”. 

Οι στόχοι της διδασκαλίας της συνδυαστικής, εκτός από τους πα-

ραπάνω γενικούς στόχους (µοντελοποίηση, ανάπτυξη µαθηµατι-

κής σκέψης, κατανόηση της βάσης των αλγορίθµων), πρέπει να 

είναι (µέσω κυρίως της εφαρµογής) η ανάπτυξη 

• της ικανότητας αλγοριθµικής προσέγγισης 

• της ικανότητας κριτικής προσέγγισης 

• της ικανότητας χρήσης των τεχνικών απαρίθµησης 

• της ικανότητας χρήσης της έννοιας της “πιθανότητας” 

                                           
βλήµατα όπως σε προβλήµατα στη δηµόσια διοίκηση, προβλήµατα πολύ-κριτηριακής ανά-

λυσης, διεθνών σχέσεων 
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• της ικανότητας χρήσης παραστατικών δοµών (όπως οι πίνακες 

και τα γραφήµατα) 

• της ικανότητας χρήσης αναδροµικών και επαναληπτικών διαδι-

κασιών 

Αριθμοφοβία Όσοι πιστεύουν ότι δεν µπορούν να εξοικειωθούν και να χρησιµο-

ποιήσουν αριθµούς και µαθηµατικές αποδείξεις (οι αριθµόφοβοι) 

θα είναι οι αγράµµατοι του µέλλοντος. 

Η αίσθηση των 
αριθμών 

Στη σελ. 16-17 της ελληνικής µετάφρασης του βιβλίου John Allen

Paulos Innumeracy. Mathematical illiteracy ξεκινά «Χωρίς κά-

ποια αντίληψη των κοινών µεγάλων αριθµών είναι αδύνατο να α-

ντιδράσουµε µε τον απαιτούµενο σκεπτικισµό σε τροµακτικές ειδή-

σεις του τύπου ότι πάνω από ένα εκατοµµύριο Αµερικανόπουλα α-

πάγονται κάθε χρόνο, ή µε την απαιτούµενη νηφαλιότητα σε µια κε-

φαλή πυραύλου µε εκρηκτική δύναµη ενός µεγατόνου…» και σκέ-

φτοµαι προσαρµόζοντας τη συλλογιστική του ότι εκπλήσσοµαι και 

θλίβοµαι όταν συναντώ φοιτητές που δεν έχουν ιδέα πόσος είναι ο 

κρατικός προϋπολογισµός, πόσος είναι ο πληθυσµός της Ευρωπαϊ-

κής Ένωσης, της Κεντρικής Μακεδονίας, πόση είναι περίπου η 

απόσταση από το Ιόνιο µέχρι το Αιγαίο ή τι ποσοστό του κόσµου 

είναι χονδρικά οι Κινέζοι. Προφανώς τότε δεν µπορεί να αντιδρά-

σουµε µε τον απαραίτητο σκεπτικισµό σε ειδήσεις του τύπου «η 

διαφθορά και η γραφειοκρατία κοστίζει 3,000,000,000 Ευρώ», 

«ανάπτυξη 4,5% του ΑΕΠ»  

Η αίσθηση της 
πιθανότητας 

Συνεχίζει: «Αν δεν έχετε κάποια αίσθηση των πιθανοτήτων, τα αυ-

τοκινητικά ατυχήµατα µπορεί να σας φαίνονται (στην Αµερική) ένα 

σχετικά µικρό πρόβληµα τοπικών µετακινήσεων, ενώ το να σκοτω-

θεί κανείς από τροµοκράτες µπορεί να φαντάζει ως µείζων κίνδυνος 

των ταξιδιών στο εξωτερικό (το 1988). Ωστόσο, όπως πολύ συχνά 

έχει παρατηρηθεί, τα 45,000 άτοµα που σκοτώνονται κάθε χρόνο 

στους αµερικανικούς αυτοκινητόδροµους είναι περίπου ίσα σε αριθ-

µό µε όλους τους Αµερικάνους νεκρούς του πολέµου του Βιετνάµ. 

Από την άλλη οι 17 Αµερικάνοι που σκοτώθηκαν από τροµοκράτες 

το 1985 ήταν µεταξύ των 28 εκατοµµυρίων συµπατριωτών τους που 

ταξίδευσαν στο εξωτερικό εκείνη τη χρονιά –αυτό σηµαίνει 1 πιθα-

νότητα στα 1,6 εκατοµµύρια. Συγκρίνετε το αυτό µε τα εξής: 1 στις 

68,000 να πνιγεί στραβοκαταπίνοντας, 1 στις 75,000 να πεθάνει σε 

ποδηλατικό ατύχηµα, 1 στις 20,000 να πνιγεί κολυµπώντας και 1 

στις 5,300 να πεθάνει σε αυτοκινητικό ατύχηµα».  
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Αθροισιμότητα Υπάρχει µια θεµελιώδης ιδιότητα των αριθµών που αναφέρεται 

στον Αρχιµήδη, σύµφωνα µε την οποία οποιοσδήποτε αριθµός, 

όσο µεγάλος και αν είναι, µπορεί να ξεπεραστεί µε την άθροιση 

ικανής ποσότητας µικρότερων αριθµών, όσο µικροί και αν είναι. 

«∆ός µοι πα στω και ταν γαν κινήσω». Προφανώς η επίγνωση της 

αθροισιµότητας µικρών ποσοτήτων λείπει από τους αριθµόφοβους, 

που δεν φαίνεται να πιστεύουν ότι οι µικρές τους φιάλες µε το 

σπρέι µαλλιών θα µπορούσαν να παίξουν κάποιο ρόλο στην εξά-

ντληση του όζοντος της ατµόσφαιρας, ούτε ότι το δικό τους διπλο-

παρκαρισµένο αυτοκίνητο θα συµβάλλει στο πρόβληµα της κυ-

κλοφορίας. 

Απαρίθμηση, 
αρχές 

Ο John von Neumann επινόησε ένα κόλπο για να µη µας κλέβουν 

στο παιχνίδι κορώνα-γράµµατα. Το νόµισµα στρίβεται δύο φορές. 

Αν έρθει  ΚΚ  ή  ΓΓ  ξαναστρίβεται δύο φορές. Αν έρθει  ΚΓ  κερδί-

ζει το  Κ  και αν έρθει  ΓΚ  κερδίζει το  Γ.  Πράγµατι η πιθανότητα 

των δύο αυτών είναι ίση (όσο φτιαγµένο και να είναι το νόµισµα). 

Συνδυασμοί Όταν τα 8 κορυφαία στελέχη ενός κόµµατος πρόκειται να φωτο-

γραφηθούν όλοι µαζί, όπως θα δούµε στο Κεφάλαιο 2, υπάρχουν 

40,320 διαφορετικοί τρόποι µε τους οποίους µπορεί να παρατα-

χθούν. Σε πόσους ο Κώστας Καραµανλής θα ήταν δίπλα στη Ντό-

ρα Μπακογιάννη (ή ο Γιώργος Παπανδρέου δίπλα στον Κώστα 

Σηµίτη); Όπως θα δούµε στην Άσκηση 3.11 υπάρχουν 10,080 τρό-

ποι, και αν παρατάσσονταν τυχαία και οι 8, η πιθανότητα να βρε-

θούν ο ένας δίπλα στον άλλο είναι  10,080/40,320 = 1/4. 

Οι άνθρωποι δεν αντιλαµβάνονται συνήθως πόσο µεγάλα µπορεί 

να είναι αυτά τα φαινοµενικά τακτοποιηµένα σύνολα αριθµών. Ας 

υποθέσουµε ότι µία οµάδα 12 παικτών µπάσκετ ξεκινάει µε άλλη 

πεντάδα σε κάθε αγώνα. ∆οκιµάστε να υπολογίσετε µετά από 

πόσους αγώνες θα έχουν εξαντληθεί οι διαφορετικές επιλογές. 

Σε ένα δικαστήριο µια φορά αντιµετώπισα το εξής πρόβληµα: Σε 

µια κλήρωση είχαν κληρωθεί 11 άτοµα για µια επιτροπή από ένα 

σύνολο 22 ατόµων. Για κάποιο λόγο η κλήρωση επαναλήφθηκε 

και το αποτέλεσµα της κλήρωσης ήταν ακριβώς το ίδιο.  

Πόσο πιθανό ήταν να συµβεί αυτό; 

Οι συνδυασµοί 11 ανά 22 είναι 705432. Άρα η πιθανότητα µιας 

συγκεκριµένης 11αδας είναι  1/705432. Για να γίνει αυτό δύο δια-

δοχικές φορές η πιθανότητα είναι  1/5*1011 . 
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Πιθανότητα 
και σύμπτωση 

Πιθανότητα 
και συνθήκες 

«Είσαι και εσύ Ζυγός; Αυτό είναι συναρπαστικό!». 

Κάποιος που ταξιδεύει συχνά ανησυχούσε για την πιθανότητα να 

υπάρχει βόµβα στο αεροπλάνο του. Ερεύνησε την πιθανότητα, τη 

βρήκε µικρή αλλά όχι αρκετά µικρή για να ησυχάσει, και έτσι τώ-

ρα ταξιδεύει πάντα µε µια βόµβα στη βαλίτσα του. Το επιχείρηµα 

είναι ότι η πιθανότητα να βρεθούν δύο βόµβες στο ίδιο αεροπλάνο 

είναι απειροελάχιστη. 

Γενικά οι άνθρωποι φλυαρούν για την ειρωνεία της τύχης σε τόσα 

πράγµατα. Πάντως όπως και αν τα ονοµάσουµε αυτά τα συµβάντα 

είναι πιο συνηθισµένα από ότι νοµίζουν οι περισσότεροι. Μια τάση 

σοβαρής υποτίµησης των συµπτώσεων είναι βασικό χαρακτηρι-

στικό των αριθµόφοβων, που αποδίδουν εν γένει µεγάλη σηµασία 

σε κάθε λογής αντιστοιχίες ενώ δίνουν πολύ λίγη σηµασία σε µάλ-

λον αδιαµφισβήτητα αλλά λιγότερο χτυπητά στατιστικά στοιχεία. 

Η αρχή  
του  

περιστερώνα 

Μια από τις γνωστές αρχές των µαθηµατικών είναι η αρχή του πε-

ριστερώνα. Σύµφωνα µε αυτή σε έναν περιστερώνα µε 10 (π.χ.) 

φωλιές αν φτάσουν 11 περιστέρια είναι βέβαιο ότι θα υπάρχει µία 

τουλάχιστο όπου θα µπουν οπωσδήποτε 2 (µπορεί και περισσότε-

ρα) περιστέρια. Μια άλλη εκλαϊκευµένη εκδοχή είναι το γνωστό 

ανέκδοτο σύµφωνα µε το οποίο ψάχνουµε να βρούµε πόσες κάλ-

τσες πρέπει να πάρει κάποιος µαζί του από ένα ντουλάπι στο οποίο 

υπάρχουν µαύρες και καφέ κάλτσες έτσι ώστε να σχηµατίσει ένα 

ζευγάρι του ίδιου χρώµατος.  

Η έννοια  
του απείρου,  

η λύση του  
προβλήματος 

στάθμευσης 

Σε µια πόλη που έχει ελεύθερο οδόστρωµα (ας πούµε) 1000 τ.µ. 

δεν είναι δυνατόν να χωρέσουν περισσότερα από 200 αυτοκίνητα 

(αν υποθέσουµε ότι ένα αυτοκίνητο χρειάζεται περίπου 5 τ.µ.). Αν 

δηλαδή προσπαθήσουν να µπουν 201 αυτοκίνητα τότε δύο τουλά-

χιστο από αυτά πρέπει να µπουν στην ίδια ακριβώς θέση. Τότε για-

τί οι αυτοκινητιστές προσπαθούν, παρά τις διαβεβαιώσεις των αρ-

µοδίων και την εµπειρία τους να χωρέσουν περισσότερα αυτοκίνη-

τα από όσα χωρούν; 

Προφανώς πιστεύουν ότι ο χώρος προς κατάληψη από τα αυτοκί-

νητα είναι άπειρος. Μια από τις εκλαϊκευµένες εκδοχές της έννοιας 

του άπειρου είναι η εξής: Αν υπάρχουν άπειρες θέσεις παρκαρί-

σµατος µε αρίθµηση από το ένα µέχρι το άπειρο, (1, 2, 3,..., ∞) και 

είναι όλες γεµάτες, τότε το πρώτο διαθέσιµο για παρκάρισµα αυ-

τοκίνητο εύκολα θα βρει χώρο να παρκάρει. Πράγµατι αρκεί το 
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αυτοκίνητο που έχει παρκάρει στην θέση ένα θα πάει στη θέση 

δύο, αυτό που είναι στη θέση δύο θα πάει στη θέση τρία, κ.ο.κ, 

δηλαδή όλα θα µετακινηθούν κατά µια θέση. Έτσι η θέση ένα θα 

µείνει κενή και θα γεµίσει από το διαθέσιµο αυτοκίνητο. Ο Ράσελ 

είχε χρησιµοποιήσει το παράδειγµα µε ένα ξενοδοχείο που είναι 

γεµάτο και έχει άπειρα δωµάτια στο οποίο φτάνει ένας νέος πελά-

της, επηρεασµένος προφανώς από την κατάσταση που επικρατού-

σε στα ελληνικά νησιά το 15αυγουστο τη δεκαετία του ’80. ∆εν 

ήξερε την εφευρετικότητα των Ελλήνων οδηγών του 2004. 

Γενέθλια  
την ίδια μέρα 

Αν συγκεντρωθούν 367 άνθρωποι είναι βέβαιο ότι 2 από αυτούς 

θα έχουν γενέθλια την ίδια µέρα. Αν συγκεντρωθούν 13, 2 από 

αυτούς θα έχουν γενέθλια τον ίδιο µήνα ή το ίδιο ζώδιο. Αν όµως 

θέλαµε να υπάρχει (για τα γενέθλια) πιθανότητα 50% να συµβεί 

πόσοι χρειάζεται να συγκεντρωθούν; Μόνο 23 (βλ. άσκηση 3.9). 

Προφανώς αυτό δεν σηµαίνει ότι έχουν 50% πιθανότητα να έχουν 

γεννηθεί µια συγκεκριµένη ίδια µέρα πχ στις 25 Σεπτεµβρίου. Σε 

αυτή την περίπτωση χρειάζονται περισσότερα από 254 άτοµα (βλ. 

άσκηση 3.10).  

Η απιθανότητα Το παράδοξο συµπέρασµα είναι ότι θα ήταν πολύ απίθανο να µην 

προκύπτουν απίθανα συµβάντα. Ότι κάποιος πολύ γνωστός πολι-

τικός θα χωρίσει µέσα στο 2004 όπως προέβλεψε κάποιος αστρο-

λόγος είναι πολύ πιο πιθανό να συµβεί από το να χωρίσει κάποιος 

συγκεκριµένος πολιτικός. Ότι κάποιος τηλεθεατής θα ανακουφι-

στεί από τον κεφαλόπονο του τη στιγµή που κάποιος µάγος ανα-

φέρει τα σχετικά συµπτώµατα είναι πολύ πιο πιθανό από το να 

συµβεί σε κάποιο συγκεκριµένο τηλεθεατή. 

Αν µοιράσουµε τα 52 χαρτιά σε 4 13αδες (στο µπριτζ) η πιθα-

νότητα να πάρουµε τη συγκεκριµένη 13αδα είναι 1 στα 600 δι-

σεκατοµµύρια. Προφανώς είναι παράλογο να τα κρατάµε στα 

χέρια µας και να πούµε ότι δεν τα πήραµε γιατί η πιθανότητα 

είναι πάρα πολύ µικρή. Σε ορισµένες καταστάσεις οι απιθανότη-

τες πρέπει να αναµένονται. Όπως πχ τα γεγονότα της 11/9/2001. 

Πόσο απέχουν  
οι άνθρωποι  

μεταξύ τους; 

Ο Stanley Milgrim έδωσε σε κάθε µέλος µιας τυχαία επιλεγµένης 

οµάδας ένα έγγραφο και ένα διαφορετικό άτοµο-στόχο να φτάσει 

το έγγραφο. Οι οδηγίες ήταν ότι το έγγραφο έπρεπε να δοθεί σε 

όποιο γνωστό του είχε τις µεγαλύτερες πιθανότητες να γνωρίζει το 

άτοµο-στόχο και να καθοδηγήσει το πρόσωπο αυτό µε τον ίδιο 
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τρόπο. Βρήκε ότι ο αριθµός των ενδιάµεσων κρίκων κυµαίνονταν 

από δύο µέχρι δέκα µε συνηθέστερο το 5. Μπορούµε λοιπόν να 

καταλάβουµε γιατί εµπιστευτικές πληροφορίες, φήµες και ανέκ-

δοτα διεισδύουν τόσο γρήγορα σε ένα πληθυσµό. 

Η χρηματιστη-
ριακή απάτη 

Εάν είχατε λάβει µε το ταχυδροµείο από κάποιο σύµβουλο επί 6 

βδοµάδες στη σειρά ορθές προβλέψεις για το δείκτη κάποιων 

µετοχών και σας ζητούσαν να πληρώσετε για την έβδοµη αντί-

στοιχη πρόβλεψη τι θα κάνατε; 

Αν ξεκινήσει από 32,000 επιστολές µε 16,000 να προβλέπουν ά-

νοδο και 16,000 πτώση. Στις 16,000 σωστές στέλνει στις 8,000 

άνοδο και στις 8,000 πτώση. Στις 8,000 σωστές στέλνει στις 

4,000 άνοδο και στις 4,000 πτώση. Συνεχίζουµε µέχρι 500 άτοµα 

να έχουν πάρει 6 σωστές προβλέψεις στη σειρά. Για τις πολύτι-

µες αυτές προβλέψεις ο σύµβουλος ζητάει 500 Ευρώ. Αν πληρώ-

σουν όλοι εισπράττει 250,000. Αν αυτό γίνεται εν γνώσει του 

δράστη είναι παράνοµη κοµπίνα. Ωστόσο θεωρείται αποδεκτό 

όταν γίνεται εν αγνοία ειλικρινών αλλά αδαών. Υπάρχει πάντα 

αρκετή τυχαία επιτυχία ώστε να δικαιώνεται σχεδόν οτιδήποτε 

για κάποιον που θέλει να το πιστεύει.  

Το πρόβλημα  
της επιλογής  

συζύγου 

Από τα ποιο παλιά γνωστά προβλήµατα είναι το παραπάνω πρό-

βληµα. Ας υποθέσουµε ότι η «Μαρία» υπολογίζει ότι υπάρχει πι-

θανότητα να γνωρίσει 4 µόνο υποψήφιους συζύγους ποια στρατη-

γική πρέπει να ακολουθήσει για να µεγιστοποιήσει τις πιθανότητες 

εκλογής του καλύτερου;  

Γενικά αποδεικνύεται ότι θα πρέπει να αποκλείσει το πρώτο 37% 

περίπου των  Ν  µνηστήρων και να διαλέξει τον πρώτο καλύτερο 

µετά από αυτούς. 

Η «Μαρία» αντιλαµβάνεται ότι αν επιλέξει τον πρώτο από τους 

τέσσερις τότε είναι σίγουρο ότι θα παντρευτεί, αλλά θα επιλέξει 

τον καλύτερο µε πιθανότητα µόλις ¼. Την ίδια πιθανότητα θα έχει 

αν περιµένει τον τέταρτο και µάλιστα µε κίνδυνο να µείνει ανύπα-

ντρη µε πιθανότητα ¾ αφού 3 στις 4 φορές ο τελευταίος θα υστε-

ρεί σε σχέση µε κάποιον από τους προηγούµενους.  

Ας υποθέσουµε ότι η στρατηγική Α είναι επιλέγω από τον δεύτε-

ρο και µετά όποιον είναι καλύτερος από τον πρώτο. Η στρατη-

γική Β είναι να επιλέξει από τον τρίτο και µετά αυτόν που είναι 

καλύτερος από τους δύο πρώτους: 
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 Επιλογή 

Α στρατηγική 

Επιλογή 

Β στρατηγική 

1234 – – 

1243 – – 

1324 – – 

1342 – – 

1423 – – 

1432 – – 

2134 Α (1) – 

2143 Α (1) – 

2314 Α (1) Β (1) 

2341 Α (1) Β (1) 

2413 Α (1) Β (1) 

2431 Α (1) Β (1) 

3124 Α (1) - 

3142 Α (1) - 

3214 2 Β (1) 

3241 2 Β (1) 

3412 Α (1) Β (1) 

3421 2 2 

4123 Α (1) – 

4132 Α (1) – 

4213 2 Β (1) 

4231 2 Β (1) 

4312 3 Β (1) 

4321 3 2 

 

Έτσι σε 11/24 επιλέγει τον καλύτερο (1) µε τη στρατηγική Α 

και σε 10/24 µε τη στρατηγική Β.  

Αν η «Μαρία» µπορεί να ελπίζει σε 25 µνηστήρες η στρατηγική 

της θα ήταν να απορρίψει τους 9 πρώτους και να επιλέξει τον κα-

λύτερο µετά από αυτούς. Το να ζήσει µε αυτόν είναι µια άλλη

 ιστορία. 
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Η σύμπτωση 
και ο Νόμος 

Statistical reasoning beyond reasonable doubt 

Στατιστική συµπερασµατολογία πέραν πάσης λογικής αµφιβο-

λίας 

Προσπαθώντας να διαλευκάνει µια βοµβιστική ενέργεια η αστυ-

νοµία συλλαµβάνει έναν άνδρα που έχει ένα άσπρο βαν, γκαζάκι-

α, ένα ρολόι και ένα εγχειρίδιο που περιγράφει πως κατασκευά-

ζουµε βόµβες (πχ τον τσελεµεντέ του αναρχικού). Τι είναι πιο 

πιθανό: ένας αθώος να κατέχει όλα αυτά τα πράγµατα ή ένας 

που κατέχει αυτά τα πράγµατα να είναι αθώος; 

Η πλάνη  
του εισαγγελέα 

Η πλάνη  
του συνηγόρου 

Ας δεχτούµε ότι στην Αθήνα υπάρχουν 4,000,000 κάτοικοι και 

σίγουρα ένας ένοχος. Έστω ότι υπάρχουν 10 που έχουν όλα τα πα-

ραπάνω. Η πρώτη πιθανότητα είναι 9/3,999,999. Η δεύτερη 9/10. 

Όποιοι και αν είναι οι πραγµατικοί αριθµοί οι δύο αυτές πιθανότη-

τες διαφέρουν δραµατικά. Το να τις µπερδεύουµε είναι πολύ επι-

κίνδυνο, ιδιαίτερα για δικηγόρους. 

Σχέση  
και συσχέτιση 

Οι εισροές από την Ε.Ε. το 2003 ήταν 4,8 δις € (σχεδόν τα µισά 

του κόστους των Ολυµπιακών αγώνων), και το καθαρό ισοζύγιο 

µας µε την Ε.Ε. 3,8 δις €. Αυτό δεν σηµαίνει ότι η Ε.Ε. πλήρωσε 

τα µισά έσοδα της ολυµπιάδας. Προφανώς σηµαίνει ότι αν δεν ή-

µασταν µέλος της Ε.Ε. θα είχαµε  3,8 δις €  λιγότερα να ξοδέψουµε, 

αλλά τότε δεν θα κάναµε ολυµπιακούς αγώνες και θα γλιτώναµε 

9,6 δις € που κόστισαν. Ράβδος σε γωνία άρα βρέχει! Το κόστος 

και το όφελος είναι κάτι που δεν υπολογίζεται µόνο σε χρήµα. Κα-

νείς δεν γνωρίζει πόσα (και σε τι) θα ξοδεύαµε αν δεν γίνονταν 

ολυµπιακοί αγώνες. Και φυσικά εκ των υστέρων είναι αδύνατο να 

υπολογιστεί κάτι που δεν έχει υλική υπόσταση, όπως π.χ. το όφε-

λος από την ολυµπιάδα. Ο µόνος τρόπος είναι να υπολογιστεί η 

ωφέλεια του από την προστιθέµενη αξία του. Και φυσικά από το 

κόστος συντήρησης του. 

Η Πιθανότητα 100,000 παιδιά γεννιούνται, 78,000 τελειώνουν το λύκειο, 82,000 

θέσεις υπάρχουν στο Πανεπιστήµιο και τα ΤΕΙ, 20,000 σπουδά-

ζουν στο εξωτερικό, είναι άραγε τυχαίο ότι βρίσκεις δύσκολα υ-

δραυλικό, τεχνίτη ή αγρότη που έχει γεννηθεί στην Ελλάδα; Οι 

Έλληνες αδυνατούν να κατανοήσουν ότι η πιθανότητα να γίνει 

κάποιος νευροχειρούργος όταν µπαίνει στην Ιατρική είναι 1/1000 

(τόσες είναι αναλογικά οι θέσεις ειδικότητας νευροχειρούργου στο 

σύνολο των ειδικοτήτων). Είναι χαρακτηριστικό ότι όλο και πε-

ρισσότεροι διαµαρτύρονται γιατί δεν βρίσκουν δουλειά σχετική µε 
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την ειδικότητα τους και τα προσόντα τους ενώ θα όφειλαν να γνω-

ρίζουν ότι η ελληνική αγορά εργασίας έχει 15,000 θέσεις κατά 

χρόνο οι οποίες απαιτούν πτυχίο τριτοβάθµιας εκπαίδευσης. ∆ηλα-

δή, ένας στους έξι περίπου θα βρει δουλειά σύµφωνα µε τα προσό-

ντα του. Αφελές ερώτηµα του καθενός από τους έξι. Οι άλλοι πέ-

ντε τι θα γίνουν; 

Η πραγματι-
κότητα 

Γνωστή πλάνη είναι η εξαγωγή συµπερασµάτων από το άµεσο πε-

ριβάλλον. Αν όλοι όσοι µε τους οποίους µε τον ένα ή άλλο τρόπο 

σχετιζόµαστε έχουν κάποιο χαρακτηριστικό πιστεύουµε ότι όλη η 

κοινωνία αποτελείται από ανθρώπους που έχουν αυτό το χαρακτη-

ριστικό. Οι φοιτητές κάνουν παρέα µε φοιτητές και πιστεύουν ότι 

οι περισσότεροι νέοι της ηλικίας τους είναι φοιτητές. Οι γιατροί 

συγχρωτίζονται µε ασθενείς και γιατρούς και πιστεύουν ότι οι πε-

ρισσότεροι άνθρωποι είναι ή γιατροί ή ασθενείς. Οι πολιτικοί που 

συνήθως συγχρωτίζονται µε διάφορους που τους ζητούν χάρες ή 

άλλους πολιτικούς νοµίζουν ότι οι περισσότεροι είναι οπαδοί τους 

και ψηφοφόροι του κόµµατος τους. Φυσικά τα αποτελέσµατα συ-

νήθως διαψεύδουν τους περισσότερους.  

Πόσοι είναι  
οι άνεργοι  

ανά  
νοικοκυριό; 

Στην Ελλάδα υπάρχουν περίπου 3,000,000 νοικοκυριά. Αν σε κάθε 

σπίτι υπήρχε και ένας άνεργος (κατά µέσο όρο) θα υπήρχαν 

3,000,000 άνεργοι και τροµακτικό ποσοστό ανεργίας που καλύτε-

ρα να µην υπολογίσουµε. Υπάρχουν 500,000 µε 600,000 άνεργοι, 

δηλαδή ένας ανά πέντε νοικοκυριά. Θα πει κανείς, ναι αλλά αν 

χωρίσουµε σε διαφορετικές πεντάδες νοικοκυριών (σύζυγοι, γονείς 

του ενός, γονείς του άλλου, ο αδελφός του ενός, ο αδελφός του 

άλλου); Τότε θα ανακαλύψουµε ότι αυτές έχουν κοινά νοικοκυριά 

(δηλαδή κάποιος ανήκει και στη δική του και στην πεντάδα του 

αδελφού του και στην πεντάδα του αδελφού της γυναίκας του). 

Άρα κάθε σπίτι δεν έχει έναν άνεργο. Αυτό δεν σηµαίνει ότι ανερ-

γία 10% δεν είναι ένα µέγεθος που πρέπει να µειωθεί. 

Ψευδοεπιστήμη Όταν τον ρωτούν γιατί δεν πιστεύει στην αστρολογία ο µελετητής 

της λογικής Raymond Smullyan απαντάει ότι είναι ∆ίδυµος και οι 

∆ίδυµοι δεν πιστεύουν ποτέ στην αστρολογία.  

Η προσκόλληση σε ανόητα προηγούµενα και το κλείσιµο και των 

δύο µατιών είναι πιο εύκολα από τη σκέψη. (William Cowper). 

Ακόµα και θεµελιώδεις µαθηµατικές αλήθειες µπορεί να εφαρµό-

ζονται λάθος. Είναι παρά πολύ γνωστό ότι αν το µοντέλο ή τα δε-
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δοµένα µας δεν αξίζουν, τότε δεν θα αξίζουν ούτε και τα συµπε-

ράσµατα. Ο Η/Υ µπορεί να επεξεργαστεί οποιαδήποτε ανοησία, 

αυτό δεν την κάνει πιο έγκυρη.  

Το είδος αυτό συλλογισµού δεν περιορίζεται µόνο στους αµόρφω-

τους. Ένας από τους κοντινούς φίλους του Φρόυντ (Wilhelm

Fliess) εφηύρε τη βιορυθµική ανάλυση. Επεσήµανε στον Φρόυντ 

ότι το 23 και το 28, οι περίοδοι κάποιων µεταφυσικών αρχών, αρ-

σενικών και θηλυκών είχαν τη µοναδική ιδιότητα αν προσθέσετε 

και αφαιρέσετε κατάλληλα πολλαπλάσια τους, µπορεί να σχηµατι-

στεί οποιοσδήποτε αριθµός. ∆ηλαδή  Ζ = 23×Χ+28×Ψ. Ο Φρόυντ 

παθιάστηκε τόσο πολύ ώστε πίστευε µε πάθος στους βιορυθµούς 

επί χρόνια. Όπως όµως αποδεικνύεται οποιοιδήποτε δύο αριθµοί 

πρώτοι µεταξύ τους (δηλαδή αριθµοί που δεν έχουν κοινούς διαιρέ-

τες) έχουν την ιδιότητα να µπορούν να εκφράσουν οποιοδήποτε 

αριθµό.  

Ο Πόππερ ασκεί κριτική σε φράσεις µη διαψεύσιµες που δεν ανή-

κουν στην επιστήµη. «Ότι θέλησε ο Θεός, θα γίνει…», «Τα αερο-

πορικά δυστυχήµατα πάντα τριτώνουν». 

Προφητικά  
όνειρα 

«Μια φορά όταν ήµουν παιδί ονειρεύτηκα πως πέτυχα 4 γκολ σε 

ένα αγώνα και δύο µέρες µετά πέτυχα 3 γκολ». 

Ας υποθέσουµε ότι η πιθανότητα ένα συγκεκριµένο όνειρο να ται-

ριάξει σε µια σειρά περιστατικών της πραγµατικότητας είναι 1 στις 

10,000. Άρα το αντίθετο είναι 9,999 στα 10,000. Άρα η πιθανότη-

τα να έχουµε 365 νύχτες µε αταίριαστα όνειρα είναι (9,999/10,000) 

στην 365 δηλαδή 96,4%. Αυτό σηµαίνει ότι 3,6% του κόσµου βλέ-

πει φαινοµενικά προφητικά όνειρα. 

Αστρολογία Η αστρολογία υποστηρίζει ότι η έλξη της βαρύτητας που ασκούν 

οι πλανήτες την ώρα που γεννιέται ένας άνθρωπος επιδρά µε κά-

ποιο τρόπο στην προσωπικότητα του. Θυµηθείτε, εκτός από το ότι 

δεν εξηγεί κανείς πως συµβαίνει αυτό, ότι η δύναµη της βαρύτητας 

που ασκεί ένα αντικείµενο πάνω σε ένα σώµα είναι ανάλογη της 

µάζας αλλά αντιστρόφως ανάλογη της απόστασης. Σηµαίνει αυτό 

άραγε ότι οι χοντροί µαιευτήρες ξεγεννάνε µωρά µε ορισµένα χα-

ρακτηριστικά στην προσωπικότητα τους, ενώ οι αδύνατοι ξεγεννά-

νε µωρά µε πολύ διαφορετικά χαρακτηριστικά; 

Δεσμευμένη 
πιθανότητα 

Ας υποθέσουµε ότι µια εξέταση π.χ. για AIDS έχει 98% ακρίβεια. 

∆ηλαδή αν κάποιος έχει AIDS η εξέταση θα είναι θετική σε 98 
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στις 100 περιπτώσεις και η εξέταση θα είναι αρνητική σε 98 από 

τις 100 για αυτόν που δεν έχει AIDS. Υποθέστε ότι το πραγµατι-

κό ποσοστό αυτών που έχουν AIDS στον πληθυσµό είναι 0,05%. 

Ποια είναι η πιθανότητα να έχω AIDS αν η εξέταση είναι θετική; 

Ας φανταστούµε ότι έχουµε 100,000 εξετάσεις σε ένα τυχαίο δείγ-

µα του γενικού πληθυσµού. Κατά µέσο όρο 50 από αυτούς έχουν 

AIDS και αφού το τεστ είναι 98% ακριβές, για 49 από αυτούς το 

αποτέλεσµα είναι θετικό. Από τους υπόλοιπους 99,950 2% έχουν 

θετικό αποτέλεσµα. ∆ηλαδή από τις 99,950 εξετάσεις 1999 έχουν 

θετικό αποτέλεσµα. Έτσι από το σύνολο των 2049 (50+1999) οι 

συντριπτικά περισσότερες είναι εσφαλµένα θετικές και εποµένως η 

δεσµευµένη πιθανότητα να έχει κανείς AIDS µε δεδοµένο ότι το 

αποτέλεσµα της εξέτασης είναι θετικό, είναι 50/2049 δηλαδή 2,5% 

περίπου. (Αν το ποσοστό στον πληθυσµό ήταν 0,5% το ποσοστό 

αυτό θα ήταν περίπου 20%). Το παραπάνω πρέπει να προβληµατί-

σει όσους σκέφτονται να προτείνουν θέσπιση υποχρεωτικών ή ε-

κτεταµένων εξετάσεων για χρήση ναρκωτικών ή AIDS, ή να κυ-

κλοφορούν διάφορα διαγνωστικά τεστ ελεύθερα προσβάσιµα στο 

κοινό. Ο στιγµατισµός ανθρώπων που βγαίνουν θετικοί, είναι άδι-

κος και έχει τα ακριβώς αντίθετα αποτελέσµατα. 

Λογική  
και  

ψευδοεπιστήμη 

Ο W.G. Bush ισχυρίσθηκε ότι δεν µπορεί να αποδείξει ότι δεν 

υπάρχουν χηµικά όπλα στο Ιρακ, εποµένως µπορεί να υπάρ-

χουν. Έχει δίκαιο ασφαλώς, ούτε όµως και εγώ µπορώ να αποδεί-

ξω ότι οι κάτοικοι του πλανήτη Vega δεν έχουν µια µυστική βάση 

έξω από τη Βαγδάτη ή στον πυθµένα του Αιγαίου. Η αδυναµία 

οριστικής αναίρεσης οποιουδήποτε ισχυρισµού δεν αποτελεί κα-

µία απόδειξη του. 

Πόθεν  
η αριθμοφοβία;  

(John  
Allen Paulos) 

∆υστυχώς, τα δηµοτικά σχολεία δεν κάνουν τόσο καλή δουλειά 

όταν είναι να διδάξουν πότε πρέπει να κάνει κανείς πρόσθεση ή 

αφαίρεση, πότε πολλαπλασιασµό ή διαίρεση και πώς να µετατρέ-

πει τα κλάσµατα σε δεκαδικούς ή ποσοστά. Σπανίως συνδέονται τα 

προβλήµατα µε άλλες σχολικές εργασίες –µέσα από ερωτήσεις του 

τύπου: πόσο πολύ, πόσο µακριά, πόσων ετών, πόσα άτοµα. Παι-

χνίδια, αινίγµατα και γρίφοι δεν συζητούνται– πολλές φορές, επει-

δή είναι πολύ εύκολο για έξυπνα παιδιά να βάλουν τα γυαλιά 

στους δασκάλους.  

Ένα µέρος της ευθύνης για τη µάλλον φτωχή εκπαίδευση των δη-

µοτικών σχολείων ανήκει τελικά στους δασκάλους που δεν είναι 
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αρκετά ικανοί και που πολύ συχνά τρέφουν ελάχιστο ενδιαφέρον ή 

εκτίµηση για τα µαθηµατικά. Και πάλι ένα µέρος της ευθύνης α-

νήκει στις παιδαγωγικές σχολές των πανεπιστηµίων που στο πρό-

γραµµα τους δίνουν ελάχιστη ή και καθόλου έµφαση στα µαθηµα-

τικά. 

Οι µαθητές του λυκείου θα έπρεπε να έρθουν σε επαφή µε τα λε-

γόµενα διακριτά µαθηµατικά. Η συνδυαστική, η θεωρία γραφηµά-

των, η θεωρία παιγνίων και ιδιαίτερα οι πιθανότητες αποκτούν όλο 

και µεγαλύτερη σηµασία.  

Ένα  
επίκαιρο  
ερώτημα 

Παραβιάζει την αρχή της µυστικότητας της ψήφου, η καταγρα-

φή όσων ψηφίσουν για την εκλογή προέδρου στο ΠΑΣΟΚ; Με 

άλλα λόγια δεδοµένου ότι κάποιος πήγε να ψηφίσει σε αυτήν υ-

ποδηλώνει ότι θα ψηφίσει ΠΑΣΟΚ στις εκλογές; 

Κανείς δεν έχει δικαίωµα να γνωρίζει εκ των προτέρων τι θα ψη-

φίσει κάποιος. Προφανώς, το να είναι κάποιος µέλος ενός κόµµα-

τος δεν σηµαίνει ότι πρόκειται να το ψηφίσει. Εκτός από τους 

προφανείς λόγους αδυναµίας, ασθένειας, απρόβλεπτων καταστά-

σεων, ο κάθε πολίτης (άρα και το µέλος κάθε κόµµατος) αποφασί-

ζει τι θα ψηφίσει και ψηφίζει µυστικά. Φυσικά, πιθανολογούµε ότι 

το µέλος ενός κόµµατος είναι πολύ πιθανό να το ψηφίσει. Ακόµη 

και αν η πιθανότητα αυτή είναι 99% και το 1% είναι αναποφάσι-

στοι, στους 100,000 πολίτες αυτό σηµαίνει 1,000 το σκέφτονται 

και είναι εξίσου πιθανό να ψηφίσουν τελικά ΠΑ.ΣΟ.Κ. µε το να 

µην ψηφίσουν τελικά ΠΑ.ΣΟ.Κ. Τελικά η πιθανότητα να ψηφί-

σουν και οι 1000 ΠΑ.ΣΟ.Κ. είναι 2 εις την µείον 1000 και ισούται 

µε  9,33×10–302.  Ακόµη και  99%  να ήταν η πιθανότητα να ψηφίσει 

κάποιος από τους 1000 «αναποφάσιστους» ΠΑ.ΣΟ.Κ. η πιθανότη-

τα να ψηφίσουν και οι 1000 ΠΑ.ΣΟ.Κ. θα ήταν  4,32×10–5,  δηλα-

δή  0,0000432.  Προφανώς στο εκλογικό σώµα (σε όσους σκέφτο-

νται να ψηφίσουν ΠΑ.ΣΟ.Κ.) η πιθανότητα αυτή είναι κάτι ανά-

µεσα στο 85% και το 95% και οι υπολογισµοί διαφορετικοί. Ακό-

µα και αν όσοι από τα µη µέλη που θα ψηφίσουν για την εκλογή 

προέδρου του ΠΑΣΟΚ έχουν  99% πιθανότητα να ψηφίσουν τελι-

κά ΠΑΣΟΚ και υποθέσουµε ότι είναι 100,000 ισχύουν αντίστοιχοι 

αριθµοί. Τέλος ακόµη και για το ΚΚΕ δεν είναι βέβαιο ότι θα το 

ψηφίσουν όλα τα µέλη του. Αν υποθέσουµε ότι το ΚΚΕ έχει 

50,000 µέλη και η πιθανότητα να το ψηφίσουν είναι 99,9% και οι 

50 το σκέφτονται µε πιθανότητα ½ να το ψηφίσουν, το να το ψη-
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φίσουν και οι 50 είναι  8,88×10–16.  Η µητέρα όλων των συµπτώ-

σεων! 

Άρα δεν πρόκειται όλοι όσοι ψηφίσαν για την εκλογή του προέ-

δρου του ΠΑΣΟΚ να ψηφίσαν ΠΑΣΟΚ στις εκλογές. Αυτό συνέ-

βη µε πιθανότητα 9,33×10–302 .  

Πόσο πιθανό είναι να ψηφίσει κάποιος ΠΑΣΟΚ ενώ ψήφισε για 

τον πρόεδρο του ΠΑΣΟΚ; 

Προφανώς η πιθανότητα να ψηφίσει κάποιος ΠΑΣΟΚ ενώ έχει 

ψηφίσει κατά τη διαδικασία εκλογής του προέδρου του ΠΑΣΟΚ 

(οµάδα Α) είναι µεγαλύτερη από την πιθανότητα να ψηφίσει ΠΑ-

ΣΟΚ ενώ δεν πήγε να ψηφίσει κατά τη διαδικασία εκλογής του 

προέδρου του ΠΑΣΟΚ (οµάδα Β). Επειδή όµως το ΠΑΣΟΚ δεν 

πρόκειται να πάρει µόνο 1,000,000 ψήφους αλλά κάτι κοντά στα 

3,000,000 προφανώς η δεύτερη αυτή πιθανότητα δεν είναι 0. 

Μάλιστα δε µε αυτούς τους αριθµούς αν στην πρώτη οµάδα η πι-

θανότητα είναι 95% η πιθανότητα στη δεύτερη είναι 33%. 

Προφανώς, παρά την γενική επιδοκιµασία του Γιώργου Παπαν-

δρέου ακόµα και στο στελεχικό δυναµικό του ΠΑΣΟΚ υπάρχουν 

πολίτες που δεν τον συµπαθούν και δεν τον ψηφίζουν για Πρόεδρο 

του ΠΑΣΟΚ. Στον γενικό πληθυσµό το ποσοστό αυτό µεταξύ ό-

σων ψήφισαν ΠΑΣΟΚ στις προηγούµενες εκλογές (2000) εκτιµά-

ται από τις δηµοσκοπήσεις να είναι ανάµεσα στο 80% και το 90%. 

Φυσικά, κάποιος που δεν θέλει να ψηφίσει τον Γ. Παπανδρέου εί-

ναι πολύ πιθανότερο να µην πήγε να ψηφίσει από το να πήγε να 

ψηφίσει. Και άρα το πραγµατικό ποσοστό αποδοχής µεταξύ των 

µελών του ΠΑΣΟΚ ή όσων ενδιαφέρονται να συµµετέχουν σε µια 

τέτοια διαδικασία είναι υπερεκτιµηµένο. Ας θυµηθούµε το παρά-

δειγµα όπου στέλνει κανείς µια επιστολή και ζητάει να του απα-

ντήσουµε (ΝΑΙ ή ΟΧΙ) αν συµφωνούµε µε τις ταχυδροµικές δη-

µοσκοπήσεις. Προφανώς, όσοι συµφωνούν είναι πολύ πιο πιθανό 

να απαντήσουν από όσους δεν συµφωνούν. Έτσι, δεν µπορεί να 

υπολογίσει από τον αριθµό των ΝΑΙ το ποσοστό όσων συµφωνούν 

ούτε από τις αρνήσεις τον αριθµό όσων δεν συµφωνούν.  

Η μαθηματική  
εκπαίδευση 

∆εν θα πρέπει να µας εκπλήσσει ότι ενώ λίγοι µορφωµένοι άνθρω-

ποι θα παραδεχτούν ότι δεν γνωρίζουν καν το όνοµα του Σαιξπηρ, 

του ∆άντη ή του Γκαίτε, οι περισσότεροι θα οµολογήσουν την ά-

γνοια τους χωρίς δισταγµό σχετικά µε τον Gauss, τον Euler, τον
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Laplace, που είναι κατά κάποιο τρόπο το αντίστοιχο τους στα µα-

θηµατικά.  

Εν ολίγοις, υπάρχει µια προφανής σύνδεση µεταξύ της αριθµο-

φοβίας και της κακής µαθηµατικής εκπαίδευσης. Πάντως το 

ζήτηµα δεν είναι µόνο αυτό αφού υπάρχουν πολλοί αριθµόφιλοι 

µε λίγη τυπική παιδεία. Πιο ανασταλτικοί για την κατανόηση 

των µαθηµατικών από την αναποτελεσµατική ή ανεπαρκή παι-

δεία είναι οι ψυχολογικοί παράγοντες. 
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Θεωρία Συνόλων 

και Αλγόριθμοι

 

 

 

1.1 Εισαγωγή 

 Το σύνολο ως µαθηµατική έννοια παίζει βασικό ρόλο σε διάφο-

ρους τοµείς των µαθηµατικών. Είναι χρήσιµο λοιπόν να γνωρίζου-

µε την βασική ορολογία που αφορά στα σύνολα καθώς και τις 

ιδιότητές τους. 

«σύνολο  
ονομάζουμε 

μία συλλογή  
διακεκριμένων  
αντικειμένων» 

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν προβλήµατα για την 

λύση των οποίων είναι επιθυµητό να θεωρήσουµε πολλά διακεκρι-

µένα µεταξύ τους αντικείµενα, σαν ένα αντικείµενο. Σε αυτά τα 

προβλήµατα είναι απαραίτητη η χρήση της έννοιας του συνόλου. 

Ας ορίσουµε λοιπόν την έννοια του συνόλου στα Μαθηµατικά: 

Ένα σύνολο είναι µία συλλογή διακεκριµένων αντικειµένων. Για 

παράδειγµα η συλλογή των πρωτοετών φοιτητών του Τµήµατος 

των Πολιτικών Επιστηµών του Α.Π.Θ. αποτελούν ένα σύνολο. Τα 

υποχρεωτικά µαθήµατα αυτών των φοιτητών αποτελούν ένα άλλο 

σύνολο. Οι περιττοί φυσικοί αριθµοί που είναι µικρότεροι από το 8 

είναι ένα τρίτο σύνολο. Ένα άλλο σύνολο θα µπορούσε να αποτε-

λείται από τους βουλευτές ενός πολιτικού κόµµατος. 

«το ΠΑ.ΣΟ.Κ.,  
είναι ένα από  

τα στοιχεία  
ή μέλη  

του συνόλου  
των πολιτικών  

κομμάτων  
που έχουν  

αντιπρο-
σώπους στη  

Βουλή» 

Τα αντικείµενα ενός συνόλου ονοµάζονται µέλη ή στοιχεία του 

συνόλου. Ένας τρόπος για να ορίσουµε ένα σύνολο Α είναι να γρά-

ψουµε όλα τα στοιχεία του, π.χ.  Α = {1, 3, 5, 7}.  Ένας άλλος τρό-

πος είναι να χρησιµοποιήσουµε µία η περισσότερες ιδιότητες των 

στοιχείων του, π.χ. το σύνολο  Α = {x | το x έχει κάποιες ιδιότητες} 

είναι το σύνολο που αποτελείται από όλα τα αντικείµενα x που 

έχουν αυτές τις ιδιότητες. Έτσι το σύνολο  Α = {1, 3, 5, 7} είναι 

ίδιο µε το σύνολο  Α = {x | το x είναι ένας περιττός φυσικός αριθ-

µός µικρότερος από το 8}. 
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Χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς  x ∈ Α και  x ∉ Α  για να δη-

λώσουµε ότι το x είναι ή δεν είναι στοιχείο του συνόλου Α αντί-

στοιχα. Έτσι έστω το σύνολο  Α1
 

= {1, 3, 5, 7}.  Μπορούµε να γρά-

ψουµε ότι  3 ∈ Α1, 2 ∉ Α1. 
 

Από την άλλη πλευρά για το σύνολο 

Α2
 

= {x | το x είναι υποχρεωτικό µάθηµα των πρωτοετών φοιτητών 

του Τµήµατος των Πολιτικών Επιστηµών του Α.Π.Θ.} µπορούµε 

να γράψουµε «Μαθηµατικά στην Πολιτική Επιστήµη: εισαγωγή»

∈ Α2 και «Κοινωνική Στατιστική» ∉ Α2. 

«οι εκλεγμένοι 
στη Μακεδονία 

βουλευτές  
του Κ.Κ.Ε.  
αποτελούν  
ένα γνήσιο  
υποσύνολο  

των βουλευ-
τών του Κ.Κ.Ε.  

όλης  
της χώρας» 

Λέµε ότι το σύνολο  Α  είναι υποσύνολο του συνόλου  Β  και γρά-

φουµε  Α ⊆ Β ε άν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του  Β. 

Για παράδειγµα αν  Α = {1, 2}  και  Β = {1, 2, 3, 4, 5}  τότε  Α⊆Β

ενώ το  Α  δεν είναι υποσύνολο του συνόλου  Α1  όπως αυτό ορίστη-

κε παραπάνω γιατί το στοιχείο 2 ∉ Α1. Σηµειώνουµε ότι από τον 

παραπάνω ορισµό προκύπτει ότι για κάθε σύνολο  Α  ισχύει Α ⊆ Α, 

δηλαδή κάθε σύνολο θεωρείται υποσύνολο του εαυτού του. 

Λέµε ότι δύο σύνολα  Α και Β  είναι ίσα και γράφουµε Α = Β εάν 

αποτελούνται από τα ίδια ακριβώς στοιχεία. Ένας άλλος τρόπος 

για να ορίσουµε την ισότητα των συνόλων  Α και Β  είναι να γρά-

ψουµε  Α ⊆ Β  και  Β ⊆ Α. 

Αν το σύνολο Α είναι υποσύνολο του συνόλου Β και το Α δεν είναι 

ίσο µε το Β τότε λέµε ότι το Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Β 

(συµβολισµός Α ⊂ Β).  

Εποµένως αν  

  Α = {Καραµανλής, Παπανδρέου}  

και Β = {Καραµανλής, Παπανδρέου, Παπαρήγα} 

τότε  Α ⊂ Β  καθώς τα  Α και Β  δεν είναι ίσα. 

Παρατηρήσεις: 

1. Σηµειώνουµε ότι ο ορισµός δεν αποκλείει την ύπαρξη ενός συ-

νόλου που δεν περιέχει καθόλου στοιχεία. Έτσι ορίζουµε το κε-

νό σύνολο ως το σύνολο που στερείται στοιχείων. Για παρά-

δειγµα, στην ερώτηση «δώστε το σύνολο των κατάλληλων για 

τη θέση του πρωθυπουργού από τους {Καραµανλή, Παπανδρέ-

ου, Παπαρήγα}» κάποιος που πιστεύει ότι κανείς από τους πα-

ραπάνω δεν είναι κατάλληλος για πρωθυπουργός θα µπορούσε 

να απαντήσει µε το κενό σύνολο. Για το κενό σύνολο χρησιµο-
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ποιούµε έναν από τους συµβολισµούς  Ø  ή  { }.  Σηµειώνουµε 

ότι το κενό σύνολο θεωρείται ως υποσύνολο κάθε συνόλου.  

«όπως και αν 
διατάξουμε  
τα στοιχεία 

ενός συνόλου,  
το σύνολο  

δεν αλλάζει»  

2. Τα στοιχεία ενός συνόλου δεν θεωρούνται διατεταγµένα, επο-

µένως τα σύνολα {Καραµανλής, Παπανδρέου, Παπαρήγα} και 

{Παπανδρέου, Καραµανλής, Παπαρήγα} είναι ίσα. Συνεπώς 

ένας πιο πλήρης ορισµός του συνόλου θα ήταν ο εξής: Σύνολο 

ονοµάζουµε µία µη διατεταγµένη συλλογή διακεκριµένων αντι-

κειµένων. 

3. ∆εν είναι υποχρεωτικό για τα στοιχεία ενός συνόλου να είναι 

όµοια. Συνεπώς δεν απαγορεύεται να έχουµε ένα σύνολο όπως 

το {1, α, «Κοινωνική Στατιστική»}.  

4. Τα στοιχεία ενός συνόλου µπορεί να είναι τα ίδια σύνολα. Για 

παράδειγµα το σύνολο {«1ο έτος», {4, 9}, «Μαθηµατικά στην 

Πολιτική Επιστήµη»} είναι ένα σύνολο που αποτελείται από 

τρία στοιχεία. Ένα από τα στοιχεία του συνόλου αυτό είναι το 

ίδιο ένα σύνολο µε δύο στοιχεία: τους αριθµούς 4 και 9. Τα σύ-

νολα που όλα τα στοιχεία τους είναι επίσης σύνολα ονοµάζο-

νται και κλάσεις συνόλων.  

«Καραμανλής, 
Παπανδρέου: 

είναι  
κατάλληλοι 
για τη θέση 
του πρωθυ-

πουργού;  
Δείτε το  

σύνολο όλων  
των πιθανών 

απαντήσεων.» 

5. Έστω ένα σύνολο  Α.  Ορίζουµε ως το δυναµοσύνολο του Α το 

σύνολο που έχει ως στοιχεία του όλα τα υποσύνολα του  Α.  Το 

δυναµοσύνολο ενός συνόλου  Α  συµβολίζεται µε  P(Α).  Για πα-

ράδειγµα αν  Α = {Καραµανλής, Παπανδρέου} τότε το  P(Α) =

{Ø, {Καραµανλής}, {Παπανδρέου}, {Καραµανλής, Παπανδρέ-

ου}}. 

6. Τονίζουµε ότι ο ορισµός του συνόλου αναφέρεται σε διακεκρι-

µένα αντικείµενα. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις όπου θέλουµε 

να ορίσουµε µία συλλογή µη διακεκριµένων στοιχείων. Στις 

περιπτώσεις αυτές θα αναφερόµαστε σε πολυσύνολα. Πολυσύ-

νολα λοιπόν, λέγονται οι συλλογές αντικειµένων που περιέχουν 

στοιχεία για τα οποία επιτρέπεται να εµφανίζονται στη συλλογή 

περισσότερες από µία φορά. Για παράδειγµα η συλλογή {1, 1, 

3, 5, 5, 5, 7} δεν είναι ένα σύνολο αλλά ένα πολυσύνολο. Από 

τα πολυσύνολα ιδιαίτερη σηµασία έχουν για τη θεωρία γραφη-

µάτων τα πολυσύνολα δύο στοιχείων. 
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A B

A∩B

1.2 Πράξεις στα σύνολα 

«το σύνολο 
των εκλεγμέ-

νων στην  
Επικράτεια 
βουλευτών  
του Κ.Κ.Ε.  

με το σύνολο  
των εκλεγμέ-
νων βουλευ-

τών στην  
εκλογική περι-

φέρεια της 
Χαλκιδικής 

είναι ξένα 
μεταξύ τους 

σύνολα.» 

Ονοµάζουµε τοµή δύο συνόλων Α και Β 

και τη συµβολίζουµε µε Α∩Β, το σύνολο 

των στοιχείων που ανήκουν ταυτόχρονα 

στα Α και Β, δηλαδή: 

Α∩Β = {x | x ∈ Α  και  x ∈ Β}  

Για παράδειγµα αν  Α  είναι το σύνολο των πρωτοετών φοιτητών 

του Τµήµατος και Β είναι το σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος 

που µιλούν Γαλλικά, τότε η τοµή τους είναι το σύνολο των φοιτη-

τών του Τµήµατος που είναι πρωτοετείς και ταυτόχρονα µιλούν 

Γαλλικά.  

Αν  Α ∩ Β = { }  τότε τα σύνολα  Α και 

Β  λέγονται ξένα µεταξύ τους. 

Ονοµάζουµε ένωση δύο συνόλων Α και 

Β και τη συµβολίζουµε µε Α ∪ Β, το σύ-

νολο των στοιχείων που ανήκουν είτε 

στο Α είτε στο Β, δηλαδή: 

Α∪Β = {x | x ∈ Α  ή  x ∈ Β}  

Για παράδειγµα αν Α είναι το σύνολο των πρωτοετών φοιτητών 

του Τµήµατος και Β είναι το σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος 

που µιλούν Γαλλικά, τότε η ένωσή τους είναι το σύνολο των φοι-

τητών του Τµήµατος που είτε είναι πρωτοετείς είτε µιλούν Γαλλι-

κά.  

«το σύνολο 
των εκλεγμέ-
νων βουλευ-
τών στην Α′ 

Θεσσαλονίκης 
που δεν  

ανήκουν στο 
ΠΑ.ΣΟ.Κ. είναι 
το συμπληρω-

ματικό του 
συνόλου των 

βουλευτών  
του ΠΑ.ΣΟ.Κ. 

Αν Α είναι ένα σύνολο και Β ένα υποσύνολό του, 

τότε το συµπληρωµατικό του Β ως προς το Α 

(συµβολισµός CΑΒ ή όταν είναι προφανές ποιο 

είναι το σύνολο Α χρησιµοποιείται ο συµβολισµός 

Β′) είναι το σύνολο των στοιχείων του Α που δεν 

είναι στοιχεία του Β, δηλαδή: 

CΑΒ={x | x ∈ Α και x ∉ Β},   όπου  Β⊆Α 

Για παράδειγµα αν Α είναι το σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος 

που έχουν δηλώσει το µάθηµα των Μαθηµατικών και Β είναι το 

σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος που το παρακολουθούν, τότε 

το  CΑΒ  είναι το σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος που έχουν 

δηλώσει το µάθηµα και δεν το παρακολουθούν. 

A

B

CAB

A B

A∪B
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της Α′ Θεσσα-
λονίκης ως 

προς το σύνολο 
των εκλεγμέ-
νων βουλευ-

τών στην ίδια 
εκλογική  

περιφέρεια 

Η έννοια του συµπληρωµατικού συνόλου αποδεικνύεται πολύ 

χρήσιµη σε ορισµένες περιπτώσεις. Για παράδειγµα, έστω ότι γνω-

ρίζουµε τα ονόµατα των 16 βουλευτών που εκλέγονται στην Α′

Θεσσαλονίκης. Αν θέλαµε να βρούµε ποιοι είναι οι βουλευτές αυ-

τής της περιφέρειας που δεν ανήκουν στο ΠΑ.ΣΟ.Κ. θα έπρεπε να 

βρούµε ποιοι είναι οι βουλευτές της Ν.∆., του Κ.Κ.Ε. και του Συ-

νασπισµού. Όµως το σύνολο των εκλεγµένων βουλευτών στην Α′

Θεσσαλονίκης που δεν ανήκουν στο ΠΑ.ΣΟ.Κ. είναι το συµπλη-

ρωµατικό του συνόλου των βουλευτών του ΠΑ.ΣΟ.Κ. της Α′ Θεσ-

σαλονίκης ως προς το σύνολο των εκλεγµένων βουλευτών στην 

ίδια εκλογική περιφέρεια. Άρα αν γνωρίζουµε τα ονόµατα των 6 

βουλευτών που έχουν εκλεγεί από το ΠΑ.ΣΟ.Κ. σε αυτή την περι-

φέρεια, µπορούµε να τα διαγράψουµε από το σύνολο που αναφέ-

ρεται στο σύνολο των βουλευτών της περιφέρειας για να καταλή-

ξουµε στο ζητούµενο. Επιπλέον αν µας ενδιαφέρει το πλήθος των 

βουλευτών που δεν ανήκουν στο ΠΑ.ΣΟ.Κ., θα πρέπει να βρούµε 

πόσοι είναι οι βουλευτές της Ν.∆., του Κ.Κ.Ε. και του Συνασπι-

σµού και στη συνέχεια να αθροίσουµε αυτά τα ποσά. Από την άλ-

λη πλευρά µε την παραπάνω διαδικασία µπορούµε να καταλήξου-

µε πιο σύντοµα στο ζητούµενο αριθµό αφαιρώντας το πλήθος του 

βουλευτών του ΠΑ.ΣΟ.Κ. (6) από το συνολικό πλήθος των βου-

λευτών (16).  

«αν Α είναι  
το σύνολο των 

ψηφοφόρων 
του Βενιζέλου 
και Β το σύνο-
λο των ψηφο-

φόρων του 
Καστανίδη, 

τότε Α-Β είναι 
το σύνολο  

αυτών που  
ψηφίζουν τον 

Βενιζέλο  
αλλά όχι τον 

Καστανίδη,  
και Α⊕Β είναι 

το σύνολο  
αυτών που 

Ορίζουµε ως τη διαφορά  δύο συνόλων 

Α και Β (συµβολισµός Α–Β), το σύνολο 

των στοιχείων που ανήκουν στο Α αλλά 

δεν ανήκουν στο Β, δηλαδή: 

Α–Β={x | x ∈ Α και x ∉ Β} 

Για παράδειγµα αν Α είναι το σύνολο των πρωτοετών φοιτητών 

του Τµήµατος και Β είναι το σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος 

που µιλούν Γαλλικά, τότε η διαφορά τους είναι το σύνολο των 

φοιτητών του Τµήµατος που είναι πρωτοετείς και δεν µιλούν Γαλ-

λικά.  

Τέλος ορίζουµε ως τη συµµετρική δια-

φορά δύο συνόλων Α και Β (συµβολι-

σµός Α⊕Β), το σύνολο των στοιχείων 

που είτε ανήκουν στο Α είτε ανήκουν 

στο Β αλλά δεν ανήκουν ταυτόχρονα και 

A B

A-B

A B

A⊕B
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ψηφίζουν είτε 
τον ένα, είτε 

τον άλλο  
αλλά όχι και 

τους δύο μαζί» 

στο Α και στο Β δηλαδή: 

Α ⊕ Β = { x | x ∈ Α ∪ Β  και  x ∉ Α ∩ Β } 

Για παράδειγµα αν Α είναι το σύνολο των πρωτοετών φοιτητών 

του Τµήµατος και Β είναι το σύνολο των φοιτητών του Τµήµατος 

που µιλούν Γαλλικά, τότε η συµµετρική διαφορά τους είναι το σύ-

νολο που περιλαµβάνει τους φοιτητές του Τµήµατος που είτε είναι 

πρωτοετείς είτε µιλούν Γαλλικά αλλά δεν περιλαµβάνει τους φοι-

τητές που είναι πρωτοετείς και ταυτόχρονα µιλούν Γαλλικά. 

1.3 Συναρτήσεις 

«ο μηχανισμός 
που αντιστοιχί-
ζει τα στοιχεία 

του συνόλου 
{Παπανδρέου, 

Καστανίδης, 
Καραμανλής}  

στα στοιχεία 
του συνόλου 

{ΠΑ.ΣΟ.Κ., 
Ν.Δ.}  

είναι μία  
συνάρτηση»  

Έστω δύο µη κενά σύνολα Α, Β. Λέµε ότι η φ είναι µία συνάρτηση

ή απεικόνιση του συνόλου Α στο σύνολο Β αν µέσω της φ µπο-

ρούµε να αντιστοιχίσουµε κάθε στοιχείο του Α σε ακριβώς ένα 

στοιχείο του Β. 

Έτσι σε κάθε στοιχείο α του συνόλου Α αντιστοιχίζουµε ένα µονα-

δικό στοιχείο β του συνόλου Β το οποίο ονοµάζουµε εικόνα ή τι-

µή του α και το συµβολίζουµε µε φ(α) ενώ το στοιχείο  α  θα λέγε-

ται πρότυπο του β. Για τη συνάρτηση φ χρησιµοποιούµε το συµ-

βολισµό  φ: Α → Β. 

Το σύνολο Α ονοµάζεται πεδίο ορισµού και το σύνολο Β ονοµάζε-

ται πεδίο τιµών της συνάρτησης φ.  

∆ύο συναρτήσεις  φ και ψ  θα λέγονται ίσες, αν έχουν το ίδιο πεδίο 

ορισµού, το ίδιο πεδίο τιµών και για κάθε στοιχείο α του πεδίου 

ορισµού ισχύει  φ(α) = ψ(α). 

Έστω µία συνάρτηση  φ: Α → Β.  Θα ονοµάζουµε σύνολο τιµών

της  φ  το σύνολο όλων των στοιχείων του  Β  που αποτελούν εικό-

νες των στοιχείων του  Α.  Το σύνολο τιµών της φ θα το συµβολί-

ζουµε  φ(Α).  Προφανώς ισχύει: φ(Α) ⊆ Β.  Αν  φ(Α) = Β  τότε η  φ  θα 

ονοµάζεται συνάρτηση του συνόλου  Α  επί του συνόλου  Β.  Με 

άλλα λόγια η συνάρτηση  φ  θα λέγεται συνάρτηση του συνόλου Α 

επί του συνόλου  Β  αν για κάθε στοιχείο  β  του συνόλου  Β  µπο-

ρούµε να βρούµε ένα στοιχείο α του συνόλου  Α  τέτοιο ώστε 

φ(α) = β. 

Προφανώς ο ορισµός της συνάρτησης δεν απαγορεύει δύο διαφο-
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ρετικά πρότυπα του πεδίου ορισµού  Α  να έχουν την ίδια εικόνα 

στο πεδίο τιµών  Β  µέσω µίας συνάρτησης  φ.  Μία συνάρτηση 

φ: Α → Β  θα λέγεται αµφιµονοσήµαντη εάν για κάθε ζεύγος στοι-

χείων  α1, α2  του συνόλου  Α  ισχύει  α1
 

≠ α2 ⇒ φ(α1) ≠ φ(α2). 

«η συνάρτηση 
φ που αντι-

στοιχίζει κάθε 
αρχηγό ενός 

πολιτικού κόμ-
ματος στο ίδιο 

το πολιτικό 
κόμμα είναι 

μία συνάρτηση 
ένα προς ένα» 

Τέλος αν µία συνάρτηση είναι αµφιµονοσήµαντη και επί τότε θα 

ονοµάζεται συνάρτηση ένα προς ένα. Με τη φράση «ένα προς έ-

να» εννοούµε ότι υπάρχει τρόπος να αντιστοιχίσουµε τα στοιχεία 

του Α στα στοιχεία του Β µε τέτοιο τρόπο ώστε σε κάθε στοιχείο 

του Α να αντιστοιχεί ένα ακριβώς στοιχείο του Β και αντιστρόφως. 

Για παράδειγµα η συνάρτηση  φ  που αντιστοιχίζει κάθε αρχηγό

ενός πολιτικού κόµµατος στο ίδιο το πολιτικό κόµµα είναι µία συ-

νάρτηση ένα προς ένα. 

1.4 Διατεταγμένα ζεύγη. Διμελείς σχέσεις 

 

 

 

 

 

Διατεταγμένο 
ζεύγος 

Όπως θα δούµε αργότερα υπάρχουν µαθηµατικές έννοιες που σχε-

τίζονται µε διµελείς συλλογές αντικειµένων (συλλογές από δύο 

αντικείµενα) στις οποίες η σειρά µε την οποία εµφανίζονται τα 

αντικείµενα είναι σηµαντική. Σε αυτές τις περιπτώσεις η χρήση µη 

διατεταγµένων συνόλων δεν µας εξυπηρετεί, για αυτό θα πρέπει να 

ορίσουµε την έννοια του διατεταγµένου ζεύγους.  

∆ιατεταγµένο ζεύγος είναι ένα ζεύγος αντικειµένων τοποθετηµέ-

νων σε µία καθορισµένη σειρά. Για ένα διατεταγµένο ζεύγος που 

έχει ως πρώτο αντικείµενο το α και ως δεύτερο αντικείµενο το  β

χρησιµοποιούµε το συµβολισµό (α, β). Σηµειώνουµε ότι ο ορισµός 

του διατεταγµένου ζεύγους δεν αναφέρεται σε διακριτά αντικείµε-

να και άρα το διατεταγµένο ζεύγος  (α, α)  είναι καλώς ορισµένο. 

1.4.1 Διμελής Σχέση 

«αν σε μία  
εκλογική περι-
φέρεια Α είναι 
το σύνολο των 

ψηφοφόρων  

Έστω ότι δίνονται δύο µη κενά σύνολα  Α, Β.  Από τα στοιχεία α∈Α 

και  β∈Β  µπορούµε να δηµιουργήσουµε τα διατεταγµένα ζεύγη 

(α, β).  Το σύνολο των διατεταγµένων ζευγών  (α, β),  όπου α ∈ Α 

και  β ∈ Β  θα το καλούµε καρτεσιανό γινόµενο των συνόλων  Α, Β

και θα το συµβολίζουµε  Α×Β.  Άρα  
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