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�����? 

 
� %� ��! f (xn, yn) −→
n→∞

f (x0, y0)? 



8��
�� �5
$ � f (xn, yn) �!��� ��
�
�%!� ������
��#� ���%�#�� �����
�
���� �� ����������
�! � �$������ 
	� ��������
	�

(xn, yn) −→
n→∞

(x0, y0) .

()�	�? ��� 
�� D������� (*���7��? ��
�� ��%�� �
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 ��!���
 R
2 �!���



 �������
 R × R 
�� ������
���� ��%�!�� �� 

� ���
� 
��� �����#�
�!��� %���
� �� �
$�� �
�C

� ��
�
�%!� 
	� ��������
	� (xn, yn) 
�!��� �

 �������� (x0, y0) ���

� �����
#��� ��
�
�%!�� xn ��� yn 
�!�
�� ��
!�

��� �

�� ���%�
$�
x0 ��� y0�

*� 

 ��
�5���
�� �
�� ��#��� 
�� ��%���
���� *�������C

(xn, yn) −→
n→∞

(x0, y0) ���

∀ ε > 0? ∃ N (ε) ∈ N 
�	� ��� n ≥ N (ε)

|xn − x0| ≤ ε ��� |yn − y0| ≤ ε.

*� ���
�� 
#�� 
�� ����
�%� ����
�����C
*� � ����
����� |xn − x0| ��� |yn − y0| 
	� �����
	�#� 
	� �����A

���
	� (xn, yn) ��� (x0, y0) �!��� �
�$ ������? �� �
$�� �����
���� 

�
ε? 
�
� � ��	������� �������� 

�� ����
�
��!C

d ((xn, yn) , (x0, y0)) = ‖(xn, yn) − (x0, y0)‖
=

√
(xn − x0)

2 + (yn − y0)
2

≤
√

ε2 + ε2 =
√

2ε.
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�� ��� � �����!���� ����
��� 
	� ��������
	� (xn, yn) ��� (x0, y0)
�!��� �
�$ ������

��
�
$�� �
���� �� ������
�
���
�� 
�� �����!���� ����
��� �

�

����� 
�� ��������� ��� �� �
$��? ��	� ����7#� �
�� ����
��� �? �
�



 �� "����	��

+�	
��� �,� � f (x, y) �!��� ����&�� �

 (x0, y0) �� ��� ��%� ε > 0?
������� δ (ε) > 0 
�	� ��

‖(x, y) − (x0, y0)‖ ≤ δ (ε) , 
�
� |f (x, y) − f (x0, y0)| ≤ ε.


�
�� ��	� �� ��	��!���  �� ��� � ��	��!���

*� ������%
�� �

 ���5��� 
�� f (x, y)? ��� �� �8����
�� 
� �!��� 
�
����	�� ���%����� �
� f (x, y) �� ���� x � y �
� �!���� �	� ���
����A
B
�
�� �
�� ���5
���� �8!�	�� 
�� ���������� �
�����

*� �
�
�8
�� 

 ����� ���� �
�%��
�
�
$�� ��� y0 ∈ (c, d) ��� %�	A
�
$�� 
�� 

�� 

� ���5���

� 
�� f �� 

 ��!���
 P �
� ����� ���


 y0 ��� �!��� ��������
 �� 

 ��!���
 xOz�

����� ���C )� ������� �����	�
� 
�� f(x, y)�

� 

�� 

� ������
� P �� 

 ���5��� 
�� f �!��� � ����$�� ϕ 

�
�����

�? �
� ��� �!��� ���
 ��� 

 ���5��� 
�� �����
����

[a, b]
ϕ−→ R,

x � ϕ (x) = f (x, y0) .



���� � �����	�
� �
�� �
���� ����
����� '

*� � �����
��� ϕ �!��� �����	�!����? 
�
� ���5
��

ϕ′ (x0) =
∂f

∂x
(x0, y0)

��� ���� �
� �
∂f

∂x
(x0, y0) �!��� � ������ �����	�
� 
�� f 	� ��
� x �



����!
 (x0, y0)� ) ��
�
������ 
�� �!��� �
�
����
�

� ��� ����%	�
������ *� ����

f (x, y) = �� (xy) ey,

��� �� ��
�
�!�
�� 
��
∂f

∂x
%�	�
$�� 

 y �
�%��� ��� �����	�!B
��

	� ��
� x ��
� 
� ��	�
�� ("
�� ��
��C

∂f

∂x
(x, y) = y ��� (xy) ey.

0�
5��#�? �
� �!���� ��� 

 x? ���$�� ��� ��� 

 y ��� �
�� 
�!B
��
����
�� 
�� ������ �����	�


∂f

∂y
(x0, y0) = ψ′ (x0) ,

��
�
ψ (y) = f (x0, y) .

D�� 

 �������	 ����������? %�	�#�
�� 

 x �
�%���? ��
��C

∂f

∂y
(x, y) = x��� (xy) ey + �� (xy) ey.

D�� 
�� ������� �����#�
�� ��$
���� 
�8�� �����	�!B
�� 
��
∂f

∂x
�

∂f

∂y
������	�� ("
��

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂
(

∂f
∂x

)
∂x

(x, y) = (y ��� (xy) ey)′x

= −y2 �� (xy) ey,



�+ �� "����	��

����� ���C � �5��
����� 
�� f(x)�

��#

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂
(

∂f
∂x

)
∂y

(x, y) = (x��� (xy) ey + �� (xy) ey)′y

= −x2 �� (xy) ey + x��� (xy) ey

+ x��� (xy) ey + �� (xy) ey.

G
����� �
���� �

 ����!
 �� ��
���7
��� 
�� �8!�	�� 
�� ���A
������� �
����

∂2
t y (x, t) = ∂2

xy (x, t) .
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�� �$�
��� ��	� ��
�� �� ���
�� ����� ����
 ��� ������ ��
5
��
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�� ������ Fourier�

�����#�
�� ��
� 

 ��#

 ��%��� �� 
�� ��
���%��� �� �
$�� 
�

��
��! �� �!��� � <<���	�>> �����	�
� ���� f (x, y) �5
$ 
�
∂f

∂x
���

∂f

∂y
�!��� ���
 ����	��� /� ��
����!�
�� 

 %��� ��� ��	��
����� �
��
����
��� �? ��� �����
��� f (x) �!��� ���5
�!���� �

 x0 �� 

 ���5���

�� ���� �5��

���� �

 ����!
 (x0, f (x0))�

� �5��

���� 
�!B�
�� ��� 
�� �����	�
 f ′ �5
$ � ��!�� 
�� �5�A
�

����� �

 (x0, f (x0)) ��
$
� �� f ′ (x0)? :��� ����� ���;� *���
��? �
f (x, y) %� �!��� ���5
�!���� �

 ����!
 (x0, y0)? �� 

 ���5��� 
�� ����
�(�������� ������� �

 ����!
 ((x0, y0) , f (x0, y0))? :��� ����� ���;�



���� � �����	�
� �
�� �
���� ����
����� ��

����� ���C �
 �5��
����
 ��!���
 �

 ���5��� 
�� f �

"�����
�? ��� 

 ����� ���? ������
#�
�� �
� 

 �5��
����
 ��!���



�!B�
�� ��� 
�� ������� �����#�
��
∂f

∂x
(x0, y0) ���

∂f

∂y
(x0, y0)� �����#�


� ����!� (x, y, z)? �
� 7�!��
�
�� ��! 

� �5��

���
� ������
� ����
�
�A

$� 
�� �8!�	��C

z = f (x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) (x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (y − y0) .

=��
��#�? � $���8� ��� ���
� 
	� �����#� �����#�	� ��� �8�A
�5��!B�� 
�� <<���5
������
�
�>> 
�� f (x, y) �

 (x0, y0)� D�> ��
�? ���
���� ���������� %� ��� ��!���� /�	�
$�� 
�� �����
��� <<�
����>>

f (x, y) =





1, �� x = 0 � y = 0,

0, ���
$�

) �
����� ��� �!��� ������� �

 (0, 0)? ��� ��� �!��� 
$
� <<���5
�!����>>
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�5
$ � ���5
������
�
� �!��� ���
�� ������ ��� ��������
�� 
�� ����A
����� 0��> ��� ��
�? �$�
�� ��
�
$�� �� �
$�� �
�

∂f

∂x
(0, 0) = 0 =

∂f

∂y
(0, 0) .
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� ������� �����	�
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 ��!���

z = 1? ��� �!��� 
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 (0, 0) �5
$ ������ �
�$
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 ���5��� 
�� f �

0���� �
���� 
�� ��
I��%���� 
�� $���8�� 
	� �����#� �����#�	�?
�����B����
� 	%�� �����%�� ��� �� �
$�� �
� ��� �����
��� f (x, y) �$

��
�7��
#� �!��� ���5
�!���� �> ��� ����!
 (x0, y0)�

��� 
�

�� ��I��%���? �
� �8��5��!B�� ��� 
�� �������� 
�� f ? �!���
<<� ���5����� 

� ���5���

� ��� 

 �5��
����
 ��!���
 �� �!��� �
�
�
�$�	 ��� 

 z0 = f (x0, y0)>>� �� ���� �����? �� 

 (x, y) �!��� �
�
�
�

 (x0, y0)? 
�
� ��� 
� (x, y, z) ∈ E �� ���$��C

f (x, y) − z ∼ εd ((x, y) , (x0, y0))

� ��
�$����

f (x, y) −
(

f (x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0) (x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0) (y − y0)

)

∼ εd ((x, y) , (x0, y0)) .

*� 
�!�
�� 
�� 	���
 
�� f 	� 

 ��������

∇f (x, y) =

(
∂f

∂x
(x, y) ,

∂f

∂y
(x, y)

)
,


�
� � 	� ��	 ����� ���5�
�� 	�

f (x, y) ∼ f (x0, y0) + 〈∇f (x0, y0) , (x − x0, y − y0)〉
+ εd ((x, y) , (x0, y0)) .
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����� � ���%��� �����	������
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�� 
�� f (x, y) �

 ����!

(x0, y0) ��� � <<
����>> �����	�
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�� f �

 ����!
 (x0, y0) �!��� 


�������� 
�� ��!��� ∇f (x0, y0)�
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()�	� �!���� �
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�� �������� �����
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��	� �$
 � ��� ������
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�
�%!�� ��������
	� � ��
�$���� 
�� �������
 �$
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� R

n�
*� x = (x1, x2, . . . , xn) ��� y = (y1, y2, . . . , yn) �!��� �$
 ����!� 

�

R
n? 
�
� � �����!���� ����
��� 

�� d (x, y) �!��� 

 ���
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� ��%$A

�����
� 
����

� �
� 
� ��#���? ������

d (x, y) = ‖x − y‖ =

√
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 + · · · + (xn − yn)2.
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	� ����!	� x ��� y 
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� �
�
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 ����� ���? �!��� � 

 ��	�� ��� ��'�� xy � 

 ��	�� �
�
��������&
� &������

+�	
��� �,� ("�
	 X ��� �$�
�
 ��� d �!� %�
��� �����
��� ��! 

�
���
�����
$ ���
���
� X × X� � d ����
�� �������
 ��! 

� �����
�
X? �� ����
�
��! 
�� ��
	%� 
��!� ����
�
��C

�� d (x, y) = 0 ��� x = y?

�� d (x, y) = d (y, x)? ∀ x, y ∈ X? ���

�� d (x, z) ≤ d (x, y) + d (y, z)? ∀ x, y, z ∈ X? :
���	���� ����
�
�;�

/��!B
�� �
� 
��!� �������	 ����
�
�� ����
�
�
$�
�� �

� R ��� 
��
�����
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��� d (x, y) = |x − y|? �
� �!��� ��� � ����
��� �
� �����A
�
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$�� �
�� ������
��� ��%�!��
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 �#�
 R
n? ������
�
�
$�� ����%	�? ��
�� 
�� ��A

���!����� ����
����

d (x, y) = ‖x − y‖ =

√
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 + · · · + (xn − yn)2,
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�
�
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	� "�������!	� �#�	� ��

��� 
�� ����
�%�� �$
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��

d1 (x, y) = |x1 − y1| + |x2 − y2| + · · · + |xn − yn| ,
��� 
��

d∞ (x, y) = max {|x1 − y1| , |x2 − y2| , . . . , |xn − yn|} .

4� ��!8
�� �
� 
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	� Cauchy-Schwarz�

�����
� �,� -��	
����� Cauchy-Schwarz. )�� 	%�� x, y ∈ R
n�

��&���

|〈x, y〉| ≤
√

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n

√
y2

1 + y2
2 + · · · + y2

n = ‖x‖ ‖y‖ . :���;

*����	/� *� 
� x ��� y �!��� ����������? ������ �� y = λx? 
�
�

|〈x, y〉| = |λ| |〈x, x〉| = |λ| ‖x‖2 = ‖x‖ ‖λx‖ = ‖x‖ ‖y‖ ,

��� � :���; �!��� ���
�
��
*� 
#�� 
� x ��� y �!��� �������#� ���8��
�
�? 
�
�

x − λy �= 0, ∀ λ �= 0�

�����#�

‖x − λy‖2 > 0.

()�	�

‖x − λy‖2 = 〈x − λy, x − λy〉
= ‖x‖2 + λ2 ‖y‖2 − 2λ 〈x, y〉 > 0.
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� λ �
� �!��� ���
� %�
���� (*�� �
�����!�
��� 

� �!��� ����
���C

∆ = 4 〈x, y〉2 − 4 ‖y‖2 ‖x‖2 < 0,

�
|〈x, y〉| < ‖y‖ ‖x‖ .

�

�����
� �,� " ���%��
�


d (x, y) = ‖x − y‖ =

√
(x1 − y1)

2 + (x2 − y2)
2 + · · · + (xn − yn)2,
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("�
	 x, y, z 
�!� ����$���
� 

� R
n� 0����� �� ��!8
�� �
�

‖x − z‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y − z‖

� ��
�$����

‖x − z‖2 ≤ ‖x − y‖2 + ‖y − z‖2 + 2 ‖x − y‖ ‖y − z‖ .

("�
��

‖x − z‖2 = ‖(x − y) + (y − z)‖2

= 〈(x − y) + (y − z) , (x − y) + (y − z)〉
= ‖x − y‖2 + ‖y − z‖2 + 2 〈(x − y) , (y − z)〉
≤ ‖x − y‖2 + ‖y − z‖2 + 2 ‖x − y‖ ‖y − z‖
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�
� 
	� Cauchy-Schwarz� �
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	 (xk) ��� ��
�
�%!� �

���!	� 

� R
n ��� δ �!� ��� 
�� ��
�
�����

d? d1 � d∞ �
� �!���� �������	� 9��� �
� � ��
�
�%!� (xk) �����!���
�

 x ��
� 
�� ����
��� δ �� δ (xk, x) −→k→∞ 0? � ��
�$����

∀ ε > 0? ∃ N (ε) ∈ N? 
�	� δ (xk, x) ≤ ε �� k ≥ N (ε) �

D��5
��

xk
δ−→

k→∞
x.
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�
�%
$�? �$�
�� �
��� ��� 
� ��	
���
� �
�
!�	� ��
�� ��
�$@���

�����
� �,! *� δ ����� ��� ��� ��� �����%���� d� d1 � d∞ ��� R
n 	��

(xk) = (xk1, xk2, . . . , xkn)

��� �	������� ����&���� ��� R
n� ���� xk

δ−→k→∞ x ��� 	%�� ���������
�	������� xkj −→k→∞ xj#

*����	/� /� �#�
�� 
�� ������8� ��� ��� ��� 
�� ��
�
�����? ����
��� δ = d1� D�� 
�� ����� � ������8� �!��� ���
�
��
����

("�
	 �
���� �
� xk
d1−→

k→∞ x? ������? ��� ��%� ε > 0? ∃ N (ε) ∈ N?

�	�

d1 (xk, x) = |xk1 − x1| + |xk2 − x2| + · · · + |xkn − xn| ≤ ε, :���;

�� k ≥ N (ε)�
*�� 
�� :���; �������!�
�� ����	� �
� ��� ��%� j ≤ n?

|xkj − xj| ≤ ε,

�� k ≥ N (ε)? ������ xkj −→k→∞ xj�
*� 
#�� ��
%��
�� �
� xkj −→k→∞ xj ��� ��%� j ≤ n? 
�
� ��� ��%�

ε > 0? ∃ Nj (ε) ∈ N? 
�	�

|xkj − xj| ≤ ε

n
, :���;



� �� �������� �����
���	�

�� k ≥ Nj (ε)� *� ��	� k ≥ max Nj (ε)? 
�
� 
� �����
�
�� :���;
���$
�� �������	� ��� �����#�

d1 (xk, x) = |xk1 − x1| + |xk2 − x2| + · · · + |xkn − xn|
≤ ε

n
+ · · · + ε

n
= ε,

�� k ≥ max Nj (ε)? ������ xk
d1−→

k→∞ x� �

���	
�� �,� )�� 	%�� �	������� xk ����&���� ��� R
n ��&��� ���

xk
d−→ x ⇔ xk

d1−→ x ⇔ xk
d∞−→ x,

	�� ���� �������� �� &�
����������� ����	����� ����� ��� ��� �����%����
��� ������� 	�������#

���	
�� �,' -��������� ��� R
n. ��� �	������� ����&���� ��� R

n

���	����� ��� ����� Cauchy#

*����	/� ("�
	 �
� � xk
δ−→k→∞ x� *�� 
�� 0��
��� ��- ��
�� �
�

��%� �����
#�� ��
�
�%!� (xkj)k �����!���� �����#� �!��� ��� Cauchy?
������ ��� ��%� ε > 0? ∃ Nj (ε) ∈ N 
�	�

|xkj − xmj| ≤ ε, ��� ��%� k,m ≥ Nj (ε) . :��-;

*� 
#�� ���
�� N (ε) = max Nj (ε)? 
�
� 
� �����
�
�� :��-; ���$
��
�������	� ��� �����#�

d1 (xk, xm) = |xk1 − xm1| + · · · + |xkn − xkn|
≤ nε = ε′,

��� k,m ≥ N (ε)? ������ � (xk) �!��� Cauchy�
� ������8� 
�� ��
!%�
�� 5
��� �!��� ���
�
��
��� ��� �5���
�� 	�

������� �
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�
�
�!� 
	� "�������!	� �#�	� �'

�����
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� �, �
 �������	 0������ �!��� �
�$ �����
���� ���
���
����� �� ��������
�� �� ��� ��
�
�%!� �!��� �����!�
��� �	�!�
�� ��
$��? �
�� ����%	� ��!�
�� ��������!� �� ���
�@
�� ��� �� �A
�
�
�!�
��� 

 ���� 
���

�
�� ��#��� 
	� �
�
���	�? ���� �#�
� ��
� 
� ��
�
�%!�� Cauchy
�!��� �����!�
����? ����
�� ����
�#

��
�� �������� �� ����
�
�� 
!� �����!� 
�� R
n

/� ����
��
�� 
�������� 

�
�
����� ����
�
�� 
	� �����	� 

� R
n �
�

��!B
�� �����
��� ���
 �
�� �������5
�� 
	� �����#� �����
���	��

*� 8������
�� �� ��� ���7
������ *� x ∈ R
n ��� r > 0? � ����	��

��%��� �� ���
�
 

 x ��� ��
!�� r �!��� 

 �$�
�


B (x, r) = {y ∈ R
n : ‖y − x‖ < r} ,

��� � 	������ 

 �$�
�


B (x, r) = {y ∈ R
n : ‖y − x‖ ≤ r} .

/� 8���%��!�
�� ����	� 
�� ���
��� ��
��
� ��� �����
� �$�
�
�

+�	
��� �,0 ("�� �$�
�
 A ⊂ R
n? ����
�� ����	�� �� ��� ��%� x ∈ A?

∃ ε (x) > 0 
�	�
B (x, ε (x)) ⊂ A.

("�� �$�
�
 K ⊂ R
n? ����
�� 	������ �� �!��� 

 �������	�� ����

��
��

$�

("�� ��
��
� �$�
�
�



�+ �� �������� �����
���	�

� ������
	 ���
��� �����
�
��! ����	� 

� ��
 <<�����
� �$�
�
>>�

�����
� �,$ *� K ⊂ R
n ����� 	������ 	�� (xk) �	������� ����&����

��� K ��� ���	����� ��� x� ���� �� x ∈ K#

*����	/� �� �

�
� ("�
	 �
� x /∈ K� (*�� 

 x ������ �

 �������	A
�� 

� Kc� ()�	� 

 Kc �!��� ��
��
� ��� ��� 

� 
����� ��
�
$�� ��
7�
$�� ��� ε (x) > 0 
�	�

B (x, ε (x)) ⊂ Kc.

�#��? � xk −→ x ��� �����#�? ��� 

 ε (x) �
� �����8���? �������
��!�
�� N (ε (x)) 
�	�

d (x, xk) ≤ ε (x)

2
, ��� ��%� k ≥ N (ε (x)) ,

������

xk ∈ B

(
x,

ε (x)

2

)
⊂ B (x, ε (x)) ⊂ Kc,

�

�
? �5
$ ��� 
� xk ����
�� �

 K� �

� �������	 ����
�
� �!��� �����
����
��� 
	� �����
#� �����	��
=�� ���$�� �
� ��
��
�� 0��
� ���� 
�� ��
��
� ������ B (0, 1) 

� R

2

��� 
�� ��
�
�%!�

(
1 − 1

k
,
1

k

)
−→
k→∞

(1, 0) /∈ B (0, 1) .

+�	
��� �,�1 ("�� �$�
�
 F ⊂ R
n �!��� (������� �� ������� R > 0


�	�
F ⊂ B (0, R) .

("�� �$�
�
 C ⊂ R
n? ����
�� �������� �� �!��� �����
� ��� 5���A

���
�

� ���
��� �
� ��
�
�%�! �!��� �����
����
��� 
	� ������#��



���� �
�
�
�!� 
	� "�������!	� �#�	� ��

�����
� �,�� *� (xk)k ����� �	������� ����&���� ��� ��������� C�
���� ��%�&�� ���	������� (xkm)m �
� (xk) ��� ���	����� 	�� �%�����
���� ��� C#

*����	/� D�� 
�� ������8� ������
�
�
$�� ��� ��	�
� ��
����
���
���
 
�� *�������? 

 ����#��
 �����!�����

�
 C 	� �������� �!��� ��� 5������
� (*�� ������� R > 0 
�	
C ⊂ B (0, R)� (*�� (xk) ∈ B (0, R) ��� �����#�

‖xk‖ ≤ R, ∀ k ∈ N.

�
 !��
 ���$�� ��� ���� 
�� �����
#���C

|xkj| ≤ R, ��� ��%� j ≤ n ��� ��� ��%� k ∈ N.

�#��? ��
�� 
�� ��#
� �����
#�� ��
�
�%!� (xk1) 5�������� (*��?
������� ��� ����
�
�%!� 
��? �� �
$�� � (xkα1)α? �
� �����!��� �

 x1

��%#� 

 α → ∞� ���
�
���

xkα1 −→
α→∞

x1.

�
�� ��������? %�	�
$�� 
�� ����
�
�%!� (xkα2)α 
�� ��$
���� ����A
�
#��� ��
�
�%!��� "!��� ��� ��
� 5�������� (*�� ������� ����
�
�A
%!� 
�� (xkα2)α? �� �
$�� �

(
xkβ2

)
β
? �
� �����!��� �

 x2 ��%#� 



β → ∞� ���
�
���
xkβ2 −→

β→∞
x2.

�����!B
�� �� 

� !��
 
���
 ��� 5
��
�� �� 7�
$�� ����
�
�%!� (xkmn)m


�� n−
�
�� �����
#��� ��
�
�%!�� �
� �����!��� �

 xn� "!��� 
�A
����
��� �� %������
� �
� 
� ��!�
�� km �!��� ��
�$�
�
 
	� ����
#�
kα? kβ� ("
��? � ��
�
�%!� (xkm1) �!��� ����
�
�%!� 
�� (xkα1)? � (xkm2)

�!��� ����
�
�%!� 
��
(
x

kβ

2

)
��
�8�

���
���� ��
��C


�� (xkm1)m? ����
�
�%!� 
�� xkα1 −→
α→∞

x1� (*�� xkm1 −→
m→∞

x1�



�� �� �������� �����
���	�

��� (xkm2)m? ����
�
�%!� 
�� xkβ2 −→
β→∞

x2� (*�� xkm2 −→
m→∞

x2�

��������������������������������������������������������������������������������������������������

��� xkmn −→
m→∞

xn�

(*�� � ����
�
�%!�

(xkm1, xkm2, . . . , xkmn)m


�� ������� ��� ��
�
�%!��? �����!��� �

 x = (x1, x2, . . . , xn)� ()�	�?


 C? 	� ��������? �!��� ��� �����
�� (*�� x ∈ C� �

�����#�
��� ��
� 
�� �������5
? ���5������
� �
� ���
� ��� ����A
�
��� :��
� 
�8�; �$�
���

+�	
��� �,�� ("�� �$�
�
 B ⊂ R
n ����
�� 	���� �� �������� 

 ��A

%$�����
 
���� �
� ��#��� ��%� B�$�
� �

���!	� 

��

� ������������
�
 

� ��%������
� 
����

� �
� ��#��� 

 x �� 


y �!��� 	� ��	�
�� � ����
�%�C

(1 − t) x + ty, t ∈ [0, 1] �

�����#�? 

 B �!��� ���
� �� ��� ��%� x, y ∈ B? 
�
� 



(1 − t) x + ty ∈ B, ��� ��%� t ∈ [0, 1] .
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*� ��
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 ���� ���

$ �����
� �!��� ��� ����
� ��� �������

��� ���� ���
��? ��
 ��%���� ��� ��
�� 

� ���

$ �����
�? �!��� �
����
�%�

+�	
��� �,�� ("�� �$�
�
 B ⊂ R
n ����
�� ����	��	� 	��% ��'�� ��

��� ��%� B�$�
� �

���!	� 

�? ������� ��� ������� ����$�� γ �
� 
�
��#��� ��� �
� 7�!���
�� �8 
�
����
� ���� �

 B�

("�� �$�
�
 �����
��� ��
� 
�8�? �!��� ���&�����	% ��� ���
 �
�A
��
��

("�� �$�
�
 �����
��� ��
� 
�8��

"������!�
�� �
� � ��������
� �!��� �����
��� ��
� 
�8� ���� ��� ���
���
�� ()�	�? ��%� ���
� �!��� ��� �����
��� ��
� 
�8�� (*�� � ���
��


� ���

$ �!��� ������
��� 

� �����
��
$ ��
� 
�8��

��� ���
� ��
 ������
� �����������

E������� �� 

� 
����� 

� ����� ������
���� �����
���� �� ����!
�

+�	
��� �,�! ("�
	 A ��
��
� 

� R
n? x0 ∈ A ���

A − {x0} f−→ R.



�- �� �������� �����
���	�

9��� �
� � f ���� ���
 

 α ��%#� 

 x 
�!��� �

 x0? �� ��� ��%� ε > 0?
������� η (ε) > 0 
�	�

�� ‖x − x0‖ ≤ η, 
�
� |f (x) − α| ≤ ε. :���;

D��5
��
lim

x→x0

f (x) = α � f (x) −→
x→x0

α.

2	�!� ��
� 

 ����� �� �8����
�� 
!�

� �������	? �� �#�
�� ���
���������� ��
� ������
�
�
$�� 

 ����7���� ���
� 

� 
����
$�

������	��� �,�� ("�
	

f (x, y) =
x3 − y3

x2 + y2
, �� (x, y) �= (0, 0) �

=�!8
� �
�
lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = 0.

2&
� /� ��
���%��
�� �� ���
�� ��
 ����� %��
�� 
�� ���5
��
|f (x, y) − 0|� ("�
��

|f (x, y) − 0| =

∣∣∣∣
x3 − y3

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤
|x|3 + |y|3
x2 + y2

=
x2 |x| + y2 |y|

x2 + y2
.

()�	�

|x| ��� |y| ≤
√

x2 + y2.

(*��

|f (x, y) − 0| ≤ x2
√

x2 + y2 + y2
√

x2 + y2

x2 + y2

=
√

x2 + y2 ≤ ε.



���� ()��� ��� �������� �����
���	� ��

*� �
���� ��� 

 �
%�� ε? �����8
�� η = ε? 
�
� ��� 
� (x, y) �
�
����
�
�
$�

‖(x, y) − (0, 0)‖ =
√

x2 + y2 ≤ η,

���$��

|f (x, y) − 0| ≤
√

x2 + y2 ≤ η = ε.

�

()�	� �!���� ��� �
�� ����
��� �? � ���
�� 

� 
�!
� �����
����
�� ����!
 �!��� �����
� ����������� �� 
�� �������� 
�� �����
����
�

 �� ���	 ����!
� =!�
�� ����	� 

� 
����� 
�� ��������� ��� ��
����
��
�� ��B! 
�� �$
 ��
�� ���
����

+�	
��� �,�' ("�
	 A ��
��
� 

� R
n ���

A
f−→ R.

�� 9��� �
� � f �!��� ����&�� �

 ����!
 x0 ∈ A? ��

lim
x→x0

f (x) = f (x0) ,

������? �� ��� ��%� ε > 0? ������� η (ε, x0) > 0 
�	� ��

‖x − x0‖ ≤ η, 
�
� |f (x) − f (x0)| ≤ ε. :��,;

�� � f �!��� ����&�� �+ ��� �� A �� �!��� ������� �� ��%� ����!
 

�
A�

������	��� �,� ("�
	

f (x, y) =




x3 − ��3 y

x2 + y2
, �� (x, y) �= (0, 0) ,

α, �

 (0, 0) .

D�� �
��� 
���� 

� α � f �!��� ������� �

 (0, 0)�



�, �� �������� �����
���	�

2&
� D�� �� ��
�� 
�� �������� 
�� f �

 (0, 0)? ������ �� ��
��

lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = α�

*� ���
�@
�� ��#
� 

 	� ��	 ���
 �!�
�
�� ����	�� 
���� �

 (x, y)�
0��� ��� 
� ����!� (x, 0) ��
��

f (x, y) =
x3

x2
= x −→

x→0
0.

(*�� ��
@�5�� 
��� ��� 

 α �!��� � α = 0� �#�� ������ �� ��!8
�� �
�
� ���5
��

|f (x, y) − 0| =

∣∣∣∣
x3 − ��3 y

x2 + y2

∣∣∣∣
��
��! �� �!��� ��
 ����� %��
��� 2�����
�
�#�
�� 
�� �����
�
�

|�� y| ≤ |y| , ∀y ∈ [−1, 1] ,

��
��
∣∣∣∣
x3 − ��3 y

x2 + y2

∣∣∣∣ ≤
|x|3 + |��3 y|

x2 + y2
≤ |x|3 + |y|3

x2 + y2

=
|x|x2 + |y| y2

x2 + y2
≤ x2

√
x2 + y2 + y2

√
x2 + y2

x2 + y2

=
√

x2 + y2 ≤ ε

��� ��%� (x, y) �
� ����
�
��!

‖(x, y) − (0, 0)‖ =
√

x2 + y2 ≤ η = ε.
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f (x, y) =
��3 (x + y)

x2 + y2
, (x, y) �= (0, 0) .

/��
��� �� 7�
$�� 

 ���
 
�� �

 (0, 0)�



� �� �������� �����
���	�

6��
$��%� ���	 �
�� ��%�!� y = λx ��� �� 5
��
�� �

 (0, 0)�
"�! 
�� ��%�!�� ��
��C

f (x, y) = f (x, λx) =
��3 (1 + λ) x

x2 + λx2

∼
x→0

(1 + λ)3 x3

(1 + λ) x2
−→
x→0

0,
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f (x, y) =
xy

x2 + y2
, (x, y) �= (0, 0) .
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lim
x→0

f (x, λx) = lim
x→0

λx2

(1 + λ) x2

= lim
x→0

λ

(1 + λ)
=

λ

(1 + λ)
.
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f (x, y) =
x2

y4
e−x2/y4

, y �= 0,
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f (x, λx) =
x2

(λx)4 e−x2/(λx)4 =
1

λ4x2
e−1/λ4x2

.
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w =
1

λ4x2
,

��
��
lim
x→0

f (x, λx) = lim
w→∞

we−w = 0.
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f
(
y2, y

)
=

(y2)
2

y4
e−(y2)

2
/y4

=
1

e
, ∀y �= 0,
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lim
y→0

f
(
y2, y

)
=

1

e
,
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f (x, y) =
4xy2

(x + y2)2 , x + y2 �= 0,
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 x = y ��� ��
��

f (x, x) =
4x3

(x + x2)2 =
4x3

x2 (1 + x)2

=
4x

(1 + x)2 −→
x→0

0.
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f
(
y2, y

)
=

4y2y2

(y2 + y2)2 =
4y4

4y4
= 1

��� ��%� y ��� ��� ��� y = 0�
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f (x, y) =




x5

(x2 + y2)2 , �� (x, y) �= (0, 0) ,

0, �� (x, y) = (0, 0) .
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f (x, y) =




x �� (x2y2)

(x2 + y2)
, �� (x, y) �= (0, 0) ,

0, �� (x, y) = (0, 0) .
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f (x, y) =




xy

|x| + |y| , �� (x, y) �= (0, 0) ,

0, �� (x, y) = (0, 0) .
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f (x, y) =
x4 − 2y4

(x2 + y2)2 , �� (x, y) �= (0, 0)
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B =
{
(x, y) ∈ R

2
∗ : |y| < x2

}
,


�
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lim
B�(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 1.
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f (x, y) =




1 +
x �� y

x2 + y2
, �� (x, y) �= (0, 0) ,

1, �� (x, y) = (0, 0) .
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n? x0 ∈ A ���

A − {x0} f−→ R.
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 x 
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 x0? �� ��� ��%� ��
�
�%!�
A � xk −→

k→∞
x0? 
�
� f (xk) −→

k→∞
α�
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 x0 ∈ A? �� ��� ��%� ��
�
�%!� A � xk −→
k→∞

x0? 
�
� f (xk) −→
k→∞

f (x0)� D��5
��

lim
k→∞

f (xk) = f
(

lim
k→∞

xk

)
= f (x0) .
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f (x, y, z) =
�52 x + �52 y + �52 z

x2 + y2 + z2
, (x, y, z) �= (0, 0, 0) .
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f (0, 0, 0) = lim
k→∞

f (xk, yk, zk) ,
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xk → 0, yk → 0, ��� zk → 0, ��%#� k → ∞.
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�5xk

xk

→ 1,
�5 yk

yk

→ 1, ���
�5 zk

zk

→ 1. :��&;

�����#�

f (xk, yk, zk) =
�52 xk + �52 yk + �52 zk

x2
k + y2

k + z2
k

=

��2 xk

x2
k

x2
k + ��2 yk

y2
k

y2
k + ��2 zk

z2
k

z2
k

x2
k + y2

k + z2
k

−→ 1.
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f (xk, yk, zk) − 1 =
�52 xk + �52 yk + �52 zk

x2
k + y2

k + z2
k

− 1

=

��2 xk

x2
k

x2
k + ��2 yk

y2
k

y2
k + ��2 zk

z2
k

z2
k

x2
k + y2

k + z2
k

− 1

=

(
��2 xk

x2
k

− 1
)

x2
k +
(
��2 yk

y2
k

− 1
)

y2
k +
(
��2 zk

z2
k

−
)

z2
k

x2
k + y2

k + z2
k

.
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�52 yk

y2
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− 1

∣∣∣∣ ≤ ε? ���

∣∣∣∣
�52 zk

z2
k

− 1

∣∣∣∣ ≤ ε.
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|f (xk, yk, zk) − 1| ≤ ε
x2

k + y2
k + z2

k

x2
k + y2

k + z2
k

= ε,
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f (x, y) = ��
1√

x2 + y2
, (x, y) �= (0, 0) ,
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x
, x �= 0,

�
� 	� ��	�
�� ��� �!��� ������� �

 0� 0�����
�? %�

�
��

xk =
2

kπ
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g (xk) = ��
kπ

2
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x2

k + y2
k =

√√√√
(√

2

kπ

)2

+

(√
2

kπ

)2

=

√
2

2

(kπ)2 =
2

kπ
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1√

x2
k + y2

k

= ��

(
kπ

2

)
= 0,±1.
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lim
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f (x, y) = xe−(x+y),
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lim
xn→0

lim
yn→0

f (xn, yn) = lim
xn→0

lim
yn→0

(
xne−(xn+yn)

)

= lim
xn→0

xne
−xn lim

yn→0
e−yn

= lim
xn→0

xne
−xn = 0.
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lim
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lim
yn→0

f (xn, yn) = lim
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lim

yn→0

(
yn ��

1

xn
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n ⊃ A

f−→ R
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f (x, y, z) = (x + z,���xyz) ,
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f1 (x, y, z) = x + z ��� f2 (x, y, z) = ���xyz.




