


2

K¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ ·ÓÙ›Ù˘Ô ˘ÔÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·

¢Â‡ÙÂÚË ¤Î‰ÔÛË 1993

Copyright © 1989, 1993, ¢. ¢ËÌËÙÚÔÔ‡ÏÔ˘ - æˆÌÔÔ‡ÏÔ˘

ISBN 960-431-204-9

Φωτ�στ�ι�ει�θεσ
α-Eκτ
πωση: Bι�λι�πωλε
�:

Π. ZHTH & ™IA O.E. EK∆OΣEIΣ ZHTH

™fiÏˆÓÔ˜ 79-81

☎  Î·È Fax  825 453,   849 178,

542 48 £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË

AÚÌÂÓÔÔ‡ÏÔ˘ 27

☎  203 720

546 35 £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË



3

Πρ�λ�γ�ς

T� �ι�λ�� αυτ	 ανα��ρεται στη µελ�τη των ∆ια��ρικ�ν M�ρ��ν
επ� τ�υ ón, και περι��ει την �λη π�υ διδ�σκεται στ� µ�θηµα επιλ�γ�ς

"∆ια��ρικ�ς M�ρ��ς" τ�υ Στ¢ ε�αµ�ν�υ τ�υ Tµ�µατ�ς Mαθηµατι-

κ�ν τ�υ Πανεπιστηµ��υ Θεσσαλ�ν�κης.

Στη ν�α τ�υ �κδ�ση γ�ν�νται κ�π�ιες πρ�σθ�κες στ� περιε�	µεν�
τ�υ και µικρ�ς αλλαγ�ς, �στε να υπ�ρ�ει �λ�κληρωµ�νη εικ	να των
ενν�ι�ν π�υ �ρησιµ�π�ι��νται και να ε�ναι αυτ�τελ�ς.

Περι��ει �ασικ� στ�ι�ε�α τ�υ Λ�γισµ�� των ∆ια��ρικ�ν M�ρ��ν,
δηλαδ� περισσ	τερ� τις �νν�ιες π�υ τ� συγκρ�τ��ν παρ� απ�δε��εις
π�λ�πλ�κων θεωρηµ�των –π�υ �λλωστε ε�ναι ελ��ιστα– και π�υ πα-
ρ�υσι�%�νται σε απλ��στερη µ�ρ��. Xρησιµ�π�ι��νται, κυρ�ως συµ-
��λισµ�� µε τη ���θεια συντεταγµ�νων π�υ απλ�υστε��υν τ�υς υπ�-
λ�γισµ��ς, εν� συµ��λισµ�� �ωρ�ς τη �ρ�ση δεικτ�ν ανα��ρ�νται
στην περ�πτωση π�υ δ�ν�υν α�ι�σηµε�ωτα απ�τελ�σµατα. K�π�ια
στ�ι�ε�α Γραµµικ�ς 'λγε�ρας και Aν�λυσης παρατ�θενται για να
εισ�γ�υν �νν�ιες και απ�τελ�σµατα απαρα�τητα στα επ	µενα.

Περιλαµ��νει τ�σσερα κε��λαια. T� πρ�τ� κε��λαι� ανα��ρει τα
εισαγωγικ� στ�ι�ε�α τ�υ Aλγε�ρικ�� Tανυστικ�� Λ�γισµ��, δηλαδ�
της θεωρ�ας διανυσµατικ�ν ��ρων π�υ δ�νει τε�νικ�ς για την �ργ�-
νωση και διατ�πωση ενν�ι�ν µε 	σ� τ� δυνατ	ν λιγ	τερα σ�µ��λα.

T� δε�τερ� κε��λαι� ανα��ρεται απ�κλειστικ� στ�υς τελε�ως
αντισυµµετρικ��ς τανυστ�ς και τις πρ��εις τ�υς, δηλαδ� στην ε�ω-
τερικ� �λγε�ρα των τανυστ�ν.

Στ� τρ�τ� κε��λαι� εισ�γεται η �νν�ια των δια��ρικ�ν µ�ρ��ν
και γ�νεται η µελ�τη τ�υς, π�ντ�τε επ� τ�υ ��ρ�υ ón,  �στε να µην

ανα�ερθε� κανε�ς καθ	λ�υ σε π�λλαπλ	τητες, π�υ ε�ναι αντικε�µεν�
µελ�της �λλων µαθηµ�των επ	µενων ε�αµ�νων.

T�λ�ς, τ� τ�ταρτ� κε��λαι� α�ιερ�νεται απ�κλειστικ� στην �λ�-
κλ�ρωση των δια��ρικ�ν µ�ρ��ν, αρ�ικ� στ�ν διδι�στατ� και τρι-
δι�στατ� ��ρ�, �στε να αναγνωρ�%ει κανε�ς �ικε��υς τ�π�υς π�υ εκ-
�ρ�%�νται µε τη ���θεια δια��ρικ�ν µ�ρ��ν, και να γ�νεται ευκ�λ	-
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τερα καταν�ητ� η γεν�κευσ� τ�υς στ�ν ��ρ� ón, π�υ ακ�λ�υθε�.

Kαθ�να κε��λαι� συµπληρ�νεται µε παραδε�γµατα και απλ�ς
ασκ�σεις.

Θεσσαλ�ν�κη, 1993 ∆. ∆ηµητρ�π��λ�υ - Ψωµ�π��λ�υ
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11
ΣTOIXEIA TANYΣTΩN

1.1. Συµ��λισµ�	 τ�υ πραγµατικ�� διανυσµατικ�� ��ρ�υ
En

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ  En. ™˘ÌÊˆ-
ÓÔ‡ÌÂ ÛÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘  En  Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ  ‚¤ÏÔ˜ (Æ) ¿Óˆ ·fi ÙÔ

ÁÚ¿ÌÌ· Ô˘ Ù· ·ÚÈÛÙ¿. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ,

(1.1.1) {
Æ
e1,  

Æ
e2,…, 

Æ
en}   ‹   {

Æ
ei}i=1, 2,…,n

ÌÈ· ��ση ÙÔ˘. TfiÙÂ ÁÈ· ÙÔ Ù˘¯fiÓ ‰È¿Ó˘ÛÌ· 
Æ
x ŒEn,  ı· ˘¿Ú¯Ô˘Ó  n  Ú·Á-

Ì·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘, ÒÛÙÂ Ó· ÁÚ¿ÊÂÙ·È Û·Ó ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó-
‰˘·ÛÌfi˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ‚¿ÛË˜. ¢ËÏ·‰‹, ·Ó

(1.1.2) {x1, x2,…, xn},   ‹  {xi}i=1, 2,…,n

Â›Ó·È ÔÈ συνιστ	σες ÙÔ˘, ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

(1.1.3)
Æ
x  = x1Æ

e1+x2 Æe2 +… +xn Æen = Â
n

i=1
 xi 

Æ
ei.

Ÿˆ˜ ·Ú·ÙËÚÂ› Î·ÓÂ›˜ ÛÙË ‚¿ÛË  (1.1.1) ÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ Î¿Ùˆ
ı¤ÛË ÙÔ˘ ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜  e,  ÂÓÒ ÛÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (1.1.2) ¤¯Ô˘Ó ÁÚ·ÊÂ› ÛÙËÓ ¿Óˆ
ı¤ÛË. XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ·˘ÙÔ‡˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜, ÛÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·  (1.1.3)
ÌÔÚÂ› Ó· ÌËÓ ÁÚ·ÊÂ› ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ  ™  ‰ËÏ·‰‹,

(1.1.4)
Æ
x  = xi Æei,

˘ÈÔıÂÙÒÓÙ·˜ ÙÔÓ συµ��λισµ� τ�υ Einstein, Ô˘ ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:
"AÓ Û’ ¤Ó· ÁÈÓfiÌÂÓÔ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ô �δι�ς ‰Â›ÎÙË˜ ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜, Û’
¤Ó· ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÛÙËÓ �νω ı¤ÛË, Î·È Û’ ¿ÏÏÔÓ ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÛÙËÓ κ�τω ı¤ÛË,
ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ �θρ�ιση ˆ˜ ÚÔ˜ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓÔ ‰Â›ÎÙË".
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Oρισµ�ς 1.1.1.

OÈ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È �ω��� ‹ αθρ�ιστικ�� δε�κτες
ÁÈ·Ù› ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· Ô˘ ÙÔ˘˜ ·ÚÈÛÙ¿ ÌÔÚÂ› Ó’ ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ·ıÂ› ·fi ÔÈÔ‰‹ÔÙÂ
¿ÏÏÔ, ÔÔÙÂ‰‹ÔÙÂ ¯ÚÂÈ·ÛÙÂ›.

™˘ÓÂÒ˜ Ë Û¯¤¯Ë (1.1.4) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ·ÎfiÌË,

(1.1.5) xi Æei = xj Æej = xk Æek    Î.Ï.

Παρατ�ρηση 1.1.1. O Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Einstein, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÌÂ
ÙÔÓ ·Ú·¿Óˆ ÙÚfiÔ ÙÔ˘˜ ‰Â›ÎÙÂ˜, Î·Ù·ÚÁÂ› ÙÔ ·ıÚÔÈÛÙÈÎfi Û‡Ì‚ÔÏÔ Î·È
·ÏÔÔÈÂ› ÙË ÁÚ·Ê‹ ÔÏÏ·ÏÒÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ. ™Ù· ÂfiÌÂÓ· ı· ÂÊ·ÚÌfi˙Â-
Ù·È:
i) ™ÙËÓ ¿ıÚÔÈÛË ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó· ‚ˆ‚fi ‰Â›ÎÙË. ¢ËÏ·‰‹ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜,

·ib
i = ·jb

j = ·kbk   Î.Ï.,

Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ ‰Â›ÎÙË, Î¿Ùˆ ÛÙÔÓ ¤Ó· ·Ú¿ÁÔÓÙ·È Î·È ¿Óˆ ÛÙÔÓ ¿ÏÏÔ
·Ú¿ÁÔÓÙ·, ‰ÂÓ ı· ÛËÌ·›ÓÔ˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ, ·ÏÏ¿ ¿ıÚÔÈ-
ÛÌ· ÁÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÌÂ  n  fiÚÔ˘˜,

·1b1+·2b2+… +·nbn = Â
n

i=1
 ·i b

i.

ŸÌÔÈ·, ·Ó Ô ›‰ÈÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ·Ú¿ÁÔÓÙ· ÛÂ ÌÈ· ¿Óˆ Î·È
Î¿Ùˆ ı¤ÛË, ‰ËÏ·‰‹

·i
i = ·j

j = ·k
k   Î.Ï.,

ı· ÛËÌ·›ÓÂÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌÂ  n  fiÚÔ˘˜

·1
1+·2

2+ … +·n
n = Â

n

i=1
 ·i

i.

ii) ™ÙËÓ ¿ıÚÔÈÛË ˆ˜ ÚÔ˜ ‰‡Ô ‹ Î·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ˘˜ ‚ˆ‚Ô‡˜ ‰Â›ÎÙÂ˜. ¢ËÏ·‰‹,
ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

·ijbicj = ·kÏbkcÏ = ·ÚÛbÚcÛ   Î.Ï.,

ı· ÛËÌ·›ÓÔ˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· ÁÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÌÂ  n2 fiÚÔ˘˜,

·11b1c1+·12b1c2+·13b1c3+ … + ·nnbncn = Â
n

i=1
  Â

n

j=1
 ·ij bi cj.

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓÔÌ¤ÓˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÛÂ ¿Óˆ Î·È
Î¿Ùˆ ı¤ÛË ‰›ÓÔ˘Ó ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÙˆÓ ·ıÚÔ›ÛÂˆÓ Ô˘ Á›ÓÔÓÙ·È Î¿ıÂ ÊÔÚ¿.
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™ÙÈ˜ Û¿ÓÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ô˘ ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È Ô ÁÂÓÈÎfi˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·-
ÙÔ˜ (‹ ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ) ‹ ÔÈ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓÔÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ ‰ÂÓ ·ıÚÔ›˙Ô-
ÓÙ·È, ı· Á›ÓÂÙ·È È‰È·›ÙÂÚË ·Ó·ÊÔÚ¿.

Παρ�δειγµα 1.1.1. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ·Ú·¿Óˆ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙË˜,

(·ij+·ji) x
ixj = 2·ijx

ixj.
¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿,

(·ij+·ji) x
ixj =·ijx

ixj+·jix
ixj.

AÏÏ¿
·jix

ixj = ·ijx
jxi,

ÌÂ ·ÌÔÈ‚·›· ·ÏÏ·Á‹ ÙˆÓ ‚ˆ‚ÒÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ  i  Î·È  j.  ¢ËÏ·‰‹

(·ij+·ji)x
ixj = ·ijx

ixj+·ijx
jxi

Ô˘ ‰›ÓÂÈ ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ, ÂÊfiÛÔÓ

xjxi = xixj.

Oρισµ�ς 1.1.2.

K¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  
Æ
x   ÙÔ˘ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  En  Ï¤ÁÂÙ·È

αντιαλλ��ωτ� δι�νυσµα ‹ αντιαλλ��ωτ�ς τανυστ�ς πρ	της τ��ης

τ�υ  En  ‹  τανυστ�ς τ�π�υ   Ë
Ê

 ̄
ˆ1

0   τ�υ   En.

H ÂÍ‹ÁËÛË ÁÈ· ÙËÓ ÔÓÔÌ·Û›· Ù·Ó˘ÛÙ‹˜ ı· Á›ÓÂÈ ÛÂ ÂfiÌÂÓÂ˜ ·Ú·ÁÚ¿-
ÊÔ˘˜. £· ‰ÈÎ·ÈÔÏÔÁ‹ÛÔ˘ÌÂ, ‹‰Ë, ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË "·ÓÙÈ·ÏÏÔ›ˆÙÔ˜" ÙÔ˘ ·Ú·¿-
Óˆ ÔÚÈÛÌÔ‡ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆ-

ÛÒÓ ÙÔ˘  
Æ
x   ÛÂ ÌÈ· ·ÏÏ·Á‹ ‚¿ÛË˜.

MÈ· Ó¤· ‚¿ÛË ÙÔ˘  En,  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÚ¿ÌÌ·  e  fiˆ˜ Ë ·Ú-
¯ÈÎ‹, ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ fiÌˆ˜ ÌÂ ¤Ó· τ�ν� ÛÙÔÓ ‰Â›ÎÙË ÙÔ˘. ¢ËÏ·‰‹,

(1.1.6) {
Æ
e1¢, 

Æ
e2ã, … , 

Æ
en¢}         ‹         {

Æ
ej¢}j =1, 2,…,n

Â›Ó·È ÌÈ· ¿ÏÏË ‚¿ÛË ÙÔ˘ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ‰È·Ó˘Ì·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  En. ™’ ·˘Ù‹Ó

ÙËÓ ‚¿ÛË, ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  
Æ
x ,  Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÙÔ˘ Einstein, ÁÚ¿-

ÊÂÙ·È

(1.1.7)
Æ
x  = xj¢ 

Æ
ej¢,

fiÔ˘

(1.1.8) {x1¢, x2¢, …, xn¢}    ‹    {xj¢}j=1,2, …, n
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Â›Ó·È ÔÈ Ó¤Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘  
Æ
x .

£· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ, ‹‰Ë ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ Ô˘ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó Ù·  {xi}  Î·È {xj¢}. IÛ¯‡ÂÈ,

(1.1.9) xj¢
 
Æ
ej¢ = xi

 
Æ
ei.

EÍ¿ÏÏÔ˘, Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ‚¿ÛË˜  {
Æ
ej¢}  Û·Ó ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En,  Â›-

Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ ‚¿ÛË˜   {
Æ
ei}  ‰ËÏ·‰‹,

(1.1.10)
Æ
ej¢ = Ai

j¢ 
Æ
ei,         j =1, 2, …, n.

O ‰Â›ÎÙË˜  j  ÛÙÔ ‚¢ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜  (1.1.10) ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙËÓ Î¿Ùˆ ı¤ÛË
Î·È δεν Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÛÂ ÌÈ· ¿Óˆ ı¤ÛË, ‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‚ˆ‚fi˜ ‰Â›ÎÙË˜.
™ÙËÓ ›‰È· ı¤ÛË ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î·È ÛÙÔ  ·¢ Ì¤ÏÔ˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜.

Oρισµ�ς 1.1.3.

OÈ ‰Â›ÎÙÂ˜ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ıÚÔÈÛÙÈÎÔ› Ï¤ÁÔÓÙ·È ελε�θερ�ι δε�κτες Î·È
‰ÂÓ ·ÏÏ¿˙ÂÈ Ë ÔÓÔÌ·Û›· ÙÔ˘˜.

Παρατ�ρηση 1.1.2. MÈ· Û¯¤ÛË ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·’ ÙÔ˘˜ ÂÏÂ‡ıÂÚÔ˘˜
‰Â›ÎÙÂ˜ ÙË˜. ™˘ÓÂÒ˜ fiÙ·Ó ÌÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Ì’ ¤Ó· ÁÚ¿ÌÌ·, ÂÊÔ-
‰È¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ ÂÏÂ‡ıÂÚÔ˘˜ ‰Â›ÎÙÂ˜ ÛÙËÓ ›‰È· ı¤ÛË. ¢ËÏ·‰‹ ÁÚ¿ÊÔ˘-
ÌÂ

·i= bijcj,    ·ij = bk
ikcj     Î.Ï..

¶Ú¤ÂÈ Ó· ÛËÌÂÈˆıÂ› fiÙÈ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› ‚ˆ‚fi˜ ‰Â›ÎÙË˜ Ó· ¿ÚÂÈ ÙËÓ ÔÓÔÌ·-
Û›· ÂÏÂ‡ıÂÚÔ˘ ‰Â›ÎÙË ÛÙËÓ ›‰È· ·Ú¿ÛÙ·ÛË.

™ÙËÓ Û¯¤ÛË (1.1.10)  ÔÈ  n2  Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  Ai
j¢  ÔÚ›˙Ô˘Ó ¤Ó· ÙÂÙÚ·-

ÁˆÓÈÎfi ›Ó·Î· A  ÌÂ  n  ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È n  ÛÙ‹ÏÂ˜. O ‰Â›ÎÙË˜  i  ‰Â›¯ÓÂÈ ÙË ÁÚ·Ì-
Ì‹ Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È Ô ‰Â›ÎÙË˜  j  ÙË ÛÙ‹ÏË ÙÔ˘. ¢ËÏ·‰‹

A = (Ai
j¢)     i, j = 1, 2,…, n.

ŸÌÔÈ· Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ‚¿ÛË˜  {
Æ
ei}  Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·-

ÛÌfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ ‚¿ÛË˜  {
Æ
ej¢},  ‰ËÏ·‰‹

(1.1.11)
Æ
ei = Aj¢

i  
Æ
ej¢,       i=1, 2, … , n.

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÔÈ  n2  Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  Aj¢
i ,  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ› ·’ ÙÔ˘˜

Ai
j¢,  ÔÚ›˙Ô˘Ó ¤Ó·Ó Ó¤Ô  n¥n  ›Ó·Î·,
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A¢ = (Aj¢
i ),       i, j =1, 2,…, n,

·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  A.  ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ Ë Û¯¤ÛË (1.1.10) ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜
Û¯¤ÛË˜ (1.1.11) ÁÚ¿ÊÂÙ·È,

Æ
ej¢ = Ai

j¢ A
k¢
i  

Æ
ek¢

‹ ·ÎfiÌË,

‰k¢
j¢ 

Æ
ek¢ = Ai

j¢ A
k¢
i  

Æ
ek¢

‰ËÏ·‰‹,

(A i
j¢  A

k¢
i  – ‰k¢

j¢) 
Æ
ek¢ = 

Æ
0 ,

fiÔ˘  ‰i¢
j¢  Â›Ó·È ÙÔ ‰¤ÏÙ· ÙÔ˘ Kronecker.

H ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›·˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ

{
Æ
ej¢},  ‰›ÓÂÈ fiÙÈ ÁÈ· ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ  A Î·È A¢ ÈÛ¯‡ÂÈ,

Ai
j¢ A

k¢
i  = ‰k¢

j¢

‹ Û‡ÓÙÔÌ·

(1.1.12) AA¢ = In,

fiÔ˘  In = (‰i
j)i, j = 1, 2, 3,…, n  Â›Ó·È Ô ÌÔÓ·‰È·›Ô˜  n¥n  ›Ó·Î·˜. ¢ËÏ·‰‹ ÔÈ ›-

Ó·ÎÂ˜  A  Î·È A¢  Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ›, ÔÌ·ÏÔ›,  n  Ù¿ÍË˜,

A¢ = A–1.

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜, ‹‰Ë, ÛÙË Û¯¤ÛË (1.1.9) ÙË Û¯¤ÛË (1.1.11) ÚÔÎ‡ÙÂÈ

xj¢
 
Æ
ej¢ = xiAj¢

i  
Æ
ej¢.

¢ËÏ·‰‹

(1.1.13) xj¢ = Aj¢
i  xi,      j=1, 2, …, n,

ÌÂ ›Ó·Î· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙÔÓ  A¢, αντ�στρ��� (Û¯. (1.1.12)) ÙÔ˘  A,  Ô˘

Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÛÙË Û¯¤ÛË (1.1.10). °È’ ·˘Ùfi ÙÔ ÏfiÁÔ, ÔÈ
Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘  En  Ï¤ÁÔÓÙ·È αντιαλλ��ωτ�ι  ÛÂ ÌÈ· ·Ï-
Ï·Á‹ ‚¿ÛË˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.

AÎÚÈ‚Ò˜ ·Ó¿ÏÔÁ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ,

(1.1.14) xi = Ai
j¢ x

j¢,     i=1, 2, …, n.

Θε�ρηµα 1.1.1..

H ÈÎ·Ó‹ Î·È ·Ó·ÁÎ·›· Û˘Óı‹ÎË ÒÛÙÂ ÔÈ n  ÔÛfiÙËÙÂ˜  {xi}  Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ-
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¯Ô‡Ó ÛÙË ‚¿ÛË  {
Æ
ei} ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En  Ó· Â›Ó·È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘

·ÓÙÈ·ÏÏÔ›ˆÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÛÂ Î¿ıÂ ·ÏÏ·Á‹ ‚¿ÛË˜ Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›-
˙ÔÓÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜  (1.1.13)  Î·È (1.1.14).

Aπ�δει�η

AÓ  
Æ
x   Â›Ó·È ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ·ÓÙÈ·ÏÏÔ›ˆÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·, ‰Â›¯ÙËÎÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘ÓÈ-

ÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘  {xi}  Î·È  {xj¢}  ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜
(1.1.13)  Î·È (1.1.14). AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ

Æ
x  = xi

 
Æ
ei       Î·È     

Æ
x¢ = xj¢ Æej¢.

ŸÌˆ˜, Ë ‰Â‡ÙÂÚË Û¯¤ÛË, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ (1.1.10)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È
Æ
x¢ = xj¢

 Ai
j¢ 

Æ
ei

‹ ·ÎfiÌË, ÏfiÁˆ ÙË˜ (1.1.14),
Æ
x¢ = xi Æei.

¢ËÏ·‰‹
Æ
x  = 

Æ
x¢.

Παρατ�ρηση 1.1.3. OÈ Ù‡ÔÈ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÂÓfi˜
‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En  ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ‰ÔıÔ‡Ó Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÈÓ¿ÎˆÓ.
ŒÙÛÈ, ·Ó Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ

X = (xi) ,    i=1, 2,…, n      Î·È     X¢ = (xj¢) ,    j = 1, 2,…, n

ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ Ù‡Ô˘  n¥1  ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜  (1.1.2)  Î·È  (1.1.8)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  
Æ
x ŒEn,  ÙfiÙÂ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜  (1.1.13) Î·È (1.1.14)

ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È Û‡ÓÙÔÌ·

X¢ = A–1X     Î·È    X = AX¢,
‹ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

x1¢

x2¢

...

xn¢

   = 

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

A1¢
1   A1¢

2  … A1¢
n

A2¢
1   A2¢

2  … A2¢
n

…   …   …

An¢
1   An¢

2 …An¢
n

 

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

x1

x2

...

xn

 

Î·È

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

x1

x2

...

xn

   = 

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

A 1
1¢  A

1
2¢ … A1

n¢

A2
1¢  A

2
2¢ … A2

n¢

…   …   …

An
1¢  A

n
2¢…An

n¢

 

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

x1¢

x2¢

...

xn¢

   .
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1.2. Aσκ�σεις

1.2.1. N· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó Ù· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·:

‰ijx
ixj, i, j = 1, 2, …, n,

‰j
i ‰

i
kxk, i, j, k = 1, 2, …, n.

1.2.2. AÓ  
 Î
Í
Í
È

 ̊
˙
˙
˘

 

–1    0  1
  0    2  1
  1  –1  0

    Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡  A = ( )Ai
j¢ ,

i, j=1, 2, 3  ÛÂ ÌÈ· ·ÏÏ·Á‹ ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E3,  Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿ ÔÈ

Ù‡ÔÈ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÂÓfi˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  
Æ
x ŒE3.

1.3. Συµ��λισµ�	 της γραµµικ�ς απεικ�νισης πραγµατικ�ν
διανυσµατικ�ν ��ρων

Oρισµ�ς 1.3.1.

AÓ  En  Î·È  Fm  Â›Ó·È ‰‡Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ ÌÂ ‰È¿ÛÙ·ÛË
n  Î·È  m  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÌÈ· γραµµικ� απεικ�νιση  b  ÙÔ˘  En  ÛÙÔÓ  Fm,

b: EnÆ Fm

ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ Û¯¤ÛË

(1.3.1) b(Ï1 Æx1+Ï2 Æx2) = Ï1b(
Æ
x1)+Ï2b(

Æ
x2),   "  

Æ
xiŒEn,   "  ÏiŒó,   i=1, 2,

‰ËÏ·‰‹ ‰È·ÙËÚÂ› Î¿ıÂ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û˘Ó‰˘·ÛÌfi.

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  {
Æ
ei}i=1, 2, …, n   Î·È  {

Æ
f·}·=1, 2,…, m  ÙÈ˜ ‚¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ¯ÒÚˆÓ

En  Î·È  Fm  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. TfiÙÂ, ÔÈ ÂÈÎfiÓÂ˜  b(
Æ
ei)  ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ  {

Æ
ei}  Ì¤Ûˆ

ÙË˜ ·ÂÈÎfiÓÈÛË˜  b,  Û·Ó ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘  Fm  ı· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó-
‰˘·ÛÌfi˜ ÙË˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹

(1.3.2) b(
Æ
ei) = b·

i  

Æ
f·,   i=1, 2,…, n.

OÈ nm  Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  b·
i   ÙË˜ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË˜ ÔÚ›˙Ô˘Ó ¤Ó·Ó  n¥m

›Ó·Î·,

(1.3.3) B = (b·
i ),   i=1, 2 ,…, n,    ·=1, 2 , …, m,

‹ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿
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 Î
Í
Í
È

 ̊
˙
˙
˘

 

b1
1   b1

2 … b1
n

b2
1   b2

2 … b2
n

…  …  …
bm

1   bm
2 …bm

n

Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  b.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ, ‹‰Ë, Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·  
Æ
x , 

Æ
y   ÙˆÓ ¯ÒÚˆÓ  En  Î·È  Fm  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,

Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

(1.3.4)
Æ
y  = b(

Æ
x ).

£· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙˆÓ
Æ
x   Î·È 

Æ
y . AÓ ‰ËÏ·‰‹

(1.3.5)
Æ
x  = xi Æei,     

Æ
y  = y· 

Æ
f·,

ÙfiÙÂ Ë Û¯¤ÛË (1.3.4) ÁÚ¿ÊÂÙ·È,

y· 
Æ
f· = b(xi

 
Æ
ei)

Ô˘, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·˜ ÙË˜  b  (Û¯. (1.3.1)),  ‰›ÓÂÈ

y· 
Æ
f· = xi b(

Æ
ei).

EÍ¿ÏÏÔ˘, ‚¿ÛÂÈ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ (1.3.2),

y·
 

Æ
f· = xi

 b·
i  

Æ
f·.

ÕÚ·, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›·˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ  {
Æ
f·},  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Û¯¤ÛË,

(1.3.6) y· = b·
i x

i,   · = 1, 2, …, m,

Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙËÓ ·-Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘  
Æ
y   Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙÔ˘  

Æ
x .

AÓ·Ï˘ÙÈÎ¿ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ›Ó·ÎÂ˜,

(1.3.7)

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

y1

y2

...
ym

   = 

 Î
Í
Í
È

 ̊
˙
˙
˘

 

b1
1    b1

2 … b1
n

b2
1    b2

2 … b2
n

…  …  …
bm

1    bm
2 … bm

n

 

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

x1

x2

...
xn

  ,

fiÔ˘ Ù·  
Æ
x   Î·È  

Æ
y  ¤¯Ô˘Ó ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÈÓ¿ÎˆÓ Ù‡Ô˘  m¥1.

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ·Ó ÂÎÊÚ·ÛÙÔ‡Ó ÌÂ ÙËÓ ÌÔÚÊ‹ ÈÓ¿ÎˆÓ Ù‡Ô˘ 1¥m, Ë Û¯¤-
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ÛË (1.3.6) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ·ÎfiÌË.

(1.3.8) [y1 y2… ym] = [x1 x2 … xn] 

 Î
Í
Í
È

 ̊
˙
˙
˘

 

b1
1    b2

1 … bm
1

b1
2    b2

2 … bm
2

…  …  …
b1

n   b2
n … bm

n

 .

1.4. Συµ��λισµ�	 τ�υ δυϊκ�� ��ρ�υ E*n  τ�υ πραγµατικ��
διανυσµατικ�� ��ρ�υ  En

Oρισµ�ς 1.4.1.

MÈ· ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  ·  ÙÔ˘ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  En
ÛÙÔÓ  ó,

·: EnÆó

Ï¤ÁÂÙ·È γραµµικ� µ�ρ�� ÙÔ˘ En.

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  E*
n   ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌÔÚÊÒÓ ÙÔ˘  En,  Ô˘ ÌÂ ÙÈ˜

Ú¿ÍÂÈ˜

(1.4.1)
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

(·1+·2) (
Æ
x ) = ·1(

Æ
x )+·2(

Æ
x )

(Ï·) (
Æ
x ) = Ï·(

Æ
x )

,  "  ·, ·1, ·2ŒE*
n,  "  ÏŒó,   " 

Æ
x ŒEn,

Á›ÓÂÙ·È Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜.

Oρισµ�ς 1.4.2.

O Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜  E*n  ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌÔÚÊÒÓ ÙÔ˘
En,  Ï¤ÁÂÙ·È  δυϊκ�ς �	ρ�ς ÙÔ˘  En.

™˘ÌÊˆÓÔ‡ÌÂ ÁÈ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· (‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E*n  να µην γρ�-
�εται ÙÔ ‚¤ÏÔ˜ (Æ) ¿Óˆ ·fi ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· Ô˘ Ù· ·ÚÈÛÙ¿.

Θε�ρηµα 1.4.1.

O ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜  E*n  ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ‰È¿ÛÙ·ÛË ÌÂ ÙÔÓ ¯ÒÚÔ  En,  ‰Ë-
Ï·‰‹

(1.4.2) dimE*n = dimEn = n.
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Aπ�δει�η

AÓ  {
Æ
ei}i=1, 2,…, n   Â›Ó·È ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En  Î·È  

Æ
x ŒEn,  ÙfiÙÂ

(1.4.3)
Æ
x  = xi Æei.

H ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  
Æ
x   Ì¤Ûˆ ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÌÔÚÊ‹˜  ·,  Â›Ó·È

·(
Æ
x ) = ·(xi Æei),

‹ ·ÎfiÌË, ÏfiÁˆ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ (1.3.1) Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  ·,

(1.4.4) ·(
Æ
x ) = xi ·(

Æ
ei).

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ, ÙÔ˘˜  n  Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜,

(1.4.5) ·i = ·(
Æ
ei) ,   i=1, 2,…, n

Î·È ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ n  ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  {ei}i=1, 2 ,…, n  ÙÔ˘ En  ÛÙÔÓ  ó,

ei : En Æ ó,

ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

(1.4.6) ei (
Æ
x ) = xi,     " 

Æ
x ŒEn .

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi, fiÙÈ ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  ei  Ô˘ ÔÚ›ÛÙËÎ·Ó ÌÂ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ
Û¯¤ÛË, ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·˜ (1.3.1), ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙÔ˘  En. AÚ·, Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E*n  Î·È Ì¿ÏÈÛÙ·
ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, Ô ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙÔ˘˜,

(1.4.7) Ï1ei =0,     ÏiŒó,      i=1, 2,…, n,

‰›ÓÂÈ  "  
Æ
x ŒEn,

Ïie
i (

Æ
x ) =0

‰ËÏ·‰‹,
Ïi x

i = 0.

AÓ  
Æ
x =

Æ
ej  ÙfiÙÂ  xi=‰i

j  Î·È Ë ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È

Ïi ‰
i
j = 0,

‹ ·ÎfiÌË
Ïj=0,      "  j=1, 2,…, n.

ÕÚ·, fiÏÔÈ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙË Û¯¤ÛË (1.4.7) Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. EÍ¿ÏÏÔ˘, ÌÂ ÙË ‚Ô‹-

ıÂÈ· ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ (1.4.5) Î·È (1.4.6) Ë ÙÈÌ‹  ·(
Æ
x ) (Û¯. (1.4.4))  ÁÚ¿ÊÂÙ·È
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·(
Æ
x ) = ·ie

i(
Æ
x ),  " 

Æ
x ŒEn,

‹ ·ÎfiÌË

(1.4.8) ·=·ie
i,      ·iŒó,     i=1, 2 ,…, n.

¢ËÏ·‰‹, Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  ·ŒE*n  Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘-
ÛÌ¿ÙˆÓ  {ei}i=1, 2,…, n  ÙÔ˘  E*n .  ™˘ÓÂÒ˜, Ù·  n  ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·

(1.4.9) {e1, e2, …, en}

ÔÚ›˙Ô˘Ó ÌÈ· ��ση ÁÈ· ÙÔÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ  E*n .

Oρισµ�ς 1.4.3.

H ‚¿ÛË  {ei}i=1, 2,…, n  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E*n Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1.4.6)  ‹
ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ·fi ÙË Û¯¤ÛË,

(1.4.10) ei
 (

Æ
ej) = ‰i

j,

Ï¤ÁÂÙ·È δυϊκ� ��ση ÙË˜ ‚¿ÛË˜  {
Æ
ei}i=1, 2, …, n  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En.

OÈ  n  Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

(1.4.11) {·1, ·2,…, ·n}  ‹  {·i}i=1, 2, …, n

Ô˘ ÔÚ›ÛÙËÎ·Ó ·’ ÙË Û¯¤ÛË (1.4.5) Û·Ó ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘  ·  ÁÈ· Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·

{
Æ
e1, 

Æ
e2,…, 

Æ
en}  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Â›Ó·È ÔÈ συνιστ	σες ÙÔ˘  ·,  fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·’

ÙË Û¯¤ÛË (1.4.8).

Oρισµ�ς 1.4.4.

K¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  ·  ÙÔ˘ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  E*n  Ï¤ÁÂÙ·È
συναλλ��ωτ� δι�νυσµα ‹ συναλλ��ωτ�ς τανυστ�ς πρ	της τ��ης τ�υ

En  � τανυστ�ς τ�π�υ   Ë
Ê

 ̄
ˆ

 
0
1    τ�υ En.

Ÿˆ˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En, Ë ¤ÎÊÚ·ÛË
"Û˘Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ˜" ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆ-
ÛÒÓ ÙÔ˘  ·  ÛÂ ÌÈ· ·ÏÏ·Á‹ ‚¿ÛË˜.

E›Ó·È

(1.4.12) {e1¢, e2¢, …, en¢}   ‹   {ei¢}i=1, 2, …, n

Ë ‚¿ÛË ÙÔ˘  E*n ,   ‰˘˚Î‹ ÙË˜ ‚¿ÛË˜ (1.1.6) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ En.
™’ ·˘Ù‹ ÙË ‚¿ÛË, Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹  ·,  ÁÚ¿ÊÂÙ·È
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(1.4.13) · = ·j¢e
j¢

fiÔ˘

(1.4.14) {·1¢, ·2¢, …, ·n¢}   ‹   {·j¢}j=1, 2, …, n,

Â›Ó·È ÔÈ Ó¤Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙË˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·’ ÙË Û¯¤ÛË,

(1.4.15) ·j¢ = · (
Æ
ej¢).

™ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿, ÙË Û¯¤ÛË (1.1.10) Î·È
ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ· ÙË˜  ·  ÚÔÎ‡ÙÂÈ,

·j¢ = ·(Ai
j¢ 

Æ
ei) = Ai

j¢ ·(
Æ
ei).

¢ËÏ·‰‹, ÏfiÁˆ ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ (1.4.5),

(1.4.16) ·j¢ = Ai
j¢·i,   j=1, 2, …, n .

™˘ÓÂÒ˜ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜  {·j¢}  Î·È {·i}  ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ·

ÙÔ‡ ›Ó·Î·  A,  fiˆ˜ ‰ËÏ·‰‹ Î·È ÔÈ ‚¿ÛÂÈ˜  {
Æ
ej¢}  Î·È {

Æ
ei}  (Û¯. (1.1.10)). °È’

·˘Ùfi ÙÔ ÏfiÁÔ ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  ·  ÙÔ˘  E*n  Ï¤ÁÔÓÙ·È συναλ-
λ��ωτ�ι ÛÂ ÌÈ· ·ÏÏ·Á‹ ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En.

AÎÚÈ‚Ò˜ ·Ó¿ÏÔÁ·, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ,

(1.4.17) ·i = Aj¢
i  ·j¢,    i=1, 2, …, n.

Θε�ρηµα 1.4.1.

H ÈÎ·Ó‹ Î·È ·Ó·ÁÎ·›· Û˘Óı‹ÎË ÒÛÙÂ ÔÈ n ÔÛfiÙËÙÂ˜  {·i}  Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ-
¯Ô‡Ó ÛÙË ‚¿ÛË  {ei}  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E*n  Ó· Â›Ó·È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘
Û˘Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÛÂ Î¿ıÂ ·ÏÏ·Á‹ ‚¿ÛË˜ Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙Ô-
ÓÙ·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.4.16) Î·È (1.4.17).

Aπ�δει�η

¢Â›¯ÙËÎÂ, ‹‰Ë, fiÙÈ ·Ó  ·  Â›Ó·È ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Û˘Ó·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·,
ÙfiÙÂ ÁÈ· ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛÂÈ˜. AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ¤ÛÙˆ fiÙÈ

(1.4.18) ·=·ie
i   Î·È   ·¢= ·j¢e

j¢.

¢ËÏ·‰‹  "  
Æ
x ŒEn,

    ·(
Æ
x ) = ·ie

i (
Æ
x )   Î·È   ·¢ (

Æ
x ) = ·j¢e

j¢(
Æ
x ) .
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EÍ ÔÚÈÛÌÔ‡,

ei (
Æ
x )=xi    Î·È   ej¢(

Æ
x ) = xj¢.

AÏÏ¿, Ë ‰Â‡ÙÂÚË Û¯¤ÛË ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ (1.1.13) ‰›ÓÂÈ,

ej¢(
Æ
x ) = Aj¢

i  xi,

‰ËÏ·‰‹

ej¢(
Æ
x ) = Aj¢

i  ei (
Æ
x ),    " 

Æ
x ŒEn.

ÕÚ·, ÔÈ ‚¿ÛÂÈ˜  {ej¢}  Î·È  {ei}  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E*n ,  ÌÂÙ·Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË
Û¯¤ÛË

(1.4.19) ej¢ = Aj¢
i e

i,    j=1, 2, …, n.

ŸÌÔÈ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

(1.4.20) ei = Ai
j¢e

j¢,   i=1, 2,…, n.

EÍ¿ÏÏÔ˘, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ (1.4.19), Ë ‚¢ Û¯¤ÛË ÙË˜ (1.4.18) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

·¢ = ·j¢A
j¢
i e

i

‹ ·ÎfiÌË, ÏfiÁˆ ÙË˜ (1.4.16),
·¢=·ie

i.

¢ËÏ·‰‹
·¢=·.

Παρατ�ρηση 1.4.1. AÓ¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Ù‹ÚËÛË (1.1.3), ·Ó Û˘Ì‚ÔÏ›-
ÛÔ˘ÌÂ

Q = (·i) ,  i=1, 2,…, n    Î·È   Q¢=(·j¢) ,   j=1, 2,…, n

ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ Ù‡Ô˘  1¥n  ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (1.4.11) Î·È (1.4.14)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  ·ŒE*n,  ÙfiÙÂ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.4.16) Î·È (1.4.17),

ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÈÓ¿ÎˆÓ, ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È Û‡ÓÙÔÌ·

Q¢ = QA    Î·È  Q = Q¢A–1,

‹ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿

[·1¢  ·2¢ … ·n¢] = [·1 ·2 … ·n]   

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

A 1
1¢    A1

2¢ … A1
n¢

A2
1¢    A2

2¢… A2
n¢

…   …   …
 An

1¢    A
n
2¢… An

n¢

 

Î·È
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[·1 ·2 … ·n] = [·1¢ ·2¢ … ·n¢]   

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 

A1¢
1    A1¢

2  … A1¢
n

A2¢
1    A2¢

2  … A2¢
n

…   …   …

 An¢
1    An¢

2 … An¢
n

   .

1.5. Aσκ�σεις

1.5.1. ŒÛÙˆ  E2  Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ‰‡Ô ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Î·È
Æ
x   ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ˘  E2  ÌÂ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜  {xi}i=1, 2  ÛÂ ÌÈ· ‚¿ÛË  {

Æ
ei}i=1,2.

·) N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  ·: E2 Æ ó Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È  ·’ ÙÈ˜ Û¯¤-

ÛÂÈ˜

·(
Æ
x ) = x1+x2,   ·(

Æ
x ) = 1,    ·(

Æ
x ) = x

2

Î
 ,    ÎŒó,   Îπ0

Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙÔ˘  E2.

‚) AÓ, Ó·È, ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙË˜ Û’ ·˘Ù‹ ÙË ‚¿ÛË.

1.5.2. AÓ  Mn  Â›Ó·È Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ  n¥n  ÈÓ¿-

ÎˆÓ  A=(·ij),  Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  ˆ: MnÆó  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·’ ÙË
Û¯¤ÛË  ˆ(A) = ·11+·22+…+·nn = tr(A)  Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  M*n.

1.6. Συµ��λισµ�	 τ�υ ��ρ�υ E**
n

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ  n  ‰È¿ÛÙ·ÙÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ  En  Î·È ÙÔÓ
‰˘˚Îfi ÙÔ˘  E*n . AÎÚÈ‚Ò˜ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛÙÂ› Ô ‰˘˚Îfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘  E*n .

™˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
E**n  = (E*n)*

Î·È Â›Ó·È Ô ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌÔÚÊÒÓ  b  ÙÔ˘  E*n ,

b: E*n Æ ó,

Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙË Û¯¤ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·˜:

b(Ï1·1+Ï2·2) = Ï1b(·1)+Ï2b(·2),    "  ·iŒE*n, "  ÏiŒó,  i=1, 2.

ŒÛÙˆ  {
Æ
ei}i=1, 2,… n  ÌÈ·  ‚¿ÛË ÙÔ˘  En  Î·È  {ei}i=1, 2,…, n  Ë ‰˘˚Î‹ ÙË˜. TfiÙÂ ÔÈ

n  ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜  {ei}i=1, 2,…, n  ÙÔ˘  E*n  Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·’ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜,
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(1.6.1) ei(·) = ·i   "  ·ŒE*n,  i=1, 2,…, n,

‹  ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·  ·’ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜,

(1.6.2) ei(e
j) = ‰j

i,

·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙË ��ση

(1.6.3) {e1, e2, …, en}

ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E**n

™˘ÓÂÒ˜,

dimE**n  = dimE*n = n.

EÍ¿ÏÏÔ˘, Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  b  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E**n   ÁÚ¿ÊÂÙ·È,

(1.6.4) b=biei

Î·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘  {bi}i=1,2,…,n  ‰›ÓÔÓÙ·È ·’ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜,

bi = b(ei),    i=1, 2, …, n.

AÓ, ‹‰Ë, {
Æ
ej¢}j=1, 2, …, n  Â›Ó·È ÌÈ· Ó¤· ‚¿ÛË ÙÔ˘  En  Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜

Û¯¤ÛÂÈ˜  (1.1.10) Î·È (1.1.11),  ÙfiÙÂ Ë Ó¤· ‚¿ÛË  {ej¢}  ÙÔ˘  E**n   Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ
ÌÂ ÙËÓ ‰ÈÏ‹ ‰˘ÈÎfiÙËÙ·, Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹  {ei}  ÌÂ ÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜,

(1.6.5)
 Ó
Ì
Ï

 

ej¢ = Ai
j¢ ei ,

ei = Aj¢
i  ej¢ .

™’ ·˘Ù‹ ÙË ‚¿ÛË ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  b  ÙÔ˘  E**n   ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(1.6.6) b = bj¢ej¢

Î·È ÔÈ Ó¤Â˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
bj¢ = b(ej¢)

Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜  {bi}  ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜,

(1.6.7)
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

bj¢ = Aj¢
i b

i,

bi = Ai
j¢b

j¢.

ŸÌˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· (1.1.1), ÔÈ ·Ú·¿Óˆ Ù‡ÔÈ ‰›ÓÔ˘Ó fiÙÈ
{bi}, {bj¢} Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÂÓfi˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘ ·ÓÙÈ·ÏÏÔ›ˆÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
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Æ
x   ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En,  ‰ËÏ·‰‹

(1.6.8)
Æ
x  = bi Æei = bj¢

 
Æ
ej¢.

Θε�ρηµα 1.6.1.

OÈ n- ‰È¿ÛÙ·ÙÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ  En  Î·È E**n   Â›Ó·È

Ê˘ÛÈÎ¿ ÈÛfiÌÔÚÊÔÈ ¯ÒÚÔÈ.

Aπ�δει�η
OÈ ¯ÒÚÔÈ  En  Î·È  E**n   Â›Ó·È ÙË˜ ›‰È·˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜  n  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Â›Ó·È

ÈÛfiÌÔÚÊÔÈ. H ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ ÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  
Æ
x  (Û¯. (1.6.8))  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  En

·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  b (Û¯. (1.6.4)  Î·È  (1.6.6)) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  E**n   Â›Ó·È

ÈÛÔÌÔÚÊ›· Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· Ê˘ÛÈÎ‹, ‰ËÏ·‰‹, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ÙË˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ

ÂÎÏÔÁ‹˜ ‚¿ÛË˜. ™˘ÓÂÒ˜ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·  
Æ
x  Î·È b  ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Ù·˘ÙÔÔÈËıÔ‡Ó.

Παρατ�ρηση 1.6.1. EÊfiÛÔÓ ÔÈ ¯ÒÚÔÈ  En  Î·È  E**n   Ù·˘ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ¤Â-

Ù·È fiÙÈ Î¿ıÂ ·ÓÙÈ·ÏÏÔ›ˆÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  
Æ
x   ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ Â›Ó·È ÁÚ·Ì-

ÌÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÙÔ˘  E*n ,

Æ
x : E*n Æ ó.

ŸÌÔÈ·
Æ
ei = ei¢.

™˘ÓÂÒ˜ Ë Û¯¤ÛË (1.6.2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È ·ÎfiÌË,

Æ
ei  (ej) = ‰j

i,

‰ËÏ·‰‹ Ë Û¯¤ÛË (1.4.10) Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ  ÙÈ˜ ‰˘˚Î¤˜ ‚¿ÛÂÈ˜  {
Æ
ei} Î·È  {ej}  Â›Ó·È

·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌË.

1.7. Συµ��λισµ�	 διγραµµικ�ν µ�ρφ�ν πραγµατικ�ν διανυ-
σµατικ�ν ��ρων

Oρισµ�ς 1.7.1.

AÓ  En  Î·È Fm  Â›Ó·È ‰‡Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ ÌÂ ‰È¿ÛÙ·ÛË
n  Î·È  m  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÌÈ· διγραµµικ� µ�ρ��  T  ÙÔ˘  E*n  ¥ F*m  Â›Ó·È ÌÈ·

·ÂÈÎfiÓÈÛË




