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Πρ�λ�γ�ς

T� �ι�λ�� αυτ	 ανα��ρεται σε µερικ�ς �νν�ιες των Aνωτ�ρων Mα-
θηµατικ�ν π�υ διδ�σκ�νται στ� υπ��ρεωτικ	 µ�θηµα "Γενικ� Mα-
θηµατικ�" στ� A¢ ε��µην� τ�υ Tµ�µατ�ς Φαρµακευτικ�ς τ�υ Πανε-
πιστηµ��υ Θεσσαλ�ν�κης. Περι��ει �νν�ιες τ�υ Λ�γισµ�$ συναρτ�-
σεων και της Aναλυτικ�ς Γεωµετρ�ας µε συµπληρωµατικ� στ�ι�ε�α
Γραµµικ�ς %λγε�ρας και ∆ια��ρικ�ν E�ισ�σεων.

Στη ν�α �κδ�ση, γ�νεται κ�π�ια ανακατ�τα�η µε µικρ�ς αλλαγ�ς
και πρ�σθ�κες στην $λη τ�υ πρ�τ�υ µ�ρ�υς. Συγ�ρ	νως συµπληρ�-
νεται µε στ�ι�ε�α απ’ την $λη τ�υ δευτ�ρ�υ µ�ρ�υς, �στε να υπ�ρ�ει
�λ�κληρωµ�νη εικ	να των ενν�ι�ν π�υ �ρησιµ�π�ι�$νται. (πως και
στην αρ�ικ� �κδ�ση �ι µαθηµατικ�ς �νν�ιες δ�ν�νται σ$ντ�µα και
απλ� �ωρ�ς να �ρησιµ�π�ιε�ται αυστηρ� µαθηµατικ� γλ�σσα, µε
σκ�π	 την καλ$τερη καταν	ηση και ε�αρµ�γ� σ’ �λλα µαθ�µατα.

Περιλαµ��νει ��η κε��λαια. Tα θεωρ�µατα και �ι τ$π�ι π�υ περι�-
��νται στα κε��λαια αυτ� δ�ν�νται �ωρ�ς απ�δε��εις αλλ� µε αρκε-
τ�ς επε�ηγ�σεις. Oι �νν�ιες αναλ$�νται µε παραδε�γµατα, �στε να
γ�ν�υν καταν�ητ�ς. Kαθ�να κε��λαι� συµπληρ�νεται µε αρκετ�ς
�λυτες ασκ�σεις. Oι απαντ�σεις τ�υς δ�ν�νται στ� παρ�ρτηµα.

T� πρ�τ� κε��λαι� περι��ει στ�ι�ε�α Aναλυτικ�ς Γεωµετρ�ας στ�
επ�πεδ�.

Στ� δε$τερ� κε��λαι�, µελετ�νται αναλυτικ� �ι �νν�ιες της �ρ�-
)�υσας και των γραµµικ�ν συστηµ�των π�υ �ρησιµ�π�ι�θηκαν στ�
πρ�τ� κε��λαι�, µε την ���θεια της �νν�ιας των πιν�κων.

Στ� τρ�τ� κε��λαι� ανα��ρ�νται, αρ�ικ� �ι σηµαντικ	τερες απ’
τις στ�ι�ει�δεις συναρτ�σεις και �ι �νν�ιες τ�υ �ρ��υ και της συν�-
�ειας συναρτ�σεων µιας µετα�λητ�ς. Στη συν��εια αναλ$εται η �ν-
ν�ια της παραγ�γισης συναρτ�σεων µιας µετα�λητ�ς, �ι τρ	π�ι πα-
ραγ�γισ�ς τ�υς και δ�ν�νται ε�αρµ�γ�ς στη µελ�τη των συναρτ�-
σεων.

T� τ�ταρτ� κε��λαι� µελετ� την �λ�κλ�ρωση συναρτ�σεων µιας
µετα�λητ�ς.

Στ� επ	µεν� κε��λαι�, στα πλα�σια των ε�αρµ�γ�ν της �λ�κλ�-
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ρωσης συναρτ�σεων, λ$ν�νται απλ�ς περιπτ�σεις συν�θων δια��ρι-
κ�ν ε�ισ�σεων.

T�λ�ς, τ� �κτ� κε��λαι�, δ�νει κ�π�ια στ�ι�ε�α Aναλυτικ�ς Γεω-
µετρ�ας τ�υ ��ρ�υ. E�’ �λλ�υ, µε τη ���θεια της µερικ�ς παραγ�γι-
σης συναρτ�σεων δ$� µετα�λητ�ν, δ�νεται συντ�µ	τερα η παραγ�-
γιση πεπλεγµ�νων συναρτ�σεων.

Θεσσαλ�ν�κη, 1992 ∆. ∆ηµητρ�π�$λ�υ - Ψωµ�π�$λ�υ
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11
ΣTOIXEIA ANAΛYTIKHΣ ΓEΩMETPIAΣ
TOY EΠIΠE∆OY

1.1. ��	νας τετµηµ�νων και απ�σταση δ�	 σηµε�ων τ	υ
��	να

H AÓ·Ï˘ÙÈÎ‹ °ÂˆÌÂÙÚ›· ÂÈÛ¿ÁÂÈ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÛÙË °ÂˆÌÂÙÚ›· ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ·
ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. AÚ¯ÈÎ¿ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÈ· ÎÏ›Ì·Î· ·ÚÈıÌÒÓ
ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·. M’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  P  ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ù·˘ÙÔÔÈÂ›Ù·È
Ì’ ¤Ó· Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi ·.

Παρ�δειγµα 1.1.1. ™ÙËÓ Â˘ıÂ›·  xãx,  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› Ô Ú·-

ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  5
2
 .

x' x3·210

PO

Oρισµ�ς 1.1.1.

MÈ· Â˘ıÂ›·   xãx,  Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ¤Ó·˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜
·ÚÈıÌfi˜, Ï¤ÁÂÙ·È �	
νας τετµηµ�νων ‹ �	
νας των  x. TÔ ÛËÌÂ›Ô  O  Ô˘
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ ·ÚÈıÌfi ÌË‰¤Ó Ï¤ÁÂÙ·È αρ�� ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·, Î·È Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜
·ÚÈıÌfi˜  ·  Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P  Ï¤ÁÂÙ·È τετµηµ�νη  ÙÔ˘  P. H
ËÌÈÂ˘ıÂ›·  Ox  Ï¤ÁÂÙ·È θετικ�ς ηµι�	
νας,  Î·È Ë  Ox¢  αρνητικ�ς ηµι�-
	
νας.

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ë ·Ú·¿Óˆ Â˘ıÂ›· Â›Ó·È ÚÔÛ·Ó·ÙÔÏÈÛÌ¤ÓË ÂÊfiÛÔÓ ÌÂ
ÙÔÓ fiÚÔ "·ÚÓËÙÈÎfi˜" Î·È "ıÂÙÈÎfi˜" ËÌÈ¿ÍÔÓ·˜ ¤¯ÂÈ ÔÚÈÛÙÂ› "ÊÔÚ¿" ÛÙËÓ Â˘-
ıÂ›·.

AÓ  P1, P2  Â›Ó·È ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x  ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·
x1  Î·È x2  Ë ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  d(P1, P2)  Î·È Â›Ó·È
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(1.1.1) d(P1, P2) = |x2–x1|.

x' x

O

x1

P1

x2

P2

Παρ�δειγµα 1.1.2.  AÓ ÔÈ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  P1, P2  Â›Ó·È –2  Î·È
3  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ Ë ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È

d(P1, P2) = |3–(–2)| = 5.

1.2. Aσκ�σεις

1.2.1. AÓ  P1, P2,  Î·È  P3  Â›Ó·È ÙÚ›· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x  ÌÂ ÙÂÙÌË-
Ì¤ÓÂ˜ –2, 1/2, 3 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ó· ‚ÚÂıÂ› Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË

d(P1, P2)Ød(P2, P3)
 d(P1, P3)

  .

1.2.2. AÓ  P1, P2, P3, P4  Â›Ó·È Ù¤ÛÛÂÚ· ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ x
ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ –3, 0, 1, 4 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

d(P1, P2) + d(P2, P3) + d(P3, P4) = d(P1, P4).

1.2.3. N· ‚ÚÂıÂ› ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x   Ô˘ Ó· ·¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛÔ˘ ·fi
Ù· ÛËÌÂ›·  P1  Î·È  P2  ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ –2 Î·È 5 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

1.2.4. N· ‚ÚÂıÂ› ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P1  ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË –3  Ó· Â›Ó·È ‰ÈÏ¿ÛÈ· ÙË˜ ·fiÛÙ·Û‹˜ ÙÔ˘
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P2  ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË 1.

1.2.5. N· ‚ÚÂıÂ› ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ
·ÔÛÙ¿ÛÂÒÓ ÙÔ˘ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  P1  Î·È P2  ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓÂ˜ –3 Î·È 1 ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯·, Ó· Â›Ó·È 2.

1.3. Συντεταγµ�νες σηµε�	υ στ	 επ�πεδ	 - Aπ�σταση δ�	
σηµε�ων τ	υ επιπ�δ	υ

H ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ AÓ·Ï˘ÙÈÎ‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ‚·Û›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ·Ú·-
Ù‹ÚËÛË fiÙÈ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÌÔÚÂ›  Ó· ÂÚÈÁÚ·ÊÂ› ·fi ¤Ó·
˙Â‡ÁÔ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
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A) A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜ Î¿ıÂÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Î·È ÛÂ
Î¿ıÂ ÌÈ· Ó· ¤¯ÂÈ ÔÚÈÛıÂ› ÌÈ· ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ
Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó ÛÙËÓ ÙÔÌ‹ ÙˆÓ ‰‡Ô Â˘ıÂÈÒÓ Î·È
ÙËÓ ›‰È· ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÎÏ›Ì·Ù· ÁÈ· ÙÈ˜ ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜.

Oρισµ�ς 1.3.1.

H ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Â˘ıÂ›· Ï¤ÁÂÙ·È �	
νας των  x  �  �	
νας των τετµηµ�-
νων Î·È Ë Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Â˘ıÂ›· �	
νας των  y  � �	
νας των τεταγµ�νων.
TÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô ·ÍfiÓˆÓ  Ï¤ÁÂÙ·È σ�στηµα καρτεσιαν�ν συντεταγµ�-
νων Î·È ÁÚ¿ÊÂÙ·È Oxy. H ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜ Ï¤ÁÂÙ·È αρ��.

MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ‰‡Ô ·ÍfiÓˆÓ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ-
¯Â› ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Ë Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÁÚ·ÌÌ‹
Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ  P  Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x   Û’ ¤Ó· ·ÚÈıÌfi  x1, Î·È Ë ÔÚÈ-
˙fiÓÙÈ· ÁÚ·ÌÌ‹ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ  P  Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y  Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô
Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi  y1.

y

xO

y1

x1

P(x1, y1)

Oρισµ�ς 1.3.2.

O ·ÚÈıÌfi˜  x1  ÏÂÁÂÙ·È τετµηµ�νη  ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P  Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜  y1  τε-
ταγµ�νη. TÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (x1, y1)  Â›Ó·È ÔÈ καρτεσιαν�ς συντεταγµ�νες ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘  P. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ  P (x1, y1).

AÓ  P1, P2  Â›Ó·È ‰‡Ô ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÌÂ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  (x1, y1)  Î·È
(x2, y2)  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·  Oxy,  ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë ·fiÛÙ·-
ÛÙË  d(P1, P2)  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

(1.3.1) d(P1, P2) = ÷̀̀ `````````(x2–x1)2+(y2–y1)2 .

Παρ�δειγµα 1.3.1.  AÓ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  P1, P2  ÙÔ˘ ÂÈ-
¤‰Ô˘ Â›Ó·È (2, –3)  Î·È (5, 1)  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ Ë ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘˜ ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘
Ù‡Ô˘ (1.3.1) Â›Ó·È
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d(P1, P2) = ÷̀̀ ````````(5–2)2+(1+3)2 = ÷̀̀ `3̀2+42 = ÷̀̀̀25 = 5.

EÈÏ¤ÔÓ ·Ó  P(x, y)  Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÛÔÓ ÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜  P1P2,  ÙfiÙÂ

(1.3.2) x = x1+x2
2

 ,     y = y1+y2
2

 .

B) ŒÓ·˜ ¿ÏÏÔ˜ ÙÚfiÔ˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙Ô˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ÂÈ¤-
‰Ô˘ ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È Ô ·Ú·Î¿Ùˆ:

x'

P(r, ı)

x

ı

r

O

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›·  x¢ x  Î·È ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  O  ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘-

ÌÂ fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›·  x¢x  Â›Ó·È ¿ÍÔÓ·˜, ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ ¤¯ÂÈ ÔÚÈÛıÂ› ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÎÏ›-

Ì·Î· Î·È ÊÔÚ¿. ™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  O  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÙÔ ÌË‰¤Ó. EÈÏ¤ÔÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë
ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÁÈ· ÙÈ˜ ÁˆÓ›Â˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô, Ô˘ Â›Ó·È ·ÓÙ›ıÂÙË ÚÔ˜ ÙË ÊÔÚ¿
Î›ÓËÛË˜ ÙˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÙÔ˘ ÚÔÏÔÁÈÔ‡.

Oρισµ�ς 1.3.3.

TÔ ÛËÌÂ›Ô  O  Ï¤ÁÂÙ·È π�λ
ς Î·È Ë Â˘ıÂ›·  x¢x π
λικ�ς �	
νας. O ÔÏÈ-
Îfi˜ ¿ÍÔÓ·˜ Î·È Ô fiÏÔ˜ ÔÚ›˙Ô˘Ó ¤Ó· π
λικ� σ�στηµα συντεταγµ�νων.

™Â Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  P  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó Ë ·fiÛÙ·ÛË  r  ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘
P  ·fi ÙÔÓ fiÏÔ  O  Î·È Ë ÁˆÓ›·  ı,  ÚÔ˜ ÙË ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿, Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ô
¿ÍÔÓ·˜  x¢x Î·È Ë Â˘ıÂ›· ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  O  Î·È  P.

Oρισµ�ς 1.3.4.

H ·fiÛÙ·ÛË  r  Ï¤ÁÂÙ·È π
λικ� ακτ�να Î·È Ë ÁˆÓ›·  ı  π
λικ� γων�α.
TÔ ˙Â‡ÁÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ  (r, ı) Â›Ó·È ÔÈ π
λικ�ς συντεταγµ�νες τ
υ ση-
µε�
υ P. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ  P (r, ı).

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ·Ó  (x, y)  Â›Ó·È ÔÈ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛË-
ÌÂ›Ô˘  P,   ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÈ˜ ÔÏÈÎ¤˜ Î·È Î·Ú-
ÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜:

(1.3.3.) x = rÛ˘Óı ,     y= rËÌı
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Î·È

(1.3.4.) r = ÷̀̀ `x̀2+y2 ,     ÂÊı = y
x
 .

1.4. Aσκ�σεις

1.4.1. N· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ Ù· ÛËÌÂ›·  A (7, 5), B(2, 3) Î·È °(6, –7)  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘
Oxy  Â›Ó·È ÎÔÚ˘Ê¤˜ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

1.4.2. N· ‚ÚÂıÂ› ÛËÌÂ›Ô  P(x, y)  Ô˘ Ó· ·¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛÔ˘ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·
P1(8, 6),  P2(1, 7)  Î·È  P3(7, –1).

1.4.3. ¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  AB°  ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›·  A(2, 1),  B(3, 3),
°(4, 2).  N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

1.4.4. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ÛËÌÂ›·  A(0, 3 ÷̀3), B(–3, 0),  Î·È ° (3, 0)  Î·È
Â›Ó·È ÎÔÚ˘Ê¤˜ ÈÛfiÏÂ˘ÚÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

1.4.5. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ÛËÌÂ›·  A(2, 3),  B(4, 1),  °(8, 2)  Î·È  ¢(6, 4)  Â›-
Ó·È ÎÔÚ˘Ê¤˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘.

1.4.6. AÓ (2, –1)  Î·È (3,2)  Â›Ó·È ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÎÔÚ˘Ê¤˜ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘
ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ (4, –2),  Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ‰‡Ô ¿ÏÏˆÓ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙÔ˘
·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌÔ˘.

1.4.7. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜  Ù· ÛËÌÂ›· (5,3) (0, 0) Î·È
(2,8) Â›Ó·È ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜.

1.5. E��σωση ευθε�ας στ	 επ�πεδ	

ŒÛÙˆ  (Â)  ÌÈ· Â˘ıÂ›· ÛÙÔ Â›Â‰Ô Î·È  Oxy  ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ.

Oρισµ�ς 1.5.1.

EÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) Â›Ó·È ÌÈ· ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ ‰‡Ô ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜  x  Î·È y,
Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·, ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) Î·È
ÌfiÓÔÓ ·˘Ù¤˜ Ó· ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó.

A) AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

(1.5.1) ·x+‚y+Á = 0
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fiÔ˘  ·, ‚, Á  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚÔ› ·ÚÈıÌÔ› Î·È ¤Ó·˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜  ·, ‚
Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.

Oρισµ�ς 1.5.2.

T· ÛËÌÂ›·  M1  Ë
Ê

 ̄
ˆ– Á

·
 ,  0   Î·È  M2 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ0, – Á

‚
    Â›Ó·È ÔÈ ÙÔÌ¤˜ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  (Â)

ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜  x  Î·È y  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Î·È Ï¤ÁÔÓÙ·È συντεταγµ�νες ως πρ
ς
την αρ�� ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â).

y

xM1 –
Á
–
·

, 0( (

M2 –
Á
–
‚

0, ((

(Â)

P(x, y)

·x+‚y
+Á =

 0

O

Παρ�δειγµα 1.5.1. H ÂÍ›ÛˆÛË

x+2y+4 = 0

·ÚÈÛÙ¿ Â˘ıÂ›· (Â) Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ÙˆÓ  x  Î·È y  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÛÙ· ÛË-
ÌÂ›·  M1(–4, 0) Î·È M2(0, –2).

y

x

x+2y+4 = 0

O–4

–2
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Παρ�δειγµα 1.5.2. H ÂÍ›ÛˆÛË

3x–6 = 0

·ÚÈÛÙ¿ Â˘ıÂ›· (Â) Ô˘ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  M(2, 0) Î·È Â›-
Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y.

(Â)
y

xO

M(2, 0)

3x
–6

 =
 0

B) ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ ‰‡Ô ÛËÌÂ›·  P1(x1, y1) Î·È P2(x2, y2)
ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜, ÙfiÙÂ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜ Â›Ó·È

(1.5.2)
x–x1
x2–x1

 = y–y1
 y2–y1

 .

y

x

(Â)

P1(x1, y1)

O

P2(x2, y2)

O ·Ú·¿Óˆ Ù‡Ô˜ ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ (‚Ï. ¨2.6) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(1.5.3)
 Ô
Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô
Ô

 

x    y    1
x1  y1  1
x2  y2  1

 = 0.
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Παρ�δειγµα 1.5.3. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·
P1(2, 3)  Î·È P2(–1, 0), ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ (1.5.2), Â›Ó·È

x–2
–1–2

 = y–3
0–3

 ,

‰ËÏ·‰‹

x–y+1 = 0.

EÈ‰ÈÎ¿, ·Ó (Î, 0)  Î·È (0, Ï)  Â›Ó·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ Â˘-
ıÂ›·˜ (Â) ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ÙˆÓ  x  Î·È y  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜ Â›Ó·È

(1.5.4.) x
Î
 + y

Ï
 = 1.

Παρ�δειγµα 1.5.4. H ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·
(2, 0)  Î·È (0, 3), ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ (1.5.4.), Â›Ó·È

x
2
 + y

3
 =1.

Oρισµ�ς 1.5.3.

O συντελεστ�ς διε�θυνσης Ì›·˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  λ  Î·È Â›-
Ó·È Ë ÂÊ·ÙfiÌÂÓË ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë Â˘ıÂ›· ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x,
‰ËÏ·‰‹

(1.5.5) Ï = ÂÊˆ.

(Â)

y

xO

ˆ

IÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ÂÍ‹˜:

(·) ·Ó  Ï=0,  ‰ËÏ·‰‹  ˆ=0Æ,  Ë Â˘ıÂ›· (Â) Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ
x  ‹ Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ·˘ÙfiÓ,
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(‚) ·Ó  Ï = ±• ,  ‰ËÏ·‰‹  ˆ=90Æ,  Ë Â˘ıÂ›·  (Â)  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔ-

Ó· ÙˆÓ  y  ‹ Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ·˘ÙfiÓ.

°) AÓ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi˜ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜  Ï  ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜  (Â) Î·È
¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  P1(x1, y1)  ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi
ÙË Û¯¤ÛË

(1.5.6) y–y1 = Ï(x–x1).

Παρ�δειγµα 1.5.5. ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë Â˘ıÂ›· ÌÂ ÙÔÓ
¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x  Â›Ó·È ˆ=45Æ (ÂÊˆ=1)  Î·È fiÙÈ Ë Â˘ıÂ›· ÂÚÓ¿ ·’ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
P1(1,2). TfiÙÂ ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ (1.5.6) Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) Â›Ó·È

y–2 = 1(x–1),
‰ËÏ·‰‹

x–y+1 = 0.

1.6. Aσκ�σεις

1.6.1. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ,
2x+3y–5 = 0  Î·È  x–y+8 = 0.

1.6.2. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, 2) Î·È
(5, –1).

1.6.3. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (0, 1) Î·È
¤¯ÂÈ ÁˆÓ›· ÎÏ›ÛË˜ 60Æ (ÂÊ60Æ = ÷̀3).

1.6.4. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (–1, 1)
Î·È Â›Ó·È

·) ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x,
‚) ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y.

1.6.5. ¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  AB°  ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›· A(1, 3), B(3, –1),
°(–5, 1).

·) N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘ AB°.
‚) N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· Ì¤Û· ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ  AB, B°, A° ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.
Á) N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ‰È·Ì¤ÛˆÓ ÙÔ˘.

1.6.6. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ·  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë Â˘ıÂ›·
·x+2y = 5

Ó· ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (1, –1).

1.6.7. N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó Ù·  ÛËÌÂ›· (1, 2), (5, 3) Î·È (18, 6) ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ
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›‰È· Â˘ıÂ›·.

1.6.8. BÚÂ›ÙÂ ÙÚ›· ÛËÌÂ›· ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  2x–3y+5 = 0.

1.6.9. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ fiÙ·Ó ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ
·Ú¯‹ Â›Ó·È (3, 0) Î·È (0, –1).

1.7. �λλες µ	ρφ�ς τ	υ συντελεστ� διε�θυνσης µιας ευθε�ας

£· ‰Ô‡ÌÂ ÙÒÚ· ÙÈ˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙÔ˘ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜ ÛÙÈ˜
ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ A) Î·È B) ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘.

·) ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô
(1.5.1), ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛ‹˜ ÙË˜ Â›Ó·È

(1.7.1) Ï = – ·
‚

 .

Παρ�δειγµα 1.7.1. O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜

3x+2y+1 = 0
Â›Ó·È

Ï = – 3
2
 .

‚) ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË
(1.5.2), Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛ‹˜ ÙË˜ Â›Ó·È

(1.7.2) Ï = y2–y1
x2–x1

 .

Παρ�δειγµα 1.7.2. O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿
·fi Ù· ÛËÌÂ›·  P1(1, 2) Î·È P2(0, 1) Â›Ó·È

Ï = 1–2
0–1

 = 1.

1.8. Aσκ�σεις

1.8.1. N· ‚ÚÂıÂ› Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ

x+y–1 = 0,  2x+3 = 0,  y+5 = 0.
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1.8.2. N· ‚ÚÂıÂ› Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù·
ÛËÌÂ›·  (1,–1), (5, 3)  Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ ·˘Ù‹˜.

1.8.3. N· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  (1, –2), (3, 4)
Î·È (2, 2), (1–1) ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜.

1.8.4. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂÈÔ (1, 2) Î·È
¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜  2Ï+3,  fiÔ˘  Ï  Â›Ó·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜
ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  5x–2y = 8.

1.9. Σ#ετικ� θ�ση δ�	 ευθει$ν στ	 επ�πεδ	

ŒÛÙˆ fiÙÈ ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜

(1.9.1)
(Â1): ·1x+‚1y+Á1 = 0,
(Â2): ·2x+‚2y+Á2  = 0.

·) AÓ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  (Â1), (Â2)  Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ‹ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜, ·˘Ùfi ÛËÌ·›-
ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·  (1.9.1)  ÌÂ ·ÁÓÒÛÙÔ˘˜ Ù·  x  Î·È y  Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ ‹ ·‰‡-
Ó·ÙÔ, ‰ËÏ·‰‹ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û·  (BÏ. ¨2.10)

 Ô
Ô

 Ô
Ô·1   ‚1

·2  ‚2
 = 0,

‹ ·ÎfiÌË
·1‚2 = ·2‚1,

‹

(1.9.2) ·1
‚1

 = ·2
‚2

 .

ÕÚ·, ÔÈ ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜ (Â1)  Î·È (Â2) ÁÈ· Ó· συµπ�πτ
υν ‹ Ó· ε�ναι παρ�λ-
ληλες Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜.

Ï1 = Ï2.

AÓ ÂÈÏ¤ÔÓ

(1.9.3) ·1
·2

 = ‚1
 ‚2

 = Á1
Á2

 ,

·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (1.9.1) Â›Ó·È ·fiÚÈÛÙÔ Î·È ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  (Â1), (Â2)
συµπ�πτ
υν, ÂÓÒ ·Ó

(1.9.4) ·1
·2

 = ‚1
‚2

 π Á1
Á2

 ,
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·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (1.9.1) Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ Î·È ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ Â›Ó·È πα-
ρ�λληλες.

‚) AÓ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ (Â1), (Â2) Ù¤ÌÓÔÓÙ·È, ·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (1.9.1)
¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË, ‰ËÏ·‰‹

 Ô
Ô

 Ô
Ô·1   ‚1

·2  ‚2
 π 0,

‹ ·ÎfiÌË
·1‚2 π ·2‚1,

‹

(1.9.5) ·1
‚1

 π ·2
 ‚2

 .

ÕÚ·, ÔÈ ‰‡Ô Â˘ıÂ›Â˜  (Â1), (Â2)  ÁÈ· Ó· τ�µν
νται πρ�πει Ó· ¤¯Ô˘Ó ‰È¿ÊÔ-
ÚÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜

Ï1πÏ2.

(Â1)

y

xO

ˆ1

(Â2)

ˆ2 

ˆ

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ¤ÛÙˆ fiÙÈ

ˆ = ˆ2–ˆ1

Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›· ÙˆÓ ÙÂÌÓÔÌ¤ÓˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ  (Â1), (Â2).
AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ

(1.9.6) ÂÊˆ = ÂÊ(ˆ2–ˆ1) = Ï2–Ï1
1+Ï1Ï2

 .

EÈ‰ÈÎ¿ ·Ó  ˆ = 90Æ  ÙfiÙÂ  ÂÊˆ = ±•   Î·È
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1+Ï1Ï2 = 0,

‰ËÏ·‰‹

(1.9.7) Ï1Ï2 = –1.

Συµπ�ρασµα 1.9.1. ŸÙ·Ó ‰ÔıÔ‡Ó ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ (1.9.1), ÙfiÙÂ

i) (Â1) ∫  (Â2)  ¤   ·1
·2

 = ‚1
‚2

 = Á1
Á2

 ,

ii) (Â1) || (Â2)  ¤   ·1
·2

 = ‚1
‚2

 π Á1
Á2

 ,

iii) (Â1) —/  (Â2)  ¤   ·1
·2

 = ‚1
‚2

 π Á1
Á2

Î·È Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ÙˆÓ ÙÂ-

ÌÓÔÌ¤ÓˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô (1.9.6). EÈ‰ÈÎ¿ ·Ó  (Â1)^ (Â2), ÌÂÙ·Í‡

ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË (1.9.7).

Παρ�δειγµα 1.9.1. OÈ Â˘ıÂ›Â˜

(Â1) : 5x+4y+3 = 0,

(Â2) : 10x+8y+1 = 0

Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÂÊfiÛÔÓ
5
10

 = 4
8
 π 3

1
 .

Παρ�δειγµα 1.9.2. OÈ Â˘ıÂ›Â˜

(1.9.8)
(Â1) : 2x–3y–1=0 ,

(Â2) : 4x+6y–14 = 0

Ù¤ÌÓÔÓÙ·È, ÂÊfiÛÔÓ

 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
2   –3
4    6

   = 12+12 = 24 π 0.

OÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ·fi ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹-
Ì·ÙÔ˜ (1.9.8) Î·È Â›Ó·È, ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Î¿ÓfiÓ· ÙÔ˘ Cramer (‚Ï. ¨2.10),

x = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
  1   –3
14    6

 

24
 = 6+42

24
 = 2,
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y = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
2      1
4   14

 

24
 = 28–4

24
 = 1.

Παρ�δειγµα 1.9.3. OÈ Â˘ıÂ›Â˜

(Â1) : 2x+3y+1 = 0,

(Â2) : 3x–2y+7 = 0
Ù¤ÌÓÔÓÙ·È, ÂÊfiÛÔÓ

 Ô
Ô

 Ô
Ô

 
2     3
3  –2

 = –4–9 = –13π0,

Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ Â›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜ ÂÊfiÛÔÓ

Ï1 = – 2
3
 ,   Ï2 = 3

2
   Î·È  Ï1Ï2 = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ – 2

3
   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

3
2

   = –1.

1.10.  Aσκ�σεις

1.10.1. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Û¯ÂÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ

(Â1) :  2x–y–8 = 0,

(Â2) :  6x–3y–24 = 0,

(Â3) :  4x–2y–3 = 0,

(Â4) :  x+3y+5 = 0.

AÓ Ù¤ÌÓÔÓÙ·È, Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘˜.

1.10.2. AÓ  (Â1)  Â›Ó·È Ë Â˘ıÂ›· Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  (1,6), (–3, 2)  Î·È
(Â2) Ë Â˘ıÂ›· Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  (0, –3), (2, –6),  Ó· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÊ·ÙÔ-
Ì¤ÓË ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ  (Â1)  Î·È (Â2).

1.10.3. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (1, –2)
Î·È Â›Ó·È Î¿ıÂÙË ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·.

2x–3y = 2.

1.10.4. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  Ì  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ë Â˘ıÂ›·

Ìx+2y+7 = 0

Ó· Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙËÓ Â˘ıÂ›·
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4x+8y+5 = 0.

1.10.5. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÔÈ ÙÚÂ›˜ ‰È¿ÌÂÛÔÈ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB° ÙË˜ ¿ÛÎËÛË˜
(1.6.5) ÂÚÓÔ‡Ó ·fi ÙÔ ›‰ÈÔ ÛËÌÂ›Ô Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi.

1.10.6. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (1, 2)
Î·È Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙËÓ Â˘ıÂ›·.

x–3y+7 = 0.

1.10.7. AÓ  P1(1, 2), P2(2, 3)  Î·È  P3(–1, 6)  Â›Ó·È Ù·  Ì¤Û· ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ
ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB°, Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘
Î·È ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÎÔÚ˘ÊÒÓ A, B Î·È °.

1.11. Aπ�σταση σηµε�	υ απ� ευθε�α στ	 επ�πεδ	 -
Eµ%αδ�ν τριγ$ν	υ

ŒÛÙˆ

(1.11.1) Ax+By+° = 0

Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜ (Â) ÛÙÔ Â›Â‰Ô Î·È  P(·, ‚)  ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤-
‰Ô˘.

y

xO

P(·, ‚)

M

Oρισµ�ς  1.11.1

Aπ�σταση ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P  ·fi ÙËÓ Â˘ıÂ›· (Â) Ï¤ÁÂÙ·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÌ‹-
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Ì·ÙÔ˜   PM,  fiÔ˘  M  Â›Ó·È Ë ÙÔÌ‹ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  (Â)  ÌÂ ÙËÓ Î¿ıÂÙË Â˘ıÂ›·
Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P,  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  d(P, (ε)).

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë ·fiÛÙ·ÛË  d(P, (Â))  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

(1.11.2) d(P, (Â)) = d(P, M) = |A·+B‚+°|

÷̀̀ ```A2+B2
 .

Παρ�δειγµα 1.11.1. ŒÛÙˆ fiÙÈ ‰›ÓÂÙ·È Ë Â˘ıÂ›·

(Â) :  4x–3y+5 = 0

Î·È ˙ËÙÂ›Ù·È Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P(1, 2) ·fi ·˘Ù‹Ó. TfiÙÂ  ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Ù‡-
Ô˘ (1.11.2) ¤¯Ô˘ÌÂ

d(P, (Â))  = |4Ø1–3Ø2+5|

÷̀̀ ````42+(–3)2
 = 6

5
 .

ŒÛÙˆ ÙÒÚ·  A(x1, y1), B(x2, y2), °(x3, y3)  ÙÚ›· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘. E›-
Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB°  Â›Ó·È

E = 1
2
 (B°) (AM)

fiÔ˘  AM  Â›Ó·È ÙÔ ‡„Ô˜  ˘A. XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ·, ÌÔÚÂ› Ó’
·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

y

xO

B(x2, y2)
M

°(x3, y3)

A(x1, y1)

˘A

(1.11.3) E = 
 Ô
Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô
Ô

1
2
 
 Ô
Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô
Ôx1   y1   1

x2  y2  1
x3  y3  1

.
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Παρ�δειγµα 1.11.2. TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù· ÛË-
ÌÂ›·  A(1, –1), B(2, 3)  Î·È °(–1,  0),  ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ (1.11.3) Â›Ó·È

E = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

1
2
 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô  1   –1   1

  2    3  1
–1    0  1

 = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô1

2
 Ø (3+3+3)  = 9

2
 .

1.12. Aσκ�σεις

1.12.1. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  M(1, –1)  ·fi ÙËÓ Â˘ıÂ›· (Â)
Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, 1) Î·È (4, –1).

1.12.2. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  M(1, 2)  ·fi ÙÈ˜ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˘˜
ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ  x  Î·È  y.

1.12.3. ¢›ÓÔÓÙ·È Ù· ÛËÌÂ›·  A(1, 1), B(2, –1)  Î·È  °(0, 1)  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘
Oxy. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ‡„Ë ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  AB°.

1.12.4. N· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÛËÌÂ›·
A(1, 1), B(–1, 2), °(–2, –3).

1.12.5. N· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ Â˘-
ıÂ›Â˜:

2x–y–3 = 0,
–x+2y = 0,
x+y–6 = 0.

1.12.6. MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙÔ˘ ÂÌ‚·‰Ô‡ Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ù· ÛËÌÂ›·
A(2, 1), B(8, –1) Î·È °(–1, 2)  ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙËÓ ›‰È· Â˘ıÂ›·. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÂÍ›-
ÛˆÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜.

1.12.7. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ
x–3y+6 = 0  Î·È 2x+y–9 = 0  ·fi ÙËÓ Â˘ıÂ›· 3x +5y–6 = 0.

1.13. K�κλ	ς

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ  Oxy,  ¤Ó·
ÛËÌÂ›Ô  K ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ Î·È ¤Ó·  ÛÙ·ıÂÚfi ·ÚÈıÌfi  R.

Oρισµ�ς 1.13.1.

ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô  M  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ı· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔÓ κ�κλ
 Ô˘ ÔÚ›˙Â-
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Ù·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  K  Î·È ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  R,  ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  M
·¤¯ÂÈ ·fiÛÙ·ÛË  R  ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  K.

¢ËÏ·‰‹, ·Ó  M(x, y))  Â›Ó·È Ù˘¯fiÓ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ÈÛ¯‡ÂÈ

(1.13.1) d(M, K) = R.

y

xO

R

M(x, y)

K(·, ‚)

Oρισµ�ς 1.13.2.

TÔ ÛËÌÂ›Ô  K Ï¤ÁÂÙ·È κ�ντρ
 ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜  R  ακτ�να ÙÔ˘
Î‡ÎÏÔ˘.

AÓ  K(·, ‚)  Â›Ó·È ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ·’ ÙË Û¯¤ÛË (1.13.1) ÚÔÎ‡ÙÂÈ,
fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È

(1.13.2) (x–·)2+(y–‚)2 = R2.

Παρ�δειγµα 1.13.1  H ÂÍ›ÛˆÛË  ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ ÌÂ ·ÎÙ›Ó·  R=2  Î·È Î¤ÓÙÚÔ
K(1, 2) Â›Ó·È, ‚¿ÛÂÈ ÙÔ˘ Ù‡Ô˘ (1.13.2),

(x–1)2+(y–2)2 = 22

‹ ·ÎfiÌË

x2+y2–2x–4y+1 = 0.

Ÿˆ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ Î·ÓÂ›˜ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·˜ Ù· ÙÂÙÚ¿ÁˆÓ· ÙÔ˘ Ù‡Ô˘
(1.13.2), Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ Â›Ó·È

(1.13.3) x2+y2+Ax+By+° = 0.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ë ·ÎÙ›Ó· ‰›ÓÂÙ·È ·’ ÙÔÓ Ù‡Ô




