


2

K¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ ·ÓÙ›Ù˘Ô ˘ÔÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙË Û˘ÁÁÚ·Ê¤·

TËÏ¤ÊˆÓÔ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·: 2310 316-857

ISBN 960-431-677-X

© Copyright: B·ÛÈÏÈÎ‹ ºÚ¿ÁÎÔ˘,  EÎ‰fiÛÂÈ˜ Z‹ÙË, OÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 1997,
2Ë ¤Î‰ÔÛË ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2000,
3Ë ¤Î‰ÔÛË √ÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 2005, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË

TÔ ·ÚfiÓ ¤ÚÁÔ ÓÂ˘Ì·ÙÈÎ‹˜ È‰ÈÔÎÙËÛ›·˜ ÚÔÛÙ·ÙÂ‡ÂÙ·È Î·Ù¿ ÙÈ˜ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ EÏÏËÓÈÎÔ‡ Ófi-
ÌÔ˘ (N.2121/1993 fiˆ˜ ¤¯ÂÈ ÙÚÔÔÔÈËıÂ› Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ Û‹ÌÂÚ·) Î·È ÙÈ˜ ‰ÈÂıÓÂ›˜ Û˘Ì‚¿ÛÂÈ˜ ÂÚ›
ÓÂ˘Ì·ÙÈÎ‹˜ È‰ÈÔÎÙËÛ›·˜. A·ÁÔÚÂ‡ÂÙ·È ·ÔÏ‡Ùˆ˜ Ë ¿ÓÂ˘ ÁÚ·Ù‹˜ ¿‰ÂÈ·˜ ÙÔ˘ ÂÎ‰fiÙË Î·Ù¿
ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÙÚfiÔ ‹ Ì¤ÛÔ ·ÓÙÈÁÚ·Ê‹, ÊˆÙÔ·Ó·Ù‡ˆÛË Î·È ÂÓ Á¤ÓÂÈ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹, ÂÎÌ›ÛıˆÛË
‹ ‰·ÓÂÈÛÌfi˜, ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË, ‰È·ÛÎÂ˘‹, ·Ó·ÌÂÙ¿‰ÔÛË ÛÙÔ ÎÔÈÓfi ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌÔÚÊ‹ (ËÏÂÎÙÚÔÓÈ-
Î‹, ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‹ ¿ÏÏË) Î·È Ë ÂÓ Á¤ÓÂÈ ÂÎÌÂÙ¿ÏÏÂ˘ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ‹ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ¤ÚÁÔ˘.



3

ΠPOΛOΓOΣ

OÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙËÓ ·Ú·ÁÒÁÈÛË,
ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË Î·È ÛÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Î·È ÛÂÈÚ¤˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÈ·˜
Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜. H ‡ÏË Ô˘ Î·Ï‡ÙÔ˘Ó ‰È‰¿ÛÎÂÙ·È ÛÙ· ‰‡Ô ÚÒÙ·
ÂÍ¿ÌËÓ· ÙˆÓ £ÂÙÈÎÒÓ ™¯ÔÏÒÓ ÙˆÓ AEI Î·È TEI Î·È ÙˆÓ ¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ™¯Ô-
ÏÒÓ ÙˆÓ AEI.

K¿ıÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Û‡ÓÙÔÌË ıÂˆÚ›·, ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ï˘Ì¤ÓÂ˜ ÌÂ Î¿ıÂ ‰˘Ó·-
Ù‹ ÂÂÍ‹ÁËÛË Î·È ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÁÈ· Ï‡ÛË. TÔ ·Ú¿ÚÙËÌ· ÂÚÈ¤-
¯ÂÈ Û‡ÓÙÔÌÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ, Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È Û’ fiÏ· Ù· ÎÂÊ¿Ï·È·,
Î·È Ù˘ÔÏfiÁÈÔ ÌÂ ¯Ú‹ÛÈÌÔ˘˜ ‚·ÛÈÎÔ‡˜ Ù‡Ô˘˜.

EÏ›˙ˆ ·˘Ù‹ Ë ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÈ ÙÔ˘˜ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ÛÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜
·Â˘ı‡ÓÂÙ·È.

£¤Ïˆ Â›ÛË˜ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ıÂÚÌ¿ ÙÈ˜ EÎ‰fiÛÂÈ˜ Z‹ÙË ÁÈ· ÙËÓ ÂÈÌÂÏËÌ¤-
ÓË ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

Θεσσαλ�ν	κη, �κτ��ρι�ς 2005
B.Δ. ΦPAΓKOY



5

ΠEPIEXOMENA

KEΦAΛAIO 1
AKOΛOYΘIEΣ ΠPAΓMATIKΩN APIΘMΩN

1.1 H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ .................................................................. 7
1.2 ™˘ÁÎÏ›ÓÔ˘ÛÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜......................................................................................... 8
1.3 ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘ÛÂ˜ ÛÙÔ +•, ‹ ÛÙÔ –• .................................. 10

1.4 AÓÒÙÂÚÔ Î·È Î·ÙÒÙÂÚÔ fiÚÈÔ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜. KÚÈÙ‹ÚÈ· Û‡ÁÎÏÈÛË˜........................... 11
1.5 §˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜.................................................................................................... 15
1.6 AÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÁÈ· Ï‡ÛË.................................................................... 22

KEΦAΛAIO 2
OPIO KAI ΣYNEXEIA ΠPAΓMATIKHΣ ΣYNAPTHΣHΣ

MIAΣ ΠPAΓMATIKHΣ METABΛHTHΣ.
ΣHMEIA AΣYNEXEIAΣ

2.1 ŸÚÈÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÈ·˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜.......................... 23
2.2 ŸÚÈÔ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·fi ‰ÂÍÈ¿, ‹ ·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿....................................................... 26
2.3 MË ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· fiÚÈ· Î·È fiÚÈ· ÛÙÔ +•, ‹ ÛÙÔ –•............................................... 27

2.4 ™˘Ó¤¯ÂÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÈ·˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜
ÛÂ ÛËÌÂ›Ô Î·È ÛÂ Û‡ÓÔÏÔ.......................................................................................... 30

2.5 OÌÔÈfiÌÔÚÊË Û˘Ó¤¯ÂÈ·. – ™ËÌÂ›· ·Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜....................................................... 34
2.6 §˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜.................................................................................................... 36
2.7 AÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÁÈ· Ï‡ÛË.................................................................... 55

KEΦAΛAIO 3
ΠAPAΓΩΓOΣ ΠPAΓMATIKHΣ ΣYNAPTHΣHΣ

MIAΣ  ΠPAΓMATIKHΣ METABΛHTHΣ.
MEΛETH KAI ΓPAΦIKH ΠAPAΣTAΣH ΣYNAPTHΣHΣ

3.1 ¶·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÈ·˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ .............. 57
3.2 ¶·Ú¿ÁˆÁÔÈ Î·È ‰È·ÊÔÚÈÎ¿ ·ÓÒÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜......................................................... 62
3.3 B·ÛÈÎ¿ ıÂˆÚ‹Ì·Ù· Î·È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ........................................... 64
3.4 TÔÈÎ¿ ·ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜................................................................................ 67
3.5 K˘ÚÙ¤˜ Î·È ÎÔ›ÏÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜. ™ËÌÂ›· Î·Ì‹˜.................................................. 69
3.6 AÛ‡ÌÙˆÙÂ˜ Î·Ì‡ÏË˜ ........................................................................................... 71
3.7 MÂÏ¤ÙË Î·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÛÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜

Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ......................................................................................................... 73



6

3.8. MÂÏ¤ÙË Î·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ·Ú·ÌÂ-
ÙÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ...................................................................................................... 74

3.9 MÂÏ¤ÙË Î·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Î·Ì‡ÏË˜ ÛÂ ÔÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ............. 75
3.10. X·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ Â›Â‰Â˜ Î·Ì‡ÏÂ˜................................................................... 80
3.11 §˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜................................................................................................... 85
3.12 AÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÁÈ· Ï‡ÛË................................................................. 183

KEΦAΛAIO 4
TO OPIΣMENO OΛOKΛHPΩMA. TO AOPIΣTO OΛOKΛHPΩMA.

MH ΓNHΣIA OΛOKΛHPΩMATA.
EΦAPMOΓEΣ TOY OPIΣMENOY OΛOKΛHPΩMATOΣ

4.1 TÔ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·..................................................................................... 187
4.2 H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·ÓÙÈ·Ú·ÁÒÁÔ˘, ‹ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ .............................. 190
4.3 TÔ ·fiÚÈÛÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·....................................................................................... 191
4.4 MË ÁÓ‹ÛÈ· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ................................................................................... 197
4.5 KÚÈÙ‹ÚÈ· ‡·ÚÍË˜ ÌË ÁÓ‹ÛÈˆÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ................................................ 203
4.6 EÌ‚·‰fi Â›Â‰ˆÓ ¯ˆÚ›ˆÓ.................................................................................... 206
4.7. ŸÁÎÔ˜ ÛÙÂÚÂÔ‡ ·fi ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹........................................................................... 210
4.8 M‹ÎÔ˜ Â›Â‰Ë˜ Î·Ì‡ÏË˜................................................................................... 212
4.9 EÌ‚·‰fi ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ ·fi ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹.................................................................. 213
4.10 §˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜.................................................................................................. 215
4.11 AÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÁÈ· Ï‡ÛË.................................................................. 368

KEΦAΛAIO 5
APIΘMHTIKEΣ ΣEIPEΣ. AKOΛOYΘIEΣ KAI ΣEIPEΣ ΣYNAPTHΣEΩN.

ΣEIPEΣ ΔYNAMEΩN

5.1 H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÛÂÈÚ¿˜ ........................................................................ 373
5.2 KÚÈÙ‹ÚÈ· Û‡ÁÎÏÈÛË˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÛÂÈÚÒÓ........................................................... 374
5.3 AÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Î·È ÛÂÈÚ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ................................................................... 378
5.4 ™ÂÈÚ¤˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ................................................................................................... 380
5.5 §˘Ì¤ÓÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜.................................................................................................. 384
5.6 AÛÎ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È ÁÈ· Ï‡ÛË.................................................................. 424

ΠAPAPTHMA

I. ™‡ÓÙÔÌÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÚÔÙÂ›ÓÔÓÙ·È............................................... 427
II. T˘ÔÏfiÁÈÔ................................................................................................................ 473

BÈ‚ÏÈÔÁÚ·Ê›· ................................................................................................................. 481

E˘ÚÂÙ‹ÚÈÔ fiÚˆÓ .............................................................................................................. 483



7

AKO§OY£IE™ ¶PA°MATIKøN API£MøNAKO§OY£IE™ ¶PA°MATIKøN API£MøN

Kεφ�λαι� 1

1.1. H �νν�ια της πραγματικ�ς ακ�λ�υθ�ας

1.1.1. ΣYMBOΛIΣMOI. ™Ù· ÂfiÌÂÓ· ı· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ:

ó  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ πραγματικ	ν ·ÚÈıÌÒÓ, ƒ  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ �υσικ	ν ·ÚÈıÌÒÓ
{0, 1, 2, 3, …},  �  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ακερα�ων ·ÚÈıÌÒÓ {…, –2, –1, 0, 1, 2, …}, ∫  ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ρητ	ν ·ÚÈıÌÒÓ, ÔfiÙÂ  ó–∫  Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ασ�μμετρων (‹ ¿Ú-

ÚËÙˆÓ) ·ÚÈıÌÒÓ.

E›ÛË˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  
–
ó  ÙÔ επεκτεταμ�ν� Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ,

‰ËÏ·‰‹  
–
ó = ó»{–•, +•}, ó+  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Ô˘ Â›Ó·È

θετικ�� � μηδ�ν Î·È  ó–  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ αρνητικ	ν Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. ŸÙ·Ó
ÛÙ· Û‡ÓÔÏ·  ó, ó+, ƒ, �, ∫  ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÙÔ ÌË‰¤Ó, ÙfiÙÂ Â¿Óˆ ‰ÂÍÈ¿ ‚¿˙Ô˘ÌÂ ¤Ó·Ó
·ÛÙÂÚ›ÛÎÔ, ‰ËÏ·‰‹ ó*, ó*+, ƒ*, �*, ∫*.

1.1.2. OPIΣMOΣ. K¿ıÂ Û‡Ó·ÚÙËÛË  f: ƒ*Æó,  Ô˘ ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ƒ*  ÛÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ  ó,  Ï¤ÁÂÙ·È ακ�λ�υθ�α πραγματικ	ν αριθμ	ν, ‹ πραγματικ� ακ�λ�υ-
θ�α, ‹ αριθμητικ� ακ�λ�υθ�α, ‹ ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ·, ακ�λ�υθ�α. H ÙÈÌ‹  f(n)  ÙË˜ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜  f  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  xn,  ‰ËÏ·‰‹

" nŒƒ*,   f(n) = xn

Î·È Ô  xn  Ï¤ÁÂÙ·È �ρ�ς ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜.
H ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  (xn)nŒƒ* ,  ‹  x1, x2, …, xn, …,  ‹ ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ·,  (xn).

1.1.3. OPIΣMOΣ. MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Ï¤ÁÂÙ·È

(i) �ραγμ�νη πρ�ς τα π�νω, fiÙ·Ó  $ ÎŒó, " nŒƒ*, xn�Î,

(ii) �ραγμ�νη πρ�ς τα κ�τω, fiÙ·Ó  $ ÏŒó, " nŒƒ*, xn�Ï  Î·È

(iii) �ραγμ�νη, fiÙ·Ó  $ MŒó*+,  " nŒƒ*,  |xn|�M.

O ·ÚÈıÌfi˜  Î  Ï¤ÁÂÙ·È αν	τερ� �ρ�γμα ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (xn)  Î·È Ô  Ï  κατ	-
τερ� �ρ�γμα ÙË˜  (xn).
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1.1.4. OPIΣMOΣ. TÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi fiÏ· Ù· ·ÓÒÙÂÚ· ÊÚ¿ÁÌ·Ù· ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜
(xn), ÊÚ·ÁÌ¤ÓË˜ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ, Ï¤ÁÂÙ·È αν	τερ� π�ρας ÙË˜  (xn). AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙÔ ÌÂ-
Á·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi fiÏ· Ù· Î·ÙÒÙÂÚ· ÊÚ¿ÁÌ·Ù· ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (xn), ÊÚ·ÁÌ¤ÓË˜ ÚÔ˜ Ù·
Î¿Ùˆ, Ï¤ÁÂÙ·È κατ	τερ� π�ρας ÙË˜  (xn).

1.1.5. OPIΣMOΣ. AÓ  (xn)  Â›Ó·È ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Î·È  {Î1, Î2, …, În, …}  ¤Ó· ˘Ô-
Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  ƒ*  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  Î1<Î2<…<În<…, ÙfiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (x¢n), fiÔ˘  x¢n=xÎn

Ï¤ÁÂÙ·È υπακ�λ�υθ�α, ‹ μερικ� ακ�λ�υθ�α της  (xn).

1.1.6. OPIΣMOΣ. (i) MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Ï¤ÁÂÙ·È αυστηρ� α���υσα (·ÓÙ›ÛÙ.
αυστηρ� �θ�ν�υσα), fiÙ·Ó  " nŒƒ*, xn<xn+1  (·ÓÙ›ÛÙ. xn>xn+1).

(ii) H  (xn)  Ï¤ÁÂÙ·È α���υσα (·ÓÙ›ÛÙ. �θ�ν�υσα), fiÙ·Ó  " nŒƒ*, xn�xn+1 (·ÓÙ›ÛÙ.
xn�xn+1).

(iii) H  (xn)  Ï¤ÁÂÙ·È μ�ν�τ�νη, fiÙ·Ó ¤¯ÂÈ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ (i), (ii).

1.2. Συγκλ�ν�υσες πραγματικ�ς ακ�λ�υθ�ες

1.2.1. OPIΣMOΣ. MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Ï¤ÁÂÙ·È συγκλ�ν�υσα στ�ν αριθμ�
λŒó, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0, ˘¿Ú¯ÂÈ  n0Œƒ*, Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi  n
ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÙÔ˘  n0,  Ó· Â›Ó·È  |xn–Ï|<Â. O  Ï  Ï¤ÁÂÙ·È  �ρι� της  (xn)  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Â-
Ù·È  lim

nÆ•
xn = Ï,  ‹  limxn = Ï.

E›ÛË˜ ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ·, ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:

limxn = Ï ¤ " Â>0,   $ n0Œƒ*,    " n>n0, |xn–Ï| < Â,

‹ limxn = Ï ¤ " Â>0,   $ n0Œƒ*,    " n>n0, xnŒ(Ï–Â, Ï+Â),

‰ËÏ·‰‹ fiÏÔÈ ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜, ÌÂ ‰Â›ÎÙË ÌÂÙ·Ï‡ÙÂÚÔ ÙÔ˘  n0, ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ ·ÓÔÈ-
ÎÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  (Ï–Â, Ï+Â)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÌfiÓÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Ï‹ıÔ˜ fiÚˆÓ ÙË˜  (xn)  ‰ÂÓ
·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  (Ï–Â, Ï+Â).

1.2.2. OPIΣMOΣ. AÓ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  ¤¯ÂÈ fiÚÈÔ  Ï=0, ÙfiÙÂ Ï¤ÁÂÙ·È μηδενικ�.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ¤¯Ô˘ÌÂ:

limxn = 0 ¤ " Â>0,   $ n0Œƒ*,   " n>n0, |xn|<Â.

1.2.3. ΠPOTAΣH. TÔ fiÚÈÔ ÌÈ·˜ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (xn)  Â›Ó·È μ�ναδικ�.
¢ËÏ·‰‹, ·Ó  limxn=Ï  Î·È  limxn=Ì, ÙfiÙÂ Â›Ó·È Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË  Ï=Ì.

1.2.4. ΠPOTAΣH. K¿ıÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, ÂÓÒ δεν ισ��ει
τ� αντ�στρ���. ¢ËÏ·‰‹, ÌÔÚÂ› ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ó· Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, ¯ˆÚ›˜ Ó· Â›Ó·È
Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û·, [‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 12].
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H ÂfiÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Û·Ó «κριτ�ρι� της μ�ν�τ�ν�ας».

1.2.5. ΠPOTAΣH. K¿ıÂ ÌÔÓfiÙÔÓË Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ. EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·:

(i) ·Ó Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜
ÙË˜ Î·È

(ii) ·Ó Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ Î·ÙÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜
ÙË˜.

1.2.6. ΠPOTAΣH. AÓ  (xn)  Â›Ó·È �ραγμ�νη ·ÎÔÏÔ˘ı›· Î·È  (yn)  Â›Ó·È μηδενικ�
·ÎÔÏÔ˘ı›·, ÙfiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xnØyn)  Â›Ó·È μηδενικ�.

1.2.7. ΠPOTAΣH. AÓ  (xn)  Â›Ó·È μηδενικ� ·ÎÔÏÔ˘ı›· Î·È ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  ÎŒó*+,

$ n0Œƒ*,  " n>n0,  |yn| � Î|xn|,  ÙfiÙÂ Î·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (yn)  Â›Ó·È μηδενικ�.

1.2.8. ΠPOTAΣH. AÓ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ υπακ�λ�υθ�α  (x¢n)

ÙË˜  (xn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Â›ÛË˜ ÛÙÔ ›‰ÈÔ fiÚÈÔ ÌÂ ÙËÓ  (xn), ‰ËÏ·‰‹  limxn = Ï fi limx¢n = Ï.

1.2.9. ΠPOTAΣH. AÓ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (xn), (yn)  συγκλ�ν�υν Î·È Â›Ó·È  limxn = Ï,
limyn = Ì,  ÙfiÙÂ:

(i) lim(xn+yn) = limxn+limyn = Ï+Ì,

(ii) lim(xn–yn) = limxn–limyn = Ï–Ì,

(iii) lim(xnØyn) = (limxn)Ø(limyn) = ÏØÌ     Î·È

(iv) ·Ó  " nŒƒ*,  yn≠0  Î·È  Ì≠0,   lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn
yn

   =  
limxn
limyn

 = Ï
Ì

 .

1.2.10. Παρατ�ρηση. EÂÈ‰‹ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ (i)–(iv) ÙË˜ [1.2.9.] ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÌÂ ÙËÓ
ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ υπ�ρ��υν Ù· fiÚÈ·  limxn, limyn,  ı· Ú¤ÂÈ ÚÒÙ· Ó· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘-
ÌÂ fiÙÈ ÔÈ  (xn), (yn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó Î·È ÌÂÙ¿ Ó· ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ. EÈ‰ÈÎ¿, ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹
ÙË˜ [1.2.9, (iv)] ı· Ú¤ÂÈ ÔˆÛ‰‹ÔÙÂ Ó· Â›Ó·È  Ì≠0, ÂÓÒ Ë ˘fiıÂÛË  "" nŒƒ*, yn≠0"
‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ  limyn=Ìπ0 fi " Â>0, $ n0Œƒ*,
" n>n0, yn≠0,  ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙË˜  (yn)  Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·Ó ·Ú·-
ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜  n0  ÚÒÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜.

1.2.11. ΠPOTAΣH. AÓ  limxn=Ï,  limyn=Ï  Î·È  $ n0Œƒ*,  " n>n0  xn�tn�yn,  ÙfiÙÂ
Â›Ó·È Î·È  limtn=Ï.

1.2.12. ΠPOTAΣH. AÓ  limxn = Ï,  ÙfiÙÂ Â›Ó·È Î·È  lim|xn| = |Ï|, ÂÓÒ δεν ισ��ει τ�
αντ�στρ���. ¢ËÏ·‰‹, ÌÔÚÂ› Ë (|xn|)  Ó· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·È Ë  (xn)  Ó· ·ÔÎÏ›ÓÂÈ, [‚Ï. 1.5,
¿ÛÎ. 13]. EÈ‰ÈÎ¿ fiÌˆ˜ ·Ó  Ï=0, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ:

limxn = 0 ¤ lim|xn| = 0.
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1.3. Πραγματικ�ς ακ�λ�υθ�ες συγκλ�ν�υσες στ�  +•,  � στ�  –•

1.3.1. OPIΣMOΣ. MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Ï¤ÌÂ fiÙÈ συγκλ�νει, ‹ fiÙÈ απ�κλ�νει �ρι-
σμ�να στ� +• (αντ�στ. στ� –•), fiÙ·Ó  " M>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  xn>M  (·ÓÙ›ÛÙ.
xn<–M) Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  limxn = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. limxn=–•).

1.3.2. Παρατ�ρηση. (i) AÓ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  +• (·ÓÙ›ÛÙ. ÛÙÔ –•)
δεν ε�ναι συγκλ�ν�υσα.

(ii) OÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ [1.2.3], [1.2.8] Î·È [1.2.11] ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÙÔ˘
ÔÚÈÛÌÔ‡ [1.3.1]. E›ÛË˜ Ë ÚfiÙ·ÛË [1.2.9] ÈÛ¯‡ÂÈ, ÌÂ ÙÔÓ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi Ó· ÌËÓ ÂÌÊ·Ó›˙Ô-

ÓÙ·È ÔÈ «απρ�σδι�ριστες μ�ρ��ς»  (1) 0
0
 , •–•, 0Ø•  Î·È  

•
•

 (1), ‰ËÏ·‰‹ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜

Ô˘ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ  
–
ó. ¢ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÚfiÙ·ÛË [1.2.4], ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·

Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  +•  (·ÓÙ›ÛÙ. ÛÙÔ –•) δεν ε�ναι �ραγμ�νη.

™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ·Ó  limxn = +•, Ë  (xn)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ, ÂÓÒ ·Ó

limxn = –•,  Ë  (xn)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ.

E›ÛË˜, ·Ó¿ÏÔÁË ÌÂ ÙÔ «ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÙË˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜» [1.2.5] Â›Ó·È Ë ·Ú·Î¿Ùˆ Úfi-
Ù·ÛË:

1.3.3. ΠPOTAΣH. K¿ıÂ ·‡ÍÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›·, Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÚÔ˜ Ù·
¿Óˆ, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  +•  Î·È Î¿ıÂ Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›·, Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË
ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  –•.

T¤ÏÔ˜, ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  +•,  ‹ ÛÙÔ  –•,  ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·Ú·-
Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:

1.3.4. ΠPOTAΣH.

(i) limxn = ÏŒó  Î·È  limyn = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•) fi lim(xn+yn) = +• (·ÓÙ›ÛÙ. –•)  Î·È

lim(xn–yn) = –• (·ÓÙ›ÛÙ. +•),

(ii) limxn = ÏŒó*  Î·È

limyn = +• (‹ –•) fi lim(xnØyn) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ+•  , fiÙ·Ó Ï Î·È limyn ÔÌfiÛËÌ·

–•   , fiÙ·Ó Ï Î·È limyn ÂÙÂÚfiÛËÌ·,

(iii) limxn = 0   Î·È

" nŒƒ*, xn≠0 fi lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ  1

xn
   = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ+•  , fiÙ·Ó $ mŒƒ*, " n>m, xn>0

–•   , fiÙ·Ó $ mŒƒ*, " n>m, xn<0,

(iv) limxn = ÏŒó,  limyn = +• (‹ –•)   Î·È  " nŒƒ*,  yn≠0 fi lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn
yn

   = 0,

_________
(1) ™ÙÈ˜ (1) ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ • ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÙÔ +•, ‹ ÙÔ –•. E›ÛË˜ ÙÔ 0Ø• ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È 0Ø(±•), ‹

(±•)Ø0.
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(v) limxn = ÏŒó*,   limyn = 0  Î·È

" nŒƒ*,  yn≠0 fi lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn
yn

   = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ+•  , fiÙ·Ó $ mŒƒ*, " n>m, Ï Î·È yn ÔÌfiÛËÌ·

–•   , fiÙ·Ó $ mŒƒ*, " n>m, Ï Î·È yn ÂÙÂÚfiÛËÌ·.

1.3.5. ΠPOTAΣH.

(i) limxn = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•) Î·È

limyn = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•) fi lim(xn+yn) = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•),

(ii) limxn = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•) Î·È

limyn = –•  (·ÓÙ›ÛÙ. +•) fi lim(xn–yn) = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•),

(iii) limxn = +•  (‹  –•)  Î·È

limyn = +•  (‹ –•) fi lim(xnØyn) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ+•  , fiÙ·Ó limxn Î·È limyn ÔÌfiÛËÌ·

–•   , fiÙ·Ó limxn Î·È limyn ÂÙÂÚfiÛËÌ·.

1.3.6. ΠPOTAΣH. limxn = +• (·ÓÙ›ÛÙ. –•) Î·È ÏŒó fi lim(xn+Ï) = +• (·ÓÙ›ÛÙ. –•)

Î·È

lim(ÏØxn) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ+• (·ÓÙ›ÛÙ. –•)  , fiÙ·Ó ÏŒó*+

–• (·ÓÙ›ÛÙ. +•)  , fiÙ·Ó ÏŒó–
.

1.3.7. ΠPOTAΣH.
limxn = +• (‹ –•) fi lim(|xn|) = +•.

1.4. Aν�τερ� και κατ�τερ� �ρι� πραγματικ�ς ακ�λ�υθ�ας -
Kριτ�ρια σ�γκλισης

1.4.1. OPIΣMOΣ. (i) O Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ï  Ï¤ÁÂÙ·È αν	τερ� �ρι� ÙË˜ ·ÎÔ-
ÏÔ˘ı›·˜  (xn), fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ ÙË˜  (xn)  ÌÂÁ·Ï‡-
ÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Ï–Â  Î·È ÌfiÓÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ ÙË˜  (xn)  ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Ï+Â.
TÔ ·ÓÒÙÂÚÔ fiÚÈÔ ÙË˜  (xn)  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  lim

nÆ•

�
xn,  ‹   lim

�
xn.

(ii) O Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ì  Ï¤ÁÂÙ·È κατ	τερ� �ρι� ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (xn),
fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ ÙË˜  (xn)  ÌÈÎÚfiÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Ì+Â
Î·È ÌfiÓÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ ÙË˜  (xn)  ÌÈÎÚfiÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Ì–Â. TÔ Î·ÙÒÙÂÚÔ
fiÚÈÔ ÙË˜  (xn)  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  lim

�nÆ•
xn,  ‹  lim

�
xn.

1.4.2. ΘEΩPHMA. K¿ıÂ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›· ¤¯ÂÈ ·ÓÒÙÂÚÔ Î·È Î·ÙÒÙÂÚÔ fiÚÈÔ.
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1.4.3. ΘEΩPHMA. AÓ  (xn)  Â›Ó·È ÌÈ· ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›·, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ συγ-
κλ�ν�υσα ˘·ÎÔÏÔ˘ı›·  (x¢n)  ÙË˜  (xn)  ÈÛ¯‡ÂÈ:

lim
�

xn � limx¢n � lim
�

xn.

¢ËÏ·‰‹, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· fiÚÈ· �λων των συγκλιν�υσ	ν υπακ�λ�υθι	ν της  (xn),

ÙfiÙÂ ÙÔ μεγαλ�τερ� ·fi Ù· fiÚÈ· ·˘Ù¿ Â›Ó·È ÙÔ  lim
�

xn,  ÂÓÒ ÙÔ μικρ�τερ� Â›Ó·È ÙÔ
lim
�

xn,  [‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 12].

1.4.4. OPIΣMOΣ. AÓ  (xn)  Â›Ó·È ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙfiÙÂ:

(i) lim
�

xn = +•, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÎŒó, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ ÙË˜  (xn)  ÌÂ-

Á·Ï‡ÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Î,

(ii) lim
�

xn = +•, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÎŒó, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌfiÓÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ

ÙË˜  (xn)  ÌÈÎÚfiÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Î,

(iii) lim
�

xn = –•, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÎŒó, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌfiÓÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ
ÙË˜  (xn)  ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Î  Î·È

(iv) lim
�

xn = –•, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÎŒó, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ fiÚÔÈ ÙË˜  (xn)  ÌÈ-

ÎÚfiÙÂÚÔÈ ÙÔ˘  Î.

1.4.5. OPIΣMOΣ. K¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ô˘ ‰ÂÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÂ ·ÚÈıÌfi  ÏŒó,  ‹ ÛÙ·  +•,

–•  Ï¤ÁÂÙ·È απ�κλ�ν�υσα, ‹ α�ριστα απ�κλ�ν�υσα.

OÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ‹ ·ÔÎÏ›-
ÓÂÈ Ï¤ÁÔÓÙ·È κριτ�ρια σ�γκλισης.

™˘Ó‹ıˆ˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Ù· ÎÚÈÙ‹ÚÈ·:

(·) TÔ κριτ�ρι� της μ�ν�τ�ν�ας, [1.2.5 Î·È 1.3.3].

(‚) TÔ κριτ�ρι� τ�υ αν	τερ�υ και κατ	τερ�υ �ρ��υ, Ô˘ ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜
ÂÍ‹˜:

1.4.6. ΘEΩPHMA. H ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn):

(i) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  ÏŒó,  ανν(1)

lim
�

xn = lim
�

xn = Ï,

(ii) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  +•  (·ÓÙ›ÛÙ. ÛÙÔ –•),  ανν

lim
�

xn = lim
�

xn = +•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•)  Î·È

_________
(1) AÓ Î·È ÌfiÓÔ ·Ó.
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(iii) ·ÔÎÏ›ÓÂÈ ·fiÚÈÛÙ·, ανν

lim
�

xn ≠ lim
�

xn.

(Á) TÔ κριτ�ρι� τ�υ Cauchy, Ô˘ ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

1.4.7. ΘEΩPHMA. H ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Û’ ¤Ó·Ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ανν

" Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  " m>n0,  |xn–xm| < Â.

TÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÙÔ˘ Cauchy Â›Ó·È ÔÏ‡ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÁÈ·Ù› Ì’ ·˘Ùfi ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ ·Ó
ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ¯ˆÚ›˜ Ó· Í¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ fiÚÈfi ÙË˜.

1.4.8. Παρατ�ρηση. ¶·Ú·Î¿Ùˆ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÌÂÚÈÎ¤˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ ÁÓˆÛÙ¤˜
·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜, Ô˘ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜, ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ,
ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÌÂÏÂÙËıÔ‡Ó ¿ÏÏÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜.

(·) AÓ  " nŒƒ*,  xn= 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 + 1

n
 

n
,   yn= 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 + 1

n
 

n+1
,   ÙfiÙÂ  limxn = limyn = e õ 2,718…

Î·È  (xn)  ·˘ÛÙËÚ¿ ·‡ÍÔ˘Û·, (yn)  ·˘ÛÙËÚ¿ Êı›ÓÔ˘Û·.

(‚) (i) AÓ  limxn = +•  (‹ limxn=–•),  ÙfiÙÂ  lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 +  1

xn
 

xn
 = e  Î·È

(ii) ·Ó  limxn=0  Î·È  " nŒƒ*, xn > 0  (‹ xn < 0),  ÙfiÙÂ lim(1+xn)1/xn = e.

(Á) °È· Î¿ıÂ  ·Œó,  Â›Ó·È   lim·n = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

   0   , fiÙ·Ó  |·|<1
   1   , fiÙ·Ó  ·=1

  +•   , fiÙ·Ó  ·>1

$/  lim·n  , fiÙ·Ó  ·�–1.

(‰) AÓ  ·>0,  Â›Ó·È  lim ÷̀̀
n

· = 1.

(Â) E›Ó·È  lim÷̀
n

n = 1.

(ÛÙ) AÓ  " nŒƒ*,  xn>0  ÙfiÙÂ:

(i) limxn = ·>0 ¤ lim(lnxn) = ln·,

(ii) limxn = +• ¤ lim(lnxn) = +•,

(iii) limxn = 0 ¤ lim(lnxn) = –•.

(˙) AÓ  limxn = ÏŒó (·ÓÙ›ÛÙ. " nŒƒ*,  xn>0  Î·È  limxn=+•),  ÙfiÙÂ Â›Ó·È Î·È

lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x1+x2+…+xn
n

   = Ï   (·ÓÙ›ÛÙ. +•).

(Ë) AÓ  " nŒƒ*,  xn>0  Î·È  limxn=Ï>0  (·ÓÙ›ÛÙ. limxn=+•),   ÙfiÙÂ Â›Ó·È Î·È

lim( )÷̀``````
n

x1Øx2…xn  = Ï   (·ÓÙ›ÛÙ. +•).
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(ı) AÓ  " nŒƒ*,  xn>0  Î·È  limxn=Ï>0  (·ÓÙ›ÛÙ. limxn=+•), ÙfiÙÂ Â›Ó·È Î·È

lim 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ  n

1
x1

 +  1
x2

 +…+  1
xn

   = Ï (·ÓÙ›ÛÙ. +•).

(È) AÓ  limxn=+•  (·ÓÙ›ÛÙ. –•),  ÙfiÙÂ

lim·xn = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ0 (·ÓÙ›ÛÙ. +•)  , fiÙ·Ó  0<·<1

+• (·ÓÙ›ÛÙ. 0)  , fiÙ·Ó  ·>1.

T¤ÏÔ˜, ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ θε	ρημα τ�υ Stolz Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘-
ıÈÒÓ.

1.4.9. ΘEΩPHMA. ŒÛÙˆ (xn) Ù˘¯Ô‡Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Î·È  (yn)  ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·˘ÛÙËÚ¿ ·‡-

ÍÔ˘Û·, Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ +•. AÓ  lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn+1–xn
yn+1–yn

   = ÏŒ
–
ó,  ÙfiÙÂ Â›Ó·È Î·È  lim 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn
yn

   = Ï.
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1.5. Λυμ�νες ασκ�σεις

1. Aν  (xn)  ε�ναι μια μηδενικ� ακ�λ�υθ�α θετικ	ν αριθμ	ν, τ�τε και η
ακ�λ�υθ�α  (xα

n), �π�υ  α>0, ε�ναι μηδενικ�.

Λ.(1) ŒÛÙˆ  Â>0,  ÔfiÙÂ Î·È Â1/·>0. EÂÈ‰‹ Ë  (xn)  Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ¤¯Ô˘ÌÂ, [1.2.2]

" Â>0,   $ n0Œƒ*,   " n>n0,   |xn| < Â1/·.

AÏÏ¿  |xn| < Â1/· fi |x·
n| < Â,  ‰ËÏ·‰‹

" Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  |x·
n| < Â  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  limx·

n = 0.

2. Nα δει�τε� �τι αν  lim 
 Ô
Ô

 Ô
Ôxn+1

xn
 = λ<1,  �π�υ  " nŒƒ*, xn≠0, τ�τε η ακ�-

λ�υθ�α  (xn)  ε�ναι μηδενικ�.

Λ. E›Ó·È  lim 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn+1
xn

   = Ï  Î·È  0�Ï<1.

EÔÌ¤Óˆ˜ ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ  0<Â0<1–Ï,  ÙfiÙÂ [1.2.1]

$ n0Œƒ*,  " n>n0,  –Â0<
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn+1
xn

   – Ï < Â0  Î·È Û˘ÓÂÒ˜

" n>n0,  |xn+1| < (Ï+Â0)|xn|.

£¤ÙÔ˘ÌÂ  Ï+Â0=Î  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

(1) " n>n0,  |xn+1| <Î |xn|,  fiÔ˘  0<Î<1.

AÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ (1) Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÁÈ·  n0+1, …, n0+m–1,  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

(2) |xn0+m| <Îm
 |xn0+1|.

Afi ÙËÓ (2) Î·È ÙÈ˜ [1.2.7], [1.4.8, (Á)] ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn0+m)  Â›Ó·È

ÌË‰ÂÓÈÎ‹. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î·È Ë  (xn)  Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹.

¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ÂÂÈ‰‹  lim
mÆ•

xno+m = 0,  Â›Ó·È [1.2.2]

(3) " Â>0,  $ n1Œƒ*,   " m>n1,   |xn0+m| < Â.

AÓ ı¤ÛÔ˘ÌÂ  n=n0+m, ÙfiÙÂ  m>n1 fi n>n0+n1  Î·È Ë (3) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

" Â>0,  $ n ¢0 = n0+n1Œƒ*,   " n > n ¢0,   |xn| < Â.

ÕÚ·  limxn=0.

_________
(1) TÔ  §.  ÛËÌ·›ÓÂÈ Ï‡ÛË.
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3. Nα δει�τε� �τι η ακ�λ�υθ�α  (xn), �π�υ  "  nŒƒ*, xn=nκαn, |α|<1  και
κŒ�, ε�ναι μηδενικ�.

Λ. E›Ó·È  " nŒƒ*, xn≠0  Î·È

lim 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn+1
xn

   = lim 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

(n+1)Î·n+1

nÎ·n    = lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 + 1

n
 

Î
|·| = 1Ø|·| = |·|<1.

EÔÌ¤Óˆ˜, [1.5, ¿ÛÎ. 2] Ë  (xn)  Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹.

4. Nα δει�τε� �τι αν  " nŒƒ*, xn>0  και  lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn+1
xn

   = λ>0  (αντ�στ. +•), τ�-

τε ε�ναι και  lim( ÷̀̀
n

xn) = λ  (αντ�στ. +•).

Λ. EÂÈ‰‹ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn+1
xn

    Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  Ï>0  (·ÓÙ›ÛÙ. ÛÙÔ +•), Ë ·ÎÔÏÔ˘-

ı›· ÙˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ ÙË˜ Ì¤ÛˆÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Â›ÛË˜ ÛÙÔ  Ï  (·ÓÙ›ÛÙ. ÛÙÔ +•), [1.4.8, (Ë)].

EÔÌ¤Óˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ

lim÷̀````
n

x2
x1

 Ø 
x3
x2

 …  xn
xn–1

 = lim÷̀
n

xn
x1

 = Ï  (·ÓÙ›ÛÙ. +•).

AÏÏ¿ Â›Ó·È [1.4.8, (‰)]  lim ÷̀̀
n

x1 = 1  Î·È Û˘ÓÂÒ˜

lim( ÷̀̀
n

xn) = lim
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ÷̀

n
xn
x1

  ( )÷̀̀
n

x1  = ÏØ1 = Ï  (·ÓÙ›ÛÙ. (+•)Ø1 = +•).

5. Nα �ρεθε� τ� �ρι�  lim÷̀`
ν

ν! .

Λ. °È· ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xÓ),  fiÔ˘  " ÓŒƒ*, xÓ=Ó!  ¤¯Ô˘ÌÂ

lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xÓ+1
xÓ

   = lim (Ó+1)!
Ó!

 = lim(Ó+1) = +•.

ÕÚ· [1.5, ¿ÛÎ. 4],  lim(÷̀̀
Ó

xÓ) = lim÷̀̀
Ó

Ó! = +•.

2η Λ�ση. AÓ  xÓ = ÷̀̀
Ó

Ó!,  ÙfiÙÂ  lnxÓ = ln÷̀̀
Ó

Ó! = 1
Ó
 lnÓ! = ln1+ln2+…+lnÓ

Ó
 .

K·È ÂÂÈ‰‹  limlnÓ = +•  Î·È  lnÓ>0  ¤¯Ô˘ÌÂ, [1.4.8,(˙)]  limlnxÓ = +•. ÕÚ· [1.4.8,(ÛÙ)],

limxÓ = lim÷̀̀
Ó

Ó! = +•.
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6. Nα δει�τε� �τι  " αŒó*, ε�ναι  lim α
n

n!
 = 0.

Λ. E›Ó·È  " nŒƒ*,  xn = ·
n

n!
 π 0  Î·È

lim 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn+1
xn

   = lim 

 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 

·n+1

(n+1)!
·n

n!

   = lim |·|
n+1

 = 0 < 1.

ÕÚ· [1.5, ¿ÛÎ. 2],  limxn=0.

7. #στω  (xn)  μηδενικ� ακ�λ�υθ�α και  (yn)  μηδενικ� ακ�λ�υθ�α, αυ-
στηρ� �θ�ν�υσα και  " nŒƒ*,  yn>0.

Nα δει�τε� �τι αν  lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn–xn+1
yn–yn+1

   = λŒ
–
ó, τ�τε ε�ναι και  lim 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn
yn

   = λ.

Λ. (i) AÓ  lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn–xn+1
yn–yn+1

   = ÏŒó,  ÙfiÙÂ [1.2.1]

" Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn–xn+1
yn–yn+1

 – Ï  < Â
2
 ,  ‹

(1) " Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  (yn–yn+1) 
 Ë
Ê

 ̄
ˆÏ – Â

2
   < (xn–xn+1) < 

 Ë
Ê

 ̄
ˆÏ + Â

2
   (yn–yn+1),

ÂÂÈ‰‹  yn–yn+1 > 0.

AÓ ·ıÚÔ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ (1) ÁÈ·  n, n+1, …, n+p–1,  fiÔ˘ pŒƒ*  Î·È
n>n0,  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

(2) (yn–yn+p)
 Ë
Ê

 ̄
ˆÏ – Â

2
   < xn–xn+p< 

 Ë
Ê

 ̄
ˆÏ + Â

2
  (yn–yn+p)

Î·È ÁÈ·  n  ÛÙ·ıÂÚfi ¤¯Ô˘ÌÂ
lim
pÆ•

xn+p = 0 ,   lim
pÆ•

yn+p = 0.

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙË˜ (2),  fiÙ·Ó  pÆ•, ¤¯Ô˘ÌÂ

yn Ë
Ê

 ̄
ˆÏ – Â

2
   � xn � yn Ë

Ê
 ̄
ˆÏ + Â

2
    Î·È Û˘ÓÂÒ˜

Ï–Â < 
xn
yn

 < Ï+Â,  ‰ËÏ·‰‹  
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn
yn

 –Ï <Â.

Œ¯Ô˘ÌÂ ‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ
" Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn
yn

 –Ï <Â.

ÕÚ·  lim 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

xn
yn

   = Ï.

(ii) ¶·ÚfiÌÔÈ· Â›Ó·È Ë ·fi‰ÂÈÍË, fiÙ·Ó  Ï=+•,  ‹  Ï=–•.
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8. Aν  (xn)  ε�ναι μηδενικ� ακ�λ�υθ�α και  (yn)  �ραγμ�νη ακ�λ�υθ�α, να
δει�τε� �τι η ακ�λ�υθ�α  (zn), �π�υ

" nŒƒ*, zn = x1yn+…+xpyn–p+…+xny1
n

 ,  ε�ναι μηδενικ�.

Λ. EÂÈ‰‹ Ë  (yn)  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, ˘¿Ú¯ÂÈ  Î>0  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ  " nŒƒ*, |yn|�Î.
E›ÛË˜ Ë  (xn)  Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Î·È Û˘ÓÂÒ˜

" Â>0,  $ n0Œƒ*,   " n>n0,  |xn| < 
Â
2Î

 .

ÕÚ·

|zn| = |x1yn+…+xpyn–p+…+xny1|
n

 � Î(|x1|+…+|xn|)
n

 <

< 
Î(|x1|+…+|xn0

|)
n

 + n–n0
n

  Â
2
 = ÎM

n
 + n–n0

n
  Â
2
 ,

fiÔ˘  M = |x1|+…+|xn0
| = ÛÙ·ı.  AÓ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔÓ  n1Œƒ*  Ù¤ÙÔÈÔÓ, ÒÛÙÂ  ÎM

n1
 < Â

2
 , ÙfiÙÂ

" n>n1  Â›Ó·È  ÎM
n

 < ÎM
n1

 < Â
2
 .  EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó  n¢0 = max(n0, n1), ÙfiÙÂ

" Â>0,  $ n¢0Œƒ*,  " n>n¢0,  |zn| < Â
2
 + Â

2
 = Â.

ÕÚ· Ë  (zn)  Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›·.

9. Nα δει�τε�, με τη ���θεια τ�υ κριτηρ��υ της μ�ν�τ�ν�ας, �τι η ακ�-

λ�υθ�α  (xn), �π�υ  " nŒƒ*, xn = 1 + 1
22 +…+ 1

n2 ,  συγκλ�νει.

Λ. H  (xn)  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· Î·È  " n>1  Â›Ó·È

xn<1 + 1
1Ø2

 + 1
2Ø3

 +…+ 1
(n–1)n

 <1+ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 – 1

2
   + 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2
 – 1

3
   +…+ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
n–1

 – 1
n

   = 2 – 2
n
 < 2.

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (xn)  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ, ÔfiÙÂ [1.2.5,(i)] Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.

10. Nα δει�τε� �τι η ακ�λ�υθ�α  (xn), �π�υ  " nŒƒ*, xn+1 = ÷̀```κ+xn , x1=1  και
κ>0,  ε�ναι α���υσα και �ραγμ�νη και να �ρεθε� τ� �ρι� της.

Λ. E·ÁˆÁÈÎ¿ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë  (xn)  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ

(1) " nŒƒ*, xn+1�xn.

¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ÁÈ·  n=1,  Ë (1) ÈÛ¯‡ÂÈ, ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  x2–x1 = ÷̀̀ `̀k+1–1> 0.  ¢Â¯fiÌ·ÛÙÂ
fiÙÈ Ë (1) ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·  n=Ó,  ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ (2)  xÓ+1 ≥ xÓ  Î·È ı· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ·
n=Ó+1.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:
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(3) xÓ+2 � xÓ+1 ¤ ÷̀````Î+xÓ+1 � ÷̀```Î+xÓ  ¤ Î+xÓ+1 � Î+xÓ ¤ xÓ+1 � xÓ.

K·È ÂÂÈ‰‹ ‰Â¯ı‹Î·ÌÂ fiÙÈ Ë (2)  ÈÛ¯‡ÂÈ, ¿Ú· ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È Ë (3) Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë (1)
ÈÛ¯‡ÂÈ. EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (xn)  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  (xn)  Â›Ó·È Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË.

¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ

xn = ÷̀````Î+xn–1 � ÷̀```Î+xn ,  ÔfiÙÂ  x2
n � Î+xn  ‹ ,   (4)   x2

n–xn–Î � 0.

AÏÏ¿ Ë ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û· ÙÔ˘ ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘  x2
n–xn–Î  Â›Ó·È  ¢=1+4Î>0  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÙÔ ÙÚÈÒ-

Ó˘ÌÔ ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜  Ú1, Ú2. ÕÚ·, ÁÈ· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë (4) Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È
" nŒƒ*,  Ú1�xn�Ú2.  EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (xn)  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÔfiÙÂ, [1.2.5, (i)] Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.
AÓ  limxn=Ï,  Â›Ó·È Î·È limxn–1=Ï.

EÔÌ¤Óˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ  limxn = ÷̀``````Î+limxn–1 , ‹  Ï = ÷̀̀ `̀Î+Ï, ‹  Ï2–Ï–Î = 0  Î·È Ï = 1±÷̀̀ `̀ `1+4Î
2

 .

H ÙÈÌ‹  Ï = 1–÷̀̀ `̀ `1+4Î
2

 = Ú1  ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, ÂÂÈ‰‹ Ô  Ú1  Â›Ó·È ¤Ó· Î·ÙÒÙÂÚÔ ÊÚ¿ÁÌ·

ÙË˜  (xn).  ÕÚ·

limxn = 1+÷̀̀ `̀ `1+4Î
2

 .

11. Nα δει�τε� �τι η ακ�λ�υθ�α  (xn), �π�υ  " nŒƒ*, xn = 2
n$n!
nn  ,  ε�ναι μηδε-

νικ�.

Λ. E›Ó·È  " nŒƒ*, xn≠0  Î·È

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn+1
xn

   = 

2n+1(n+1)!
(n+1)n+1

2nn!
nn

 = 2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

n
n+1

 

n
 = 2

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1 + 1

n
 

n .

ÕÚ· [1.4.8, (·)],  lim 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xn+1
xn

   = 2
e
 < 1,  ÔfiÙÂ [1.5, ¿ÛÎ. 2], Ë  (xn)  Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹.

12. Δ�νεται η ακ�λ�υθ�α  (xn), �π�υ

" nŒƒ*, xn = 

 Ó
Ô
Ì
Ô
Ï1 – 1

2n , �ταν  n  περιττ�ς

    1
2n , �ταν  n  �ρτι�ς και  nπ10κ,  κŒ�

2   ,  �ταν  n=10κ,  κ �ρτι�ς

2 –  1
2n , �ταν  n=10κ,  κ  περιττ�ς.

Nα �ρεθ��ν τα  lim
�

xn, lim
�

xn  και να ε�εταστε� αν η  (xn)  ε�ναι �ραγ-

μ�νη και αν συγκλ�νει.
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Λ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÙË˜  (xn):

(1) (x¢n), fiÔ˘  x¢n=1 – 1
2n ,  n  ÂÚÈÙÙfi˜,

(2) (x¢¢n), fiÔ˘  x¢¢n  = 1
2n ,  n  ¿ÚÙÈÔ˜ Î·È  n≠10Î,  ÎŒ�,

(3) (x¢¢¢n ), fiÔ˘  x¢¢¢n =2,  n=10Î,  Î  ¿ÚÙÈÔ˜  Î·È

(4) (x(iv)
n ), fiÔ˘  x(iv)

n =2 – 1
2n ,  fiÔ˘  n=10Î,  Î  ÂÚÈÙÙfi˜.

E›Ó·È  limx¢n=1,  limx¢¢n=0,  limx¢¢¢n =2  Î·È  limx(iv)
n =2.

K·È ÂÂÈ‰‹ Î¿ıÂ ¿ÏÏË ˘·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙË˜  (xn)  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ·fi Î¿-
ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ (1), (2), (3) Î·È (4), ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÔÚ›ˆÓ fiÏˆÓ ÙˆÓ Û˘Á-

ÎÏÈÓÔ˘ÛÒÓ ˘·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ÙË˜  (xn)  Â›Ó·È ÙÔ  {0, 1, 2}.  ÕÚ· [1.4.3],  lim
�

xn=2  Î·È

lim
�

xn=0.  E›ÛË˜, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  " nŒƒ*, 0<xn�2  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë  (xn)  Â›Ó·È

ÊÚ·ÁÌ¤ÓË. T¤ÏÔ˜, Â›Ó·È  lim
�

xn≠lim
�

xn,  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ [1.4.6, (iii)], Ë  (xn)  ·ÔÎÏ›ÓÂÈ.

13. #στω η ακ�λ�υθ�α  (xn), �π�υ " nŒƒ*, xn=(–1)n.

Nα ε�εταστε� αν �ι  (xn) και (|xn|)  συγκλ�ν�υν.

Λ. i) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÙË˜  (xn), (x2Î)ÎŒƒ*, fiÔ˘ x2Î=1 Î·È (x2Î–1)ÎŒƒ*,

fiÔ˘  x2Î–1=–1.  E›Ó·È  limx2Î=1, limx2Î–1=–1. E›ÛË˜, Î¿ıÂ ¿ÏÏË Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û· ˘·-
ÎÔÏÔ˘ı›· ÙË˜  (xn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ‹ ÛÙÔ  1, ‹ ÛÙÔ  –1.

ÕÚ·  lim
�

xn=1  Î·È  lim
�

xn=–1,  ÔfiÙÂ [1.4.6] Ë  (xn)  ·ÔÎÏ›ÓÂÈ.

ii) EÂÈ‰‹  " nŒƒ*,  |xn|=1,  Â›Ó·È Î·È  lim|xn| = 1.

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (|xn|)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, [‚Ï. 1.2.12].

14. Aν  α, �  ε�ναι θετικ�� αριθμ��, να δει�τε� �τι  lim÷̀````
n

αn+�n  = max{α, �}.

Λ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn),  fiÔ˘  " nŒƒ*,  xn=÷̀````
n

·n+‚n.

i) AÓ  ·�‚  ÙfiÙÂ  " nŒƒ*,  ·= ÷̀̀
n

·n < ÷̀````·n+‚n � ÷̀```
n

·n+·n = · ÷̀
n

2,  ‰ËÏ·‰‹  " nŒƒ*,

· < ÷̀````
n

·n+‚n � · ÷̀
n

2 . K·È ÂÂÈ‰‹ [1.4.8,(‰)],  lim·÷̀
n

2 = ·Ø1 = ·, ·fi ÙËÓ [1.2.11] ÚÔ-
Î‡ÙÂÈ  limxn = · = max{·, ‚}.

ii) ¶·ÚfiÌÔÈ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ, fiÙ·Ó  ·<‚, ÙfiÙÂ  limxn = ‚ = max{·, ‚}.
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15. Aν  x1=1, x2=3  και  " n�2, xn+1 = 1
2

 (xn+xn–1),  να δει�τε� , με τη ���θεια

τ�υ κριτηρ��υ τ�υ Cauchy, �τι η ακ�λ�υθ�α  (xn)  συγκλ�νει.

Λ. AÚÎÂ› Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ [1.4.7]

" Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  " m>n0,   |xm–xn|<Â.

E›Ó·È xn+1–xn = 1
2
 (xn–xn–1),

xn–xn–1 = 1
2
 (xn–1–xn–2),

………………………

x3–x2 = 1
2
 (x2–x1) .

ÕÚ·

(1) " nŒƒ*,  xn+1–xn = (–1)n–1

2n–1  (x2–x1) = (–1)n–1Ø2
2n–1  .

E›ÛË˜, ·Ó  m, nŒƒ*  Î·È  m<n, ÙfiÙÂ

|xm–xn| = |xm–xm+1+xm+1–xm+2+xm+2–…–xn–1+xn–1–xn| �

� |xm+1–xm|+|xm+2–xm+1|+…+|xn–xn–1|,

ÔfiÙÂ, ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙË˜ (1), ¤¯Ô˘ÌÂ

(2) |xm–xn| � 2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2m–1 +  1

2m +…+  1
2n–2   = 1

2m–2 + 1
2m–1 +…+ 1

2n–3 .

K·È ÂÂÈ‰‹ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2Î 

ÎŒƒ*
 Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹, ÚÔÎ‡ÙÂÈ

lim
mÆ•
nÆ•

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2m–2 +  1

2m–1 +…+  1
2n–3   = 0.

EÔÌ¤Óˆ˜

(3) " Â>0,  $ n0Œƒ*,  " m>n0,  " n>n0,  
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

1
2m–2 +  1

2m–1 +…+  1
2n–3  <Â.

Afi ÙÈ˜ (2) Î·È (3) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

" Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  " m>n0,  |xm–xn| < Â.

ÕÚ· [1.4.7], Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.

16. Nα δει�τε�, με τη ���θεια τ�υ κριτηρ��υ τ�υ Cauchy, �τι η ακ�λ�υθ�α

(xn), �π�υ  " nŒƒ*, xn = 1 + 1
2
 +…+ 1

n
 , συγκλ�νει στ�  +•.

Λ. AÓ ¿ÚÔ˘ÌÂ  n=2m, ÙfiÙÂ
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xn–xm = 1
m+1

 +…+ 1
2m

 > mØ 1
2m

 = 1
2
 .

EÔÌ¤Óˆ˜

$ Â0 = 1
2
 > 0,  " n0Œƒ*,  $ n, m>n0,  |xn–xm| > 1

2
 .

¢ËÏ·‰‹ Ë Û¯¤ÛË " Â>0,  $ n0Œƒ*,  " n>n0,  " m>n0,  |xn–xm| < Â

‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ [1.4.7], Ë  (xn)  ‰ÂÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÂ  ÏŒó. K·È ÂÂÈ‰‹ Ë  (xn)  Â›-

Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ıÂÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, Â›Ó·È [1.3.3], limxn=+•.

1.6. Aσκ�σεις π�υ πρ�τε�ν�νται για λ�ση

17. AÓ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· Î·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Î·È ·Ó

lim[n(xn+xn+1)] = 1,  Ó· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ   lim(nxn) = 1
2
 .

18. N· ‰ÂÈ¯ÙÂ›, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ÙÔ˘ Cauchy, fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn), fiÔ˘:

" nŒƒ*, xn = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

2(n+1)
n

  , fiÙ·Ó  n  ¿ÚÙÈÔ˜

n–1
n

  , fiÙ·Ó  n  ÂÚÈÙÙfi˜,
   ·ÔÎÏ›ÓÂÈ.

19. AÓ  " nŒƒ*,  xn = 1
2–n+(–1)n

 , Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù·  lim
�

xn, lim
�

xn.

20. AÓ  0<·<‚  Ó· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (xn), (yn), fiÔ˘

" nŒƒ*, xn+1 = 2xnyn

xn+yn
 ,   yn+1 = xn+yn

2
 , Î·È  x1=·, y1=‚, Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ›‰ÈÔ fiÚÈÔ.

21. ŒÛÙˆ  (xn)  ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ıÂÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ  " nŒƒ*, ·<xn
n<‚, fiÔ˘  ·, ‚Œó*+ .

N· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ fiÚÈfi ÙË˜.

22. N· ‰ÂÈ¯ÙÂ›, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ ÙË˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜, fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn), fiÔ˘  " nŒƒ*,

xn = 1
n+1

 + 1
n+2

 +…+ 1
2n

 , Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.

23. AÓ  0<·<1, x1=·  Î·È  " nŒƒ*, xn+1=xn(2–xn), Ó· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xn)  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·

Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ fiÚÈfi ÙË˜.

24. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ  (xn), (yn), fiÔ˘  " nŒƒ*, xn = n!
nn

  Î·È  yn = ÷̀̀
n

n!
n

 .

25. MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Stolz, Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ (·n), (‚n), fiÔ˘

i) " nŒN*,  ·n = 1

÷̀̀ `̀ `̀n(n+1)
 + 1

÷̀̀ `̀ `̀n(n+2)
 + … + 1

n÷̀2
      Î·È ii) " nŒN*,  ‚n = 1+22+…+nn

nn
 .

26. N· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ fiÚÈÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (xn),  fiÔ˘  " nŒƒ*,  xn = n
n2+1

 + n
n2+2

 + … + " nŒN*, .

27. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ  (xn), (yn),  fiÔ˘   ·) " nŒƒ*,   xn = ÷̀̀ `
p

n+1–÷̀
p

n   Î·È

‚)  yn = [Ï]+[2Ï]+…+[nÏ]
n2

  ,  ÏŒó*,  [‚Ï. ÛÂÏ. 471].




