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1Æ

ŸÚÈÔ Î·È ™˘Ó¤¯ÂÈ· ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ™˘Ó¿ÚÙËÛË˜

¶ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ MÂÙ·‚ÏËÙÒÓ

ŸÚÈÔ Î·È ™˘Ó¤¯ÂÈ· ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ™˘Ó¿ÚÙËÛË˜

¶ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ MÂÙ·‚ÏËÙÒÓ

KÂÊ¿Ï·ÈÔ

1.1. O Eυκλε�δει	ς ��ρ	ς  ón

1.1.1. OPIΣMOΣ. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ  n-¿‰ˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

ón = {(x1, x2, …, xn)/xiŒó} ,   nŒƒ*

ÌÂ Ú¿ÍÂÈ˜

(i) (x1, x2, …, xn)+(y1, y2, …, yn) = (x1+y1, x2+y2, …, xn+yn) ,

(ii) Ï(x1, x2, …, xn) = (Ïx1, Ïx2, …, Ïxn) ,

Â›Ó·È ¤Ó·˜  n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ¿Óˆ ÛÙÔ  ó.

T· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ·˘ÙÔ‡ Ï¤ÁÔÓÙ·È Î·È ÛËÌÂ›·. ŸÙ·Ó Ë ·fiÛÙ·ÛË ‰‡Ô ÛËÌÂ›ˆÓ
ÙÔ˘  P(x1, x2, …, xn)  Î·È  Q(y1, y2, …, yn)  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

|PQ| = ÷̀````````````````````(x1–y1)2+(x2–y2)2+ … +(xn–yn)2 ,

ÙfiÙÂ Ô ¯ÒÚÔ˜ Ï¤ÁÂÙ·È Eυκλε�δει	ς ��ρ	ς Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  ón.

1.1.2. Παρατ�ρηση. O E˘ÎÏÂ›‰ÈÔ˜ ¯ÒÚÔ˜  ón:

(i) ÁÈ·  n=1  Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·,
(ii) ÁÈ·  n=2  Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ Â›Â‰Ô  Oxy,  ‰ËÏ·‰‹ ÌÂ ÙÔ Â›Â‰Ô ÛÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯Ô˘ÌÂ

ÂÎÏ¤ÍÂÈ ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ,
(iii) ÁÈ·  n=3  Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ¯ÒÚÔ  Oxyz, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û˘Ó‹ıË ¯ÒÚÔ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ¤¯Ô˘-

ÌÂ ÂÎÏ¤ÍÂÈ ¤Ó· ÙÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ Û‡ÛÙËÌ· Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓˆÓ,

(iv) ÂÓÒ ÁÈ·  n>3  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÂÔÙÈÎ‹ ÂÈÎfiÓ·.

1.1.3. OPIΣMOΣ. A˜ Â›Ó·È  ÂŒó*+  Î·È P0(x0
1, x0

2 , …, x0
n)  ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ E˘ÎÏÂ›-

‰ÂÈÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  ón. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  P  ÙÔ˘ ón  ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  |PP0| < Â, Ï¤-
ÁÂÙ·È ε-κυκλικ� περι	�� τ	υ σημε�	υ P0. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  P(x1, x2, …, xn)
ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  ón  ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ
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" iŒ{1, 2, …, n} ,   |xi–x0
i | < Â,

Ï¤ÁÂÙ·È ε-τετραγωνικ� περι	�� τ	υ σημε�	υ  P0.
E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Î¿ıÂ Î˘ÎÏÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘  P0  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· ÙÂÙÚ·Áˆ-

ÓÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  P0  Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·. H  Â- ÂÚÈÔ¯‹ (Î˘ÎÏÈÎ‹ ‹ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹) ÙÔ˘ ÛË-
ÌÂ›Ô˘  P0  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  N(P0, ε). ŸÙ·Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›Ô Ó· ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ıÂ-
ÙÈÎfi  Â, Ï¤ÌÂ, ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ·, περι	�� τ	υ σημε�	υ  P0  Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  N(P0). EÈ‰ÈÎ¿
Ë  Â-Î˘ÎÏÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P0(x0, y0)  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ó2, Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

N(P0, Â) = {(x, y)Œó2
 /  ÷̀`````````(x–x0)2+(y–y0)2 < Â} ,

‰ËÏ·‰‹, Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ  P0  Î·È
·ÎÙ›Ó·  Â,  (Û¯. 1).

y

xO

Â
P0

™¯. 1

y

xO

y0–Â

x0x0–Â x0+Â

y0

y0+Â

P0

™¯. 2

E›ÛË˜ Ë Â-ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  P0, Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

N(P0, Â) = {(x, y)Œó2/  |x–x0| < Â,  |y–y0| < Â} ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0  Î·È ÏÂ˘Ú¤˜ ·-
Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Ì‹ÎÔ˘˜  2Â, (Û¯. 2). H Â-Î˘ÎÏÈÎ‹ Â-
ÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P0(x0, y0, z0)  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  ó3, Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ ÛË-
ÌÂ›ˆÓ ÙË˜ ÛÊ·›Ú·˜ ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ  P0  Î·È ·ÎÙ›Ó·  Â, ÂÓÒ Ë  Â-ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  P0

Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ Î‡‚Ô˘ ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ  P0, ÏÂ˘Ú¿  2Â Î·È
¤‰ÚÂ˜ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Â›Â‰·.

1.1.4. OPIΣMOΣ. A˜ Â›Ó·È Û‡ÓÔÏÔ  TÃón,  TπΔ .

(i) TÔ ÛËÌÂ›Ô  P0Œón  Ï¤ÁÂÙ·È σημε�	 συσσ�ρευσης τ	υ  T, ·Ó

" Â>0,  (N(P0, Â)–{Po})«T π Δ  ,

‰ËÏ·‰‹ ·Ó Î¿ıÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  P0  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  T  ‰È·ÊÔ-
ÚÂÙÈÎfi ·fi ÙÔ  P0.
TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  T  Ï¤ÁÂÙ·È παρ�γωγ	 σ�ν	λ	 τ	υ T
Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  T¢.

(ii) TÔ ÛËÌÂ›Ô  P0ŒT  Ï¤ÁÂÙ·È απ	μ	νωμ�ν	 σημε�	 τ	υ  T, fiÙ·Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô

Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  T, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó
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$ Â>0 : (N(P0, Â)–{P0}) « T = Δ .

(iii) TÔ ÛËÌÂ›Ô  P0ŒT  Ï¤ÁÂÙ·È εσωτερικ� σημε�	 τ	υ T, ·Ó

$ Â>0 :  N(P0, Â) Ã T ,

‰ËÏ·‰‹, ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  P0  Ô˘ Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔ  T. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  T  Ï¤-
ÁÂÙ·È αν	ικτ�, fiÙ·Ó fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó

" PŒT,  $ Â>0 : N(P0, Â) Ã T .

1.1.5. OPIΣMOΣ. K¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: ƒ*Æón,  Ô˘ ·ÂÈÎÔÓ›˙ÂÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ƒ* ÛÙÔ
¯ÒÚÔ  ón,  Ï¤ÁÂÙ·È ακ	λ	υθ�α σημε�ων τ	υ ��ρ	υ  ón, Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  (Pν)
νŒƒ* ‹, ÈÔ ·Ï¿, ÌÂ (Pν),  fiÔ˘  " ÓŒƒ*,  PÓ = f(Ó). H ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (PÓ)  Ï¤ÁÂÙ·È

συγκλ�ν	υσα στ	 σημε�	  P0Œón  ·Ó, ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  Ó0Œƒ* Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ
ÁÈ· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi  Ó  ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÙÔ˘  Ó0  Ó· Â›Ó·È  |PÓ P0| < Â.  ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹
ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ limPÓ = P0 ,  ‹  lim

ÓÆ•
PÓ = P0  Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  P0  Â›Ó·È ÙÔ fiÚÈÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜

(Pν).

1.1.6. ΘEΩPHMA. AÓ  PÓ (x
(Ó)
1 , x(Ó)

2 , …, x(Ó)
n )  Â›Ó·È ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  ón

Î·È  P0(x0
1, x0

2, …, x0
n)Œón,  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

limPÓ = P0 ¤ limx(Ó)
i  = x0

i   ,   " iŒ{1, 2, …, n}.

1.2. Συναρτ�σεις περισσ	τ�ρων μετα�λητ�ν - �ρια

1.2.1. OPIΣMOΣ. MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó, fiÔ˘  DÃón, n≥2, Ï¤ÁÂÙ·È πραγμα-
τικ� συν�ρτηση  n  πραγματικ�ν ανε�αρτ�των μετα�λητ�ν, ‹, ÈÔ Û‡ÓÙÔÌ·,
συν�ρτηση  n  μετα�λητ�ν. OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  n  ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, fiÔ˘  n≥2, Ï¤ÁÔÓÙ·È
συναρτ�σεις περισσ	τ�ρων μετα�λητ�ν.

1.2.2. Συμ
�λισμ�ς. TËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P(x1, x2, …, xn)ŒD
Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  f(P),  ‹ ÌÂ  f(x1, x2, …, xn).

1.2.3. OPIΣMOΣ. A˜ Â›Ó·È  f: DÆó, fiÔ˘  DÃón, ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  n  ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ

Î·È  D¢  ÙÔ ·Ú¿ÁˆÁÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  D. §¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  ��ει �ρι	 τ	ν πραγ-
ματικ� αριθμ�  λ  στ	 σημε�	  P0(x0

1, x0
2, …, x0

n)ŒD¢  ·Ó, ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0  ˘¿Ú¯ÂÈ

‰=‰(Â) > 0  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  PŒD  ÌÂ  0 < |PP0| < ‰, Ó· Â›Ó·È |f(P)–Ï| < Â.  ™ÙËÓ

ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ
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lim
PÆP0

f(P)= λ , ‹ lim
x1Æx0

1

f(x1, x2, …, xn) = λ .

x2Æx0
2

... ...
xnÆx0

n

IÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi 1.2.3 Â›Ó·È Î·È Ô

1.2.4. OPIΣMOΣ. §¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó, fiÔ˘  DÃón, ¤¯ÂÈ fiÚÈÔ ÙÔÓ Ú·-

ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi  Ï  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(x0
1, x0

2, …, x0
n)ŒD¢ ·Ó, ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0  ˘¿Ú¯Ô˘Ó

‰i=‰i(Â) > 0, iŒ{1, 2, …, n}, Ù¤ÙÔÈÔÈ ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ P(x1, x2, …, xn)ŒD ÌÂ  0 < |xi–x0
i | < ‰i,

iŒ{1, 2, …, n}, Ó· Â›Ó·È  |f(x1, x2, …, xn)–Ï| < Â.

1.2.5. ΘEΩPHMA. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó, fiÔ˘  DÃón, ¤¯ÂÈ fiÚÈÔ ÙÔÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi

·ÚÈıÌfi  Ï  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0ŒD¢  ανν*, ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (PÓ)  ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  D–{P0},
Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  P0, Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ (f(PÓ))
Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  Ï.

1.2.6. Παρατ�ρηση. TÔ £ÂÒÚËÌ· 1.2.5 ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È Â›ÙÂ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ
fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· fiÚÈÔ Î·È Â›Ó·È  lim

PÆP0

f(P) = Ï,  Â›ÙÂ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú-

¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆP0

f(P).

™ÙËÓ ÚÒÙË ÂÚ›ÙˆÛË ı· Ú¤ÂÈ Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (PÓ) ÛË-
ÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  D–{P0}  Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  P0, Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›·
(f(PÓ)) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÚÈıÌfi  Ï, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (PÓ),
(‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 3).

™ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÚ›ÙˆÛË ı· Ú¤ÂÈ:

(·) ‹ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (PÓ)  ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  D–{P0}  Ô˘ Ó· Û˘Á-
ÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (f(PÓ))  Ó· ·ÔÎÏ›ÓÂÈ
(‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 9, (III)),

(‚) ‹ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (PÓ), (P¢Ó)  ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ D–{P0} Ô˘ Ó·

Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  P0  Î·È Ù¤ÙÔÈÂ˜, ÒÛÙÂ ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜   (f(PÓ)), (f(P¢Ó))
Ó· Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ fiÚÈ·,  (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 4).

1.2.7. ΠPOTAΣH**. TÔ fiÚÈÔ  lim
PÆP0

f(P),  ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.

1.2.8. ΠPOTAΣH. AÓ  f: DÆó  Î·È  Ê: DÆó  Â›Ó·È ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È ˘¿Ú¯Ô˘Ó

Ù· fiÚÈ· lim
PÆP0

f(P) = Ï,  lim
PÆP0

Ê(P) = Ì,  ÙfiÙÂ Â›Ó·È

_________
* ·Ó Î·È ÌfiÓo ·Ó.
** ™ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ 1.2.7 - 1.2.13 ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ¿ÓÙÔÙÂ fiÙÈ  DÃón, n≥2, DπΔ  Î·È  P0ŒD¢.
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(i) lim
PÆP0

[f(P)+Ê(P)] = lim
PÆP0

f(P)+ lim
PÆP0

Ê(P) = Ï+Ì ,

(ii) lim
PÆP0

[f(P)–Ê(P)] = lim
PÆP0

f(P)– lim
PÆP0

Ê(P) = Ï–Ì ,

(iii) lim
PÆP0

[f(P)ØÊ(P)] = lim
PÆP0

f(P)Ø lim
PÆP0

Ê(P) = ÏØÌ  ,

(iv) lim
PÆP0

 f(P)
Ê(P)

 = 

lim
PÆP0

f(P)

   lim
PÆP0

Ê(P) 
 = Ï

Ì
  ,  ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ  Ìπ0  Î·È  " PŒD, Ê(P)π0.

1.2.9. ΠPOTAΣH. AÓ  f: DÆó  Î·È  Ê: DÆó  Â›Ó·È ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ù¤ÙÔÈÂ˜, ÒÛÙÂ

" PŒD,   f(P) ≤ Ê(P)

Î·È ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·  lim
PÆP0

f(P),  lim
PÆP0

Ê(P),  ÙfiÙÂ Â›Ó·È

lim
PÆP0

f(P) ≤ lim
PÆP0

Ê(P) .

1.2.10. ΠPOTAΣH. AÓ  f: DÆó  Î·È  lim
PÆP0

f(P) = Ï, ÙfiÙÂ:

(i) " ÎŒƒ*, lim
PÆP0

÷̀̀ `̀
Î

f(P) = ÷̀``
Î

lim
PÆP0

f(P) = ÷̀
Î

Ï ,  ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ  ÷̀
Î

Ï Œó,

(ii) " qŒQ,  lim
PÆP0

[f(P)]q = Ïq,

(iii) " ·Œó–Q ,  lim
PÆP0

[f(P)]· = [ lim
PÆP0

f(P)]· = Ï·,  ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ Ë  f  Â›Ó·È ÌË

·ÚÓËÙÈÎ‹ Î·È  Ï>0,

(iv) " · > 0,  lim
PÆP0

·f(P) = ·
lim

PÆP0
f(P)

 = ·Ï,

(v)  lim
PÆP0

|f(P)| = | lim
PÆP0

f(P)| = |Ï|.

1.2.11. ΠPOTAΣH. AÓ  f: DÆ ó, g: DÆó, Ê: DÆó, Â›Ó·È ÙÚÂÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ù¤-

ÙÔÈÂ˜, ÒÛÙÂ
" PŒD,  f(P) ≤ g(P) ≤ Ê(P)

Î·È ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·   lim
PÆP0

f(P),  lim
PÆP0

Ê(P)  Î·È Â›Ó·È ›Û·, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ

lim
PÆP0

g(P)  Î·È Â›Ó·È
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lim
PÆP0

g(P) =  lim
PÆP0

f(P) =  lim
PÆP0

Ê(P).

1.2.12. ΠPOTAΣH. AÓ  f: DÆó  Î·È  g: DÆó  Â›Ó·È ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ù¤ÙÔÈÂ˜, ÒÛÙÂ
lim

PÆP0

f(P)=0  Î·È Ë  g  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÂ ÌÈ· ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  P0, ‰ËÏ·‰‹

$ ‰>0, $ M>0: " PŒN(P0, ‰)«D,  |g(P)| ≤ M, ÙfiÙÂ   lim
PÆP0

[f(P)Øg(P)] = 0.

1.2.13. ΠPOTAΣH. AÓ  f: DÆó  Î·È ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ  lim
PÆP0

f(P), ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¿-

ÓÙÔÙÂ ÌÈ· ÂÚÈÔ¯‹  N(P0, ‰)  ÛÙËÓ ÔÔ›· Ë  f  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ‰ËÏ·‰‹

$ ‰>0, $ M>0:  " PŒN(P0, ‰) « D, |f(P)| ≤ M.

1.2.14. OPIΣMOΣ. AÓ  f: DÆó  Î·È  P0ŒD¢, ÙfiÙÂ

(·) lim
PÆP0

f(P) = +• ¤ " M>0, $ ‰>0: (PŒD  Î·È  0 < |PP0| < ‰) fi f(P) > M.

(‚) lim
PÆP0

f(P) = –• ¤ " M>0, $ ‰>0: (PŒD   Î·È  0 < |PP0| < ‰) fi f(P) < –M.

1.2.15. ΠPOTAΣH. A˜ Â›Ó·È  P0(x0, y0)Œó2, l: ·(x–x0)+‚(y–y0) = 0  ÌÈ· Â˘ıÂ›· Ô˘

ÂÚÓ¿ ·fi ÙÔ  P0  Î·È  f = f(P): ó2Æó  ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

f(P) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

f1(P),   fiÙ·Ó  Pœl

f2(P),   fiÙ·Ó  PŒl .

AÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·   lim
PÆP0

f1(P),  Pœl,   lim
PÆP0

f2(P), PŒl  Î·È Â›Ó·È ›Û· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜,

‰ËÏ·‰‹ ·Ó

lim
PÆP0

Pœl

f1(P) = lim
PÆP0

PŒl

f2(P) = ÏŒó ,

ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ  lim
PÆP0

f(P)  Î·È Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ  Ï,  ‰ËÏ·‰‹  lim
PÆP0

f(P) = Ï .

1.3. Διπλ� �ρια συν�ρτησης δ�	 μετα�λητ�ν

1.3.1. OPIΣMOΣ. A˜ Â›Ó·È  f: DÆó,  fiÔ˘  DÃó2, ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ‰‡Ô ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ

Î·È  P0(x0, y0) ŒD¢. AÓ ÁÈ· Î¿ıÂ  xπx0  ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ  lim
yÆy0

f(x, y),  ÙfiÙÂ ÙÔ fiÚÈÔ ·˘Ùfi
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Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌfiÓÔ ÙÔ˘  x, ‰ËÏ·‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ  lim
yÆy0

f(x, y) = Ê(x).

TÔ fiÚÈÔ  lim
xÆx0

Ê(x), ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, Ï¤ÁÂÙ·È διπλ� �ρι	 της συν�ρτησης  f  ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô  P(x0, y0)  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  lim
xÆx0

[ lim
yÆy0

f(x, y)].

AÓ¿ÏÔÁ· ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È τ	 διπλ� �ρι	

lim
yÆy0

[ lim
xÆx0

f(x, y)] .

1.3.2. Παρατ�ρηση

(·) H ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÂÓfi˜ ‰ÈÏÔ‡ ÔÚ›Ô˘ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(x0, y0)  ‰ÂÓ
ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘, (‚Ï. 1.5, ·ÛÎ. 10).

‚) H ‡·ÚÍË Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô ‰ÈÏÒÓ ÔÚ›ˆÓ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô P(x0, y0)
‰ÂÓ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ¿ ÙÔ˘˜, (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 11).

(Á) H ‡·ÚÍË Î·È ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ‰‡Ô ‰ÈÏÒÓ ÔÚ›ˆÓ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô

P0(x0, y0), ‰ÂÓ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘  lim
xÆx0
yÆy0

f(x, y), (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 12).

(‰) H ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ‰ÂÓ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ
‡·ÚÍË ÙˆÓ ‰ÈÏÒÓ ÔÚ›ˆÓ ÙË˜  f  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi, (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 14, (·)).

(Â) H ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ Î·È ÂÓfi˜ ‰ÈÏÔ‡ ÔÚ›Ô˘ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô, ‰ÂÓ
ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ ‰ÈÏÔ‡ ÔÚ›Ô˘ ÙË˜  f  Û’ ·˘Ùfi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô, (‚Ï.
1.5, ¿ÛÎ. 13).

1.3.3. ΠPOTAΣH. AÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· ‰ÈÏ¿ fiÚÈ·

A= lim
xÆx0

[ lim
yÆy0

f(x, y)] ,    B= lim
yÆy0

[ lim
xÆx0

f(x, y)]

Î·È ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ  lim
xÆx0
yÆy0

f(x, y),   ÙfiÙÂ Â›Ó·È  A=B.

1.3.4. Παρατ�ρηση (Π�ρισμα της Πρ�τασης 1.3.3.)

AÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· ‰ÈÏ¿ fiÚÈ·

A = lim
xÆx0

[ lim
yÆy0

f(x, y)]  ,      B = lim
yÆy0

[ lim
xÆx0

f(x, y)]

ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  Î·È Â›Ó·È  AπB,  ÙfiÙÂ δεν υπ�ρ�ει ÙÔ fiÚÈÔ  lim
xÆx0
yÆy0

f(x, y)  ,

(‰ÈfiÙÈ ·Ó ˘‹Ú¯Â ÙÔ fiÚÈÔ ·˘Ùfi ı· ¤ÚÂÂ Ó· Â›Ó·È  A = B).
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1.4. Συν��εια συν�ρτησης περισσ	τ�ρων μετα�λητ�ν

1.4.1. OPIΣMOΣ. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó, fiÔ˘  DÃón, n≥2, Ï¤ÁÂÙ·È συνε��ς στ	
σημε�	  P0ŒD, ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0,  ˘¿Ú¯ÂÈ  ‰ = ‰(Â) > 0  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  PŒD
ÌÂ  |PP0| < ‰,  Ó· Â›Ó·È  |f(P)–f(P0)| < Â.  IÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi 1.4.1 Â›Ó·È Î·È Ô

1.4.2. OPIΣMOΣ. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË   f: DÆó   Ï¤ÁÂÙ·È συνε��ς στ	 σημε�	

P0(x0
1, x

0
2, …, x0

n)ŒD, ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0,  $ ‰i=‰i (Â)>0, iŒ{1, 2, …, n}, Ù¤ÙÔÈÔÈ, ÒÛÙÂ ÁÈ·

Î¿ıÂ  P(x1, x2, …, xn)ŒD  ÌÂ  |xi–x0
i | < ‰i,  iŒ{1, 2, …, n},  Ó· Â›Ó·È

|f(x1, x2, …, xn)–f(x0
1, x0

2, …, x0
n)| < Â.

E›ÛË˜ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ Â›Ó·È Î·È Ô ÂfiÌÂÓÔ˜ ÔÚÈÛÌfi˜.

1.4.3. OPIΣMOΣ. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó  Ï¤ÁÂÙ·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0ŒD«D¢,
·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ  lim

PÆP0

f(P)  Î·È Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ  f(P0), ‰ËÏ·‰‹ ·Ó

 lim
PÆP0

f(P) = f(P0) .

1.4.4. ΠPOTAΣH. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÂ Î¿ıÂ ·ÔÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ÛË-

ÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜  D.

1.4.5. ΘEΩPHMA. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0ŒD«D¢
ανν, ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (PÓ)  ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  D–{P0}  Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  P0, Ë ·ÎÔ-
ÏÔ˘ı›·  (f(PÓ))  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  f(P0).

OÈ Û˘ÓÂ¯Â›˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ÂfiÌÂÓÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

1.4.6. ΠPOTAΣH. AÓ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f: DÆó  Î·È  Ê: DÆó  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯Â›˜ ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô  P0ŒD, ÙfiÙÂ Î·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  ·f, fiÔ˘  ·Œó, f+Ê, f–Ê, fØÊ, f
Ê

 (ÌÂ  Ê(P0)π0),

|f |  Î·È  " ÓŒƒ*, ÔÈ  fÓ,  1
fÓ

 , ÷̀
Ó

f  Â›Ó·È Â›ÛË˜ Û˘ÓÂ¯Â›˜ ÛÙÔ  P0, ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ

ÙÔ  P0  ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ.

1.4.7. ΠPOTAΣH. AÓ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0ŒD  Î·È

·Ó  f(P0)>Î,  (‹  f(P0)<Î), fiÔ˘  ÎŒó, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹  N(P0, ‰)  ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  P0

Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ
" PŒN(P0, ‰)«D ,  f(P) > Î,   (‹  f(P) < Î) .

1.4.8. OPIΣMOΣ. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f: DÆó  Ï¤ÁÂÙ·È συνε��ς στ	 σ�ν	λ	  A, fiÔ˘

AÃD,  ·Ó Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  A.
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1.4.9. ΘEΩPHMA.  AÓ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi Î·È
ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ  D  ÙfiÙÂ:

(i) Ë  f  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  D, ‰ËÏ·‰‹ ˘¿Ú¯ÂÈ  KŒó*+  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ

" PŒD ,   |f(P)| ≤ K .

(ii) Ë ‰È· ÙË˜  f  ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘  D, f(D) = {f(P)/PŒD}  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔ-

ÏÔ Î·È

(iii) Ë  f  ·›ÚÓÂÈ ÌÈ· ÂÏ¿¯ÈÛÙË Î·È ÌÈ· Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÛÙÔ  D, ‰ËÏ·‰‹ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛËÌÂ›·
P1, P2ŒD  Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  f(P1) ≤ f(P) ≤ f(P2),  ÁÈ· Î¿ıÂ  PŒD.

1.5. Λυμ�νες ασκ�σεις

1. Δ�νεται η συν�ρτηση  f: DÆó, �π	υ

" (x, y)ŒD,   f(x, y) = x
2–y2

x2+y2   και  D = {(x, y)Œó2 / |y|<x2}.

Nα δει�τε� �τι   lim
PÆP 0

f(x, y) = 1, �π	υ  P0(0, 0).

Λ.* °ÂÓÈÎ¿, fiÙ·Ó ‰›ÓÂÙ·È ÙÔ fiÚÈÔ  Ï  Î·È Ë  f  ¤¯ÂÈ ·Ï‹ ÌÔÚÊ‹, ÁÈ· Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ
lim

PÆP0

f(P)=Ï, ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ Ì¤ıÔ‰Ô:

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÔÛfiÙËÙ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·fi ÙËÓ  |f(P)–Ï|  Ë ÔÔ›· ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·-
ÛıÂ›, ‹ ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË  |PP0|,  ‹ ÌÂ ÙÈ˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜  |xi–x0

i | , iŒ{1, 2, …, n}. ™ÙËÓ

ÚÒÙË ÂÚ›ÙˆÛË ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi 1.2.3 Î·È ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi 1.2.4.
™ÙËÓ ¿ÛÎËÛË Ô˘ ‰fiıËÎÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  D= {(x, y)Œó2

 / –x2 < y < x2},  ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ  D  Â›Ó·È

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·Ú·‚ÔÏÒÓ  y = –x2, y = x2,  (ÁÚ·Ì-
ÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÛÙÔ Û¯. 3). E›ÛË˜ Â›Ó·È  Ï=1  Î·È  P0ŒD¢, (ÙÔ  P0

Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ O).

y = x2

y = –x2

xO
D

™¯. 3

y

Œ¯Ô˘ÌÂ |PP0|= ÷̀`````````(x–0)2+(y–0)2 = ÷̀```x2+y2     Î·È

|f(x, y)–1| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x2–y2

x2+y2 –1  = 2y2

x2+y2 .

EÂÈ‰‹ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P(x, y)ŒD,  ¤¯Ô˘ÌÂ  y2 < x4 ,

Â›Ó·È Î·È 2y2

x2+y2 < 2x4

x2+y2   .

_________
* To §. ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ï‡ÛË».
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EÔÌ¤Óˆ˜

|f(x, y)–1| < 2x4

x2+y2 < 2(x2+y2)2

x2+y2  = 2(x2+y2) = 2(|PP0|)2,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È
(1)      |f(x, y)–1| < 2(|PP0|2) .

EÂÈ‰‹ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜  (1)  ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ Ë ·fiÛÙ·ÛË |PP0|, ı· ÂÊ·Ú-
ÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  1.2.3.

A˜ Â›Ó·È  Â>0. AÓ ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = ÷̀Â
2
 ,  ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  PŒD  ÌÂ

(2)           0 < |PP0| < ‰,

ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙˆÓ  (1)  Î·È  (2), ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

|f(x, y)–1| < 2Ø‰2= 2Ø Â
2
 = Â .

Œ¯Ô˘ÌÂ ‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ

" Â>0,  $ ‰ = ÷̀Â
2
  > 0 : (PŒD  Î·È  0 < |PP0| < ‰) fi |f(x, y)–1| < Â.

ÕÚ·  [1.2.3] lim
PÆP0

f(x, y) = 1 .

2. Δ�νεται η συν�ρτηση  f: ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó,  f(x, y) = x2+2y.

Nα δει�τε� �τι  lim
PÆP 0

f(x, y) = 5, �π	υ  P0(1, 2) .

Λ. E›Ó·È  Ï=5, x0=1 , y0=2  Î·È

 |f(x, y)–5| = |x2+2y–5| = |x2–1+2y–4| ≤ |x2–1|+2|y–2| .

E›ÛË˜  P0ŒD¢,  fiÔ˘  D=ó2.  ÕÚ·

(1)     |f(x, y)–5| ≤ |x+1| |x–1|+2|y–2| .

EÂÈ‰‹ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜  (1)  ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜  |x–x0| = |x–1|
Î·È  |y–y0| = |y–2|  ı· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  1.2.4.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔ ıÂÙÈÎfi  ‰1=1  Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  0 < |x–1| < ‰1,  ÔfiÙÂ

|x–1|<1 fi –1 < x–1 < 1 fi –1+2 < x–1+2 < 1+2 fi 1 < x+1 < 3 fi |x+1|<3 .

EÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ·  0 < |x–1| < ‰1, ·fi ÙËÓ  (1)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

(2)      |f(x, y)–5| < 3|x–1|+2|y–2| .
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ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰¢1= min 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸1,  Â

6
    Î·È  ‰2= Â

4
  , ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ

P(x, y)Œó2  ÌÂ  0 < |x–1| < ‰¢1   Î·È  0  < |y–2| < ‰2,  ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙË˜  (2), ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

|f(x, y)–5| < 3‰¢1+2‰2 ≤ 3Ø Â
6
 + 2Ø Â

4
 = Â

2
 + Â

2
 = Â.

EÔÌ¤Óˆ˜  [1.2.4] lim
PÆP0

f(x, y) = 5 .

3. Δ�νεται η συν�ρτηση  f: ó2Æó,  �π	υ

" (x, y)Œó2,  f(x, y) = 
 Ó
Ì
Ïy2

 ημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆx

y
  ,  �ταν  yπ0

0   ,  �ταν  y=0 .

Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�ει τ	 �ρι	  lim
xÆx0
yÆy0

f(x, y) .

Λ. °È· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0)  Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›·  y=0,  ¤¯Ô˘ÌÂ:
(i) AÓ  yπ0,  ÙfiÙÂ [1.2.12].

lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = lim
xÆ0
yÆ0

 
 Î
È

 ̊
˘y2

 ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x
y

   = 0 .

(ii) AÓ  y=0,  ÙfiÙÂ  f(x, y) = 0  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0.

ÕÚ· [1.2.15], ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0.

4. Δ�νεται η συν�ρτηση  f: ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó2,  f(x, y) = 
 Ó
Ì
Ï x+y,  �ταν   xy=0

1,   �ταν   xyπ0
.

Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�ει τ	 �ρι	  lim
PÆP 0

f(x, y) , �π	υ  P0(0, 0).

Λ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn=P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ

" nŒƒ*,     xn= 1
n
   ,   yn= 1

n
   .
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ÕÚ· " nŒƒ*,  xn ynπ0,   f(Pn) = f(xn, yn) = 1    Î·È

(1)        limf(Pn)= limf(xn, yn) = lim1=1.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Â›ÛË˜ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (P¢n)  ÌÂ  P¢n (x¢n, y¢n)Œó2–{P0},  limP¢n=P0  Î·È Ù¤-

ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ

" nŒƒ*,  x¢n= 1
n
   ,   y ¢n = 0 .

EÔÌ¤Óˆ˜

" nŒƒ*,    x¢n y¢n = 0,  f(x¢n, y¢n) = x¢n+0 = x¢n = 1
n
      Î·È   (2)   limf(P¢n) = lim 1

n
 = 0.

Afi ÙÈ˜  (1)  Î·È  (2)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (Pn),
(P¢n)  ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  ó2–{P0}  Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  P0(0, 0)  Î·È Ù¤ÙÔÈÂ˜, ÒÛÙÂ ÔÈ ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯Â˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (f(Pn)), (f(P¢n))  Ó· Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ fiÚÈ·. ÕÚ· [1.2.5]

Î·È  [1.2.6]  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
PÆP0

f(x, y).

5. Nα �ρεθε� τ	  lim
PÆP 0

f(x, y) , �π	υ

f(x, y) = x3y+x2y3+2xy4      και    P0(1, 2) .

Λ. EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ  [1.2.8] - [1.2.10],  ¤¯Ô˘ÌÂ

lim
xÆ1
yÆ2

f(x, y) = lim
xÆ1
yÆ2

(x3y) + lim
xÆ1
yÆ2

(x2y3) + 2lim
xÆ1
yÆ2

(xy4) =

= 13Ø2+12Ø23+2Ø1Ø24 = 2+8+32 = 42 .

6. Nα δει�τε� �τι:

α) lim
xÆ0
yÆ0

 x3

x2+y2 = 0  , �) lim
xÆ0
yÆ0

 (x2+y2) ημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

xy
 = 0   ,

γ) lim
xÆ0
yÆ0

 ημ(xy)
ημx ημy

 = 1 , δ) lim
xÆ0
yÆ0

 x2–y2

1+x2+y2 = 0   ,

ε) lim
xÆ0
yÆ0

 xημ(xy)
x2+y2  = 0  , στ) lim

xÆ0
yÆ1

 ημ(xy)
x

 = 1   ,

#) lim
xÆ2
yÆπ

 x2ημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

y
x

 = 4  , η) lim
xÆ0
yÆ0

 
2x5+4x2y3–2y5

(x2+y2)2  = 0   .
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Λ. α) E›Ó·È  f(x, y) = x3

x2+y2 : ó2– {P0}Æ ó  Î·È  P0(0, 0)ŒD¢ ,  fiÔ˘  D=ó2–{P0}

Â›Ó·È ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜  f.

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  lim
PÆP0

f(x, y) = 0.  E›Ó·È  |PP0| = ÷̀```x2+y2  Î·È

|f(x, y)–0| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x3

x2+y2   = |x| 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x2

x2+y2   ≤ |x| ≤ ÷̀```x2+y2 = |PP0| .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=Â, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  PŒó2–{P0}  ÌÂ

0 < |PP0| < ‰

ı· ¤¯Ô˘ÌÂ |f(x, y)–0| ≤ |PP0| < Â .
Œ¯Ô˘ÌÂ ‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ

" Â>0,    $ ‰ = Â > 0 : PŒó2–{P0}   Î·È  0 < |PP0| < ‰ fi |f(x, y)–0| < Â  .

EÔÌ¤Óˆ˜  [1.2.3],  lim
PÆP0

f(x, y) = 0 .

�) E›Ó·È  f(x, y) = (x2+y2) ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
xy

   : DÆó ,  fiÔ˘  D = {(x, y)Œó2/xyπ0}  Î·È

P0(0, 0)ŒD¢. E›ÛË˜ Â›Ó·È  |PP0| = ÷̀```x2+y2   Î·È

|f(x, y)–0| = |f(x, y)| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô(x2+y2) ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
xy

   ≤ x2+y2 = (|PP0|)2 .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=÷̀Â , ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)ŒD  ÌÂ  0<|PP0|<‰,

ı· ¤¯Ô˘ÌÂ
|f(x, y)–0| ≤ (|PP0|)2 < ‰2 = Â  .

¢ËÏ·‰‹ " Â>0 ,  $ ‰=÷̀Â > 0 :  0 < |PP0| < ‰ fi |f(x, y)–0| < Â

Î·È Û˘ÓÂÒ˜  [1.2.3]   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0 .

γ) E›Ó·È  f(x, y) = ËÌ(xy)
ËÌx ËÌy

 : DÆó,  fiÔ˘

D = {(x, y)Œó2/ xπÎ,  yπÎ},  Î=0, ±1, ±2, …,   Î·È  P0(0, 0)ŒD¢.

E›ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ:

(1) f(x, y) = 

ËÌ(xy)
xy

  ËÌx
x

 ËÌy
y

  
     .
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AÏÏ¿, Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ:

(2) lim
xÆ0

 ËÌx
x

 = lim
yÆ0

 ËÌy
y

 = lim
xÆ0
yÆ0

 ËÌ(xy)
xy

 = 1  ,

ÔfiÙÂ, ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙˆÓ  (1), (2)  Î·È  [1.2.8  (iii), (iv)]  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

 lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 

  lim
xÆ0
yÆ0

 ËÌ(xy)
xy

 Ë
Ê

 ̄
ˆlim

xÆ0
 ËÌx

x
   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ  lim

yÆ0
 ËÌy

y
 

 = 1  .

δ) E›Ó·È  f(x, y) = x2–y2

1+x2+y2 : ó2Æó  Î·È  P0(0, 0)ŒD¢,  fiÔ˘  D=ó2  ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈ-

ÛÌÔ‡ ÙË˜  f . ÕÚ·:

|f(x, y)–0| = |f(x, y)| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x2–y2

1+x2+y2   ≤ |x2–y2| ≤ x2+y2 = (|PP0|)2 .

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=÷̀Â , ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2  ÌÂ
0 < |PP0| < ‰,  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

|f(x, y)–0| < ‰2=Â  .

ÕÚ·  [1.2.3]  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0 .

ε) E›Ó·È  f(x, y) = xËÌ(xy)
x2+y2  : ó2–{P0}Æ ó  Î·È  P0(0, 0)ŒD¢,  fiÔ˘  D = ó2–{P0} ÙÔ

Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜  f.

E›ÛË˜ Â›Ó·È f(x, y) = x2y
x2+y2 

ËÌ(xy)
xy

   .

EÂÈ‰‹   lim
xÆ0
yÆ0

 ËÌ(xy)
xy

 = 1,   ÁÈ· Ó· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0,  ·ÚÎÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ

lim
xÆ0
yÆ0

 x2y
x2+y2 = 0 .

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Â›Ó·È:

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x2y
x2+y2 – 0  = 

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x2y
x2+y2   = |x| 

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xy
x2+y2   ≤*  |x| 

x2+y2

2
  x2+y2  

 = |x|
2

 ≤ ÷̀```x2+y2

2
 = |PP0|

2
   .

_________
*  |xy| = |x| |y| ≤ x

2+y2

2
  .
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ÕÚ·, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=2Â, ÙfiÙÂ  " Â>0,  $ ‰ = 2Â > 0  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ

(P(x, y)ŒD   Î·È   0 < |PP0| < ‰) fi 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

x2y
x2+y2   < Â,

 ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È  lim
xÆ0
yÆ0

 x2y
x2+y2 = 0   Î·È Û˘ÓÂÒ˜   lim

xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0.

στ) E›Ó·È  f(x, y) = ËÌ(xy)
x

 : DÆó,  fiÔ˘  D = {(x, y)Œó2
 / xπ0} ,  P0(0, 1)ŒD¢ .

AÏÏ¿ f(x, y) = y 
ËÌ(xy)

xy

Î·È ÂÂÈ‰‹ lim
xÆ0
yÆ1

(xy) = 0 , Â›Ó·È   lim
xÆ0
yÆ1

 ËÌ(xy)
xy

 = 1  .

ÕÚ· lim
xÆ0
yÆ1

f(x, y) = ( )lim
yÆ1

y  Ø 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆlim

xÆ0
yÆ1

 ËÌ(xy)
xy

  = 1Ø1 = 1 .

#) E›Ó·È  [1.2.8, (iii)]

lim
xÆ2
yÆ

x2
 ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

y
x

   = ( )lim
xÆ2

x2
 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆlim

xÆ2
yÆ

ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

y
x

   = 22ØËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
   = 4  .

η) E›Ó·È f(x, y) = 2x5+4x2y3–2y5

(x2+y2)2  : ó2–{P0}Æó Î·È P0(0, 0)ŒD¢, fiÔ˘ D=ó2–{P0}

ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜  f.  AÏÏ¿

|f(x, y)–0| = |f(x, y)| ≤ 2|x|5+4|x|2 |y|3+2|y|5

(x2+y2)2  = 2|x| |x4|+4|y| (x2y2)+2|y|y4

(x2+y2)2

Î·È ÂÂÈ‰‹    |x| ≤ ÷̀```x2+y2 = |PP0| ,  |y| ≤ ÷̀```x2+y2 = |PP0| , Â›Ó·È

|f(x, y)| ≤ 2|PP0| (x
4+2x2y2+y4)
(x2+y2)2  = 2|PP0|  .

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = Â
2
   ÙfiÙÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2–{P0}

ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È  0<|PP0|<‰,  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

|f(x, y)| < 2‰ = Â .

ÕÚ·   [1.2.3] lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0 .
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7. Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�	υν τα �ρια:

α) lim
xÆ0
yÆ0

 x
x2+y2   , �) lim

xÆ0
yÆ0

  (y2–x)3+x2y
(y2–x)2+|y|5

    ,  γ) lim
xÆ0
yÆ0

  x4y4

(x2+y4)3     ,

δ) lim
xÆ0
yÆ0

 x
4+2x2y2+xy3

(x2+y2)2    , ε) lim
xÆ0
yÆ0

  x
2–y2

x2+y2    .

Λ. α) E›Ó·È  f(x, y) = x
x2+y2 : ó2–{P0}Æó   Î·È  P0(0, 0)ŒD¢,  fiÔ˘  D=ó2–{P0}.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn=P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ
" nŒƒ* ,   xn = Ïy2

n
*
  .

ÕÚ· " nŒƒ* ,   f(Pn) = f(Ïy2
n, yn) = 

Ïy2
n

Ï2
 y4

n+y2
n
 = Ï

Ï2
 y2

n+1

Î·È ÂÂÈ‰‹ limPn = P0 ¤ limxn = 0   Î·È  limyn = 0 ,

¤¯Ô˘ÌÂ limf(Pn) = lim
ynÆ0

 Ï
Ï2

 y2
n+1

 = Ï
1
 = Ï  .

EÔÌ¤Óˆ˜, ·›ÚÓÔÓÙ·˜ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿  Ï, .¯.  Ï=1  Î·È  Ï=2, ¤¯Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ ÚÒ-
ÙË ÂÚ›ÙˆÛË  limf(Pn) = 1  Î·È ÛÙË ‰Â‡ÙÂÚË   limf(Pn) = 2.  K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ  limf(Pn)
ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ  Ï,  ‰ËÏ·‰‹ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ [1.2.5
Î·È 1.2.6]  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim

xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

�) E›Ó·È f(x, y) = (y
2–x)3+x2y

(y2–x)2+|y|5
 : ó2–{P0}Æó   Î·È  P0(0, 0)ŒD¢,  fiÔ˘  D=ó2–{P0}.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn = P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ
" nŒƒ* ,   yn = Ïxn  .

Œ¯Ô˘ÌÂ

" nŒƒ*,   f(Pn) = f(xn, Ïxn) = 
(Ï2x2

n–xn)3+Ïx3
n

(Ï2
 x2

n–xn)2+|Ïxn|5
 = xn[(Ï2xn–1)3+Ï]

(Ï2xn–1)2+|Ï|5 |xn|3

Î·È ÂÂÈ‰‹   limPn = P0 ¤ limxn = 0  Î·È  limyn = 0,  Â›Ó·È

limf(Pn) = lim
xnÆ0

 xn[(Ï2xn–1)3+Ï]
(Ï2xn–1)2+|Ï|5 |xn|3

 = 0
1
 = 0  .

_________
*  ¢ËÏ·‰‹ Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (Pn)  ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ ·Ú·‚ÔÏ‹  x=Ïy2.
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E›ÛË˜ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (P¢n)  ÌÂ  P¢n(x¢n, y¢n)Œó2–{P0},  limP¢n=P0  Î·È Ù¤-

ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ
"  nŒƒ* ,  x¢n = y¢2n     Î·È  y¢n > 0  .

E›Ó·È " nŒƒ*,   f(P¢n) = f(y¢2n , y¢n) = 
(y¢2n –y¢2n )3+y¢5n
(y¢2n –y¢2n )2+|y¢n|5

 = 
y¢5n
|y¢n|5

 = 1

Î·È (2)      limf(P¢n) = 1 .

Afi ÙÈ˜  (1)  Î·È  (2)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  limf(Pn) π limf(P¢n)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  [1.2.5]  Î·È

[1.2.6]  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y).

γ) E›Ó·È  f(x, y) = x4y4

(x2+y4)3 : ó2–{P0}Æó   Î·È  P0(0, 0)ŒD¢,  fiÔ˘  D=ó2–{P0} .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn=P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ
" nŒƒ* ,  xn = Ïy2

n  .

E›Ó·È " nŒƒ*,    f(Pn) = f(Ïy2
n, yn) = 

Ï4y12
n

(Ï2y4
n+y4

n)3 = 
Ï4y12

n

(Ï2+1)3
 y12

n
 = Ï4

(Ï2+1)3  .

ÕÚ· limf(Pn) = Ï4

(Ï2+1)3

Î·È Û˘ÓÂÒ˜ (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 7(·)), ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

δ) E›Ó·È f(x, y) = x
4+2x2y2+xy3

(x2+y2)2  : ó2–{P0}Æó ,  fiÔ˘  P0(0, 0)ŒD¢ Î·È D=ó2–{0}.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn=P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ
" nŒƒ* ,   yn = Ïxn .

ÕÚ·  " nŒƒ*,  f(Pn) = f(xn, Ïxn) = 
x4

n+2Ï2x4
n+Ï3x4

n

(x2
n+Ï2x2

n)2  = 1+2Ï2+Ï3

(1+Ï2)2

Î·È limf(Pn) = 1+2Ï2+Ï3

(1+Ï2)2    .

EÔÌ¤Óˆ˜ (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 7(·)), ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ    lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .
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ε) E›Ó·È  f(x, y) = x
2–y2

x2+y2 : ó2–{P0}Æó  Î·È  P0(0, 0)ŒD¢, fiÔ˘  D=ó2–{P0}.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn=P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ
" nŒƒ* ,  yn= Ïxn  .

EÔÌ¤Óˆ˜   " nŒƒ*,  f(Pn) = f(xn, Ïxn) = 
x2

n–Ï2x2
n

x2
n+Ï2x2

n
 = 1–Ï2

1+Ï2   Î·È  limf(Pn) = 1–Ï2

1+Ï2   .

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 7(·)),   ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y).

8. Δ�νεται η συν�ρτηση  f=ó2Æó , �π	υ

" (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 
 Ó
Ì
Ï

 

|x|
y2 e

– |x|
y2 , �ταν  yπ0

0   ,  �ταν  y=0
 .

Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�ει τ	 �ρι	     lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

Λ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0)  Î·È ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ Pn(xn, yn)Œó2–{P0},
limPn = P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ

" nŒƒ* ,   xn = Ïy2
n  .

E›Ó·È " nŒƒ*,  f(Pn) = f(Ïy2
n, yn) = 

|Ï| y2
n

y2
n

 Ø e
– |Ï|y2

n

|y2
n|  = Ïe–|Ï|

Î·È limf(Pn) = Ïe–|Ï| .

EÔÌ¤Óˆ˜ (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 7(·)), ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

9. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : DÆó,  �π	υ

" (x, y)ŒD ,  f(x, y) = 1+x+y
x2–y2     και    D = {(x, y)Œó2

 / xπ±y}  .

Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�ει τ	 �ρι	    lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

Λ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
n
 , 0   Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0).  E›Ó·È
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" nŒƒ*,  f(Pn) = 
1+ 1

n
1
n2

 = n(n+1)    Î·È  lim
nÆ•

f(Pn) = +• .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Qn)  ÌÂ  Qn 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ0,  

1
n

   .  E›Ó·È

" nŒƒ* ,  f(Qn) = 
1+ 1

n

–  1
n2

 = –n(n+1)   Î·È  lim
nÆ•

f(Qn) = –• .

EÔÌ¤Óˆ˜, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÛËÌÂ›ˆÓ  (Pn)  Î·È  (Qn)  ÙÔ˘  D  Ô˘ Û˘ÁÎÏ›-
ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  P0  Î·È Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (f(Pn))  Î·È  (f(Qn))  Û˘ÁÎ-
Ï›ÓÔ˘Ó ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ fiÚÈ· Î·È Û˘ÓÂÒ˜  [1.2.6],  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim

xÆx0
yÆy0

f(P) .

10. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : DÆó,  �π	υ

" (x, y)ŒD ,  f(x, y) = 
xημ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   +y

x+y
    και   D = {(x, y)Œó2

 / x π –y ,  xπ0} .

Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�	υν τα διπλ� �ρια

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)]    και    lim
yÆ0

[lim
xÆ0

f(x, y)]  ,

καθ�ς και τ	 �ρι	   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

Λ. i) AÓ  x = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

lim
yÆ0

f(x, y) = lim
yÆ0

 
xØËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   +y

x+y
 = 

xØËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

 

x
 = ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   = Ê(x)  .

(x=ÛÙ·ı.) (x=ÛÙ·ı.)

EÂÈ‰‹ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ  lim
xÆ0

Ê(x) = lim
xÆ0

ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   ,  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ [1.3.1] ÙÔ ‰ÈÏfi

fiÚÈÔ  lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] .

ii) AÓ  y = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

lim
xÆ0

f(x, y) = lim
xÆ0

 
x ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   +y

x+y
 = 0+y

0+y
 = 1 = Û(y)   Î·È  lim

yÆ0
Û(y) = lim

yÆ0
1 = 1 .

(y=ÛÙ·ı.) (y=ÛÙ·ı.)
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ÕÚ·  [1.3.1]  ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ‰ÈÏfi fiÚÈÔ  lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)]  Î·È Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ  1.

iii) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· (Pn) ÌÂ Pn(xn, 0)ŒD  Î·È  limPn=P0, fiÔ˘ P0(0, 0)ŒD¢.

E›Ó·È " nŒƒ*,   f(Pn) = f(xn, 0) = 
xn ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
xn

 

xn
 = ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
xn

 

Î·È ÂÂÈ‰‹ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  limf(Pn),  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

11. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2– {P0}Æó,  �π	υ  " (x, y)Œó2–{P0}  ,

f(x, y) = x
2–y2+x3+y3

x2+y2    και   P0(0, 0).  Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�	υν τα �ρια

lim 

xÆ0
[lim

yÆ0
f(x, y)] ,    lim

yÆ0
[lim
xÆ0

f(x, y)]    και      lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y)  .

Λ. i) AÓ  x = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

lim
yÆ0

f(x, y) = lim
yÆ0

 x
2–y2+x3+y3

x2+y2  = x
2+x3

x2  = x+1 = Ê(x)  ,

(x=ÛÙ·ı.) (x=ÛÙ·ı.)

Î·È lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] = lim
xÆ0

Ê(x) = lim
xÆ0

(x+1) = 1 .

ii) E›ÛË˜, ·Ó  y = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

lim
xÆ0

f(x, y) = lim
xÆ0

 x
2–y2+x3+y3

x2+y2  = –y2+y3

y2  = y–1 = Û(y)  Î·È

(y=ÛÙ·ı.) (y=ÛÙ·ı.)

lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] = lim
yÆ0

Û(y) = lim
yÆ0

(y–1) = –1 .

iii) Œ¯Ô˘ÌÂ: lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] π lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)]

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  [1.3.4],  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

12. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2– {P0}Æó,  �π	υ  " (x, y)Œó2–{P0}  ,

f(x, y) = xy
x2+y2   και   P0(0, 0). Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�	υν τα �ρια

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)] ,  lim
yÆ0

[lim
xÆ0

 f(x, y)] = 0     και    lim
xÆ0
yÆ0

f(x,  y) .



27

Λ. ¶ÚÔÎ‡ÙÂÈ Â‡ÎÔÏ· fiÙÈ

lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] = lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] = 0  .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},   limPn=P0   Î·È Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

" nŒƒ* ,  yn = Ïxn .

E›Ó·È " nŒƒ*,  f(Pn) = f(xn, Ïxn) = 
Ïx2

n

x2
n+Ï2x2

n
 = Ï

1+Ï2    Î·È

limf(Pn) = Ï
1+Ï2  .

ÕÚ·  (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 7(·)),  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x,  y) .

13. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : DÆó,  �π	υ  " (x, y)ŒD, f(x, y) = yημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

x
  και

D = {(x, y)Œó2
 / xπ0}. Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�	υν τα �ρια

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)] ,   lim
yÆ0

[lim
xÆ0

 f(x, y)] = 0     και    lim
xÆ0
yÆ0

f(x,  y) .

Λ. i) AÓ  x = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

lim
yÆ0

f(x, y) = lim
yÆ0

yËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   = 0 = Ê(x) ,

(x=ÛÙ·ı.)   (x=ÛÙ·ı.)

Î·È lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] = lim
xÆ0

Ê(x)=0  .

ii) AÓ  y = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ ÙÔ fiÚÈÔ  lim
xÆ0

f(x, y) = lim
xÆ0

yËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

     ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

(y=ÛÙ·ı.) (y=ÛÙ·ı.)

EÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ‰ÈÏfi fiÚÈÔ  lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] .

iii) £· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x,  y) . E›Ó·È

|f(x, y)| = 
 Ô
Ô

 Ô
ÔyËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 1

x
     ≤ |y| ≤ ÷̀```x2+y2 = |PP0|  fiÔ˘  P0(0, 0)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜

 |f(x, y)–0|≤|PP0|.

ÕÚ· ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â > 0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = Â  ÙfiÙÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2–{P0}  ÌÂ
0 < |PP0| < ‰  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ
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|f(x, y)–0| < ‰ = Â  .

EÔÌ¤Óˆ˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0 .

14. Nα ε�εταστε� αν υπ�ρ�	υν τα �ρια

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)] ,   lim
yÆ0

[lim
xÆ0

f(x, y)]    και    lim
xÆ0
yÆ0

f(x,  y)

για τις παρακ�τω συναρτ�σεις:

α) f : DÆó  �π	υ  D = {(x, y)Œó2
 / xyπ0}    και  " (x, y)ŒD,

f(x, y) = (x+y) ημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

 ημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

y
 ,

�) f: ó2–{P0}Æó, �π	υ " (x, y)Œó2–{P0} , f(x, y)= x2y2

x2y2+(x–y)2  και P0(0, 0),

γ) f : ó2Æó,  �π	υ   " (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

1
x

ημ(x y)  ,  �ταν  xπ0

y , �ταν  x=0
  ,

δ) f : DÆó,  �π	υ  " (x, y)ŒD,  f(x, y) = x–2y
x+y

   και  D = {(x, y)Œó2/ x π –y} .

Λ. α) £· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ   lim  f(x, y)
yÆ0
x=ÛÙ·ı.

.

°È·  xy π 0  Â›Ó·È

(1) f(x, y) = x ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 1

y
   +y ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

     .

EÂÈ‰‹  lim
yÆ0

y ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

   = 0   Â›Ó·È Î·È

(2)  lim
yÆ0
x=ÛÙ·ı.

 Î
È

 ̊
˘yËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

     = 0  .

AÎfiÌË, ÂÂÈ‰‹  xËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   = Î = ÛÙ·ı.  Î·È ÙÔ fiÚÈÔ  lim
yÆ 0

ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

    ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, ‰ÂÓ

˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ

(3) lim
yÆ0
x=ÛÙ·ı.

 
 Î
È

 ̊
˘xËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

     .
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™˘ÓÂÒ˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ    lim  f(x, y)
yÆ0
  x=ÛÙ·ı.

,   ‰ÈfiÙÈ ·Ó ˘‹Ú¯Â ÙÔ fiÚÈÔ ·˘Ùfi ı· ¤ÚÂÂ

Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ  (3), ·ÊÔ‡ ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙË˜  (1)  Â›Ó·È

 lim
yÆ0
  x=ÛÙ·ı.

 Î
È

 ̊
˘x ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

   =  lim
yÆ0
  x=ÛÙ·ı.

 Î
È

 ̊
˘f(x, y)–y ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

     .

EÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ‰ÈÏfi fiÚÈÔ  lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] .  AÓ¿ÏÔÁ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È

fiÙÈ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ ‰ÈÏfi fiÚÈÔ  lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] .

T¤ÏÔ˜, ÂÍÂÙ¿˙Ô˘ÌÂ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x,  y) .  °È·  xyπ0  Â›Ó·È

|f(x, y)| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô(x+y) ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x

   ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
y

   ≤ |x|+|y| ≤ 2÷̀```x2+y2 = 2|PP0| .

ÕÚ·
|f(x, y)–0| = |f(x, y)| ≤ 2|PP0| .

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = Â
2
  ÙfiÙÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)ŒD  ÌÂ

0 < |PP0| < ‰  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ
|f(x, y)–0| < 2‰=Â  .

ÕÚ· ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0 .

�) AÓ  x = ÛÙ·ı. π 0, ÙfiÙÂ

      lim  f(x, y)
yÆ0
  x=ÛÙ·ı.

 = lim    x2y2

x2y2+(x–y)2
yÆ0
  x=ÛÙ·ı.

 = x2Ø0
x2Ø0+(x–0)2 = 0 = Ê(x)

Î·È Û˘ÓÂÒ˜  lim
xÆ0

Ê(x) = 0.  ÕÚ·  lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] = 0.  AÓ¿ÏÔÁ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] = 0 .

£· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn), ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn = P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ " nŒƒ* ,  yn = Ïxn .

E›Ó·È             " nŒƒ*,    f(Pn) = f(xn, Ïxn) = 
Ï2x4

n

Ï2x4
n+x2

n (1–Ï)2 = Ï2x2
n

Ï2x2
n+(1–Ï)2
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Î·È limf(Pn) = 
 Ó
Ì
Ï

 
0  ,  fiÙ·Ó  Ïπ1

1  ,  fiÙ·Ó  Ï=1
 .

EÔÌ¤Óˆ˜  (‚Ï. 1.5, ¿ÛÎ. 7(·)), ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

γ) AÓ  x = ÛÙ·ı. π 0, ÙfiÙÂ

        lim  f(x, y)
yÆ0
  (x=ÛÙ·ı.) 

 =  lim   
 Î
È

 ̊
˘ 

1
x
 ËÌ(xy)

yÆ0
  (x=ÛÙ·ı.) 

 = 1
x

 Ø 0 = 0 = Ê(x)  .

EÔÌ¤Óˆ˜ lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] = lim
xÆ0

Ê(x) = 0 .

AÓ  y = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

    lim  f(x, y)
xÆ0
  (y=ÛÙ·ı.)

 = lim   
 Î
È

 ̊
˘ 

1
x
 ËÌ(xy)

xÆ0
  (y=ÛÙ·ı.) 

  = lim
xÆ0

(y=ÛÙ·ı.)

y ËÌ(xy)
xy

 = yØ1 = y = Û(y) .

ÕÚ·
lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] = lim
yÆ0

Û(y) = lim
yÆ0

y = 0 .

£· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ, Ù¤ÏÔ˜, ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

°È· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0)  Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›·  x=0,  ¤¯Ô˘ÌÂ:

(i) AÓ  xπ0,  ÙfiÙÂ

lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = lim
xÆ0
yÆ0

 
 Î
È

 ̊
˘y ËÌ(xy)

xy
 = 0Ø1 = 0 .

(ii) AÓ  x=0,  ÙfiÙÂ
lim 

xÆ0
yÆ0

f(x, y) = lim
yÆ0

y = 0 .

EÔÌ¤Óˆ˜  [1.2.15],  ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0 .

δ) AÓ  x = ÛÙ·ı. π 0, ÙfiÙÂ

lim  f(x, y)
yÆ0
  (x=ÛÙ·ı.) 

 = lim    
x–2y
x+yyÆ0

  (x=ÛÙ·ı.) 

 = x
x
 = 1 = Ê(x)   Î·È

lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] = lim
xÆ0

Ê(x) = 1 .
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AÓ  y = ÛÙ·ı. π 0,  ÙfiÙÂ

 lim  f(x, y)
xÆ0
  (y=ÛÙ·ı.)

 =  lim    
x–2y
x+yxÆ0

  (y=ÛÙ·ı.) 

 = –2y
y

 = –2 = Û(y)   Î·È

lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)] = lim
yÆ0

Û(y) = –2 .

E›Ó·È lim
xÆ0

[ lim
yÆ0

f(x, y)] π lim
yÆ0

[ lim
xÆ0

f(x, y)]

Î·È ¿Ú·  [1.3.4] ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

15. Nα δει�τε� �τι η συν�ρτηση  f : ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

xy x
2–y2

x2+y2 , �ταν  x2+y2π0

0   , �ταν    x=y=0 ,

ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	  P0(0, 0).

Λ.  £· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  1.4.1, ‰ËÏ·‰‹ ı· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

" Â>0 ,  $ ‰ = ‰(Â) > 0 : (P(x, y)Œó2   Î·È  |PP0| < ‰) fi |f(x, y)–f(0, 0)| < Â .

E›Ó·È |f(x, y)–f(0, 0)| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ôxy x

2–y2

x2+y2 –0  ≤ |x| |y| ≤ 1
2
 (x2+y2) = 1

2
 (|PP0|)2 .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = ÷̀̀2Â ,  ÙfiÙÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2  ÌÂ |PP0| < ‰ ,

ı· Â›Ó·È

|f(x, y)–f(0, 0)| < 1
2
 ‰2 = Â  .

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0) .

16. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1–συν(÷̀̀xy)
y

  ,  �ταν  yπ0

x
2

  ,  �ταν  y=0
 .

Nα δει�τε� �τι η  f  ε�ναι συνε��ς στα σημε�α  P(x, 0) ,  δηλαδ� στα ση-
με�α τ	υ ��	να  x¢Ox.
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Λ.  AÓ  P0(x0, 0)  Â›Ó·È ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ¿Óˆ ÛÙÔÓ  x¢Ox, Ë  f  ı· Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0,

·Ó  [1.4.3],  ¤¯Ô˘ÌÂ

 lim
xÆx0
yÆ0

f(x, y) = f(P0) = f(x0, 0) = x0
2

  .

°È·  yπ0  Â›Ó·È

lim
xÆx0
yÆ0

f(x, y) = lim
xÆx0
yÆ0

  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1–Û˘Ó(÷̀̀ x̀y)
y

   = lim
xÆx0
yÆ0

 
 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

2ËÌ2
  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

÷̀̀ x̀y
2

 

y
 =   lim

xÆx0
yÆ0

 

 ÎÍ
ÍÈ

 ̊̇
˙̆

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

ËÌ  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

÷̀̀ x̀y
2

 

÷̀̀ x̀y
2

 

2

 Ø 
x
2

 =

= 1Ø 
x0
2

 = x0
2

 .

ÕÚ· [1.2.15] ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ  lim
xÆx0
yÆ0

f(x, y)  Î·È Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ  
x0
2  .

T¤ÏÔ˜, ÂÂÈ‰‹  
x0
2  = f(P0)  Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0.

17. Nα δει�τε� �τι η συν�ρτηση f : ó2Æó, �π	υ " (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = xy+6x ,
ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	  P0(1, 2) .

Λ.  ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  1.4.2, ·ÚÎÂ› Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0, ˘¿Ú¯Ô˘Ó
‰1>0,  ‰2>0  Ù¤ÙÔÈÔÈ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2  ÌÂ  |x–1| < ‰1  Î·È  |y–2| < ‰2 Ó· ¤¯Ô˘-

ÌÂ  |f(x, y)–f(1, 2)| < Â .  AÏÏ¿ Â›Ó·È

|f(x, y)–f(1, 2)| = |xy+6x–8| = |8(x–1)+xy–2x| = |8(x–1)+x(y–2)| ≤ 8|x–1| + |x| |y–2| ,   ‹

(1)    |f(x, y)–f(1, 2)| ≤ 8|x–1|+|x| |y–2| .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔ ıÂÙÈÎfi  ‰1=1  Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  |x–1| < ‰1,  ÔfiÙÂ

|x–1| < 1 fi –1<x–1<1 fi 0 < x < 2 fi |x| < 2  .

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (1)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

(2)    |f(x, y)|–f(1, 2)| < 8|x–1|+2|y–2|  .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰¢1 = min 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸1,  Â

16
    Î·È  ‰2 = Â

4
 ,  ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ

P(x, y)Œó2  ÌÂ  |x–1| < ‰¢1  Î·È  |y–2| < ‰2,  ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙË˜  (2),  ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

|f(x, y)–f(1, 2)| < 8‰¢1+2‰2 ≤ 8Ø 
Â
16

 + 2Ø Â
4
 = Â

2
 + Â

2
 = Â

Î·È Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(1, 2).
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18. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2Æó , �π	υ

" (x, y)Œó2 ,   f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1
x

(1+y2)ημx  ,  �ταν  xπ0

α   ,  �ταν  x=0 . 

Nα �ρεθε� η τιμ� τ	υ  α  για την 	π	�α η  f  ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	
P0(0, 0).

Λ.  °È· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0  Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›·  x=0,  ¤¯Ô˘ÌÂ:

(i) AÓ  xπ0,  ÙfiÙÂ

lim
xÆ0
yÆ0

 f(x, y) =  lim
xÆ0
yÆ0

 
 Î
È

 ̊
˘(1+y2) 

ËÌx
x

   = (1+0)Ø1 = 1 .

(ii) AÓ  x=0,  ÙfiÙÂ
lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) =lim
xÆ0
yÆ0

 · = · .

ÕÚ·, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ  ·=1, ÙfiÙÂ [1.2.15],  ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 1 = f(0, 0)  Î·È Û˘ÓÂ-

Ò˜ Ë  f  ı· Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0) .

19. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2Æó , �π	υ

" (x, y)Œó2 ,   f(x, y) = 
 Ó
Ì
Ï

 

(x2+y2) ημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x2+y2   , �ταν  x2+y2 π 0

0   , �ταν  x=y=0 .

Nα ε�εταστε� αν η  f  ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	  P0(0, 0).

Λ.  E›Ó·È

|f(x, y)–f(0, 0)| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô(x2+y2) ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ  1

x2+y2   –0  = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô(x2+y2) ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
x2+y2   ≤ x2+y2 = (|PP0|)2 .

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=÷̀Â > 0, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ P(x, y)Œó2–{P0}
ÌÂ  |PP0| < ‰,  ¤¯Ô˘ÌÂ

|f(x, y)–f(0, 0)| < ‰2 = Â .

ÕÚ·  [1.4.1], Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0) .
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20. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2Æó , �π	υ

" (x, y)Œó2 ,   f(x, y) = 
 Ó
Ì
Ï

 

xημ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

y
    ,  �ταν  yπ0

0   ,  �ταν  y=0 .

Nα ε�εταστε� αν η  f  ε�ναι συνε��ς στ	  ó2.

Λ.  °È· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0)  Î·È ÙËÓ Â˘ıÂ›·  y=0,  ¤¯Ô˘ÌÂ:

(i) AÓ  yπ0,  ÙfiÙÂ

|f(x, y)–0| = 
 Ô
Ô

 Ô
ÔxËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 1

y
   –0  ≤ |x| < ÷̀```x2+y2 = |PP0| .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ›  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=Â, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2  ÌÂ  |PP0| < ‰   Î·È

yπ0  ı· Â›Ó·È  |f(x, y)–0| < Â,  ‰ËÏ·‰‹

lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0  .

(ii) AÓ  y=0,  ÙfiÙÂ  f(x, y) = 0  Î·È ¿Ú·

lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0  .

EÔÌ¤Óˆ˜  [1.2.15]  ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 0  Î·È ÂÂÈ‰‹  0 = f(0, 0) = f(P0),  Ë  f

Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0.

T¤ÏÔ˜, ÂÂÈ‰‹ Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÛÂ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  ó2,  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜
ÛÙÔ  ó2.

21. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2–{P0}Æó ,  �π	υ

" (x, y)Œó2 ,   f(x, y) = 1–συν(÷̀```x2+y2)
x2+y2     και   P0(0, 0)  .

Nα ε�εταστε� αν μπ	ρε� να 	ριστε� η τιμ� της  f  στ	 σημε�	  P0, �στε
να ε�ναι συνε��ς στ	  P0.

Λ.  °È· Ó· Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0  ı· Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ  [1.4.3]

  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = f(0, 0)  .

AÏÏ¿ Â›Ó·È
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f(x, y) = 1–Û˘Ó (÷̀```x2+y2)
x2+y2  = 

2ËÌ2
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 
÷̀```x2+y2

2
 

x2+y2  = 1
2
 

 Ë
Á
Á
Ê

 ̄
˜
˜
ˆ

 

ËÌ 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 
÷̀```x2+y2

2
 

÷̀```x2+y2

2

 

2

Î·È  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = 1
2

 Ø 1 = 1
2
   .

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ  f(0, 0) = 1
2
  ,  Ë  f  ı· Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0.

22. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2Æó ,  �π	υ

" (x, y)Œó2 ,   f(x, y) = 
 Ó
Ì
Ï

 

xy

÷̀```x2+y2
  ,  �ταν  x2+y2 π 0

0   ,  �ταν  x=y=0  .

Nα ε�εταστε� αν η  f  ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	  P0(0, 0) .

Λ.  E›Ó·È

|f(x, y)–f(0, 0)| = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô 

xy

÷̀```x2+y2
   ≤ 

1
2
 (x2+y2)

÷̀```x2+y2
 = 1

2
 ÷̀```x2+y2 = 1

2
 |PP0|  .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = 2Â, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2  ÌÂ  |PP0| < ‰,

Â›Ó·È

|f(x, y)–f(0, 0)| < 1
2
 ‰ = 1

2
 Ø 2Â = Â  ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = f(0, 0)   Î·È Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0(0, 0).

23. Δ�νεται η συν�ρτηση  f : ó2Æó ,  �π	υ

" (x, y)Œó2 ,   f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

xy(x+y)
x2+y2   ,  �ταν  x2+y2 π 0

0   ,  �ταν  x=y=0  .

Nα ε�εταστε� αν η  f  ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	  P0(0, 0) .

Λ.  E›Ó·È

|f(x, y)–f(0, 0)| = 
 Ô
Ô

 Ô
Ô 

xy(x+y)
x2+y2    = |xy| |x+y|

x2+y2 ≤ 

1
2
 (x2+y2) |x+y|

x2+y2  ≤

≤ 1
2
 (|x|+|y|) ≤ 1

2
 Ø 2÷̀```x2+y2 = |PP0| .
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ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰=Â,  ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  P(x, y)Œó2  ÌÂ  |PP0|<‰  ı·

Â›Ó·È  |f(x, y)–f(0, 0)| < Â,  ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) = f(0, 0)  Î·È Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0).

24. Δ�νεται η συν�ρτηση f : A–BÆó, �π	υ " (x, y)ŒA–B , f(x, y) = ημx–ημy
ε$x–ε$y

 ,

A = 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸(x, y)Œó2

 / xŒ 
 Î
È

 ̊
˘0, π

4
   , yŒ

 Î
È

 ̊
˘0, π

4
       και  B = {(x, y)ŒA / x=y}  .

Nα ε�εταστε� αν μπ	ρε� να 	ριστε� η  f  στ	 σ�ν	λ	  B, �τσι �στε να
ε�ναι συνε��ς στ	 σ�ν	λ	  A.

Λ.  E›Ó·È

f(x, y) = ËÌx–ËÌy
ÂÊx–ÂÊy

 = 
2ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x–y
2

   Û˘Ó 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x+y
2

 

ËÌ(x–y)
Û˘Óx Û˘Óy

 = 
2ËÌ 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x–y
2

   Û˘Ó 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x+y
2

   Û˘Óx Û˘Óy

2ËÌ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x–y
2

   Û˘Ó 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x–y
2

 

 =

= 
Û˘Ó 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x+y
2

 

Û˘Ó 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x–y
2

 

 Û˘Óx Û˘Óy .

AÓ  P0(x0, y0)  Â›Ó·È ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ¿Óˆ ÛÙË ‰È¯ÔÙfiÌÔ  y=x,  ‰ËÏ·‰‹ ÌÂ  x0=y0, ÙfiÙÂ

ÂÂÈ‰‹  lim
xÆx0
yÆy0

Û˘Ó 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x+y
2

   = Û˘Óx0  Î·È  lim
xÆx0
yÆy0

Û˘Ó 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

x–y
2

   = Û˘Ó0 = 1,  ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ

lim
xÆx0
yÆy0

f(x, y) = Û˘Ó3x0 .

ÕÚ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ı· ÔÚÈÛÙÂ› ˆ˜ ÂÍ‹˜:

" (x, y)ŒA,   f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

ËÌx–ËÌy
ÂÊx–ÂÊy

  ,  fiÙ·Ó  xπy

Û˘Ó3x   ,  fiÙ·Ó  x=y , 

ÁÈ· Ó· Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  A.

25. Δ�νεται η συν�ρτηση f : ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó2,  f(x, y) = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

(x+y)pημ
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ 

1

÷̀```x2+y2
  ,  �ταν  x2+y2 π 0

0   ,  �ταν  x=y=0
 και   pŒƒ*.

Nα �ρεθ	�ν 	ι τιμ�ς τ	υ  p  για τις 	π	�ες η  f  ε�ναι συνε��ς στ	 ση-
με�	  P0(0, 0).
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Λ.  E›Ó·È

|f(x, y)–f(0, 0)| = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô(x+y)p

 ËÌ 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ 

1

÷̀```x2+y2
   ≤ |x+y|p ≤ [(|x|+|y|)2]p/2  .

AÏÏ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ 2|x| |y| ≤ x2+y2   Î·È    (|x|+|y|)2 ≤ 2(x2+y2)  .
EÔÌ¤Óˆ˜

|f(x, y)–f(0, 0)| ≤ [2(x2+y2)]p/2 = 2p/2(÷̀```x2+y2)p = 2p/2
 (|PP0|)p .

ÕÚ·, ·Ó ‰ÔıÂ› Ô  Â>0  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ  ‰ = Â
1/p

÷̀2
  ,  ÙfiÙÂ

" Â>0 ,   $ ‰ = Â
1/p

÷̀2
 > 0 : (P(x, y)Œó2  Î·È  |PP0| < ‰) fi |f(x, y)–f(0, 0)| < Â .

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0,  ÁÈ· Î¿ıÂ  pŒƒ*.

26. Δ�νεται η συν�ρτηση f : ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó2,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

xy2

x2+y4  ,  �ταν  x2+y2 π 0

0   ,  �ταν  x=y=0  .

Nα δει�τε� �τι η  f  ε�ναι συνε��ς �ωριστ� ως πρ	ς  x   και ως πρ	ς  y
στ	 σημε�	  P0(0, 0),  εν� δεν ε�ναι συνε��ς στ	  P0.

Λ. i) AÓ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ  y = 0 = ÛÙ·ı.,  ÙfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌfiÓÔ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏË-
Ù‹˜  x, Ë  º(x) = f(x, 0).  AÏÏ¿ Â›Ó·È

" xŒó ,  f(x, 0) = 0 ,

ÔfiÙÂ lim
xÆ0

f(x, 0) = 0 = f(0, 0) .

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜  x  ÛÙÔ  P0.

ii) AÓ¿ÏÔÁ· ¤¯Ô˘ÌÂ
" yŒó,  f(0, y) = 0 ,

ÔfiÙÂ lim
yÆ0

f(0, y) = 0 = f(0, 0)

Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ˆ˜ ÚÔ˜  y  ÛÙÔ  P0.

iii) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0} ,   limPn = P0  Î·È Ù¤-

ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ " nŒƒ* ,  xn=y2
n .

E›Ó·È
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" nŒƒ* ,  f(Pn) = f(y2
n, yn) = 

y2
nØy2

n

y4
n+y4

n
 = 

y4
n

2y4
n
 = 1

2

Î·È limf(Pn) = 1
2
 π f(0, 0) = 0.

ÕÚ·  [1.4.3],  Ë  f  ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  P0.

27. Δ�νεται η συν�ρτηση f : ó2Æó, �π	υ

" (x, y)Œó2,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

(x+y)2

x2+y2   ,  �ταν  x2+y2 π 0

0   ,  �ταν  x=y=0 .

Nα ε�εταστε� αν η  f  ε�ναι συνε��ς στ	 σημε�	  P0(0, 0).

Λ.  £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Pn)  ÌÂ  Pn(xn, yn)Œó2–{P0},  limPn=P0  Î·È Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ " nŒƒ* ,   yn = Ïxn .

Œ¯Ô˘ÌÂ

f(Pn) = f(xn, Ïxn) = 
x2

n (1+Ï)2

x2
n (1+Ï2)

 = 1+ 2Ï
1+Ï2

Î·È   lim f(Pn)
PnÆP0
yn=Ïxn

 = 1+ 2Ï
1+Ï2  .

EÔÌ¤Óˆ˜  [1.5, ¿ÛÎ. 7(·)],  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y)

Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë  f  Â›Ó·È ·Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0).
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1.6. Aσκ�σεις π	υ πρ	τε�ν	νται για λ�ση

28. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : DÆ ó, fiÔ˘  " (x, y)ŒD,  f(x, y) = x+yËÌ ( ) 
1
x

    Î·È

D = {(x, y)Œó2 / xπ0}. N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·

lim
xÆ0

 [ lim
yÆ0 

f(x, y)] ,  lim
yÆ0

 [lim
xÆ0

 f(x, y)]    Î·È   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

29. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : DÆó, fiÔ˘  " (x, y)ŒD,  f(x, y) = xËÌ ( ) 
1
y

   + yËÌ ( ) 
1
x

    Î·È

D = {(x, y)Œó2/ xyπ0}. N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)] ,  lim
yÆ0

 [lim
xÆ0

f(x, y)]   Î·È    lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .

30. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : ó2–AÆó, fiÔ˘  A = {(x, y)Œó2 / y=0}  Î·È  " (x, y)Œó2–A,

f(x, y) = xËÌ ( ) 
1
y

   + x
2–y2

x2+y2
  .

N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)] ,  lim
yÆ0

 [lim
xÆ0

f(x, y)]   Î·È   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y)  .

31. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : ó2Æó, fiÔ˘

" (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

x3+y3

x2+y2
  , fiÙ·Ó  x2+y2π0

·   ,  fiÙ·Ó  x=y=0
 .

N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ·  ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0).

32. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : ó2Æó, fiÔ˘

" (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

x2y2

x4+3y4
  ,  fiÙ·Ó  x2+y2 π 0

0   ,  fiÙ·Ó  x=y=0
 .

N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0).

33. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : ó2Æó,  fiÔ˘

" (x, y)Œó2 ,  f(x, y) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

x2y2

x2+y2
  ,  fiÙ·Ó  x2+y2 π 0

0   ,  fiÙ·Ó x=y=0
 .

N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P0(0, 0).

34. N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·:

·)  lim
xÆ0
yÆ0

 xy2

x2+y2
  , ‚) lim

xÆ0
yÆ0

 x2y
x4+2y2

  , Á)  lim
xÆ0
yÆ0

 y2

x+y2
  ,     ‰)  lim

xÆ0
yÆ0

 (x+y)3

x2+y2

Â) lim
xÆ0
yÆ0

 x
2+y2

x2–y2
  ÛÙ)  lim

xÆ0
yÆ0

 x+y+x2+y2

x–y
  , )̇ lim

xÆ0
yÆ0

 yx,  ( x, yŒó*+),
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Ë) lim
xÆ0
yÆ0

x1/y, (x, yŒó*+) , ı) lim
xÆ0
yÆ0

 x
2+y2

x+y
  , i)  lim

xÆ0
yÆ0

  xy
x+y

 .

35. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : DÆó,  fiÔ˘

" (x, y)ŒD,  f(x, y) = (x–y)2

1–2xy+y2
    Î·È   D = {(x, y)Œó2 / 1–2xy+y2 π 0}  .

N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·:

lim
xÆ1

 [lim
yÆ1

 f(x, y)] ,  lim
yÆ1

 [lim
xÆ1

 f(x, y)]   Î·È  lim
xÆ1
yÆ1

f(x, y) .

36. ¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f : DÆó,  fiÔ˘

" (x, y)ŒD ,   f(x, y) = ËÌ(x+y2)
x+y

   Î·È  D = {(x, y)Œó2 / x+y π 0} .

N· ÂÍÂÙ·ÛÙÂ› ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ·

lim
xÆ0

 [lim
yÆ0

f(x, y)] ,  lim
yÆ0

 [lim
xÆ0

f(x, y)] ,   Î·È   lim
xÆ0
yÆ0

f(x, y) .




