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Π P O Λ O Γ O Σ

H M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›· ·ÔÙÂÏÂ› ÍÂ¯ˆÚÈÛÙfi ÎÏ¿‰Ô ÙË˜ ¶ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹˜
æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜, Ô˘ ·Ó·Ù‡¯ıËÎÂ ÔÏ‡ ÁÚ‹ÁÔÚ· Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›·  40 ¯ÚfiÓÈ·, ÌÂ ÙË
Û˘Ì‚ÔÏ‹ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ AÓÂÏ›ÍÂˆÓ. O fiÚÔ˜ «Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ „˘¯Ô-
ÏÔÁ›·», fiˆ˜ Î·È Ô fiÚÔ˜ «ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹ „˘¯ÔÏÔÁ›·», ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· Ì¤-
ıÔ‰Ô Î·È fi¯È ¤Ó· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ Â‰›Ô ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ.

H M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›· ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ÚÔ¯ˆÚËÌ¤ÓË Û‡ÓıÂÛË ÙË˜ „˘-
¯ÔÏÔÁ›·˜ Î·È ÙˆÓ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ¤¯ÂÈ Û·Ó ÛÙfi¯Ô ÙË Û˘ÛÙË-
Ì·ÙÈÎ‹ ÌÂÏ¤ÙË Ù˘¯·›ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ, Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ „˘¯ÔÏÔÁ›·.
E›Ó·È ·ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÔ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ë M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›· ÂÍÂÏ›¯ıËÎÂ ˆ˜
·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ Â‰›Ô, ÚÔ˜ ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜ ·ÏÏ¿ Î·È ÚÔ˜ Ù·
Û‡ÓÔÚ¿ ÙË˜ ÌÂ Ù· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ‰›ÓÔÓÙ·˜ ÛÔ˘‰·›· ÒıËÛË ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË
Û‡Á¯ÚÔÓˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ıÂˆÚÈÒÓ, fiˆ˜ Ë ıÂˆÚ›· ÙˆÓ «fractals».

TÔ ·ÚfiÓ ‚È‚Ï›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ „˘¯ÔÏÔÁ›·˜ ÌÂ ¤ÌÊ·ÛË
ÛÙË Û‡Á¯ÚÔÓË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ıÂˆÚ›· Ì¿ıËÛË˜, fiˆ˜ ıÂÌÂÏÈÒıËÎÂ ·Ú¯ÈÎ¿, Î·Ù¿
ÙÔ 1955, ·fi ÙÔ˘˜ R.R. Bush Î·È F. Mosteller Î·È ·ÚÁfiÙÂÚ· (1960-1970) ·fi
ÙÔÓ M.F. Norman.

TÔ ‚È‚Ï›Ô ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù¤ÛÛÂÚ· ÎÂÊ¿Ï·È·. ™ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Á›ÓÂ-
Ù·È ÌÈ· Û‡ÓÙÔÌË ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ·Ó·‰ÚÔÌ‹ ÛÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ „˘¯ÔÏÔÁ›·. ™ÙÔ ‰Â‡-
ÙÂÚÔ Î·È ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È ÔÈ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¤˜ ‰ÔÌ¤˜ Î·È Ë ¤ÓÓÔÈ·
ÙË˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙÔ˘ A.N.
Kolmogorov.

H Î‡ÚÈ· ÌÔÚÊ‹ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜, Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ
‚È‚Ï›Ô, Â›Ó·È Ë M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË, ‰›ÓÔÓÙ·˜ ¤ÌÊ·ÛË ÛÙË ÌÔÚÊ‹, ÌÂ ÙËÓ
ÔÔ›· ·˘Ù‹ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙ· ‰È¿ÊÔÚ· Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ì¿ıËÛË˜, Ô˘ ı· ÌÂÏÂÙ‹-
ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ.

OÈ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Â›Ó·È ÔÈ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎ¤˜,
ÂÓÒ ÔÈ ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ ·ÚÔ˘Û›·ÛË˜ ÙÔ˘ ÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Â›Ó·È Î˘Ú›ˆ˜ Ë Â˘ÚÂ-
ÙÈÎ‹ Î·È Ë Â·ÁˆÁÈÎ‹. ŒÙÛÈ, ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› Î·È ·fi
ÙÔ˘˜ ÊÔÈÙËÙ¤˜, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÂÏ¿¯ÈÛÙË Â·Ê‹ ÌÂ Ù· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿.

H ·Ú¯ÈÎ‹ È‰¤· ÁÈ· ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· Ì·ıËÌ¿ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ „˘¯ÔÏÔÁ›·˜
ÍÂÎ›ÓËÛÂ ·fi ÙË Û˘ÓÂÚÁ·Û›· Ì·˜ ÌÂ ÙËÓ Î·ıËÁ‹ÙÚÈ· Î. X·Ú›ÙÔ˘-º·ÙÔ‡ÚÔ˘
M›Î·, Ô˘ ÚÔÛ¤ÊÂÚÂ ÙÔ Ï·›ÛÈÔ ÙˆÓ Ì·ıËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ ÛÙÔ TÌ‹Ì· æ˘¯ÔÏÔ-
Á›·˜ ÙÔ˘ AÚÈÛÙÔÙÂÏÂ›Ô˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜, ÁÈ· Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ·-
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ÛÙÔ‡Ó ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÛÙÔ˘˜ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ÌÂÚÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ „˘¯Ô-
ÏÔÁ›·˜. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ô Î·ıËÁËÙ‹˜ Î. ¢ËÌËÙÚ›Ô˘ A., Ô˘ ·Ú·‚Ú¤ıËÎÂ Û’ ¤Ó·
·fi Ù· Ì·ı‹Ì·Ù· ·˘Ù¿, ÚÔÒıËÛÂ ÌÂ ÙË ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ Ô˘ ÙÔÓ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ, ÙËÓ
È‰¤· Ì·ıËÌ¿ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ „˘¯ÔÏÔÁ›·˜ ÛÙÔ TÌ‹Ì· æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜.

E˘¯·ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ ıÂÚÌ¿ Î·È ÙÔ˘˜ ‰‡Ô.
E˘¯·ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ Â›ÛË˜ ÙÔ˘˜ Î·ıËÁËÙ¤˜ ÙÔ˘ TÌ‹Ì·ÙÔ˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜, Î. K·Ú-

ÁfiÔ˘ÏÔ º›ÏÈÔ Î·È Î. M·˚Ú·ÎÙ¿ÚË KÒÛÙ·, ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘ÛÂ˜ Û˘˙Ë-
Ù‹ÛÂÈ˜ Á‡Úˆ ·fi ÙË M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›·. T¤ÏÔ˜ ÛÙÔ Ù˘ÔÁÚ·ÊÂ›Ô ¶.
Z‹ÙË, ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ ÙËÓ Â˘Û˘ÓÂÈ‰ËÛ›· Î·È ÙËÓ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹ ÚÔÛ¿ıÂÈ·, Ô˘ Î·-
Ù¤‚·ÏÂ ÛÙËÓ ¤Î‰ÔÛË ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

Θεσσαλ�ν	κη, Iαν�υ
ρι�ς 1996 Oι συγγρα�ε	ς
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KEΦAΛAIO I

EIΣAΓΩΓH ΣTH MAΘHMATIKH ΨYXOΛOΓIA

™ÙÈ˜ ·Ú¯¤˜ ÙÔ˘  20Ô˘ ·ÈÒÓ· Ë ÎÚ›ÛË ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ Ô‰ËÁÂ› ÈÔ
ÂÈÛÙÈÎ¿ ÛÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· fiÙÈ ÔÈ ÎÏ·ÛÈÎ¤˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜, fiˆ˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ¿,
º˘ÛÈÎ‹, XËÌÂ›· Î.Ï. ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÍÂÏÈ¯ıÔ‡Ó Ï¤ÔÓ Ì¤Û· ÛÂ ·˘ÛÙËÚ¿
Û˘ÓÔÚÈ·Î¿ Ï·›ÛÈ·. EÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÔ˘‰·›Â˜ È‰¤Â˜ ÛÙ· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿, Ô˘
·ÓÙÏÔ‡Ó ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÔ˘˜ ¤ÌÓÂ˘ÛË Î·È ·ÈÙÈÔÏfiÁËÛË Â›ÙÂ ·fi ÏËÛÈ¤ÛÙÂÚÔ˘˜
ÎÏ¿‰Ô˘˜, fiˆ˜ Ë º˘ÛÈÎ‹, Ë XËÌÂ›·, Ë OÈÎÔÓÔÌ›· Î.Ï. Â›ÙÂ ·fi ÏÈÁfiÙÂÚÔ
Û˘Ó·ÊÂ›˜ ÎÏ¿‰Ô˘˜, fiˆ˜ Ë BÈÔÏÔÁ›·, Ë °ÂÓÂÙÈÎ‹, Ë æ˘¯ÔÏÔÁ›·, Ë AÓıÚˆÔ-
ÏÔÁ›·, Ë °ÏˆÛÛÔÏÔÁ›· Î.Ï. ŒÙÛÈ, Ë ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ‹ ¤ÚÂ˘Ó· ÌÂÙ·ÙÔ›˙ÂÙ·È Â›ÙÂ
ÚÔ˜ Ù· Û‡ÓÔÚ· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÎÏ·ÛÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ, Î·ıÈÂÚÒÓÔÓÙ·˜ Î·ÈÓÔ‡-
ÚÈÔ˘˜ ÎÏ¿‰Ô˘˜, fiˆ˜ Ë M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ º˘ÛÈÎ‹, Ë M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ OÈÎÔÓÔÌ›·, Ë
£ÂˆÚ›· ÙË˜ ¶ÏËÚÔÊÔÚ›·˜, Ë M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›· Î.Ï. Â›ÙÂ ÚÔ˜ ÙÔ ÂÛˆ-
ÙÂÚÈÎfi ÙÔ˘˜, ıÂÌÂÏÈÒÓÔÓÙ·˜ Î·ÈÓÔ‡ÚÈ· ÎÂÊ¿Ï·È· ¤ÚÂ˘Ó·˜.

ÿÛˆ˜ Â›Ó·È ÏÈÁfiÙÂÚÔ ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ıÂÌÂÏÈÒ-
‰ÂÈ˜ ËÁ¤˜ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ÙË˜ ¶ÏËÚÔÊÔÚ›·˜ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÈ˜ ÌÂÏ¤ÙÂ˜ ÙˆÓ A.A.
Markov Î·È A.N. Kolmogorov (Î·Ù¿ ÙÔ 1908) ¿Óˆ ÛÙËÓ Îˆ‰ÈÎÔÔ›ËÛË ÊÈ-
ÏÔÏÔÁÈÎÒÓ ÎÂÈÌ¤ÓˆÓ, Ô˘ ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚ· ÂÍÂÏ›¯ıËÎ·Ó ÛÙË Θεωρ�α Στ�!α-
στικ%ν Διαδικασι%ν (stochastic processes). H ıÂˆÚ›· ·˘Ù‹ ÌÂÏÂÙ¿ÂÈ ÙËÓ
ÂÍ¤ÏÈÍË (ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ ‹ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ) Ù˘¯·›ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ Î·È ÎÔÈ-
ÓˆÓÈÎÔ‡ ÎfiÛÌÔ˘. H Ù˘ÔÔ›ËÛË ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÂÈÙÂ‡¯ıËÎÂ ÌÂ
ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙÔ˘ Kolmogorov, Ô˘ Á‡Úˆ ÛÙ· 1930 Î·Ù¤ÁÚ·„Â
ÙÈ˜ Î‡ÚÈÂ˜ ·Ú¯¤˜ ÙˆÓ ÓfiÌˆÓ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ.

AÚÁfiÙÂÚ·, ÛÙË ‰ÂÎ·ÂÙ›· ÙÔ˘ ’50, ÔÈ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¤˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ÚÔÛ¤ÊÂÚ·Ó
È‰·ÓÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ Ù˘ÔÔ›ËÛË˜ ÙˆÓ διαδικασι%ν μ�θησης (learning pro-
cesses), Î·ıÒ˜ ÔÈ ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó ÌÈ· ‰È·ÎÚÈÙ‹ ‰ÔÌ‹, Ô˘ ÌÔÚÂ›
Ó· ·Ú·ÙËÚËıÂ› Ì¤Û· ·fi ÂÈÚ¿Ì·Ù·. ◊‰Ë ·fi ÙÔ 1930, Ô Thurstone Â›¯Â
ÚÔ‚¿ÏÂÈ ÙËÓ È‰¤· fiÙÈ Ë Ì¿ıËÛË ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· Â›Ó·È ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· ‰ÂÈ-
ÁÌ·ÙÔÏË„›·˜ ·fi ÌÈ· Û˘ÏÏÔÁ‹ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÓÙÈ‰Ú¿ÛÂˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· Û˘ÁÎÂ-
ÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË ÂÚÂı›ÛÌ·ÙÔ˜. OÈ ·ÓÂÈÙ˘¯Â›˜ ·ÓÙÈ‰Ú¿ÛÂÈ˜ ı· Â›¯·Ó ÌÈ·
ÛÙ·ıÂÚ‹ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ·ÔÎÏÂÈÛıÔ‡Ó, ·ÊfiÙÔ˘ ı· ¿Ú¯È˙Â Ë Ì¿ıËÛË, Î·È
·˘Ù‹ ı· ÌÔÚÔ‡ÛÂ Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÈÙ˘¯ËÌ¤ÓË «·fiÂÈÚ·». H
È‰¤· ·˘Ù‹ ˘ÈÔıÂÙ‹ıËÎÂ ·fi ÙÔ˘˜ R.R. Bush Î·È F. Mosteller ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘˜
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«Στ�!αστικ� M�ντ"λα για τη M�θηση» (1955) Î·È ·fi ÙÔÓ W.K. Estes
ÛÂ Î¿ÔÈÔ ¿ÚıÚÔ ÙÔ˘ ÛÙËÓ «Ψυ!�λ�γικ� Eπιθε%ρηση» (1955). ŒÙÛÈ, ÂÈ-
ÓÔ‹ıËÎ·Ó Û‡ÓıÂÙ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·, ÁÈ· Ó· ÚÔ‚ÏÂÊıÂ› ÔÈÂ˜ ‰˘Ó·Ù¤˜
··ÓÙ‹ÛÂÈ˜, ÛÂ ÌÈ· ·Ï‹ Û˘Óı‹ÎË ÂÍ¿ÚÙËÛË˜, Â›Ó·È Èı·ÓfiÓ Ó· ·ÔÎÏÂÈ-
ÛıÔ‡Ó Î·È ÔÈÂ˜ Ó· ‰È·ÙËÚËıÔ‡Ó ÛÂ Î¿ıÂ Â·Ó¿ÏË„Ë ÙˆÓ ‰˘·‰ÈÎÒÓ ‰ÔÎÈÌÒÓ
Ù‡Ô˘ ÛˆÛÙfi - Ï¿ıÔ˜. A˘Ù¿ ÛÙÔÈ¯ÂÈÔı¤ÙËÛ·Ó ¤Ó·Ó Î·ÈÓÔ‡ÚÈÔ Ù‡Ô ıÂˆÚ›·˜
ÙË˜ Ì¿ıËÛË˜, Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›·.

H M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›· Â›Ó·È ¤Ó·˜ Û˘ÓÔÚÈ·Îfi˜ ÎÏ¿‰Ô˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ
M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜, Ô˘ ÌÂÏÂÙ¿ÂÈ ÌÔÓÙ¤Ï·, Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙÔ¯·-
ÛÙÈÎ¿, ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ Î·È Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ, Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ
æ˘¯ÔÏÔÁ›· Î·È ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ· ÛÙËÓ ¶ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›·, KÏÈÓÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔ-
Á›· Î·È ÛÙËÓ KÔÈÓˆÓÈÎ‹ æ˘¯ÔÏÔÁ›·.

™ÙÈ˜ ‰ÂÎ·ÂÙ›Â˜ ÙÔ˘ 60 Î·È 70, ÌÈ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ æ˘¯ÔÏÔ-
Á›·˜ ÂÍÂÏ›¯ıËÎÂ Ì¤Û· ·fi Ù· ¿ÚıÚ· ÙÔ˘ M.F. Norman ÛÙÔ «Journal of Ma-
thematical Psychology» Î·È Ì¤Û· ·fi ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ «M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ AÓÂÏ›-
ÍÂÈ˜ Î·È MÔÓÙ¤Ï· M¿ıËÛË˜», ÚÔ˜ Ì›· Û‡Á¯ÚÔÓË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ıÂˆÚ›·, ÌÂ
ÛÔ˘‰·›· ÒıËÛË ÙˆÓ ·ÊËÚËÌ¤ÓˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·˘Ù‹ Ë
Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÛÙÔÈ¯ÂÈÔı¤ÙËÛÂ ÙË Û‡Á¯ÚÔÓË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ıÂˆÚ›· ÙˆÓ «fractals».

¶ÚÈÓ ÎÏÂ›ÛÔ˘ÌÂ ·˘Ù‹ ÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹, ı· ‹Ù·Ó ›Ûˆ˜ ˆÊ¤ÏÈÌÔ Ó· ·Ó·Ê¤-
ÚÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë æ˘¯ÔÏÔÁ›· Î·È Ù· ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ M·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Â›¯·Ó ‹‰Ë ÔÏÏ¤˜
ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ ÙÔÌ¤˜, ÚÈÓ ÙË ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜ ·fi ÙÔÓ Wilhelm
Wundt (1832-1920). ◊‰Ë ÛÙ· ·Ú¯·›· ÂÏÏËÓÈÎ¿ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·Ù· Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ ÙÈ˜
ÚÒÙÂ˜ ¤ÌÌÂÛÂ˜ ·Ó·ÊÔÚ¤˜ ÛÂ ı¤Ì·Ù· „˘¯ÔÏÔÁÈÎ‹˜ Ê‡ÛË˜, Ô˘ Ì·ÚÙ˘ÚÔ‡Ó ÙË
Ì·ÎÚÈÓ‹ Î·Ù·ÁˆÁ‹ fiÚˆÓ ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜. ™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÛÙË «º˘ÛÈÔÁÓˆÌÈ-
Î‹» ÙÔ˘ AÚÈÛÙÔÙ¤ÏË ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Û˘Û¯ÂÙÈÛÌÔ› ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ È‰ÈÔÛ˘ÁÎÚ·Û›·˜
ÂÓfi˜ ·ÙfiÌÔ˘ Î·È ÙË˜ Ê˘ÛÈÔÁÓˆÌ›·˜ ÙÔ˘. H Û¯ÔÏ·ÛÙÈÎ‹ Î·È Ë Ó¤Ô-Û¯ÔÏ·ÛÙÈÎ‹
ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË (Î·Ù¿ ÙÔ ÌÂÛ·›ˆÓ·) ·Ú·ÁÎˆÓ›ÛÙËÎ·Ó ·fi ÙÔ Ú·ÛÈÔÓ·ÏÈÛÌfi
ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ René Descartes (1969-1750) Î·È Leibniz (1646-1716). O
Christian Wolff (1679-1754), ÂËÚÂ·ÛÌ¤ÓÔ˜ ·fi ÙÔÓ Leibniz, ÚÔÛ¿ıËÛÂ Ó·
‰ÒÛÂÈ ÌÈ· Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹ ÈÂÚ¿Ú¯ËÛË ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜, ·Ú¯ÈÎ¿ ÛÙË ÁÏÒÛÛ· ÙˆÓ
Ú·ÛÈÔÓ·ÏÈÛÙÒÓ Î·È ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚ· Û·Ó ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ÁÓÒÛË˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ¿-
ÙˆÓ. ™’ ·˘ÙfiÓ ÔÊÂ›ÏÔ˘ÌÂ ‰È¿ÊÔÚÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜.

ÿÛˆ˜ Ó· Â›Ó·È ÏÈÁfiÙÂÚÔ ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ Ô ‚ÚÂÙ·Ófi˜ Francis Galton (1822-
1911), Ô˘ Î·Ù¤¯ÂÈ ·Ó·ÁÓˆÚÈÛÌ¤ÓË ı¤ÛË ÛÙËÓ ÈÛÙÔÚ›· ÙË˜ æ˘¯ÔÏÔÁ›·˜, ıÂˆ-
ÚÂ›Ù·È Â›ÛË˜ fiÙÈ ¤¯ÂÈ Û˘Ì‚¿ÏÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ÛÙËÓ ÚÔÒıËÛË Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÂÓ-
ÓÔÈÒÓ Î·È ÌÂıfi‰ˆÓ, Ô˘ ·ÚÁfiÙÂÚ· ÛËÌ¿‰Â„·Ó ÙË £ÂˆÚ›· ÙˆÓ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ
¢È·‰ÈÎ·ÛÈÒÓ. O Galton ‰ËÌÔÛ›Â˘ÛÂ ÛÙÔ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ÙÔ˘ §ÔÓ‰›ÓÔ˘ «The Edu-
cational Times» (AÚ›ÏË˜, 1873), ¤Ó· ¿ÚıÚÔ ÁÈ· ÙËÓ ÂÎÙ›ÌËÛË ÙË˜ ÂÍ·Ê¿ÓÈ-
ÛË˜ ÂÓfi˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡. ™’ ·˘Ùfi ÙÔ ¿ÚıÚÔ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ¤ÏÈÍË ÂÓfi˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Ì¤Û·
ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ ÚfiÙÂÈÓÂ ¤Ó· ÌÔÓÙ¤ÏÔ Ô˘ ·ÚÁfiÙÂÚ· ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ fiÙÈ ‰ÂÓ ‹Ù·Ó
·Ú¿ ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›·, Ô˘ Û‹ÌÂÚ· Ê¤ÚÂÈ ÙÔ fiÓÔÌ¿ ÙÔ˘.



9

O Galton, ˆ˜ ‚ÈÔÏfiÁÔ˜, ·Ó‹ÎÂ ÛÙËÓ «ÂÍÂÏÈÎÙÈÎ‹» Û¯ÔÏ‹ ÙÔ˘ Charles
Darwin (1809-1882), ÔfiÙÂ ÛÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ¤ÏÈÍË ÙˆÓ ÏËı˘ÛÌÒÓ
ÁÓÒÚÈ˙Â ‹‰Ë ÁÈ· ÙÈ˜ ‰È·ÊÔÚÔÔÈ‹ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÙfiÌˆÓ ÂÓfi˜ Â›‰Ô˘˜ ˙ˆ˚-
ÎÒÓ ‹ Ê˘ÙÈÎÒÓ ÔÚÁ·ÓÈÛÌÒÓ Î·ıÒ˜ Î·È ÁÈ· ÙË ÌÂÙ·‰ÔÙÈÎfiÙËÙ· ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ
‰È·ÊÔÚÔÔÈ‹ÛÂˆÓ. ŒÙÛÈ, Ô Francis Galton ıÂˆÚÂ›Ù·È Û‹ÌÂÚ· Úfi‰ÚÔÌÔ˜ ÙË˜
‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ „˘¯ÔÏÔÁ›·˜ (differential psychology).

H Û‡Ó‰ÂÛË ÙÔ˘ Galton ÌÂ ·˘Ùfi Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Û‹ÌÂÚ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi ÌÔ-
ÓÙ¤ÏÔ, ‹Ù·Ó Â·ÎfiÏÔ˘ıÔ ÙˆÓ ÂÚÂ˘ÓÒÓ ÙÔ˘ ÛÙ· Ï·›ÛÈ· ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ „˘¯Ô-
ÏÔÁ›·˜, fiÔ˘ ·ÓÙÈÎ·Ù¤ÛÙËÛÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÔ˘ ÔÈÔÙÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÌÂ ÌÈ· Ô-
ÛÔÙÈÎ‹. ™’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË, Ô Galton Â›¯Â ÂÓÙ˘ˆÛÈ·ÛÙÂ› ·fi Ù· ·Ô-
ÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ B¤ÏÁÔ˘ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ Quetelet, ÛÙ· 1846, Ô˘ ¤‰ÂÈ¯Ó·Ó fiÙÈ Ë
ÂÚ›ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÛÙ‹ıÔ˘˜ ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ ÛÙÚ·ÙÈˆÙÒÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÛÂ ÙËÓ Î·ÓÔ-
ÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹, ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ ÂÚ›ÌÂÙÚÔÈ  E1, E2, …,  ‹Ù·Ó Ù˘¯·›ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ÌÈ·˜
ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ Ù‡Ô˘ Markov ¤ÙÛÈ, fiˆ˜ ı· ÙË ‰Ô‡ÌÂ ÛÙÔ ÙÚ›ÙÔ
ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘. O ›‰ÈÔ˜ Ô Galton Â›¯Â ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ ÛÂ ÌÈ·
¤ÚÂ˘Ó¿ ÙÔ˘ (1869) fiÙÈ ÔÈ ‚·ıÌÔ› ÛÙ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÛÙÔ ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ ÙÔ˘
Cambridge, ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Û·Ó ÌÈ· ·ÚfiÌÔÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, Ô Galton Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ÁÈ· Î¿ÔÈÂ˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜
Ê˘ÙÒÓ, fiˆ˜ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ Ê‡ÏÏˆÓ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Ê˘ÙÒÓ Î.Ï. ŒÙÛÈ Î·Ù¤ÏËÍÂ
ÛÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ‰È·ÊÔÚÔÔÈ‹ÛÂˆÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÙfiÌˆÓ, ˆ˜ ‰È·ÎÚÈÙ‹
ÔÈÔÙÈÎ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›·, ·fi ÌÈ· ÔÛÔÙÈÎ‹ Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ¤¯ÔÓÙ·˜ ÌÈ· Ù˘ÈÎ‹ ·Ó·-
·Ú¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ ¤ÓÓÔÈ·, Ô˘ Û‹ÌÂÚ· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›·
Î·ÓÔÓÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜.

°È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÏ· ·˘Ù¿, Ô Galton Î·Ù¿ÊÂÚÂ Ó· Û˘ÏÏ¤ÍÂÈ ¤Ó· ÌÂÁ¿ÏÔ
·ÚÈıÌfi ·ÓıÚˆÔÌÂÙÚÈÎÒÓ ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ÁÈ· Ó· ÂÍÂÏ›ÍÂÈ ÙËÓ
ÚÔÛ¤ÁÁÈÛ‹ ÙÔ˘ ÚÔ˜ ÙÔÓ „˘¯ÔÏÔÁÈÎfi ÙÔÌ¤·, Ô Galton ÂÈÓfiËÛÂ ÌÂÚÈÎ¿ ÂÚ-
Á·ÏÂ›· Ì¤ÙÚËÛË˜ ÙË˜ ·ÈÛıËÙËÚÈ·Î‹˜ ‰È¿ÎÚÈÛË˜ Î·È ¿ÏÏˆÓ ÏÂÈÙÔ˘ÚÁÈÒÓ. A˘Ùfi
Â›¯Â Û·Ó ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó Ù· ÚÒÙ· ν�ητικ� τεστ, Ù· ÔÔ›·
ÔÓÔÌ¿ÛÙËÎ·Ó ¤ÙÛÈ Ï›ÁÔ ·ÚÁfiÙÂÚ· ·fi ÙÔÓ James McKeen Cattell.

°È· Ó· ‰Â›ÍÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÙˆÓ ·ÙÔÌÈÎÒÓ ‰È·ÊÔÚÔÔÈ‹ÛÂˆÓ,
Ô Galton ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛÂ ·˘Ùfi, Ô˘ Û‹ÌÂÚ· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È π�νακας πυκν�τ�-
των καταν�μ�ς. ŒÙÛÈ, ·Ú·Ù‹ÚËÛÂ fiÙÈ Ë ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ˘ÎÓfiÙËÙ· ÂÌÊ·ÓÈ˙fi-
Ù·Ó ¿ÓÙÔÙÂ ÛÙË Ì¤ÛË ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ, fiˆ˜ Û‹ÌÂÚ· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÛÙË
ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Î·ÓÔÓÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜.

¶·Ú’ fiÏÔ Ô˘ ÛÙÈ˜ ÏÂÙÔÌ¤ÚÂÈÂ˜ ÔÈ Ì¤ıÔ‰ÔÈ ÙÔ˘ Galton ‹Ù·Ó Û˘¯Ó¿ Úˆ-
ÙfiÁÔÓÂ˜, ÛÙËÓ Ô˘Û›· ÂÚÈÂ›¯·Ó ÌÈ· ÚˆÙÔÔÚÈ·Î‹ Ù¿ÛË ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ
ÓfiÌˆÓ ÙÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÎfiÛÌÔ˘. A˘Ù¿ Â›Ó·È ›Ûˆ˜ Î·Ï‡ÙÂÚ· ‰È·Ù˘ˆÌ¤Ó· ÛÙËÓ
ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÙÔ˘ ÛÙË Ì¤ıÔ‰Ô Û˘Û¯¤ÙÈÛË˜ (correlation method) (1888), ÌÈ· Ì¤ıÔ-
‰Ô Ô˘ ÂÎÊÚ¿ÛÙËÎÂ ÈÔ ·˘ÛÙËÚ¿ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ·fi ÙÔÓ Karl Pearson ÛÙ· Ù¤ÏË
ÙÔ˘ ÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ·ÈÒÓ·. ŒÙÛÈ, ÔÈ Î˘ÚÈfiÙÂÚÂ˜ È‰¤Â˜, fiˆ˜ Ô ›Ó·Î·˜ Û˘Û¯¤ÙÈ-
ÛË˜, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÈÛıÔ‰ÚfiÌËÛË˜ ÚÔ˜ ÙË Ì¤ÛË ÙÈÌ‹, Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ Û˘Û¯¤ÙÈ-
ÛË˜ Î.Ï. ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÚˆÙfiÙ˘Â˜ È‰¤Â˜ ÙÔ˘ Galton.



10

H ÔÛÔÙÈÎ‹ ·ÓÙ›ÏË„Ë ÙˆÓ ·ÙÔÌÈÎÒÓ ‰È·ÊÔÚÔÔÈ‹ÛÂˆÓ, ÙˆÓ ÓÔËÙÈÎÒÓ
ÙÂÛÙ Î·È ÙˆÓ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ‹Ù·Ó ÂÍ›ÛÔ˘ ÂÈÛÙÈÎ¤˜ ÁÈ· ÙÔÓ Galton
ÁÈ· ÙËÓ ˘ÔÛÙ‹ÚÈÍË ÙË˜ ¿Ô„Ë˜ fiÙÈ ÔÈ ‰È·ÊÔÚÔÔÈ‹ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÙfiÌˆÓ
Â›Ó·È ¤ÌÊ˘ÙÂ˜ Î·È ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎ¤˜. ŒÙÛÈ, ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂ ÙÔÓ G. Mendel, Ô˘
‰È·Ù‡ˆÓÂ ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔÓ Î·ÈÚfi ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÙË˜ ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎfiÙËÙ·˜, Ô Galton
Û˘Ì¤Ú·ÓÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó È‰ÈfiÙËÙÂ˜, Ô˘ ÌÂÙ·‰›‰ÔÓÙ·È ·fi ÁÂÓÈ¿ ÛÂ ÁÂÓÈ¿.

AÏÏ¿ ÙÔ ÈÔ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi Â›ÙÂ˘ÁÌ· ÙÔ˘ Galton ÛÙËÓ Ù˘ÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ‰Â-
‰ÔÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ ÂÈÚ·Ì¿ÙˆÓ ÙÔ˘, ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ, Ô˘ Û‹ÌÂÚ· ÔÓÔÌ¿˙Â-
Ù·È διαδικασ�α ÙˆÓ F. Galton, H.W. Watson Î·È I.J. Bienaymé (‚Ï¤Â
ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ III). ™˘Ì‚·›ÓÂÈ Ë ›‰È· ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ó· ÌÔÚÂ› Ó· Ù˘ÔÔÈ‹ÛÂÈ Î·È
¿ÏÏ· Ù˘¯·›· Ê·ÈÓfiÌÂÓ·, fiˆ˜ Ë Û¯¿ÛË Ô˘‰ÂÙÂÚÔÓ›ˆÓ ÛÙË º˘ÛÈÎ‹ Î.Ï. A˘Ù‹
Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÂÏÂÙ‹ıËÎÂ ÌÂÙ·ÁÂÓ¤ÛÙÂÚ·, ÚÔ¿ÁÔÓÙ·˜ ÙËÓ ¤ÚÂ˘Ó· ÙˆÓ ·ÊË-
ÚËÌ¤ÓˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ Î·È ‚ÔËıÒÓÙ·˜ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÛËÌ·ÓÙÈ-
ÎÒÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ ÎÔÈÓˆÓÈÔÏÔÁ›·˜, „˘¯ÔÏÔÁ›·˜, ‚ÈÔÏÔÁ›·˜, ÁÂÓÂÙÈÎ‹˜
Î.Ï. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÂÍ·Ê¿ÓÈÛË˜ ÂÓfi˜ ÂˆÓ‡ÌÔ˘, Ô˘ ÛÙËÚ›-
˙ÂÙ·È ÛÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Galton, ‚Ú›ÛÎÂÈ ÌÈ· ·ÎÚÈ‚‹ ·¿ÓÙËÛË ÌÂÙ¿ ÙÔ 1930.
ŒÙÛÈ, Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÍ¿ÏÂÈ„Ë˜ ÂÓfi˜ ÂˆÓ‡ÌÔ˘, Ô˘ Î·Ù¿ÁÂÙ·È ·fi ¤Ó· ÌÔ-
Ó·‰ÈÎfi ¿ÓÙÚ·, ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È Ó· Â›Ó·È  0,819  (·ÚÔÛ‰fiÎËÙ· ÌÂÁ¿ÏË). AÓÙ›-
ıÂÙ·, Â¿Ó ·Ú¯ÈÎ¿ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  m  ¿ÓÙÚÂ˜ ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ ÂÒÓ˘ÌÔ Î·È ÔÈ ·fiÁÔÓÔ›
ÙÔ˘˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· Ô ¤Ó·˜ ·fi ÙÔÓ ¿ÏÏÔ, ÙfiÙÂ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó·
ÂÍ·Ê·ÓÈÛÙÂ› ·˘Ùfi ÙÔ ÂÒÓ˘ÌÔ Â›Ó·È  (0,819)m,  Ô˘ Á›ÓÂÙ·È ÌÈÎÚ‹ ÁÈ· ÌÂÁ¿-
ÏÔ  m.
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KEΦAΛAIO II

ΣTOIXEIA ΘEΩPIAΣ ΠIΘANOTHTΩN

2.1. 'λγε(ρα γεγ�ν)των

OÈ ·Ú¯¤˜ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ÚÒÙÂ˜ ·Ú·ÙËÚ‹-
ÛÂÈ˜ ÂÈÚ·Ì¿ÙˆÓ, Ô˘ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Â·Ó·ÏËÊıÔ‡Ó ¿ÂÈÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜ (Î¿Ùˆ ·fi
ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜). TÔ πε�ραμα ıÂˆÚÂ›Ù·È «·Ú¯ÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ·» ÛÙË £ÂˆÚ›· ¶È-
ı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÌÈ· ¤ÓÓÔÈ·, Ô˘ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·˘ÛÙËÚ¿ Î·È Ô˘ ¯ÚË-
ÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi fiÏˆÓ ÙˆÓ ˘fiÏÔÈˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜.
™Ù· Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙÔ˘ AÚÈÛÙÔÙ¤ÏË ·Ó·Î·Ï‡ÙÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¤˜ ·Ó·ÊÔÚ¤˜ ÛÂ ·È-
¯Ó›‰È· Ù‡Ô˘ «ÏfiÙÙÔ», Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·Ó ÛÙÈ˜ ÂÏÏËÓÈÎ¤˜ ·ÁÔÚ¤˜. A˘Ù¿
Ù· ·È¯Ó›‰È· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ù· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ «ÂÈÚ¿Ì·Ù·», ÂÓÒ Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ «Ù˘¯·›·». °È’ ·˘Ùfi, ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Ù· ÂÈ-
Ú¿Ì·Ù· ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È «Ù˘¯·›· ÂÈÚ¿Ì·Ù·».

AÚÁfiÙÂÚ·, Ù· Ù˘¯·›· ÂÈÚ¿Ì·Ù· ÂÎÊÚ¿ÛÙËÎ·Ó ·fi Ù· Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›‰È·
Á‡Úˆ ·fi ÙË Ú›„Ë ÙˆÓ ˙·ÚÈÒÓ ‹ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ÙÚ¿Ô˘Ï·˜.

T· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È απλ� γεγ�-
ν)τα ‹ απλ� ενδε!)μενα. K¿ıÂ Û˘ÏÏÔÁ‹ ·ÏÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Î·ÏÂ›Ù·È γε-
γ�ν)ς ‹ ενδε!)μεν�.

TÔ ÁÂÁÔÓfi˜, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ· Î·ÏÂ›Ù·È δειγματ�!%-
ρ�ς. A˘Ùfi˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ·Ú¿‰ÔÛË ÌÂ ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ· Ω.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· Î¤ÚÌ· Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  «Î»  Î·È  «–Î»
ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙË˜ fi„Ë˜ ÌÂ ÎÂÊ·Ï‹ Î·È ÙË˜ fi„Ë˜ ÌÂ ·ÚÈıÌfi, fiÙ·Ó Ú›¯ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ
Î¤ÚÌ· Ì›· ÊÔÚ¿. TfiÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ø =

= {Î, –Î}.  E¿Ó fiÌˆ˜ Ú›ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ Î¤ÚÌ· ‰‡Ô ÊÔÚ¤˜, ÙfiÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Â›-

Ó·È  ø = {(Î, Î), (Î, –Î), (–Î, Î), (–Î, –Î)}.  E›ÛË˜, Â¿Ó ÂÎÙÂÏ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Â›Ú·Ì·
Ú›„Ë˜ ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ ÌÈ· ÊÔÚ¿, ÙfiÙÂ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ-
¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È  ø = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

¢ÂÓ Ú¤ÂÈ fiÌˆ˜ Ó· Ê·ÓÙ·ÛÙÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È ¿ÓÙ· ¤Ó·
ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜, Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â›
ÛÙÔ Â›Ú·Ì· Ù˘¯·›·˜ ÂÈÏÔÁ‹˜ ÂÓfi˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡, Â›Ó·È ÙÔ ·ÂÈÚ·ÚÈı-
Ì‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ  ø = {1, 2, 3, …}.
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Ÿˆ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ, ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÁÂÁÔÓfi˜ Â›Ó·È ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ‰ÂÈ-
ÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘. £· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ· ÌÂ Ù· ÎÂÊ·Ï·›· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙÔ˘
Ï·ÙÈÓÈÎÔ‡ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘  (A, B, C, …), ‹ ÌÂ Ù· ÎÂÊ·Ï·›· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙÔ˘ EÏÏË-
ÓÈÎÔ‡ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘  (A, B, °, …).

K¿ıÂ ·Ïfi ÁÂÁÔÓfi˜, Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ευν�ϊκ)
·Ïfi ÁÂÁÔÓfi˜ ÁÈ· ÙÔ  A.  £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  συμ(α�νει ‹ Ú·ÁÌ·-
ÙÔÔÈÂ›Ù·È, fiÙ·Ó ÙÔ Â›Ú·Ì· Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÌÈ· ÊÔÚ¿, Â¿Ó Î·È ÌfiÓÔ Â¿Ó
ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È Â˘ÓÔ˚Îfi ÁÈ· ÙÔ  A. ŸÏÔ˜ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ-
¯ÒÚÔ˜  ø  ı· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È σ�γ�υρ� ÁÂÁÔÓfi˜, ÂÓÒ ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ  Δ  αδ�-
νατ� ÁÂÁÔÓfi˜. A˘Ù¤˜ ÔÈ ÔÓÔÌ·Û›Â˜ ·ÈÙÈÔÏÔÁÔ‡ÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  ø
Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜, ÂÓÒ ÙÔ  Δ  ‰Â

Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÂ Î·ÌÈ¿ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.

£· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  συνεπ�γεται ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  B,  Â¿Ó  AÃB.  ¢‡Ô
ÁÂÁÔÓfiÙ· Î·ÏÔ‡ÓÙ·È ισ�δ�ναμα, Â¿Ó ÙÔ ¤Ó· Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙÔ ¿ÏÏÔ, ‰ËÏ·‰‹
A = B.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ú¿ÍÂÈ˜, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ
Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Î·ÈÓÔ‡ÚÈ· ÁÂÁÔÓfiÙ· ·fi ·Ú¯ÈÎ¿ ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÁÂÁÔÓfiÙ·.

ŒÛÙˆ  A  Î·È  B  ÁÂÁÔÓfiÙ· ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘  ø. OÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜
"νωση ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A  Î·È  B, Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A»B,  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜

Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ·, Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó Â›ÙÂ ÛÙÔ  A, Â›ÙÂ ÛÙÔ  B, Â›ÙÂ
Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì·˙›. AÓ¿ÏÔÁ·, ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ τ�μ� ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A  Î·È  B,
Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A«B, ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÂÎÂ›Ó· Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔ-

ÓfiÙ· Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÙfiÛÔ ÛÙÔ  A, fiÛÔ Î·È ÛÙÔ  B.

T¤ÏÔ˜, ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ συμπλ�ρωμα ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜  A, Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
ÌÂ  Ac,  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ·, Ô˘ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Â¿Ó ÂÎÙÂÏ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Â›Ú·Ì· Ú›„Ë˜ ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ Ì›·
ÊÔÚ¿, ÙfiÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È  ø  = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.  ŒÛÙˆ

A = {iŒø:  i  Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜},

B = {iŒø:  i ≥ 4}.

TfiÙÂ
A»B = {2, 4, 5, 6},

A«B = {4, 6},

Ac = {1, 3, 5},

Bc = {1, 2, 3}.

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ "νωση  n>2  γεγ�ν)των  A1, A2,

…, An,  Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A1»A2» … »An = »
n

i=1
Ai,  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Â-
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ÚÈ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ· Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Û’ ¤Ó· ·fi Ù·  A1,
A2, …, An.  AÓ¿ÏÔÁ·, Ë τ�μ� των  n>2 γεγ�ν)των  A1, A2, …, An,  Ô˘

Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A1«A2« … «An = «
n

i=1
Ai,  Â›Ó·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ

fiÏ· Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ·, Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó Û’ fiÏ· Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, …, An.
¢‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B  Î·ÏÔ‡ÓÙ·È +"να, ·Ó ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ ·Ï¿ ÂÓ-

‰Â¯fiÌÂÓ·, ‰ËÏ·‰‹  A«B = Δ.  AÓ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÌÂÚÈÎ¤˜ Î‡ÚÈÂ˜

È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ, Ô˘ ÔÚ›ÛıËÎ·Ó ·Ú·¿Óˆ:

A»A = A,   A«A = A,   A«ø = A,   A»Δ = A,  A»ø = ø,   A»Ac = ø,

A«Ac = Δ,  A«Δ = Δ,  A»B = B»A,  A»(B»C) = (A»B)»C,  A«B= B«A,

A«(B«C) = (A«B)«C,   (A«B)c = Ac»Bc,   (A»B)c = Ac«Bc.

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ»

•

i=1
Ai

c

 = «
•

i=1
Ac

i ,     ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ«

•

i=1
Ai

c

 = »
•

i=1
Ac

i .

OÈ ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ν)μ�ι τ�υ de Morgan.

H ·Ó¿Ï˘ÛË ÔÏÏÒÓ ÂÈÚ·Ì¿ÙˆÓ ¤¯ÂÈ Ô‰ËÁ‹ÛÂÈ ÛÙ· ÂÍ‹˜ Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù·:

i) K·Ù¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¿ÓÙ· ¤Ó· ·Ô-
Ù¤ÏÂÛÌ·, Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ. K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜  ø  Â›Ó·È ¤Ó· ÁÂÁÔÓfi˜.

ii) AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÁÂÁÔÓfi˜  A, ÙfiÙÂ ÛÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÙÔ
·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·Ó‹ÎÂÈ ‹ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  A, ‰ËÏ·‰‹ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Â›ÙÂ ÙÔ  A
Â›ÙÂ ÙÔ  Ac.  ŒÙÛÈ, ÏÔÁÈÎfi Â›Ó·È Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ  Ac  ÁÂÁÔÓfi˜, ·ÊÔ‡ ÙÔ
A  Â›Ó·È ÁÂÁÔÓfi˜.

iii) T¤ÏÔ˜, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, … . E¿Ó ÛÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿-
Ì·ÙÔ˜ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·Ó‹ÎÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÛÂ ¤Ó· ·fi Ù·  A1, A2, …, ÙfiÙÂ
Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A1»A2» … . ŒÙÛÈ, fiÙ·Ó Ù·  A1, A2, …  Â›Ó·È ÁÂ-

ÁÔÓfiÙ·, Ô‰ËÁÔ‡Ì·ÛÙÂ ÛÙÔ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÁÂÁÔÓfi˜ Î·È ÙËÓ ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜
A1 » A2 » … .

H ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·˘Ù‹ ·Ú·‰Ô¯‹ ÈÛ¯‡ÂÈ ¯ˆÚ›˜ ·ÌÊÈÛ‚‹ÙËÛË, fiÙ·Ó Ù· ÁÂÁÔ-
ÓfiÙ· Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜. ŸÙ·Ó fiÌˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· ¿ÂÈÚÔ Ï‹-
ıÔ˜ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ, ÙfiÙÂ ·˘Ù‹ Ë È‰ÈfiÙËÙ· ‰È·ÛÊ·Ï›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹ Î·-
Ù¿ÏÏËÏÔ˘ ·ÍÈÒÌ·ÙÔ˜.

H ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙÔÓ A.N.
Kolmogorov. ™Ù· Ï·›ÛÈ· ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ıÂÌÂÏ›ˆÛË˜ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Ó·

Â›Ó·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÈ·˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜  F   ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ  ÙÔ˘  ø  ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜

È‰ÈfiÙËÙÂ˜:
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1)  øŒF ,

2)  AÓ  AŒF ,  ÙfiÙÂ  AcŒF ,

3)  AÓ  AiŒF ,   i = 1, 2, …,   ÙfiÙÂ  
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ»

•

i=1
Ai  ŒF .

M›· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·  F   Û˘ÓfiÏˆÓ ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ (1), (2), (3) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
σ-�λγε(ρα ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ‹ πεδ�� Borel.

™Â Ì›· Û-¿ÏÁÂ‚Ú· ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ:

ΘEΩPHMA 2.1.  Aν  F   ε	ναι μ	α σ-
λγε�ρα γεγ�ν�των, τ�τε

(i) ΔŒF ,

(ii) Aν  AiŒF ,   i = 1, 2, …,  τ�τε  
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ«

•

i=1
Ai ŒF .

Aπ�δει	η

(i) Afi Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· (1) Î·È (2) ÙÔ˘ Kolmogorov ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ  Δ = øcŒF .

(ii) MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÓfiÌÔ˘ ÙÔ˘ de Morgan ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

«
•

i=1
Ai = 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ»

•

i=1
Ac

i

c

.

TfiÙÂ Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· (2) Î·È (3) ÙÔ˘ Kolmogorov Ì·˜ ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó Ó· ÁÚ¿-
„Ô˘ÌÂ

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ»

•

i=1
Ac

i

c

ŒF .

H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¤ÓË. �

Παραδε�γματα

(i) H ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË Û-¿ÏÁÂ‚Ú· Â›Ó·È Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·  F = {Δ, ø},  Ô˘ ÔÓÔÌ¿-
˙ÂÙ·È τετριμμ"νη Û-¿ÏÁÂ‚Ú·.

(ii) H ÈÔ ÏÔ‡ÛÈ· Û-¿ÏÁÂ‚Ú· Â›Ó·È Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· fiÏˆÓ ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘
ø,  Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  P (ø).

(iii) AÓ  A Œ ø,  A π Δ,  A π ø,  ÙfiÙÂ Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·  {Δ, A, Ac, ø}  Â›Ó·È Ì›·

Û-¿ÏÁÂ‚Ú·.

AÓ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ¯ˆÚ›˜ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ
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Θ EΩPHMA 2.2.  Για κ
θε �ικ�γ�νεια  D   υπ�συν�λων τ�υ  Ω
υπ
ρ�ει μ	α σ-
λγε�ρα  F (D), π�υ περι��ει �λα τα σ�ν�λα της  D
και π�υ ε	ναι η μικρ�τερη σ-
λγε�ρα μ’ αυτ� την ιδι�τητα.

Παρ�δειγμα

AÓ  D  Â›Ó·È Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· fiÏˆÓ ÙˆÓ ËÌÈ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  (·, ‚]  ÙÔ˘
Û˘ÓfiÏÔ˘  ó  ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, –• < · < ‚ < +•, ÙfiÙÂ Ë  D  ‰ÂÓ Â›-

Ó·È Û-¿ÏÁÂ‚Ú·, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  (·, ‚]c = (–•, ·] » (‚, +•)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ËÌÈ·-
ÓÔÈ¯Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ·. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  B   ÙËÓ ÌÈÎÚfiÙÂÚË Û-¿ÏÁÂ‚Ú·, Ô˘ Â-

ÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ  D.
H Û-¿ÏÁÂ‚Ú·  B   Î·ÏÂ›Ù·È Û-¿ÏÁÂ‚Ú· ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ Borel ÙÔ˘  ó.

E¿Ó ÚÔÛ·ı‹ÛÔ˘ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· Borel ÙË˜  B ,  ı·

‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Û¯Â‰fiÓ fiÏ· Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  (–•, +•)  ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙË
B .

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë Û-¿ÏÁÂ‚Ú·  B   ÂÚÈ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ·ÓÔÈ¯Ù¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·,

ÂÂÈ‰‹

(·, ‚) = »
•

n=1
 Ë
Ê
·,  ‚ – 1

n
 ˚ ̆,

(ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ·Í›ˆÌ· (3) ÙÔ˘ Kolmogorov).
E›ÛË˜, Ë  B   ÂÚÈ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ÎÏÂÈÛÙ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘  (–•, +•), ÂÂÈ‰‹

[·, ‚] = «
•

n=1
 Ë
Ê
· – 1

n
 ,  ‚˚ ̆,

(ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 2.1).  T¤ÏÔ˜, Ë  B  ÂÚÈ¤¯ÂÈ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·-

ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÂÂÈ‰‹

· = «
•

n=1
 Ë
Ê
· – 1

n
 ,  ·˚ ̆,    –• < · < +•,

(ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 2.1).  ¢ËÏ·‰‹, Ë  B   Â›Ó·È Ì›· ÏÔ‡ÛÈ· Û-¿ÏÁÂ-

‚Ú·, ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  (–•, +•).
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2.2. A+ι%ματα πιθαν�τ�των

T· ÁÂÁÔÓfiÙ·, fiˆ˜ ÔÚ›ÛıËÎ·Ó, ‰ÂÓ Â›Ó·È Â‡¯ÚËÛÙ· ·Ú¿ ÌfiÓÔ Â¿Ó ÂÈ¯ÂÈ-
Ú‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜ (Û‡ÓÔÏÔ)  A
¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi  P(A), Ô˘ ı· ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˘˜ ‚·ÛÈÎÔ‡˜ Î·ÓfiÓÂ˜ Ô˘
·ÓÙ·ÔÎÚ›ÓÔÓÙ·È ÛÙËÓ Ú¿ÍË ÙË˜ Ì¤ÙÚËÛË˜. ŒÙÛÈ, Ë fiÏË ·˘Ù‹ ÚÔÛ¿ıÂÈ·
ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÌËÓÂ˘ÙÂ› Û·Ó ÌÈ· ·fiÂÈÚ· «Ì¤ÙÚËÛË˜» ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ.

T· ·ÍÈÒÌ·Ù·, Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ·Ú·Î¿Ùˆ, ÔÊÂ›ÏÔÓÙ·È ÛÙÔÓ A.N. Kol-
mogorov, Ô˘ Á‡Úˆ ÛÙ· 1930 ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛÂ ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙË˜
£ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ.

Oρισμ�ς 2.3.  !στω  Ω  �νας δειγματ��"ρ�ς και �στω  F   μ 	 α

Û-
λγε�ρα γεγ�ν�των τ�υ  Ω.
H συν
ρτηση  �(,)  π�υ αντιστ�ι�ε	 σε κ
θε γεγ�ν�ς  AŒF   �ναν

πραγματικ� αριθμ�  �(A), �ν�μ
#εται πιθαν�τητα, ε
ν και μ�ν� ε
ν

(i) �(Ω) = 1,

(ii) �(A) ≥ 0,  για �π�ι�δ�π�τε γεγ�ν�ς  A,

(iii) ε
ν  AiŒF ,  i = 1, 2, …  και απ�τελ��ν μ	α �ικ�γ�νεια αμ�ι�α	α $�-

νων γεγ�ν�των, δηλαδ�  Ai«Aj = Δ  για κ
θε  i, jŒ{1, 2, …},  iπj,
τ�τε

� 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ»

•

i=1
Ai  = Â

•

i=1
 �(Ai).

�

A˜ ‰Ô‡ÌÂ ¤Ó· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Èı·ÓfiÙËÙ·˜. ¢›ÓÂÙ·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜
ø = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.  £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û-¿ÏÁÂ‚Ú·  F  = �(ø)  fiÏˆÓ ÙˆÓ ˘ÔÛ˘-

ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  ø. TfiÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  �, Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÂ Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ  AŒF

ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ·

�(A) = Ô ·ÚÈıÌfi˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ·ÏÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ÙÔ˘ A
Ô ·ÚÈıÌfi˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÏÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ

Â›Ó·È Ì›· Èı·ÓfiÙËÙ·.  °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Â¿Ó A = {iŒø: i  Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜ ·ÚÈı-

Ìfi˜}, ÙfiÙÂ fiÏ· Ù· Â˘ÓÔ˚Î¿ ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ· ÙÔ˘  A  Â›Ó·È Ù·  {2}, {4}, {6}.

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·, Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘  A  Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜  �(A) = 3
6
 = 1

2
 .
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2.3. X%ρ�ς πιθαν�τ�των

Oρισμ�ς 2.4.  Oν�μ
#εται ��ρ�ς πιθαν�τ�των μια συλλ�γ�
{ø, F , �},  �π�υ  Ω  ε	ναι δειγματ��"ρ�ς,  F  μ	α σ-
λγε�ρα γεγ�ν�-

των τ�υ  Ω  και  �  μ	α πιθαν�τητα. �

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÌÂÚÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Ô˘ Â›Ó·È Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ ·ÍÈˆ-
Ì¿ÙˆÓ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ.

ΘEΩPHMA 2.5. Iσ���υν �ι παρακ
τω σ��σεις:

(1) �(A)+�(Ac) = 1,

(2) 0 ≤ �(A) £ 1,

(3) �(Δ) = 0,

(4) �(A»B) = �(A)+�(B)–�(A«B),

(5) E
ν  AÃB,  τ�τε  �(A) ≤ �(B),

(6) � 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ»

n

i=1
Ai  ≤ Â

n

i=1
 �(Ai).

Aπ�δει	η

(1) Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ  A»Ac = ø  Î·È  A«Ac = Δ .  OfiÙÂ  � (A)+� (Ac) =

= �(A»Ac) = �(ø).

EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ ÚÒÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙÔ˘ OÚÈÛÌÔ‡ 2.3, ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ fiÙÈ  �(A)+�(Ac) = 1.

(2) EÂÈ‰‹  �(Ac) = 1–�(A)  Î·È  �(Ac) ≥ 0,  ÙfiÙÂ  0 ≤ �(A) ≤ 1.

(3) Œ¯Ô˘ÌÂ  Δ»ø = ø  Î·È  Δ«ø = Δ. TfiÙÂ, ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ·Í›ˆ-

Ì· ÙÔ˘ OÚÈÛÌÔ‡ 2.3, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  �(Δ)+�(ø) = �(ø). AÏÏ¿ ·fi ÙÔ

ÚÒÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È  �(Δ)+1 = 1  ‹  �(Δ) = 0.

(4) K¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ›

A = (A«Bc) » (A«B)

ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÁÂÁÔÓfi˜  B. EÂÈ‰‹  ( A«Bc) « (A«B) = Δ, ÙfiÙÂ ÌÂ

‚¿ÛË ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ
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�(A) = �(A«Bc)+�(A«B),

‹
�(A«Bc) = �(A)–�(A«B).

E›ÛË˜ A»B = (A«Bc)»B  Î·È  (A«Bc)«B = Δ.

TfiÙÂ

�(A»B) = �(A«Bc)+�(B) = �(A)+�(B)–�(A«B).

(5) °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ  B = A»(Ac«B),  fiÔ˘  A«(Ac«B) = Δ.

TfiÙÂ  �(B) = �(A)+�(Ac«B).

OfiÙÂ, ·fi ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙÔ˘ OÚÈÛÌÔ‡ 2.3 ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ fiÙÈ  �(B) ≥ �(A).

(6) E¿Ó Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, …,  An  Â›Ó·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ Û‡Ì-
ÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ·Í›ˆÌ· (iii) ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ¤¯Ô˘ÌÂ

�  Ë
Ê

 ̄
ˆ»

n

i=1
Ai  = Â

n

i=1
 �(Ai).

E¿Ó Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, …, An  ‰ÂÓ Â›Ó·È Í¤Ó·, ÙfiÙÂ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  »
n

i=1
Ai

ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

»
n

i=1
Ai = A1»(Ac

1«A2) » (Ac
1«Ac

2«A3)» … »(Ac
1«Ac

2« … «Ac
n–1«An),

fiÔ˘ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ· ÙË˜ ‰ÂÍÈ¿˜ ¤ÓˆÛË˜ Â›Ó·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜.
EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ Í·Ó¿ ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, ¤¯Ô˘ÌÂ

�  Ë
Ê

 ̄
ˆ»

n

i=1
Ai  = �(A1)+�(Ac

1«A2)+�(Ac
1«Ac

2«A3)+ … +

+�(Ac
1«Ac

2«…«Ac
n–1«An) ≤

≤ �(A1)+�(A2)+�(A3) + … +�(An). �
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2.4. Στ�!αστικ� ανε+αρτησ�α και ε+�ρτηση

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ¯ÒÚÔ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ  (ø, F , �).  ¢‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, BŒF

ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È στ�!αστικ� ανε+�ρτητα (Û˘ÓÙÔÌfiÙÂÚ· ανε+�ρτητα), Â¿Ó

�(A«B) = �(A)Ø�(B).

TÚ›· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B, CŒF   ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È στ�!αστικ� ανε+�ρτητα (‹
ανε+�ρτητα), Â¿Ó

�(A«B) = �(A)Ø�(B),

�(B«C) = �(B)Ø�(C),

�(C«A) = �(C)Ø�(A),

�(A«B«C) = �(A)Ø�(B)Ø�(C).

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, Â¿Ó  {Ai}iŒI  Â›Ó·È Ì›· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ‹ ¿ÂÈÚË ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÁÂ-
ÁÔÓfiÙˆÓ, ÙfiÙÂ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  Ai  ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ανε+�ρτητα, Â¿Ó ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹-
ÔÙÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ ‰ÂÈÎÙÒÓ  i1, …, ikŒI  ¤¯Ô˘ÌÂ

�(Ai1« … «Aik) = �(Ai1) … �(Aik).

A˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›·˜ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÂÈÚ¿-
Ì·ÙÔ˜ Bernoulli. OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ πε�ραμα Bernoulli ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Ù˘¯·›Ô

Â›Ú·Ì· ÌÂ ‰‡Ô ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·  ·  («ÂÈÙ˘¯›·») Î·È  –·  («·ÔÙ˘¯›·»),
¤¯ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜  p Î·È q  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, fiÔ˘  p+q=1. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,

¤Ó· Ù¤ÙÔÈÔ Â›Ú·Ì· Â›Ó·È Ë Ú›„Ë ÂÓfi˜ Î¤ÚÌ·ÙÔ˜ (Ì›· ÊÔÚ¿), fiÔ˘  p = q = 1
2
 ,

fiÙ·Ó ÙÔ Î¤ÚÌ· Â›Ó·È Ù¤ÏÂÈ· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi. E¿Ó ÙÔ Î¤ÚÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi,

ÙfiÙÂ  p π q π 1
2
   ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ  p+q = 1.

E¿Ó ¤Ó· Â›Ú·Ì· Bernoulli Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È  n  ÊÔÚ¤˜, ÙfiÙÂ Ô ·ÓÙ›ÛÙÔÈ-
¯Ô˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜  øn  ÂÚÈ¤¯ÂÈ  2n  ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  n

ÌÂ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  ·  Î·È  –·.  E¿Ó ·Ó·ÚˆÙÈfiÌ·ÛÙÂ Ò˜ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Èı·-
ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ·ÏÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ
ÙÔ˘ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Bernoulli Ó· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·ÓÂÍ¿Ú-
ÙËÙ· ÁÂÁÔÓfiÙ·, ÙfiÙÂ Ë ·¿ÓÙËÛË Â›Ó·È ¿ÌÂÛË: Â¿Ó ÙÔ  ˆŒøn  ÂÚÈ¤¯ÂÈ  k  ÊÔ-

Ú¤˜, 0 ≤ k ≤ n, ÙË Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË  ·  Î·È  n–k  ÊÔÚ¤˜ ÙË Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË  –·, ÙfiÙÂ,
ÁÈ· Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›·, Ú¤ÂÈ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ

�(ˆ) = pkqn–k.
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¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó   Ë
Ê

 ̄
ˆ 

n
k

   = 1Ø2Ø … Øn
(1Ø2Ø … Øk)(1Ø2Ø … Ø(n–k))

  ·Ï¿ ÁÂÁÔ-

ÓfiÙ·  ˆ  ÌÂ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ‰ÔÌ‹.

EÈÏ¤ÔÓ, Ë  �  ÏËÚÔ› Ù· ÙÚ›· ·ÍÈÒÌ·Ù· ÙÔ˘ OÚÈÛÌÔ‡ 2.3, Î·ıÒ˜

Â
n

k=0
  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

n
k

   pkqn–k = (p+q)n = 1.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·

Bi={ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙË˜ i-ÛÙ‹˜ Â·Ó¿ÏË„Ë˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Bernoulli Â›Ó·È ·}.

TfiÙÂ  �(Bi) = p,   ÔfiÙÂ  �(Bc
i ) = 1–p = q, 1 ≤ i ≤ n.  K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·, ÔÔÈ·-

‰‹ÔÙÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  A1, A2, …, An  ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ, fiÔ˘ Î¿ıÂ  Ai  Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡-
Ó·ÌÔ ÌÂ  Bi  ‹  Bc

i ,  ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ÁÂÁÔÓfiÙ·.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ‰‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B  ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·, ÙfiÙÂ
·˘Ù¿ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È (ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿) ε+αρτημ"να. K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·, fiÙ·Ó Ù· ÁÂ-
ÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B  Â›Ó·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·, Ë ÈÛfiÙËÙ·  �(A«B) = �(A)Ø�(B)  ‰ÂÓ

Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È. A˘Ù‹ ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ÌÂ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·

�(A«B) = �(B)Ø�(B|A),

fiÔ˘ Ë

�(B|A) ∫ 
�(A«B)

�(A)

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È δεσμευμ"νη πιθαν)τητα ÙÔ˘  B  ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A. E›Ó·È

··Ú·›ÙËÙÔ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿, Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Ì›· ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Èı·ÓfiÙËÙ·
�(B|A),  Ó· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  �(A) > 0.

ŸÙ·Ó ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ıÂˆÚÂ›Ù·È ÛÙ·ıÂÚfi Î·È ÙÔ  B  ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÛÙË
Û-¿ÏÁÂ‚Ú·  F   ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ  (ø, F , �), Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  �(, | A)

ÏËÚÔ› Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÔÓ OÚÈÛÌfi
2.3, ‰ËÏ·‰‹ Ë ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Èı·ÓfiÙËÙ·  �(, | A)  Â›Ó·È ÌÈ· Î·ÈÓÔ‡ÚÈ· Èı·Ófi-
ÙËÙ· ¿Óˆ ÛÙËÓ  F .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ Â›ÛË˜ fiÙÈ, Â¿Ó Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·,
ÙfiÙÂ

�(B|A) = �(B),   �(A|B) = �(A).

A˜ ‰Ô‡ÌÂ Ò˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Èı·ÓfiÙËÙ· ÛÂ ¤Ó· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ
·Ú¿‰ÂÈÁÌ·. ™Â ¤Ó· Û˘ÚÙ¿ÚÈ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ·Ó·Î·ÙÂÌ¤Ó·  6  ÛˆÛÙ¿ ÁÚ·Ù¿ Î·È
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4  ÁÚ·Ù¿ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Ï¿ıË. ¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›·, ¤Ó·-¤Ó·, ‰‡Ô ÁÚ·Ù¿,
¯ˆÚ›˜ Â·Ó¿ıÂÛË. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÁÚ·Ùfi Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ
Ï¿ıË, fiÙ·Ó ÙÔ ÚÒÙÔ ÂÚÈÂ›¯Â Ï¿ıË; °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛË, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ
Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A = {ÙÔ ÚÒÙÔ ÁÚ·Ùfi ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ï¿ıË},  B = {ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÁÚ·-
Ùfi ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ï¿ıË}.  O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜  ø  ÂÚÈ¤¯ÂÈ  10Ø9 = 90  ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fi-

ÌÂÓ·, Ô˘ ÙÔ Î·ı¤Ó· ¤¯ÂÈ Èı·ÓfiÙËÙ·  1
90

 .  Afi Ù· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ· ÙÔ˘  ø

˘¿Ú¯Ô˘Ó  4Ø3 = 12  ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ·, Ô˘ Î·È Ù· ‰‡Ô ÁÚ·Ù¿ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Ï¿ıË,

¿Ú·  �(A«B) = 12
90

 .  Y¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜  4Ø9 = 36  ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ· ÙÔ˘  ø, Ô˘

¤¯Ô˘Ó ÙÔ ÚÒÙÔ ÁÚ·Ùfi Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ï¿ıË, ¿Ú·  �(A) = 36
90

 .

TfiÙÂ,   �(B|A) = 
�(A«B)

�(A)
 = 12

36
 = 1

3
 .

Œ¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ıÂÒÚËÌ·.

ΘEΩPHMA 2.6.  !στω  (Ω, F , �)  �νας �"ρ�ς πιθαν�τ�των και

�στω  A1, A2, …, AnŒF , �τσι , "στε  �(A1«A2« … «An–1) > 0.
T�τε,

�(A1«A2« … «An) = �(A1) �(A2|A1) �(A3|A1«A2) … �(An|A1« … «An–1).

Aπ�δει	η

Œ¯Ô˘ÌÂ

�(A1«A2« … «An) =

= �(A1) 
�(A1«A2)

�(A1)
 Ø 

�(A1«A2«A3)

�(A1«A2)
  …  

�(A1«A2« … «An)

�(A1«A2 … «An–1)
 =

= �(A1) �(A2|A1) �(A3|A1«A2) … �(An|A1« … «An–1)

Î·È Ë ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¤ÓË. �




