


2

K¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ ·ÓÙ›Ù˘Ô ˘ÔÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙÔ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·

ISBN 960-431-437-8

© Copyright: ™. IÔ˘Ï›‰Ë,  EÎ‰fiÛÂÈ˜ Z‹ÙË, ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 1997, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË

H Î·Ù¿ ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ÙÚfiÔ Î·È Ì¤ÛÔ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹, ‰ËÌÔÛ›Â˘ÛË ‹ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË
fiÏÔ˘ ‹ ÌÂÚÒÓ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ··ÁÔÚÂ‡ÂÙ·È ¯ˆÚ›˜ ÙËÓ ¤ÁÁÚ·ÊË ¿‰ÂÈ· ÙÔ˘ Û˘Á-
ÁÚ·Ê¤· Î·È ÂÎ‰fiÙË.

18Æ ¯ÏÌ. £ÂÛ/Ó›ÎË˜-¶ÂÚ·›·˜ (ÛÙÚÔÊ‹ ΔÚÈÏfiÊÔ˘) ●   Δ.£. 170 57
£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 542 10    ●    ☎ & Fax  (0392) 72 222 (3 ÁÚ·ÌÌ¤˜)

¶. ZHTH & ™È· OEºˆÙÔÛÙÔÈ¯ÂÈÔıÂÛ›· 
- EÎÙ‡ˆÛË

AÚÌÂÓÔÔ‡ÏÔ˘ 27 ●   ☎    (031) 203 720
£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 546 35 ●   Fax (031) 211 305

EK¢O™EI™ ZHTHBÈ‚ÏÈÔˆÏÂ›Ô

e-mail: ziti@hyper.gr



4

ΠPOΛOΓOΣ

K�ρι�ς σκ�π
ς τ�υ 
ι
λ��υ ε�ναι να δ�σει με σα��νεια τη 
ασικ�
δ�μ� της Γραμμικ�ς �λγε
ρας και τ�υ αντ�στ�ι��υ πρ�ς αυτ�ν Γεωμε-
τρικ�� ��ρ�υ.

Eπ�σης δ�νεται ιδια�τερη πρ�σ��� στη συν��� των δια�
ρων ενν�ι�ν
και πρ�τ�σεων �στε η 
λη θεωρ�α να ��ει �να εννια��, συνε��ς και πλ�-
ρως καταν�ητ
 περιε�
μεν�.

T� πρ�τ� τμ�μα αρ��!ει με μ�α σ�ντ�μη ανα��ρ� στη θεωρ�α των
αλγε
ρικ�ν δ�μ�ν. H γν�ση των σωμ�των με �πειρ� � πεπερασμ�ν�
πλ�θ�ς στ�ι�ε�ων και των αλγε
ρικ�ν δ�μ�ν π�υ πρ�κ�πτ�υν απ
 �ν-
ν�ιες της μαθηματικ�ς λ�γικ�ς ε�ναι απαρα�τητη για τις ε�αρμ�γ�ς σε
πρ�
λ�ματα σ�γ�ρ�νης τε�ν�λ�γ�ας. H θεωρ�α των διανυσματικ�ν ��-
ρων απ�τελε� τ� κ�ρι� περιε�
μεν� τ�υ πρ�τ�υ τμ�ματ�ς.

Eδ� γ�νεται η αν�πτυ"η των 
ασικ�ν στ�ι�ε�ων των διανυσματικ�ν
��ρων, τα �π��α ε�ναι απαρα�τητα για την πλ�ρη καταν
ηση της πα-
ραπ�ρα θεωρ�ας. Oι �νν�ιες τ�υ διανυσματικ�� υπ
�ωρ�υ και των γεν-
νητ
ρων τ�υ, της γραμμικ�ς ε"�ρτησης και ανε"αρτησ�ας, της 
�σης,
τ�υ εσωτερικ�� γιν�μ�ν�υ, της γραμμικ�ς απεικ
νισης και των μετα-
σ�ηματισμ�ν ε�ναι απαρα�τητες για μ�α 
ασικ� καταν
ηση της Γραμμι-
κ�ς �λγε
ρας.

Στ� δε�τερ� τμ�μα γ�νεται μ�α αρκετ� μεγ�λη αν�πτυ"η της γενικ�ς
θεωρ�ας των πιν�κων.

Συμμετρικ��, αντισυμμετρικ��, ερμιτιαν��, αντιερμιτιαν��, �ρθ�καν�-
νικ�� και �ρθ�γ�νι�ι π�νακες ε�ναι �ι 
ασικ�� π�νακες των ε�αρμ�γ�ν.

Oι �ρ�!�υσες, �ι σ�νθετ�ι και �ι αντ�στρ���ι π�νακες απ�τελ��ν πε-
ριε�
μεν� τ�υ τμ�ματ�ς αυτ��. Eπ�σης � συνδυασμ
ς των ιδι�τ�των
των πιν�κων με τις 
�σεις και τις γραμμικ�ς απεικ�ν�σεις �δηγ��ν σε
σημαντικ� συμπερ�σματα, 
πως ε�ναι � μετασ�ηματισμ
ς των 
�σεων
και � 
αθμ
ς εν
ς π�νακα.

Στ� τρ�τ� τμ�μα αναπτ�σσ�νται �ι 
ασικ�� μετασ�ηματισμ�� των πι-
ν�κων. O πρ�σδι�ρισμ
ς υπ�λ�γιστικ�ν μεθ
δων υπ�λ�γισμ�� τ�υ
αντιστρ
��υ, εν
ς γενικευμ�ν�υ αντιστρ
��υ, της καν�νικ�ς, της δια-
γ�νιας και της κλιμακωτ�ς μ�ρ��ς εν
ς π�νακα απ�τελ��ν τ� κ�ρι�
περιε�
μεν� της θεωρ�ας των 
ασικ�ν μετασ�ηματισμ�ν. Eπ�σης πρ�-
κ�πτ�υν σημαντικ� συμπερ�σματα απ
 την αν�πτυ"η της σ�ετικ�ς
θεωρ�ας.
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Στ� τ�ταρτ� τμ�μα αναπτ�σσεται η θεωρ�α των γραμμικ�ν συστη-
μ�των. Πρ�σδι�ρ�!�νται �ι συνθ�κες επιλυσιμ
τητας και �ι 
ασικ�� τρ
-
π�ι επ�λυσης αυτ�ν.

Eπ�σης ανα��ρ�νται μ�θ�δ�ι πρ�σδι�ρισμ�� εν
ς διανυσματικ��
��ρ�υ, της τ�μ�ς και τ�υ αθρ��σματ�ς διανυσματικ�ν ��ρων με την
επ�λυση γραμμικ�ν συστημ�των.

Tα �αρακτηριστικ� μεγ�θη και �ι τετραγωνικ�ς μ�ρ��ς απ�τελ��ν
τ� περιε�
μεν� τ�υ π�μπτ�υ τμ�ματ�ς.

O μετασ�ηματισμ
ς εν
ς τετραγωνικ�� π�νακα στην τριγωνικ� και
τη διαγ�νια μ�ρ�� τ�υ ε�ναι τ� κ�ρι� περιε�
μεν� της σ�ετικ�ς θεωρ�ας
και τα συμπερ�σματα �δηγ��ν σε δι���ρες ε�αρμ�γ�ς.

T�λ�ς γ�νεται μ�α σ�ντ�μη αν�πτυ"η της θεωρ�ας των τετραγωνικ�ν
μ�ρ��ν, η �π��α ε�ναι απαρα�τητη για τις ε�αρμ�γ�ς.

Oι σημειακ�� ��ρ�ι απ�τελ��ν τ� περιε�
μεν� τ�υ �κτ�υ τμ�ματ�ς
της θεωρ�ας. Aυτ�� ε�ναι γεωμετρικ�� ��ρ�ι αντ�στ�ι��ι των διανυσματι-
κ�ν. Oι �νν�ιες των συστημ�των ανα��ρ�ς και συντεταγμ�νων και �ι
ιδι
τητες τ�υ 
αρυκ�ντρ�υ, της μετα��ρ�ς και των μετασ�ηματισμ�ν
απ�τελ��ν τα 
ασικ� στ�ι�ε�α για την καταν
ηση των σημειακ�ν ��-
ρων. Eπ�σης �ι �νν�ιες τ�υ ε"ωτερικ��, τ�υ μικτ�� και τ�υ διπλ�� ε"ω-
τερικ�� γιν�μ�ν�υ ε�ναι �ρ�σιμες στις ε�αρμ�γ�ς. Oι σημειακ�� υπ
�ω-
ρ�ι δ�ν�υν τη δυνατ
τητα μιας 
ασικ�ς καταν
ησης τ�υ γεωμετρικ��
��ρ�υ, � �π���ς μας περι
�λλει.

%τσι �ι ευθε�ες, τα επ�πεδα, �ι καμπ�λες και �ι επι��νειες δευτ�ρ�υ

αθμ��, τα παραλληλεπ�πεδα και τα παραλληλ
γραμμα γ�ν�νται πλ�-
ρως καταν�ητ�. Eπ�σης η παραλληλ�α και � πρ�σδι�ρισμ
ς της τ�μ�ς
και τ�υ αθρ��σματ�ς των σημειακ�ν υπ���ρων ε�ναι π�λ� σημαντικ�
στ�ι�ε�α για τα υπ�λ�γιστικ� πρ�
λ�ματα.

T�λ�ς �ι ιδι
τητες των σημειακ�ν απεικ�ν�σεων και των ισ�μετρι�ν
�δηγ��ν στην καταν
ηση των 
ασικ�ν κιν�σεων στ� γεωμετρικ
 ��ρ�.

Στ� �
δ�μ� τμ�μα της θεωρ�ας γ�νεται μ�α σ�ντ�μη αν�πτυ"η τ�υ
τανυστικ�� λ�γισμ��. Bασικ
ς σκ�π
ς της σ�ετικ�ς θεωρ�ας ε�ναι � κα-
θ�ρισμ
ς των συμ

λων και �ι �ρισμ�� των τανυστ�ν και των πρ�"εων
π�υ μπ�ρ��με να κ�ν�υμε με τ�υς τανυστ�ς.

Eδ� ε�ναι απαρα�τητη η πλ�ρης καταν
ηση της �νν�ιας τ�υ τανυ-
στικ�� �αρακτ�ρα εν
ς μεγ�θ�υς.

&λη η θεωρ�α αναπτ�σσεται με επε"ηγηματικ
 τρ
π� �τσι �στε η
σημασ�α της α�ετηρ�ας των συμπερασμ�των να ε�ναι σα��ς.
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A

ΔIANYΣMATIKOI XΩPOI

1. Eισαγωγ


£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ··Ú·›ÙËÙË ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ÁÈ· ÌÈ· ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë
ÁÓÒÛË ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ‰ÔÌÒÓ Î·È ÁÈ· ÙË Û‡Ó‰ÂÛË ÙË˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜ ÌÂ ÙË
°ÂˆÌÂÙÚ›·.

M›· πρ
�η Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  G  Â›Ó·È Ì›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê  ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡
ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘  G¥G,  Â› ÙÔ˘  G.  TÔ Û‡ÓÔÏÔ  G  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ Ì›· Ú¿ÍË  Ê  Ï¤ÁÂÙ·È
�μαδ�ειδ�ς.

M›· Ú¿ÍË  Ê  Ï¤ÁÂÙ·È πρ�σεταιριστικ
, fiÙ·Ó Â›Ó·È

Ê(Ê(x, y), z) = Ê(x, Ê(y, z))

ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ Ì›· ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Ú¿ÍË  Ê  Ï¤ÁÂÙ·È ημι�μ
δα.
ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e  Ï¤ÁÂÙ·È �υδ�τερ� ‹ ταυτ�τικ� ˆ˜ ÚÔ˜ Ì›· Ú¿ÍË  Ê,  fiÙ·Ó

Â›Ó·È

Ê(e, x) = Ê(x, e) = x.

Î·È ÙfiÙÂ Ì›· ËÌÈÔÌ¿‰·  G  ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e  Ï¤ÁÂÙ·È μ�ν�ειδ�ς. TÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e  Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.

ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  ÎŒG  Ï¤ÁÂÙ·È ·ÔÚÚÔÊËÙÈÎfi ˆ˜ ÚÔ˜ Ì›· Ú¿ÍË  Ê,  fiÙ·Ó Â›Ó·È

Ê(x, k) = Ê(k, x) = k.

TfiÙÂ ÙÔ  k  Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi Î·È ‰È¿ÊÔÚÔ ·fi ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e,  ‰ËÏ. Â›Ó·È
kπe,  ‰ÈfiÙÈ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÚÔÎ‡ÙÂÈ  G = {k}.  ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, fiÙ·Ó Â›Ó·È  e = Î,  ÙfiÙÂ  Ê(k,

x) = k= Ê(e, x) = x  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒG. T·  x, y,  Î·È  z  Â›Ó·È Ù˘¯·›· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  G.
M›· Ú¿ÍË  Ê  Ï¤ÁÂÙ·È αντιμεταθετικ
 ‹ α�ελιαν
, fiÙ·Ó Â›Ó·È  Ê(x, y) =

= Ê(y, x).
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›·  x  Î·È  y  ÂÓfi˜ ÌÔÓÔÂÈ‰Ô‡˜  G  ÌÂ  Ú¿ÍË  Ê  Î·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ

ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e.  §¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  y  Â›Ó·È αντ�στρ��� ÙÔ˘  x,  fiÙ·Ó Â›Ó·È

Ê(x, y) = Ê(y, x) = e
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TÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  y  ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  x  (·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ) Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó  z  Â›Ó·È ¤Ó· ¿ÏÏÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘  x,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

y = Ê(e, y) = Ê(Ê(z, x), y) = Ê(z, Ê (x, y)) = Ê(z, e) = z.

M›· Ú¿ÍË  Ê  Â› ÙÔ˘  G  ÁÚ¿ÊÂÙ·È Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜ ÙÚÂÈ˜
ÙÚfiÔ˘˜.

Ê(x, y),    xÊy,   (x, y)Ê

Î·È Ô Û˘ÓËı¤ÛÙÂÚÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ÙÚfiÔ˜. E›ÛË˜ Ì›· Ú¿ÍË  Ê  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
Û˘Ó‹ıˆ˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ¿ ‹ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ¿, ‰ËÏ. ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

Ê(x, y) = x+y,  Ê(x, y) = xy

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. XÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔÓ ÚÔÛıÂÙÈÎfi Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi  +,  fiÙ·Ó Ë Ú¿ÍË
Ê  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎfi, fiÙ·Ó Ë  Ê  ‰ÂÓ Â›Ó·È
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹. ÕÏÏÔ˜ Û˘Ó‹ıË˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ Â›Ó·È Ô Î˘ÎÏ›ÛÎÔ˜  Ô,  ÙÔÓ ÔÔ›Ô
ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÛÙË Û‡ÓıÂÛË ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  f  Î·È  g  Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  Ê(f,
g) = fog.

ŸÙ·Ó Ë Ú¿ÍË Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÚÔÛıÂÙÈÎ¿ (·ÓÙ. ÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ¿), ÙfiÙÂ ÙÔ
Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó  0  (·ÓÙ. ÙË ÌÔÓ¿‰·) Î·È
Ï¤ÁÂÙ·È μηδενικ� (·ÓÙ. μ�ν
δα). E›ÛË˜ Ë Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙË ÌÔÓ¿‰·.

™ÙËÓ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ (·ÓÙ. ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹) ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÂÓfi˜
ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  x  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  –x  (·ÓÙ. x–1)  Î·È Ï¤ÁÂÙ·È αντ�θετ� (·ÓÙ. αντ�-
στρ���) ÙÔ˘  x.

AÓ  G  Â›Ó·È ¤Ó· ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x  ¤¯ÂÈ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, ÙfiÙÂ ÙÔ
G  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �μ
δα. ŸÙ·Ó Ë Ú¿ÍË ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ Ë
G  Ï¤ÁÂÙ·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙ‹ ‹ α�ελιαν
.

K¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ, ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ Ì›· ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Ï¤ÁÂÙ·È αλγε�ρικ

δ�μ
.

ÕÚ· ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ  G  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ Ì›· Ú¿ÍË ·ÔÙÂÏÂ› ÔÌ¿‰·, fiÙ·Ó ÁÈ· Ù·
Ù˘¯·›· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  x, y  Î·È  z   ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜

i. (xy)z = x(yz)

ii. (" xŒG) (� | eŒG): xe = ex = x   ‹   x1=1x = x

iii. (" xŒ°) (� | x–1ŒG): xx–1 = x–1x = e.

H ÔÌ¿‰·  G  Ï¤ÁÂÙ·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, fiÙ·Ó Â›Ó·È  xy = yx.
MÂ ÙÔÓ ÚÔÛıÂÙÈÎfi Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi +, ÔÈ ·Ú·¿Óˆ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·

i. (x+y)+z = x+(y+z)

ii. (" xŒG) (� | 0ŒG): x+0 = 0+x = x
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iii. (" xŒG) (� | –xŒG): x+(–x) = (–x)+x = 0

iv. x+y = y+x

Î·È Ë ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  G  Ï¤ÁÂÙ·È Î·È ÚÔÛıÂÙÈÎ‹.
AÓ  A  Î·È B  Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  ÙfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ

AB = {·‚ | ·ŒA, ‚ŒB}

Î·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·  A+B = {·+‚ | ·ŒA, ‚ŒB},  fiÙ·Ó Ë Ú¿ÍË Â›Ó·È ÔÏ/ Î‹ (·ÓÙ.

ÚÔÛıÂÙÈÎ‹). ŒÙÛÈ, ÁÈ·  xŒG,  ¤¯Ô˘ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

xA = {x· | ·ŒA},  x+A = {x+· | ·ŒA}.

TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  xA  (·ÓÙ. x+A)  Ï¤ÁÂÙ·È ·ÚÈÛÙÂÚ‹ ı‹ÎË ÙÔ˘  A  ÛÙÔ  G.  AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·
ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰ÂÍÈ¿ ı‹ÎË  Ax  (·ÓÙ. A+x)  ÙÔ˘  A  ÛÙÔ  G. O Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ Â›Ó·È Ô ›‰ÈÔ˜ ÌÂ
ÂÎÂ›ÓÔ ÙË˜ Ú¿ÍË˜ ÙË˜  G.

ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  H  ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË  Ê  ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜
G  Ï¤ÁÂÙ·È υπ��μ
δα  ÙË˜  G,  fiÙ·Ó ·ÔÙÂÏÂ› ÔÌ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  Ê.

ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  H  ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ·ÓÓ  xyŒH  Î·È

x–1ŒH  ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒH.

TÔ Ù·˘ÙÔÙÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e  Î·È Ë ›‰È· Ë ÔÌ¿‰·  G  ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙË˜ G.
AÓ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ¤˜ ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙË˜  G,  ÙfiÙÂ Ë  G  Ï¤ÁÂÙ·È απλ
. OÈ
˘fiÏÔÈÂ˜ ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙË˜  G  Ï¤ÁÔÓÙ·È ÁÓ‹ÛÈÂ˜.

TÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G  Ï¤ÁÂÙ·È τ
�η  ÙË˜  G.  O ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜
ıÂÙÈÎfi˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜  k ÁÈ· ÙÔÓ ÔÔ›Ô Â›Ó·È  xÎ=e  Ï¤ÁÂÙ·È τ
�η ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  xŒG,

fiÔ˘  e  Â›Ó·È ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜  G  Î·È  xÎ = xx…  x  kÊÔÚ¤˜.
M›· ˘ÔÔÌ¿‰·  H  ÙË˜  G  Ï¤ÁÂÙ·È καν�νικ
  ‹ αναλλ��ωτη ‹ αυτ�συ�υγ
ς,

fiÙ·Ó Â›Ó·È  xHx–1 = H  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒG,  ‰ËÏ. fiÙ·Ó  xyx–1ŒH  ÁÈ· Î¿ıÂ  yŒH  Î·È

Î¿ıÂ  xŒG.

AÓ  H  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  xH = H  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒH.

ŸÙ·Ó Ì›· Ú¿ÍË Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ ·Ú·ÏÂ›Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜,
‰ÈfiÙÈ ÙÔ ÓfiËÌ· ÙË˜ ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È fiÙÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ú¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ ·fi ÙÔ Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô ÌÈ·˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜.

AÓ  H  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ıËÎÒÓ  xH  ÙË˜  H
ÛÙËÓ  G,  Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  G/ H = {xH | xŒG}  ·ÔÙÂÏÂ› ‰È·ÌÂÚÈÛÌfi ÙË˜  G,  ‰ËÏ. Â›Ó·È  G

= »
xŒG

xH  Î·È  xH«yH = Δ  ÁÈ·  xπy.  E›ÛË˜ Î¿ıÂ ı‹ÎË  xH  ¤¯ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ Ï‹ıÔ˜

ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌÂ ÙËÓ  H.  AÓ  (G),  (H)  Î·È (G/ H) Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÔÈ ÏËıÈÎfiÙËÙÂ˜
ÙˆÓ  G, H  Î·È ÙÔ˘ ËÏÈÎÔÛ˘ÓfiÏÔ˘  G/ H,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

(G) = (H) (G/ H)

Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜  (G/H)  ÙˆÓ ıËÎÒÓ Ï¤ÁÂÙ·È δε�κτης  ÙË˜  H  ÛÙËÓ  G.  ÕÚ· Ë Ù¿ÍË
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Î¿ıÂ ˘ÔÔÌ¿‰Ô˜ ÌÈ·˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË˜ ÔÌ¿‰·˜  G  ‰È·ÈÚÂ› ÙËÓ Ù¿ÍË ÙË˜  G.  ŒÙÛÈ, fiÙ·Ó
ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Ù¿ÍË ÙË˜  G,  ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ù¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ˘ÔÔÌ¿‰ˆÓ
ÙË˜ .¯. ·Ó  (G) = 12=1Ø22Ø3,  ÙfiÙÂ Ë  G  ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ÁÓ‹ÛÈÂ˜ ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÌÂ
Ù¿ÍÂÈ˜  3  Î·È  4.  TÔ ›‰ÈÔ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÙÈ˜ ‰ÂÍÈ¤˜ ı‹ÎÂ˜  Hx.  AÓ Ë  H   Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹
ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  xH = Hx  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒG Î·È ÔÚ›˙ÂÙ·È Â› ÙÔ˘ ËÏÈÎÔÛ˘ÓfiÏÔ˘  G/ H  Ì›·

‰ÔÌ‹ ÔÌ¿‰·˜ ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË  (xH) (yH) = xyH.  H G/ H  Ï¤ÁÂÙ·È ËÏÈÎÔÔÌ¿‰· ÙË˜  H

ÛÙËÓ  G.  XÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔÓ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi  –x = xH  ÁÈ· ÙÈ˜ ı‹ÎÂ˜.
AÓ  G  Â›Ó·È Ì›· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ÔÌ¿‰· Ù¿ÍÂˆ˜  2k  Î·È  H  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰·

Ù¿ÍÂˆ˜  k,  ÙfiÙÂ Ë  H  Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ Î·È Ë  G/ H  Â›Ó·È Î˘ÎÏÈÎ‹ Ù¿ÍÂˆ˜  2.
EÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÏ/Îfi Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi. AÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÌÂ ÙÔÓ ÚÔÛıÂÙÈÎfi

Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi.
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ì›· ÔÌ¿‰·  G  Î·È ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  A  ÙË˜  G.  TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

H(A)  fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓˆÓ ÁÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

·Ó1
1  ·Ó2

2  … ·ÓÌ
Ì   (Ó≥1)

fiÔ˘  ·1, ·2, …,  ·ÌŒA  Î·È  ÓiŒZ,  ·ÔÙÂÏÂ› Ì›· ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  G  Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë
H(A)  παρ
γεται ‹ ÁÂÓÓÈ¤Ù·È ·fi ÙÔ  A.

M›· ˘ÔÔÌ¿‰·  H  ÙË˜  G  Ï¤ÁÂÙ·È κυκλικ
, fiÙ·Ó ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi
ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒG.  ŒÙÛÈ Â›Ó·È  H = (x) = {e, x, x2, …, xk, …}.

°È· ÌÈ· Î˘ÎÏÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  H=(x)  ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ‰‡Ô ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜.

i. ŸÙ·Ó  ÌπÓ fi xÌ πxÓ.  AÓ  Z  Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ, ÙfiÙÂ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË

f:H Æ Z,  f(xÓ) = Ó

Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË Â› ÙÔ˘  Z  Î·È ¿Ú· Ë  H  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÔ Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ,
‰ËÏ. Â›Ó·È ·Â›ÚÔ˘ Ù¿ÍÂˆ˜.

ii. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ıÂÙÈÎÔ› ·Î¤Ú·ÈÔÈ  Ì, Ó  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È

ÌπÓ fi xÌ = xÓ.

TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A = {ÓŒN | (� ÌŒƒ), xÌ=xÓ,  ÌπÓ} π Δ  ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô

ÎŒN  ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  N = {1, 2, … }.

ŒÙÛÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  B = {ÓŒN | xk+Ó = xk} π Δ  Î·È ¿Ú· ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  Ï.

ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ  xk = xk+Ï  Î·È Â›Ó·È  xÏ = x0 = e,  ‰ÈfiÙÈ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘
xk = xx … x  Â›Ó·È ÙÔ  x–k = x–1x–1 … x–1  k  ÊÔÚ¤˜. ŒÙÛÈ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·  x0 = e, x, x2, …,
xÏ–1  Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚ· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó

ÌπÓ fi xÌ = xÓ   ÁÈ·   Ì, Ó≤Ï

ÙfiÙÂ, ·Ó  Ì>Ó,  ¤¯Ô˘ÌÂ  xÌ–Ó = e  Î·È Â›Ó·È Ì–Ó<Ï,  ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÊ¿ÛÎÂÈ ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜
fiÙÈ ÙÔ  Ï  Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯Ô˘ÌÂ  xÏ = e.
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°È·  Ì>Ï  Â›Ó·È  Ì = sÏ+˘,  fiÔ˘  0≤˘<Ï,  Î·È ¿Ú·  xÌ = x˘.  ŒÙÛÈ Ë  H  Â›Ó·È ÛÂ
·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  {0, 1, …, Ï–1}  Î·È ¿Ú· ÂÚÈ¤¯ÂÈ  Ï
ÛÙÔÈ¯Â›·, ‰ËÏ. Â›Ó·È  H = {x0=e, x, x2, …, xÏ–1},  fiÔ˘  Ï  Â›Ó·È Ë Ù¿ÍË ÙÔ˘  x.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÔÌ¿‰Â˜  G1, G2  Î·È ·˜ Â›Ó·È  e1, e2  Ù· Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· Î·È H1,
H2  ‰‡Ô ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ·˘ÙÒÓ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜.

M›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: G1ÆG2  Ï¤ÁÂÙ·È  �μ�μ�ρ�ισμ�ς, fiÙ·Ó ·˘Ù‹ ‰È·ÙËÚÂ› ÙÈ˜

Ú¿ÍÂÈ˜, ‰ËÏ. fiÙ·Ó  f(x, y) = f(x)f(y).  TfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

f(e1) = e2   Î·È   (f(x))–1 = f(x–1).

AÓ  Ê: G1Æ G2  Â›Ó·È ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÙfiÙÂ Ë ÂÈÎfiÓ·

f(H1) = {f(x)ŒG2 | xŒH1}

Î·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÂÈÎfiÓ·  f–1(H2) = {xŒG1 | f(x)ŒH2},  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙˆÓ  G2  Î·È

G1  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  f–1(e2) = {xŒG1 | f(x) = e2}  Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰·
ÙË˜  G1  Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È πυρ
νας  ÙË˜  f.

ŒÓ·˜ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  f: G1ÆG2  Ï¤ÁÂÙ·È μ�ν�μ�ρ�ισμ�ς ‹ ��υτι
, fiÙ·Ó Â›Ó·È
ÂÓÚÈÙÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË, επιμ�ρ�ισμ�ς, fiÙ·Ó Â›Ó·È Â› ·ÂÈÎfiÓÈÛË Î·È
ισ�μ�ρ�ισμ�ς, fiÙ·Ó Ë  f  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË Â› ÙÔ˘  G2. ŸÙ·Ó Ë  f
Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ù·˘Ù›ÛÔ˘ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÙÈ˜ ÔÌ¿‰Â˜  G1  Î·È  G2. °È·
Î¿ıÂ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi  f,  Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f–1  Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.

ŒÓ·˜ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  f: GÆG  Ï¤ÁÂÙ·È ενδ�μ�ρ�ισμ�ς Î·È αυτ�μ�ρ�ισμ�ς,
fiÙ·Ó Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.

AÓ  H  Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  ÙfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË

f : G Æ G/ H  ,   f(x) = xH = –x

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Î·È Ï¤ÁÂÙ·È καν�νικ�ς  ‹ �υσικ�ς ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜. TÔ
Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ËÏÈÎÔÔÌ¿‰·˜  G/ H  Â›Ó·È ÙÔ  H.  ÕÚ· Ô ˘Ú‹Ó·˜ ÙË˜  f  Â›Ó·È
ÙÔ  H,  ‰ÈfiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ  f(x) = H = xH  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒH.

AÓ  f: G1ÆG2  Â›Ó·È ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÌÂ ˘Ú‹Ó·  f–1(e2),  ÙfiÙÂ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË

–
f : G1/ f–1(e2) Æ G2 ,   

–
f (–x) = f(x)

Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Â› ÙËÓ  G2.
OÈ ·Ú·¿Óˆ ¤ÓÓÔÈÂ˜ (ÔÌÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌÔ‡, ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ‡ Î.Ï.) ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· Î¿ıÂ

¿ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹.
TÔ Û‡ÓÔÏÔ N ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·ÔÙÂÏÂ› ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ÔÏ/ÛÌfi ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË ÌÔÓ¿‰·  1 Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ·ÓÙÈÛÙÚÂÙfi
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ  N0 = {0}»N  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË

ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ ÌË‰¤Ó  0.



12

A˜ Â›Ó·È  G  ¤Ó· ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ÌÂ Ú¿ÍË  Ê,  Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e  Î·È  xŒG.  TfiÙÂ

˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  f: N0 Æ G  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È  f(1) = x  Î·È

f(x) = xÊxÊx … Êx  k  ÊÔÚ¤˜. E›Ó·È  f(0) = e.  ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

f(k+Ì) = f(k) Êf(Ì),

  ‰ËÏ. Â›Ó·È  xÊx … Êx
14243

k+Ì ÊÔÚ¤˜

 = (xÊxÊ … Êx
14243

k ÊÔÚ¤˜

) Ê (xÊ … Êx
123
Ì ÊÔÚ¤˜

).

ÕÚ·, ·Ó Ë Ú¿ÍË ÙË˜  G  Â›Ó·È ÚÔÛıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ  ¤¯Ô˘ÌÂ

f(k) = kx = x+… + x  k  ÊÔÚ¤˜,

f(0) = 0x=0,    (k+Ì)x = kx+Ìx,    f(1) = 1x = x,    k(Ìx) = (kÌ)x.

ŸÙ·Ó Ë Ú¿ÍË ÙË˜  G  Â›Ó·È ÔÏ/Î‹, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

f(k) = xk,   f(k+Ì) = xk+Ì = f(k)f(Ì) = xkxÌ,   f(0) = x0=1   Î·È   (xk)Ì = xkÌ.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ  Z  ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏ/Ìfi
ÌÂ ·ÔÚÚÔÊËÙÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ ÌË‰¤Ó  0.  E›ÛË˜ ÙÔ  Z Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·, ˆ˜
ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi  0  Î·È Â›Ó·È  –k = (–1)k = k(–1)
ÁÈ· Î¿ıÂ  kŒZ,  fiÔ˘  –k  Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  k.

AÓ  x  Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚÂÙfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜
ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  h: ZÆG  ÌÂ  h(1) = x  Î·È ÂÚÈÔÚÈÛÌfi  h | N = f: NÆG.

ÕÚ· ÁÈ· Î¿ıÂ ÌË-·ÚÓËÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ  k  ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·¿Óˆ.
AÓ Ë Ú¿ÍË ÙË˜  G  Â›Ó·È ÚÔÛıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

h(–k) = –kx = (–x)+(–x)+ … + (–x) = (–1)kx,

fiÔ˘  –kx  Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  kx,  Î·È  h(–1) = (–1)x = –x.
ŸÙ·Ó Ë Ú¿ÍË ÙÔ˘  G  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÔÏ/Î¿, ÙfiÙÂ Â›Ó·È

h(–k) = x–k = x–1x–1 … x–1  k  ÊÔÚ¤˜   Î·È   h(–1) = x–1,

fiÔ˘  x–k  Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘  xk.
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó·  Û‡ÓÔÏÔ  X.  TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Xx = {f | f : XÆX}  fiÏˆÓ ÙˆÓ

·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ ÙÔ˘  X  ÛÙÔ  X  ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ÌÂ Ú¿ÍË ÙË Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, ‰ÈfiÙÈ Ë Û‡ÓıÂÛË Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹, ‰ËÏ. Â›Ó·È

(fog)oh = fo(goh).

TÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È Ë Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË

1: X ÆX,  1(x) = x

OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ μετ
θεση ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  X  Î¿ıÂ ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË
·ÂÈÎfiÓÈÛË  f : XÆX  ÙÔ˘  X  Â› ÙÔ˘  X.  TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

S(X) = {f | f: XÆX)
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ÙˆÓ ÌÂÙ·ı¤ÛÂˆÓ ÙÔ˘ X  ·ÔÙÂÏÂ› ÔÌ¿‰· ÌÂ Ú¿ÍË ÙË Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ, Ë
ÔÔ›· Ï¤ÁÂÙ·È συμμετρικ
 Î·È ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi m! ÛÙÔÈ¯Â›·, fiÙ·Ó ÙÔ  X  ¤¯ÂÈ  m
ÛÙÔÈ¯Â›·. K¿ıÂ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  S(X)  Ï¤ÁÂÙ·È ÔÌ¿‰· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ ÙÔ˘  X.

A˜ Â›Ó·È  X = {x1,…, xm}. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÙÌ‹Ì· ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

Nm = {kŒN | k≤m} = {1, 2, …, m}

Ì‹ÎÔ˘˜ m.  TfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi

F: S(Nm) Æ S(X)

Î·È  ¤ÙÛÈ Ó· Ù·˘Ù›ÛÔ˘ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÙÈ˜ ÔÌ¿‰Â˜  S(Nm)  Î·È  S(X).  £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ
·ÂÈÎfiÓÈÛË

Ê: NmÆ X,  Ê(k) = xk  ÁÈ·  k = 1, 2, …, m.

H  Ê  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË Â› ÙÔ˘  X.  A˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÌ¿‰·
S(Nm)  ÌÂ  S(m).  TfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ô ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜

F(Ê) : S(m) Æ S(X),   F(Ê) (h) = ÊÔhoÊ–1 = 
–
h.

H F(Ê)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ ÌÂ  FÊ,  ‰ËÏ. Ë  Ê  ÙÔÔıÂÙÂ›Ù·È ˆ˜ ‰Â›ÎÙË˜ ÛÙÔ  F.
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

FÊ(hog) = fohogoÊ–1 = (ÊÔhoÊ–1) o (ÊÔgÔÊ–1) = FÊ(h) o FÊ(g)

‰ËÏ. Ë  FÊ  Â›Ó·È ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.
H  Ê–1oÚoÊŒS(m)  ÁÈ· Î¿ıÂ  ÚŒS(X)  Î·È Â›Ó·È  FÊ(Ê–1oÚoÊ) = Ú.  ÕÚ· Ë  FÊ

Â›Ó·È Â›.
T¤ÏÔ˜ Ë  FÊ  Â›Ó·È ÂÓÚÈÙÈÎ‹, ‰ÈfiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

FÊ(h) = FÊ(g) fi ÊohoÊ–1 = ÊogoÊ–1 fi h=g.

ŒÙÛÈ, ÛÙÔ ÏÔÁÈÛÌfi, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Ó· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÔÌ¿‰·  S(m)  ·ÓÙ› ÙË˜
S(X).

H ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÌÈ·˜ ÌÂÙ¿ıÂÛË˜ Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ‰È·ÙËÚÂ› Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘
·ÏÏ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙË ÛÂÈÚ¿ ‰È·‰Ô¯‹˜ ÙÔ˘˜.

M›· ÌÂÙ¿ıÂÛË  fŒS(m)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜ ‰‡Ô ÙÚfiÔ˘˜.

f =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1     2   …   m
f(1)   f(2)  …  f(m)   ,   f= f(1) f(2) … f(m)

TfiÙÂ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ  f–1  ÙË˜  f  Â›Ó·È

f–1 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

f(1)   f(2)  …  f(m)
1     2   …   m    = 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 

1     2   …   m
f–1(1)   f–1(2)  …  f–1(m)  = f–1(1) f–1(2) … f–1(m)

H Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ ÌÂÙ¿ıÂÛË  1  Â›Ó·È
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1 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1   2 … m
1   2 …  m   = 1 2 … m

Î·È ·Ó  g = g(1)g(2) … g(m),  ÙfiÙÂ Ë Û‡ÓıÂÛË  gof  Â›Ó·È

gof =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1     2   …   m
f(1)   f(2)  …  f(m)   Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

1     2   …   m
g(1)   g(2)  …  g(m)   =

=  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1     2   …   m
f(1)   f(2)  …  f(m)    Ë

Ê
 ̄
ˆ 

f(1)     f(2)   …   f(m)
(gof)(1)   (gof)(2)  …  (gof)(m)

M›· ÌÂÙ¿ıÂÛË  f  Ï¤ÁÂÙ·È 
ρτια (·ÓÙ. ÂÚÈÙÙ‹), fiÙ·Ó  ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ¿ÚÙÈÔ (·ÓÙ.
ÂÚÈÙÙfi) Ï‹ıÔ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ÂÓ·ÏÏ·ÁÒÓ ÙˆÓ ı¤ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙË˜ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Ó·
¿ÚÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÛÂÈÚ¿ ÙË˜ 1  2… m.  TÔÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÔ σημε��  Â(f)  ÙË˜  f  Î·È
Â›Ó·È  Â(f) = 1,  fiÙ·Ó Ë  f  Â›Ó·È ¿ÚÙÈ·,  Î·È  Â(f) = –1,  ·Ó Ë  f  Â›Ó·È ÂÚÈÙÙ‹.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ {–1, 1} ÌÂ Ú¿ÍË ÙÔ Û˘Ó‹ıË ÔÏ/Ìfi ·ÔÙÂÏÂ› Î˘ÎÏÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ÌÂ
ÁÂÓÓ‹ÙÔÚ· ÙÔ  –1  Î·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Â : S(X) Æ{1, –1}  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ

Â(Ê) = 
 Ó
Ì
Ï

 

  1  ·Ó  Ê ¿ÚÙÈ·
–1  ·Ó  Ê  ÂÚÈÙÙ‹

Â›Ó·È ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ  Â(ÊÔg) = Â(Ê) Â(g)  Î·È Â›Ó·È  Â(1x) = 1  Î·È
Â(Ê) = Â(Ê–1).

TÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÙ›ˆÓ ÌÂÙ·ı¤ÛÂˆÓ Â›Ó·È m!
2

  Î·È ·˘Ù¤˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜

S(X).

TÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÂÚÈÙÙÒÓ ÌÂÙ·ı¤ÛÂˆÓ Â›Ó·È Â›ÛË˜  m!
2

 ,  ·ÏÏ¿ ·˘Ù¤˜ ‰ÂÓ

·ÔÙÂÏÔ‡Ó ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  S(X).
¶.¯. ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  S(4),  ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë Ù¿ÍË Â›Ó·È  4! = 1Ø2Ø3Ø4

= 24.  TÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô 1  Â›Ó·È Ë ÌÂÙ¿ıÂÛË

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1  2  3  4
1  2  3  4   = 1234.

TÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙË˜  f =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1  2  3  4
2  4  1  3   = 2413   Â›Ó·È

f–1 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

2  4  1  3
1  2  3  4   =  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

1  2  3  4
3  1  4  2   = 3142.

E›Ó·È

fof–1 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

1   2   3   4
3   1   4   2    Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

1   2   3   4
2   4   1   3   =  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

1   2   3   4
3   1   4   2    Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

3   1   4   2
1   2   3   4   =  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

1   2   3   4
1   2   3   4 

°È· Ó· ¿ÚÂÈ Ë  f = 2413  ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ ÛÂÈÚ¿  1234  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜
‚ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜.
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i. °È· ÙÔ  4  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÓ·ÏÏ·Á¤˜  (4, 1)  Î·È  (4, 3)  ÛÂ  (1, 4)  Î·È (3, 4).  ŒÙÛÈ
Â›Ó·È 2134.

ii. °È· ÙÔ  3  ‰ÂÓ ··ÈÙÂ›Ù·È ÂÓ·ÏÏ·Á‹.

iii. °È· ÙÔ  2  ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›· ÂÓ·ÏÏ·Á‹ ÙÔ˘ ˙Â‡ÁÔ˘˜  (2, 1)  ÛÂ  (1, 2).

ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ÙÚÂÈ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÂÓ·ÏÏ·Á¤˜, ‰ËÏ. Ë  f  Â›Ó·È ÂÚÈÙÙ‹ ÌÂ
ÛËÌÂ›Ô  Â(f)=–1.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ì›· ÔÌ¿‰·  G,  ÙË Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÙË˜  S(G)  Î·È Ì›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË
F: G Æ S(G)  ÒÛÙÂ  F(g): GÆ G  Ó· ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ  F(g)(h) = gh  ÁÈ· Î¿ıÂ  g, hŒG.  TfiÙÂ

F(g)  Â›Ó·È Ì›· ÌÂÙ¿ıÂÛË ÙÔ˘  G  Î·È Ë F  Â›Ó·È ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜. EÂÈ‰‹ Ë  F(G)  Â›Ó·È
˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  S(G)  Î·È Ë  F : G Æ F(G)  ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, Ë  G  ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜

˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  S(G).
A˜ Â›Ó·È  A˘Ù(G) = {f | f : G Æ G}  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌÒÓ ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜

G.  TfiÙÂ ÙÔ  A˘Ù(G)  ·ÔÙÂÏÂ› ÔÌ¿‰· ÌÂ Ú¿ÍË ÙË Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌÒÓ, Ë
ÔÔ›· Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  S(G)  Î·È ¿Ú· Ì›· ÔÌ¿‰· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ ÙÔ˘  G.
OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ì›· Û˘Ó¿ÚÙËÛË

F : G Æ A˘Ù(G) ,   x Æ F(x)

ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

F(x) : G Æ G ,   F(x)(y) = xyx–1

H ·ÂÈÎfiÓÈÛË  F(x)  Â›Ó·È ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È εσωτερικ�ς. TÔ
Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌÒÓ ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  EÛ(G),
Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  A˘Ù(G).  ¶ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë  F  Â›Ó·È ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜.

M›· ÔÌ¿‰·  G  Ï¤ÁÂÙ·È πλ
ρης, fiÙ·Ó Î¿ıÂ ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÙË˜ Â›Ó·È ÂÛˆ-
ÙÂÚÈÎfi˜. TfiÙÂ Ô ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  F : G Æ A˘Ù(G)  Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Â› ÙËÓ  A(G).

ŸÏÂ˜ ÔÈ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÔÌ¿‰Â˜  S(X)  Â›Ó·È Ï‹ÚÂÈ˜ ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜  S(n)  ÁÈ·  n=2  Î·È
n=6.

AÓ  H  Â›Ó·È Ì›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  G,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

F(x)H = xHx–1 =H

Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë  H  Â›Ó·È ÔÏÈÎ¿ ÛÙ·ıÂÚ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ıÂ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi ÙË˜
G.

AÓ  H  Â›Ó·È Ì›· Ù˘¯·›· ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  G,  ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  xHx–1  Â›Ó·È
˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  G  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒG.

¢‡Ô ˘ÔÔÌ¿‰Â˜  H1  Î·È  H2  ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G  Ï¤ÁÔÓÙ·È  συ�υγε�ς, Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿
H 1� H 2,  fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Î¿ÔÈÔ  xŒ G  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È  H2 = xH1x –1.  H
�  Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜  Â› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ ˘ÔÔÌ¿‰ˆÓ ÙË˜  G.  TÔ Ï‹ıÔ˜
ÙˆÓ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ Û˘˙˘ÁÒÓ ˘ÔÔÌ¿‰ˆÓ ÙË˜  G  ÚÔ˜ Ì›· ˘ÔÔÌ¿‰· H  Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ
ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÚÈÛÙÂÚÒÓ ıËÎÒÓ  gGH  ÙË˜ ˘ÔÔÌ¿‰Ô˜
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GH = {gŒG | gHg–1 = H}  ÙË˜  G.

H ·ÂÈÎfiÓÈÛË
F(x) : H1 Æ H2 ,    Fx(y) = xyx–1

Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜. ŒÙÛÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ù·˘Ù›ÛÔ˘ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ Û˘˙˘ÁÂ›˜ ˘ÔÔÌ¿‰Â˜.
A˜ Â›Ó·È  x  Î·È  y   ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G.  TfiÙÂ ÙÔ  x  Ï¤ÁÂÙ·È συ�υγ�ς  ÙÔ˘

y,  Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  x�y,  fiÙ·Ó Â›Ó·È  y = zxz–1  ÁÈ· Î¿ÔÈÔ  zŒG.  H Û¯¤ÛË  x�y Â›Ó·È Ì›·

Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Â› ÙÔ˘  G  Î·È ‰È·ÌÂÚ›˙ÂÈ ÙÔ  G  ÛÂ Í¤ÓÂ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ Ï¤ÁÔÓÙ·È
κλ
σεις συ�υγ�ας.

ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ  A  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ‰‡Ô Ú¿ÍÂÈ˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜
ÚÔÛıÂÙÈÎ¿ Î·È ÔÏ/Î¿ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È δακτ!λι�ς, fiÙ·Ó ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù·
·ÎfiÏÔ˘ı·

i. TÔ  A  ·ÔÙÂÏÂ› ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË.

ii. TÔ  A  Â›Ó·È ËÌÈÔÌ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏ/Ìfi .

iii. O ÔÏ/Ìfi˜ Â›Ó·È ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË, ‰ËÏ. Â›Ó·È

x(y+z) = xy+xz   Î·È  (y+z)x = yx+zx  ÁÈ· Î¿ıÂ  x, y, zŒA.

ŒÓ·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  A  Ï¤ÁÂÙ·È αντιμεταθετικ�ς, fiÙ·Ó Â›Ó·È  xy=yx  ÁÈ· Î¿ıÂ  x,
yŒA  Î·È μ�ναδια��ς, fiÙ·Ó ¤¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ 1, ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ

ÔÏ/Ìfi. ™Ù· ÂfiÌÂÓ· ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ Â›Ó·È ÌÔÓ·‰È·›Ô˜. TÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜, ı· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  0  Î·È ı· Ï¤ÁÂÙ·È ÌË‰¤Ó. IÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ
È‰ÈfiÙËÙÂ˜

0x = x0 = 0,   –x = (–1)x = x(–1),   –xy = (–x)y = x(–y),   (–x)(–y) = xy,  (–1)(–1) = 1

fiÔ˘  –x  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÈ ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  x,   ‰ËÏ. Â›Ó·È  x–x=0.  E›Ó·È ¿ÓÙ·  0π1,  ‰ÈfiÙÈ

Â›Ó·È A={0}  ÁÈ·  0=1.  ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ fiÙ·Ó  0=1,  Â›Ó·È  x=x1=x0=0.
ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  B  ÂÓfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘  A  Ï¤ÁÂÙ·È υπ�δακτ!λι�ς ÙÔ˘  A,  fiÙ·Ó

Â›Ó·È ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ A  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ.
Œ·Ó ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  J  ÂÓfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘  A  Ï¤ÁÂÙ·È αριστερ�  (·ÓÙ. δε�ι�) ιδε"δες

ÙÔ˘ A,  fiÙ·Ó  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜ ÙÔ˘  A  Î·È  ·xŒJ  (·ÓÙ. x·ŒJ)

ÁÈ· Î¿ıÂ  ·ŒA  Î·È  xŒJ.

TÔ  J  Ï¤ÁÂÙ·È È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  A  fiÙ·Ó Â›Ó·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ·ÚÈÛÙÂÚfi Î·È ‰ÂÍÈfi È‰ÂÒ‰Â˜
ÙÔ˘.

°È· Î¿ıÂ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ  A,  ÔÈ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔÈ {0}  Î·È  A  Â›Ó·È È‰ÂÒ‰Ë ÙÔ˘  A.  AÓ  xŒA,

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  xA = {x· | ·ŒA} (·ÓÙ. Ax)  Â›Ó·È  ‰ÂÍÈfi (·ÓÙ. ·ÚÈÛÙÂÚfi) È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  A.
ŸÙ·Ó Â›Ó·È  xA=Ax,  ÙfiÙÂ ÙÔ  xA  Â›Ó·È È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  A,  Ï¤ÁÂÙ·È  κ!ρι� ιδε"δες,
Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  (x)  Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  (x)  ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ  x.  E›Ó·È  (x) = A  ·ÓÓ ÙÔ
x  Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚÂÙfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ A,  ‰ËÏ. ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ  x–1  ÙÔ˘  x  Î·È  x–

1ŒA.
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ŒÓ· È‰ÂÒ‰Â˜  J  ÂÓfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘  A  Â›Ó·È  ˘Ô‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÙÔ˘  A  Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ
Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜ ‰ÔÌ‹˜ ÙÔ˘  A. H Û¯¤ÛË

x∫y(J),   fiÙ·Ó   x–yŒJ

fiÔ˘  x, yŒA  Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Û˘Ì‚È‚·ÛÙ‹ ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ Î·È ÙËÓ

ÔÏ/Î‹ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘  A,  ‰ËÏ. Â›Ó·È

x1 ∫ x2(J),  y1 ∫ y2(J) fi (x1+y1) ∫ (x2+y2)(J),  x1y1 ∫ x2y2(J),

ŒÙÛÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ì›· ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ Î·È Ì›· ÔÏ/ Î‹ Ú¿ÍË Â› ÙÔ˘ Ë-
ÏÈÎÔÛ˘ÓfiÏÔ˘

A / J = {–·=·+J | ·ŒA}

fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ
–·

.
+

–
‚ = (·+J)

.
+(‚+J) = (·+‚)+J = ·+‚

����

–·Ø
–
‚ = (·+J)Ø(‚+J) = ·‚+J = ·‚

��

™˘Ó‹ıˆ˜ ·Ú·ÏÂ›Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÂÏÂ›Â˜, fiÙ·Ó ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Û¿ÊÂÈ·. ø˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜
·Ú·¿Óˆ Ú¿ÍÂÈ˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A/ J  ·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ, Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
πηλικ�δακτ!λι�ς ÙÔ˘  A  ‰È· ÙÔ˘ J.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘˜  A  Î·È B,  ÙÔ˘˜ ˘Ô‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘˜  A1  Î·È  B1  ·˘ÙÒÓ
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Î·È ¤Ó· È‰ÂÒ‰Â˜  J  ÙÔ˘  B.  M›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê : AÆ B  Ï¤ÁÂÙ·È
�μ�μ�ρ�ισμ�ς, fiÙ·Ó Ë  Ê  ‰È·ÙËÚÂ› ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ‰·ÎÙ˘Ï›ˆÓ, ‰ËÏ. fiÙ·Ó Â›Ó·È
Ê(x+y) = Ê(x)+Ê(y)  Î·È  Ê(xy) = Ê(x)Ê(y).

ŒÓ·˜ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Ï¤ÁÂÙ·È ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜  (·ÓÙ. ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÈÛÔ-
ÌÔÚÊÈÛÌfi˜), fiÙ·Ó Ë  Ê  Â›Ó·È ÂÈÚÚÈÙÈÎ‹ (·ÓÙ. ÂÓÚÈÙÈÎ‹, ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË) ·ÂÈ-
ÎfiÓÈÛË.

ŒÓ·˜ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  (·ÓÙ. ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜)  Ê : AÆA  Ï¤ÁÂÙ·È ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜

(·ÓÙ. ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜) ÙÔ˘  A.
ŸÙ·Ó  Ê : AÆB  Â›Ó·È ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

α. Ê(0) = 0,  Ê(–x) = –Ê(x),  Ê(1) = 1.

�. O ˘Ú‹Ó·˜  Ê–1(0) = {xŒA | Ê(x) = 0}  ÙÔ˘  Ê  Â›Ó·È È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘ A.

γ. H ÂÈÎfiÓ·  Ê(A1)  Â›Ó·È ˘Ô‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÙÔ˘  B  Î·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÂÈÎfiÓ·
Ê–1(B1)  Â›Ó·È ˘Ô‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÙÔ˘  A  Î·È  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ˘Ú‹Ó·.

δ. H ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÂÈÎfiÓ·  Ê–1(J)  Â›Ó·È È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  A.
ŒÓ· È‰ÂÒ‰Â˜  J  ÂÓfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘  A  Ï¤ÁÂÙ·È μεγιστ�π�ιημ�ν�  ‹  σ#ετικ

μ�γιστ�, fiÙ·Ó ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÂ Î·Ó¤Ó· ¿ÏÏÔ È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  A.

ŒÓ·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ K  Ï¤ÁÂÙ·È σ"μα, fiÙ·Ó Â›Ó·È  Kπ{0}  Î·È Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  K–

{0}  ¤¯ÂÈ ÔÏ/ Îfi ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, ‰ËÏ. ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒK–{0}  ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi  x–1ŒK–
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{0}  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È xx–1 = x–1x=1.
ŒÓ·˜ ˘Ô‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  F  ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜  K,  Ô ÔÔ›Ô˜ Â›Ó·È ÛÒÌ· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜

Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘  K,  Ï¤ÁÂÙ·È υπ�σωμα ÙÔ˘ K  Î·È ÙÔ  K  ÛÒÌ· Â¤ÎÙ·ÛË˜ ÙÔ˘  F.
ŒÓ· ËÏÈÎÔ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ A/ J  Â›Ó·È ÛÒÌ· ·ÓÓ ÙÔ È‰ÂÒ‰Â˜  J  ÙÔ˘  A  Â›Ó·È ÌÂ-

ÁÈÛÙÔÔÈËÌ¤ÓÔ.
ŒÓ· ÛÒÌ·  K  Ï¤ÁÂÙ·È αλγε�ρικ"ς κλειστ�, fiÙ·Ó Î¿ıÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÌÂ Û˘-

ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙÔ  K  ¤¯ÂÈ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Ú›˙Â˜ ÙÔ˘ ÛÙÔ  K.

T· ÛÒÌ·Ù· ‰È·ÎÚ›ÓÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ‰‡Ô Î·ÙËÁÔÚ›Â˜.

α. ™ÒÌ·Ù· #αρακτηριστικ
ς μηδ�ν, Ù· ÔÔ›· ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚ· ÛÙÔÈ¯Â›·.
Afi Ù· ÛÒÌ·Ù· ·˘Ù¿, Ù· ÈÔ ÁÓˆÛÙ¿ Â›Ó·È ÙÔ ÛÒÌ· R  ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ
Î·È ÙÔ ÛÒÌ·  C  ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. T· ÛÒÌ·Ù·  R Î·È  C  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙË ‚¿ÛË
Â› ÙË˜ ÔÔ›·˜ Á›ÓÂÙ·È fiÏË Ë ·Ú·¤Ú· ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜.

TÔ ÛÒÌ·  R Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ
ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡.

TÔ ÛÒÌ·  C  ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ  R ¥R ÌÂ

Ú¿ÍÂÈ˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

(·, ‚)+(Á, ‰) = (·+Á, ‚+‰),   (·, ‚)(Á, ‰) = (·Á–‚‰, ·‰+‚Á)

H ·ÂÈÎfiÓÈÛË

Ê : R Æ C,   Ê(·) = (·, 0)

Â›Ó·È ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  (‚Ô˘ÙÈ¿) Î·È ¤ÙÛÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ù·˘Ù›ÛÔ˘ÌÂ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÙÔ  R ÌÂ
ÙËÓ ÂÈÎfiÓ·  Ê(R),  ‰ËÏ. Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  ·  Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (·, 0).
MÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ·˘Ù‹ ÙÔ ÛÒÌ·  R  ıÂˆÚÂ›Ù·È ˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘  C.

K¿ıÂ ÌÈÁ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  z = (·, ‚)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

z = (1, 0)·+(0, 1)‚ = ·+i‚,

fiÔ˘ Ù· ˙Â‡ÁË  (1, 0) Î·È  (0, 1)  Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Ë Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰· 1  Î·È Ë
Ê·ÓÙ·ÛÙÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰·  i.

E›Ó·È

(·, ‚)(1, 0) = (1, 0)(·, ‚) = (·, ‚)   Î·È   i2 = (0, 1)(0, 1) = (–1, 0) = –(1, 0) = –1

Î·È ¤ÙÛÈ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  i = ÷̀̀ –̀1  ÛÙÔ  C.
O Û˘˙˘Á‹˜ ÂÓfi˜ ÌÈÁ·‰ÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡  z = (·, ‚) = ·+i‚  Â›Ó·È  Ô ·ÚÈıÌfi˜

–z = (·, –‚) = ·–i‚.

E›Ó·È  z=0  ·ÓÓ  ·=0  Î·È  ‚=0.

°È· ÙÔ˘˜ Û˘˙˘ÁÂ›˜  –z1 = ·–i‚  Î·È  –z2=Á–i‰  ‰‡Ô  ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

z1 = ·+i‚   Î·È   z2 = Á+i‰
ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜
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z1+z2
����  = –z1+–z2,  z1Øz2

���� = –z1Ø
–z2   Î·È   

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

z1
z2

 

���
 = 

–z1
–z2

°È· Î¿ıÂ  z = ·+i‚  ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊfi ÙÔ˘ Â›Ó·È  z–1 = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

·
|z|2

 , –‚
|z|2

   ,  fiÔ˘ Â›Ó·È

|z|2 = z–z = ·2+‚2.
ŒÓ·˜ ÌÈÁ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  z  Â›Ó·È  Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ (·ÓÙ. Ê·ÓÙ·ÛÙÈÎfi˜) ·ÓÓ

z = –z   (·ÓÙ. z = ––z).

TÔ ÛÒÌ·  C  Â›Ó·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ÎÏÂÈÛÙfi, ÂÓÒ ÙÔ ÛÒÌ·  R  ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿
ÎÏÂÈÛÙfi. E›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë ÂÚ›ÙˆÛË ÂÓfi˜ ÙÚÈˆÓ‡ÌÔ˘ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÛÙÔ  R Î·È
·ÚÓËÙÈÎ‹ ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘Û·. TfiÙÂ ÙÔ ÙÚÈÒÓ˘ÌÔ ¤¯ÂÈ ÌÈÁ·‰ÈÎ¤˜ Û˘˙˘ÁÂ›˜ Ú›˙Â˜.

TÔ ÛÒÌ·  Q  ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘  R  Î·È ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ
˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘  C.

K¿ıÂ ¿ÂÈÚÔ ÛÒÌ·  K  (¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹˜ 0) ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ˘fiÛˆÌ·  F  ÈÛÔ-
ÌÔÚÊÈÎfi ÚÔ˜ ÙÔ ÛÒÌ·  Q  ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. ŒÙÛÈ ÙÔ  Q  ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ›
·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¿ ˆ˜ ˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘  K  Î·È ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÂÂÎÙ¿ÛÂÈ˜ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù·
ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  K.

�. Σ"ματα #αρακτηριστικ
ς  p,  fiÔ˘  p>1 Â›Ó·È πρ"τ�ς ·ÚÈıÌfi˜, ‰ËÏ. Ô  p
Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ‰È·ÈÚ¤ÙË ÙÔ ›‰ÈÔ ÙÔ  p.  A˘Ù¿ Ù· ÛÒÌ·Ù· ¤¯Ô˘Ó
ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ, ‰ËÏ. Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· ÛÒÌ·Ù·.

AÌ¤Ûˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Î¿ÓÔ˘ÌÂ Ì›· Û‡ÓÙÔÌË ·ÏÏ¿ ‚·ÛÈÎ‹ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ
ÛˆÌ¿ÙˆÓ.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ  Z  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜
Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ› ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ ÌÂ ÌÔÓ·‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô
ÙË ÌÔÓ¿‰·.

A˜ Â›Ó·È  Ó  Ô Ù˘¯·›Ô˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜. TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

ÓZ = {Ók |  kŒZ}

Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜ ÙÔ˘  Z,  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È
x+ÓZ–x = ÓZ  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒZ.

E›ÛË˜ Ë Û¯¤ÛË  ∫ Â› ÙÔ˘  Z,  Ë ÔÔ›· ÔÚ›˙ÂÙ·È fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

«x ∫ y(Ó), fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  zŒZ  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È  x–y = Óz»  Â›Ó·È Û˘Ì‚È‚·ÛÙ‹ ÌÂ ÙËÓ

ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘  Z,  ‰ËÏ. Â›Ó·È

x1 ∫ y1(Ó),  x2 ∫ y2(Ó) fi (x1+x2) ∫ (y1+y2)(Ó) .

AÏÏ¿ Â›Ó·È  x–yŒÓZ  Î·È ¤ÙÛÈ  ÔÚ›˙ÂÙ·È Ì›· ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ Ú¿ÍË Â› ÙÔ˘ ËÏÈ-

ÎÔÛ˘ÓfiÏÔ˘
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Z/ÓZ = {–x = x+ÓZ | ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒZ}

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È

x
.
+y = (x+ÓZ)

.
+(y+ÓZ) = x+y+ÓZ= x+y��    ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒZ.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ  Z/ÓZ,  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ Ú¿ÍË, ·ÔÙÂÏÂ› ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹
ÔÌ¿‰·. OÈ ÙÂÏÂ›Â˜ Û˘Ó‹ıˆ˜ ·Ú·ÏÂ›ÔÓÙ·È, fiÙ·Ó ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Û¿ÊÂÈ·. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ
Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  ZÓ = Z/ ÓZ.

TÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È Ë ÎÏ¿ÛË
–
0 = 0+ÓZ = ÓZ.

AÓ ı¤ÛÔ˘ÌÂ ·ÓÙ›  Ó  ÙÔ  –Ó,  ÙfiÙÂ Â›Ó·È

x–y = –Óz = (–1)Óz = Ó(–z),   fiÔ˘  –ÓŒZ,

Î·È ¿Ú· ÌÔÚÔ‡ÌÂ ¿ÓÙ· Ó· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È  Ó≥0.
K¿ıÂ ˘ÔÔÌ¿‰· H  ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜  Z  ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹  H=ÓZ  ÁÈ·

ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÓŒZ  Î·È Ó≥0. TÔ  Ó  Â›Ó·È ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ıÂÙÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ H.  AÓ

H = {0},  ÙfiÙÂ Â›Ó·È Ó=0  Î·È fiÙ·Ó  Hπ{0},  ÙfiÙÂ  Ô ·Î¤Ú·ÈÔ˜  Óπ0.

H Û¯¤ÛË  x–y = Óz  ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Ó  ‰È·ÈÚÂ› Ù·  x, y  Î·È ·˜ Â›Ó·È  x = Ók+Ù  Î·È  y
= ÓÏ+s,  fiÔ˘  0≤Ù, s<Ó.  AÏÏ¿ ÙfiÙÂ Â›Ó·È  x–y = Ó(k–Ï)+Ù–s Î·È ÂÂÈ‰‹  x–y = Óz,
ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ù=s,  ‰ËÏ. Ë Û¯¤ÛË ∫  ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛıÂ› ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

«x∫y(Ó),   fiÙ·Ó Ë ‰È·›ÚÂÛË ÙˆÓ  x  Î·È y  ÌÂ ÙÔ  Ó  ‰›ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ˘fiÏÔÈÔ».

ÕÚ·, ÁÈ·  Ó≥0, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ fiÙÈ Ë Ù¿ÍË ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜  Z/ÓZ  Â›Ó·È Ó  Î·È fiÙÈ
ÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ  Ù,  ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ Â›Ó·È  0≤Ù<Ó,  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·
·ÓÙÈÚÔÛÒˆÓ ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂˆÓ ÙË˜  Z/ ÓZ,  ‰ËÏ. Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜  Z/ ÓZ  Â›Ó·È

–
0 = 0+ÓZ,   

–
1=1+ÓZ, …, ���Ó–1= (Ó–1)+ÓZ

fiÔ˘  Â›Ó·È  –k = k+ÓZ = {k+ÓÌ | ÁÈ· Î¿ıÂ ÌŒZ}  Î·È Ó
–
k = 

–
0.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·  k≥Ó , Ë ÎÏ¿ÛË  –k = k+ÓZ  Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜
·Ú·¿Óˆ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ Ë ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  k  ‰È· ÙÔ˘  Ó  ‰›ÓÂÈ Ì›· Û¯¤ÛË  k=ÓÏ+Ù  ÌÂ
0≤Ù<Ó  Î·È ¿Ú·  Â›Ó·È

–k = Ù+ÓÏ+ÓZ = Ù+ÓZ

‰ÈfiÙÈ ÙÔ Ù˘¯·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô  ÓÏ+ÓÚŒÓÏ+ÓZ  Î·È ÁÚ¿ÊÂÙ·È Ó(Ï+Ú),  ‰ËÏ. Ó(Ï+Ú)ŒÓZ.

EÂÈ‰‹ ÁÈ·  k≥Ó,  ÙÔ  –k= k+ÓZ  ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  Z/ ÓZ,  ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ

–
–
k  Î·È ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ  Z/ ÓZ.  H Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ·ÓÙÈı¤ÙÔ˘ ÂÓfi˜  –xŒZÓ,  fiÔ˘ Â›Ó·È

ZÓ = Z/ ÓZ,  ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÂÓfi˜  –yŒZÓ  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È
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–x 
.
+–y = 

–
0 = ÓZ.

ÕÚ· ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  –x  Â›Ó·È ÙÔ  ��–x = ����Ó–x ,  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È  ��–x 
.
+���Ó–x = –Ó=

–
0 = ÓZ.

H ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  Z  ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙË ÌÔÓ¿‰·  Î·È ¤ÙÛÈ Ë  ZÓ  ·Ú¿ÁÂÙ·È
·fi ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  –1 = 1+ÓZ,  ‰ËÏ. Ë  ZÓ  Â›Ó·È Î˘ÎÏÈÎ‹. K¿ıÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË Î˘ÎÏÈÎ‹
ÔÌ¿‰·  G  Ù¿ÍË˜  Ó  Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÎ‹ ÚÔ˜ ÙËÓ  ZÓ  Î·È Î¿ıÂ ¿ÂÈÚË Î˘ÎÏÈÎ‹ ÔÌ¿‰·
Â›Ó·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÎ‹ ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  Z.

A˜ Â›Ó·È  Ó>0. K¿ıÂ  ˘ÔÔÌ¿‰·  H  ÙË˜  ZÓ  ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹  H = ÌZ/ ÓZ  Î·È Â›Ó·È
ÈÛfiÌÔÚÊË ÌÂ ÙËÓ ÔÌ¿‰·  Z/ ÚZ,   fiÔ˘  Ú  Â›Ó·È Ë Ù¿ÍË ÙË˜ H  Î·È  Ì  Ô ‰Â›ÎÙË˜ ÙË˜
ÛÙËÓ  ZÓ,  ‰ËÏ. Â›Ó·È  Ó=ÚÌ.  AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·Ó  Ó=ÚÌ,  fiÔ˘  Ú  Î·È  Ì  Â›ÓÂÈ ıÂÙÈÎÔ›
·Î¤Ú·ÈÔÈ, ÙfiÙÂ Ë ÔÌ¿‰·  ÓZ  ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙËÓ  ÌZ  Î·È Ë  ÌZ/ÓZ  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜
ZÓ  ÌÂ ‰Â›ÎÙË  Ì  Î·È Ù¿ÍË  Ú,  ‰ËÏ. fiÙ·Ó ÙÔ  Ì  Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜  ÙÔ˘  Ó,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ
ÓZÕÌZ  Î·È Ë  ÌZ/ ÓZ  Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  ZÓ.

M›· ÔÌ¿‰·  G  Ï¤ÁÂÙ·È απλ
, fiÙ·Ó ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·ÌÌ›· Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰·
ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜ {e} Î·È  G,  fiÔ˘  e  Â›Ó·È ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜  G. ŒÓ·˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜
p>1  Ï¤ÁÂÙ·È ÚÒÙÔ˜, fiÙ·Ó Ô ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË˜ ÙË˜ ÌÔÓ¿‰·˜ ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È
Ô ›‰ÈÔ˜ Ô  p.  ŒÙÛÈ Ô  p  ¤¯ÂÈ ÙËÓ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ ·Ó¿Ï˘ÛË p=p1  Î·È ¿Ú·  p  Â›Ó·È ÚÒÙÔ˜
·ÓÓ  Ë  Z/ pZ  Â›Ó·È ·Ï‹ ÔÌ¿‰·.

EÂÈ‰‹ Î¿ıÂ È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  Z  Â›Ó·È ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙÔ˘, ı· ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹
ÓZ  ÁÈ· Î¿ÔÈÔ ·Î¤Ú·ÈÔ  Ó≥0.  AÏÏ¿ ÙÔ  ÓZ  Â›Ó·È ÙÔ Î‡ÚÈÔ È‰ÂÒ‰Â˜  (Ó) =ÓZ,  ‰ÈfiÙÈ
Â›Ó·È  ÓZ=ZÓ.  EÂÈ‰‹ Ë ÌÔÓ¿‰·  1  Â›Ó·È ÙÔ ÌfiÓÔ ·ÓÙÈÛÙÚÂÙfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  Z,  ı·
¤¯Ô˘ÌÂ  (1)=Z.  TÔ È‰ÂÒ‰Â˜  {0}=0Z=0.  ÕÚ·, ÁÈ· Î¿ıÂ  Ó>1,  Â›Ó·È (Ó) = ÓZ π Z  Î·È  Ó

= Ó1ŒÓZ.  E›ÛË˜ Â›Ó·È  ÓZÕÌZ  ·ÓÓ  Ó = Ìk.

ÕÚ· Î¿ıÂ  ÌÂÁÈÛÙÔÔÈËÌ¤ÓÔ È‰ÂÒ‰Â˜ ÙÔ˘  Z  ı· ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹  pZ,  fiÔ˘  p  Â›Ó·È
ÚÒÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜. ŒÙÛÈ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  Zp = Z/ pZ  Â›Ó·È ÛÒÌ·  ·ÓÓ Ô  p
Â›Ó·È ÚÒÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜.

TÔ ÛÒÌ·  Zp  ÂÚÈ¤¯ÂÈ  p  ÛÙÔÈ¯Â›· Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹˜  p.  T·
ÛÒÌ·Ù·  Zp  Â›Ó·È Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· ÛÒÌ·Ù· ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜. °È· Î¿ıÂ

ÛÙÔÈ¯Â›Ô  –xŒZp  Â›Ó·È  p–x = 
–
0 = pZ.

°È· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi  Ó  Î·È Î¿ıÂ ÚÒÙÔ ·ÚÈıÌfi  p>1  ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÂÂ-
Ú·ÛÌ¤ÓÔ ÛÒÌ·  K  ÌÂ  pÓ  ÛÙÔÈ¯Â›·, ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ˘fiÛˆÌ·  F  ÈÛÔÌÔÚÊÈÎfi ÌÂ
ÙÔ ÛÒÌ·  Zp = Z/ pZ.  ŒÙÛÈ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  Zp  Â›Ó·È ˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘  K  Î·È
ÂÂÎÙÂ›ÓÔÓÙ·˜ ÙÔ  Zp  ÌÂ Ì›· ·Ï‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÛÒÌ·
K  ÌÂÙ¿ ¤Ó· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Ï‹ıÔ˜ ‚ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ.

Παραδε�γματα

1. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  N  ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·ÔÙÂÏÂ› ËÌÈÔÌ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ
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ÚfiÛıÂÛË Î·È ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi.
TÔ Û‡ÓÔÏÔ  N0 = N»{0}  ·ÔÙÂÏÂ› ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË. TÔ ÌË‰¤Ó

Â›Ó·È ÔÏ/Îfi ·ÔÚÚÔÊËÙÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  N.

2. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô Û‡ÓÔÏÔ  A  Â› ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË  ·‚=·
ÁÈ· Î¿ıÂ  ·, ‚ŒA.  TfiÙÂ ÙÔ  A  Á›ÓÂÙ·È ËÌÈÔÌ¿‰·, Ë ÔÔ›· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÚÈÛÙÂÚ‹

ÌË‰ÂÓÈÎ‹. MÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÙÚfiÔ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰ÂÍÈ¿ ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ËÌÈÔÌ¿‰· .

3. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰˘Ô ÌË - ÎÂÓ¿ Û‡ÓÔÏ·  A  Î·È  B  Î·È Â› ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘
A¥B  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË  (·, ‚) (Á, ‰) = (·, ‰).  TfiÙÂ ÙÔ  A¥B  Á›ÓÂÙ·È ËÌÈÔÌ¿‰· Î·È

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ÙÌ‹Ì·.

4. AÓ  P(A)  Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÂÓfi˜ ÌË - ÎÂÓÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘  A,  ÙfiÙÂ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Â› ÙÔ˘  P(A)  ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜  »  Î·È ÙË˜ ÙÔÌ‹˜  «  ˆ˜

ÚÔ˜ Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÙÔ  P(A)  Â›Ó·È ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜. TÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ  Δ  Â›Ó·È

·ÔÚÚÔÊËÙÈÎfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÙÔÌ‹ Î·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ¤ÓˆÛË. TÔ  A  Â›Ó·È
·ÔÚÚÔÊËÙÈÎfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ¤ÓˆÛË Î·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÙÔÌ‹.

5. ™ÙÔÓ ÚÔÙ·ÛÈ·Îfi ÏÔÁÈÛÌfi Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ·Ó Ì›· ÚfiÙ·ÛË
Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ‹ „Â˘‰‹˜, ·ÏÏ¿ fi¯È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ·ÏËı‹˜ Î·È „Â˘‰‹˜. ŸÙ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ
Û‡ÓıÂÙÂ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ‰ËÏ. ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡ÌÂÓÂ˜ ·fi ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜
ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ÙfiÙÂ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ó· ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ï‹ıÂÈ· ‹ ÙÔ „Â‡‰Ô˜ ÙË˜
Û‡ÓıÂÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜. H ·Ï‹ıÂÈ· ‹ ÙÔ „Â‡‰Ô˜ ÌÈ·˜ ÚfiÙ·ÛË˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÏËıÂ›˜ ÙÈÌ¤˜
ÙË˜. E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË Û‡˙Â˘ÍË, Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  Ÿ, Î·È ÙË ‰È¿˙Â˘ÍË,  Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿

⁄,  ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ Ï¤ÍÂÈ˜ «Î·È»  Î·È «‹»  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. E›ÛË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ

Ì›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ¿ÚÓËÛË, Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  ˘,  Î·È  ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË Ï¤ÍË «fi¯È».

H ˘  Ï¤ÁÂÙ·È Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË.

™ÙÔ ÏÔÁÈÛÌfi ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÚÔÛıÂÙÈÎ¿ Î·È ÔÏ/Î¿ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜  ⁄  Î·È  Ÿ  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·

Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Ù· Û‡Ì‚ÔÏ·  0  Î·È  1  ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÏËıÂ›˜ ÙÈÌ¤˜ «„Â˘‰‹˜» Î·È
«·ÏËı‹˜» ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÛÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ  A = {0, 1}.

+ 0 1 . 0 1 ˘

0 0 1 0 0 0 0 1

1 1 1 1 0 1 1 0

TÔ  A  Â›Ó·È ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ËÌÈÔÌ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÏÁÂ‚ÚÈÎfi ‰›ÎÙ˘Ô.

6. OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ  σ#�ση Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  A  Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  Ú  ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡
ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘  A¥A.  A˜ Â›Ó·È  R(A) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Â› ÙÔ˘  A.  ™ÙÔ  R(A)
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ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Û‡ÓıÂÛË, Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿   Ô,  ˆ˜ Ú¿ÍË fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

ÚÔs = {(·, Á)ŒA¥A | (� ‚ŒA) : (·, ‚)ŒÚ  Î·È  (‚, Á)Œs}.

TfiÙÂ ÙÔ  R(A)  ·ÔÙÂÏÂ› ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙËÓ Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ Û¯¤ÛË

1A = {(·, ·) | ·ŒA}.

ÕÏÏÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ  R(A)  Â›Ó·È Ë ¤ÓˆÛË  »

Ú»s = {(·i, ·j)ŒA¥A | (·i, ·j)ŒÚ   ‹   (·i, ·j)Œs}

Î·È Ë ÙÔÌ‹

Ú«s = {(·i, ·j)ŒA¥A | (·i, ·j)ŒÚ  Î·È  (·i, ·j)Œs}.

E›ÛË˜, ÁÈ· Î¿ıÂ Û¯¤ÛË  Ú,  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜

Ú–1 = {(·, ‚) | (‚, ·)Œ Ú}

Î·È Ë Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ‹ Û¯¤ÛË  Úc = (A¥A)–Ú.

7. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  2Z = {2Ó/ ÓŒZ}  Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜

Z.  E›Ó·È

2k+2Ï = 2(k+Ï)Œ2Z,      2k–2k = 0 ,       2k+0 = 2k   Î·È  Ì+2k–Ì = 2kŒ2Z

ÁÈ· Î¿ıÂ  k, Ï, ÌŒZ.

H 2Z  ÁÚ¿ÊÂÙ·È ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿

(2) = 2Z = {…, –6, –4, –2, 0, 2, 4, 6, …}.

TÔ ËÏÈÎÔÛ‡ÓÔÏÔ  Z2 = Z/ 2Z = {
–
0, 

–
1} = {2Z, 1+2Z}  Â›Ó·È ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ÌÂ

Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  
–
0 = 2Z,  ‰ÈfiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ  

–
0+

–
0 = 

–
0  Î·È  

–
0  

.
+

–
1 = 

–
1.  TÔ

·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  
–
1  Â›Ó·È ÙÔ ›‰ÈÔ  ÙÔ  

–
1,  ‰ÈfiÙÈ

–
1 

.
+

–
1 = (1+2Z) 

.
+(1+2Z) = 2+2Z = 2Z.

H ÔÌ¿‰·  2Z  Â›Ó·È Î˘ÎÏÈÎ‹, ‰ÈfiÙÈ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  2 = 2Ø1,  ÂÂÈ‰‹ Ë Z

·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙË ÌÔÓ¿‰· 1.  ŒÙÛÈ Ë  Z2  Â›Ó·È Î˘ÎÏÈÎ‹ Î·È ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ  
–
1 =

1+2Z.

A˜ ‰Ô‡ÌÂ ÌÂÚÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜  Z2: Œ¯Ô˘ÌÂ

–
3 = 3+2Z = 1+2+2Z = 1+2Z = 

–
1

–
8 = 8+2Z = 2Ø4+2Z = 2Z = 

–
0

��
–5 = –5+2Z = –5+2Ø3+2Z = 1+2Z = 

–
1
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��
–8 = –8+2Z = –8+2Ø4+2Z = 0+2Z =  

–
0

–
7 = 7+2Z = 1+2Ø3+2Z = 1+2Z = 

–
1

��
–7 = –(7+2Z) = (–1)Ø(7+2Z) = –7+2Z = (1–2Ø4)+2Z = 1–2Ø4+2Z = 1+2(–4)+2Z =

=1+2Z = 
–
1.

H Ú¿ÍË ÛÂ Ì›· ÔÌ¿‰·  Z2  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·

.
+

–
0

–
1

–
0

–
0

–
1

–
1

–
1

–
0

fiÔ˘ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜  Z2  ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÚÒÙË ÁÚ·ÌÌ‹ Î·È ÚÒÙË ÛÙ‹ÏË Î·È ÙÔ
·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙË˜ Ú¿ÍË˜ ÛÙË ‰È·ÛÙ·‡ÚˆÛË Î¿ıÂ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÌÂ Î¿ıÂ ÛÙ‹ÏË.

TÔ 2Z  Â›Ó·È ÙÔ È‰ÂÒ‰Â˜  (2)  Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ  2.  EÂÈ‰‹ ÙÔ  2>1  Â›Ó·È
ÚÒÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙÔ  Z2  Â›Ó·È ÛÒÌ·. E›Ó·È ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ ÛÒÌ· ÌÂ

¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹  2.  H ÔÏ/Î‹ Ú¿ÍË Â›Ó·È  
–
kØ

–
Ì = (k+2Z)Ø(Ì+2Z) = kÌ+2Z = 

��
kÌ  ÁÈ·

Î¿ıÂ  k, ÌŒZ  Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ·˘Ù‹Ó ÙÔ  Z2  ·ÔÙÂÏÂ› ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

9. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ È‰ÂÒ‰Â˜  (6) = 6Z = (…, –12, –6, 0, 6, 12, …}.  TfiÙÂ ÙÔ ËÏÈ-
ÎÔÛ‡ÓÔÏÔ  Z6 = Z/6Z  ·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ Î·È Â›Ó·È

Z6 = {
–
0, 

–
1, 

–
2, 

–
3, 

–
4, 

–
5}

fiÔ˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜

–
0 = 6Z ;  

–
1 = 1+6Z = {…, –11, –5, 1, 7, 13, …}

–
2 = 2+6Z = {…, –10, –4, 2, 8, 14, …} ;

–
3 = 3+6Z = {…, –9, –3, 3, 9, 15,…}

–
4 = 4+6Z = {…, –8, –2, 4, 10, 16, …} ,

–
5 = 5+6Z = {…, –7,  –1, 5, 11, 17,…}

A˜ ‰Ô‡ÌÂ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÌÂÚÈÎÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÛÙÔÓ  Z6.  E›Ó·È

–
4 

.
+

–
5 = (4+6Z) 

.
+(5+6Z) = (4+5)+6Z = 9+6Z = 3+6Ø1+6Z = 3+6Z = 

–
3

–
4Ø

–
5 = (4Ø5)+6Z = 20+6Z = 2+6Ø3+6Z = 2+6Z = 

–
2.

TÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ  –
–
4  ÙÔ˘  

–
4  Â›Ó·È ÙÔ 

–
2, ‰ÈfiÙÈ

–
4 

.
+

–
2 = (4+2)+6Z = 6Ø1+6Z = 6Z = 

–
0

M¤ÁÈÛÙÔ˜ ÎÔÈÓfi˜ ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ‰‡Ô ·ÎÂÚ·›ˆÓ Â›Ó·È Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜, Ô ÔÔ›Ô˜
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‰È·ÈÚÂ› ·˘ÙÔ‡˜. ¢‡Ô ·Î¤Ú·ÈÔÈ Ï¤ÁÔÓÙ·È σ#ετικ
 πρ"τ�ι, fiÙ·Ó Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ ÎÔÈÓfi˜
‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È Ë ÌÔÓ¿‰·.

T· ·ÓÙÈÛÙÚÂÙ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘  ZÓ   Â›Ó·È ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜  –k = k+ÓZ,  fiÔ˘ ÔÈ
·Î¤Ú·ÈÔÈ  k  Î·È  Ó  Â›Ó·È Û¯ÂÙÈÎ¿ ÚÒÙÔÈ.

ÕÚ· ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ·ÓÙÈÛÙÚÂÙfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  Z6,  Â›Ó·È ÙÔ  
–
5,  ‰ÈfiÙÈ ÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ  5

Î·È  6  Â›Ó·È Û¯ÂÙÈÎ¿ ÚÒÙÔÈ. Œ¯Ô˘ÌÂ

–
5Ø

–
5 = 

��
25 = 25+6Z = 1+6Ø4+6Z = 1+6Z = 

–
1

‰ËÏ. ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘  
–
5  Â›Ó·È ÙÔ  

–
5.

A˜ ‰Ô‡ÌÂ Ì›· ‚·ÛÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰·ÎÙ˘Ï›ˆÓ Î·È ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  Ê(x) = 
–
1x2+

–
5x  ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ·fi ÙÔ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ  Z6.  TfiÙÂ

Â›Ó·È

Ê(
–
0) = 

–
0,    Ê(

–
1) = 

–
1 

–
12+

–
5 

–
1 = 

–
8 = 

–
0, Ê(

–
2) = 

–
1 

–
22+

–
5 

–
2 = 

��
14 = 

–
2

Ê(
–
3) = 

–
32

 +
–
5 

–
3 = 

–
9+

��
15 = 

��
24 = 

–
0, Ê(

–
4) = 

��
16+

��
20 = 

–
0,     Ê(

–
5) = 

��
25+

��
25 = 

��
50 = 

–
2

Î·È ¿Ú· ÙÔ  Ê(x)  ¤¯ÂÈ Ú›˙Â˜  
–
0, 

–
1, 

–
3  Î·È  

–
4  ÛÙÔÓ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ  Z6,  ‰ËÏ. ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ

‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ¤¯ÂÈ 4  Ú›˙Â˜ ÛÙÔ  Z6.  A˘Ùfi ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Û˘Ì‚Â› ÛÂ ¤Ó· ÛÒÌ·  K,
fiÔ˘ ¤Ó· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‚·ıÌÔ‡  Ì  ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ·fi  Ì  Ú›˙Â˜  ÛÙÔ
K.

10. O ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  Z5 = Z/ 5Z  Â›Ó·È ÛÒÌ·, ‰ÈfiÙÈ Ô ·Î¤Ú·ÈÔ˜  5  Â›Ó·È ÚÒÙÔ˜. E›Ó·È

Z5 = {
–
0, 

–
1, 

–
2, 

–
3, 

–
4}  Î·È  Z5–{

–
0} = {

–
1, 

–
2, 

–
3, 

–
4}.

TÔ  Z5–{
–
0} ·ÔÙÂÏÂ› ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹  ÔÌ¿‰· Î·È ·˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ Ù·

·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ· ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘. °ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ Ù˘¯·›Ô˘  
–
k  Â›Ó·È

ÙÔ  
–
k5–2 = 

–
k3.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, fiÙ·Ó ¤Ó·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  ZÓ  Â›Ó·È  ÛÒÌ·, ÁÈ· Î¿ıÂ  ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  
–
k

¤¯Ô˘ÌÂ  
–
kÓ–1 = 

–
1,  ‰ÈfiÙÈ Ë ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  ZÓ–{

–
0},  ¤¯ÂÈ Ù¿ÍË  Ó–1. ÕÚ·

Â›Ó·È  
–
k

–
kÓ–2 = 

–
1  ‰ËÏ. Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÎÏ¿ÛË ÙË˜  

–
k  Â›Ó·È Ë  

–
kÓ–2.  E›ÛË˜ Â›Ó·È  Ó

–
k  = 

–
0

Î·È  
–
kÓ

 = 
–
k.

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

–
1 

–
13 = 

–
1 

–
1 = 

–
1,     

–
2 

–
23 = 

–
2 

–
8 = 

��
16 = 1+5Ø3+5Z = 1+5Z=1,

–
3 

–
33 = 

–
3 

��
27 = 

��
81 = 81+5Z =1+5Ø16+5Z = 1+5Z = 

–
1,

–
4 

–
43 = 

–
4 

��
64 = 

���
256 = 1+5Ø51+5Z = 1+5Z = 

–
1   Î·È Â›Ó·È

–
13 = 

–
1,   

–
23 = 

–
8 = 8+5Z = 3+5Ø1+5Z = 3+5Z = 

–
3,
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–
33 = 

��
27 = 27+5Z = 2+5Ø5+5Z = 2+5Z =

–
2,

–
43 = 

��
64 = 64+5Z = 4+5Ø12+5Z = 4+5Z = 

–
4.

ÕÚ· Ù· ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ· ÙˆÓ  
–
1,  

–
2,  

–
3  Î·È  

–
4  Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ Ù·  

–
1,  

–
3, 

–
2  Î·È 

–
4.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ì›· ÔÌ¿‰·  G  ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  e,  ¤Ó· ÌË - ÎÂÓfi  Û‡ÓÔÏÔ  X,  ÙË
Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  S(X)  Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Xx  fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ

Û: XÆX.

T· Û‡ÓÔÏ·  S(X)  Î·È  Xx  ÌÂ Ú¿ÍË ÙË Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÔÌ¿‰· Î·È ÌÔÓÔÂÈ‰¤˜ ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙËÓ Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  1:
XÆX.

K¿ıÂ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  h : GÆXx  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È δρ
ση ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜  G  Â› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘

X.  H ·ÂÈÎfiÓÈÛË  F : GxXÆX  (·ÓÙ. F : XxGÆX)  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ  F(g, x) = h(g)(x)
(·ÓÙ. F(x, g) = h(g)(x))  Ï¤ÁÂÙ·È ·ÚÈÛÙÂÚfi˜  (·ÓÙ. ‰ÂÍÈfi˜) ÓfiÌÔ˜ ÙË˜ ‰Ú¿ÛË˜. TÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô  h(g)(x)  Ï¤ÁÂÙ·È ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜ ÙÔ˘  xŒX  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ‰Ú¿ÛË Î·È
ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  h(g)(x) = gx  (·ÓÙ. h(g)(x) = xg))  fiÙ·Ó Ô ÓfiÌÔ˜  F  Â›Ó·È
·ÚÈÛÙÂÚfi˜ (·ÓÙ. ‰ÂÍÈfi˜).

ŸÙ·Ó  h  Î·È  Û  Â›Ó·È ‰Ú¿ÛÂÈ˜ ÙË˜  G  Â› ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  X  Î·È  Y,  ÙfiÙÂ Ì›·
·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê : XÆY  Ï¤ÁÂÙ·È Û˘Ì‚È‚·ÛÙ‹ ÌÂ ÙÈ˜ ‰Ú¿ÛÂÈ˜ ÙË˜  G,  fiÙ·Ó Â›Ó·È

ÊÔh(g) = Û(g)oÊ.

M›· ‰Ú¿ÛË  h : GÆXx  Ï¤ÁÂÙ·È ·ÚÈÛÙÂÚ‹  (·ÓÙ. ‰ÂÍÈ¿) εν�ργεια ‹ ε�ωτερικ

Ú¿ÍË ÙË˜  G  Â› ÙÔ˘  X,  fiÙ·Ó Â›Ó·È

h(e)=1  Î·È  h(g1g2) = h(g1)oh(g2)  (·ÓÙ. h(e)=1,  h(g1g2) = h(g2)oh(g1))

°È· Ó· ·ÔÊ‡ÁÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÓÙÈÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi  h(g1g2) = h(g2)oh(g1)  ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ
·ÚÈÛÙÂÚ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Î·È ¤ÙÛÈ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h  Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜  h :
G Æ S(X),  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È  h(e) = h(gg–1) = h(g)oh(g–1) = 1  Î·È ¿Ú· ¤¯Ô˘ÌÂ  h(g–1) =

h(g)–1,  ‰ËÏ. ˘¿Ú¯ÂÈ Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ·ÂÈÎfiÓÈÛË  h(g)–1  ÙË˜  h(g)  ÁÈ·  Î¿ıÂ  gŒG  Î·È

¿Ú·  Ë  h(g)  Â›Ó·È Ì›· ÌÂÙ¿ıÂÛË ÙÔ˘  X.  ŸÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ì›· ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜  G  Â› ÂÓfi˜
Û˘ÓfiÏÔ˘  X,  ÙfiÙÂ ÙÔ X  Ï¤ÁÂÙ·È  G-σ!ν�λ�.

Παρατ�ρηση: AÎÚÈ‚Ò˜ fiˆ˜ ·Ú·¿Óˆ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ‰Ú¿ÛË ÂÓfi˜
Ù˘¯·›Ô˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A  Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  X.  E›ÛË˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ  ÂÓ¤ÚÁÂÈ·
ÌÈ·˜ Ù˘¯·›·˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ‰ÔÌ‹˜ Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  X.

A˜ Â›Ó·È  X  Î·È  Y  ‰‡Ô  G- Û‡ÓÔÏ· ÌÂ  ÂÓ¤ÚÁÂÈÂ˜  h  Î·È  Û  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜. M›·
·ÂÈÎfiÓÈÛË  f : XÆY  Ï¤ÁÂÙ·È �μ�μ�ρ�ισμ�ς  ÙˆÓ  G - Û˘ÓfiÏˆÓ, fiÙ·Ó Â›Ó·È  foh(g)

= Û(g)of.  TfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë  f  Â›Ó·È Û˘Ì‚È‚·ÛÙ‹ ÌÂ ÙÈ˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈÂ˜ ÙË˜  G.
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£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi  f : GÆH  ÙˆÓ ÔÌ¿‰ˆÓ  G Î·È H,  ¤Ó· G- Û‡ÓÔÏÔ  X

ÌÂ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h  Î·È  ¤Ó·  H - Û‡ÓÔÏÔ  Y  ÌÂ  ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  Û.  M›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê : XÆY
Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙË Û¯¤ÛË  ÊÔh(g) = Û(f(g))oÊ  Ï¤ÁÂÙ·È  f - �μ�μ�ρ�ισμ�ς ÙÔ˘  X  ÛÙÔ
Y.

A˜ Â›Ó·È  G  Ì›· ÔÌ¿‰·,  X  ¤Ó·  G- Û‡ÓÔÏÔ ÌÂ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h  Î·È  x  Ù˘¯·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô
ÙÔ˘  X.  ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒX  Ï¤ÁÂÙ·È συ�υγ�ς  ÙÔ˘  x  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  h,  fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ

¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  gŒG  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È  h(g)(x) = y,  Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  gx=y.  TfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Cx

fiÏˆÓ ÙˆÓ Û˘˙˘ÁÒÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  x

Cx = {yŒX | h(g)(x) = y,  gŒG}

Ï¤ÁÂÙ·È τρ�#ι
 ÙÔ˘  x  ÛÙÔ  X.  H ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È μετα�ατικ
, fiÙ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒX  ÌÂ ÙÚÔ¯È¿  Cx=X.  TÔ  G- Û‡ÓÔÏÔ  X  Ï¤ÁÂÙ·È  �μ�γεν�ς,
fiÙ·Ó Ë ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h  ÙË˜  G  Â› ÙÔ˘  X  Â›Ó·È ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹.

Παρατηρ�σεις
1. AÊÔ‡  h  Â›Ó·È ÂÓ¤ÚÁÂÈ·, Ë  h(g)  Â›Ó·È  Ì›· ÌÂÙ¿ıÂÛË ÙÔ˘  X  Î·È ¿Ú· Â›Ó·È

h(g)(x) = y  ·ÓÓ  h(g)–1(y) =x = h(g–1)(y).

2. H ·ÂÈÎfiÓÈÛË  F : GÆ X  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ  F(g) = h(g)(x)  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
τρ�#ιακ
.

3. MÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  G  Â› ÙËÓ ›‰È· ÙËÓ  G  ÌÂ ÙËÓ
·ÂÈÎfiÓÈÛË

Û : G Æ S(G) ,    Û(g)(x) = gx

ÁÈ· Î¿ıÂ  g, xŒG,  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È  Û(e)x=ex=x=1(x)  Î·È

Û(g1g2)(x) = (g1g2)x = g1(g2x) = (Û(g1)oÛ(g2))(x).

4. TÔ  xŒCx,  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È  h(e)(x) = x.

5. H Û¯¤ÛË  «y  Â›Ó·È Û˘˙˘Á¤˜ ÙÔ˘  x»,  Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿  x∫y,  Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË

ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Â› ÙÔ˘  X.  ŒÙÛÈ Ë Û¯¤ÛË  ∫  ‰È·ÌÂÚ›˙ÂÈ ÙÔ  X  ÛÂ  ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÈÛÔ ‰˘Ó·Ì›·˜

Î·È Î¿ıÂ ÎÏ¿ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Â›Ó·È Ì›· ÙÚÔ¯È¿.

6. ŸÙ·Ó Ë ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h  Â›Ó·È ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ  ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·  gŒG  ÁÈ· Î¿ıÂ  x,

yŒX  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È  h(g)(x) = y.

7. ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒX  Ï¤ÁÂÙ·È σταθερ� ‹ αναλλ��ωτ� ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h

ÙË˜  G  Â› ÙÔ˘  X,  fiÙ·Ó Â›Ó·È  h(g)(x) = x  ÁÈ· Î¿ıÂ  gŒG.
ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  Y  ÙÔ˘  X  Ï¤ÁÂÙ·È  �λικ
  (·ÓÙ.  σημειακ
) ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ ‹

ÛÙ·ıÂÚfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h,  fiÙ·Ó Â›Ó·È  h(g)(y)ŒY  (·ÓÙ. h(g)(y) = y)  ÁÈ· Î¿ıÂ

gŒG  Î·È Î¿ıÂ  yŒY.



28

°È·  xŒX,  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Gx = {gŒG | h(g)(x) = x}  Â›Ó·È ÌÈ· ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  G  Î·È
Ï¤ÁÂÙ·È ισ�τρ�πη ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  G  ÛÙÔ  X.

8. ŸÙ·Ó ÌÈ· ÔÌ¿‰·  G  ÂÓÂÚÁÂ› Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  X  ÌÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜  h
Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ ¤Ó·  ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  Y  ÙÔ˘  X,  ÙfiÙÂ ÙÔ ‚·ÛÈÎfi Úfi‚ÏËÌ· Â›Ó·È Ô
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÌÈ·˜ ˘ÔÔÌ¿‰·˜  H  ÙË˜  G  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ  Y  Ó· Â›Ó·È
·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ,  ‰ËÏ. Ó· Â›Ó·È

H = {gŒG | h(g)(y)ŒY  ÁÈ· Î¿ıÂ  yŒY}

MÈ· Ù¤ÙÔÈ· ÔÌ¿‰· Ï¤ÁÂÙ·È  ÔÌ¿‰· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘  Y.
°È· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ  X,  ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· ÔÌ¿‰· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜  G  ÙÔ˘  X,  ‰ÈfiÙÈ Ë

Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  1 : XÆX  Â›Ó·È Ì›· ÌÂÙ¿ıÂÛË ÙÔ˘  X.  AÓ  Ë  G  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ

ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙfiÙÂ Ï¤ÁÂÙ·È ÂÎÊ˘ÏÈÛÌ¤ÓË.

9. K¿ıÂ ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜  S(X)  Ï¤ÁÂÙ·È ÔÌ¿‰·  μετα-
σ#ηματισμ"ν e› ÙÔ˘  X.  K¿ıÂ  ÔÌ¿‰·  G  ıÂˆÚÂ›Ù·È Ì›· ÔÌ¿‰· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÒÓ
ÙË˜  G,  ÂÂÈ‰‹ Ë  G  Â›Ó·È ÈÛfiÌÔÚÊË ÌÂ Ì›· ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜  S(G)  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ
·ÂÈÎfiÓÈÛË

f : G Æ S(G) ,   f(g)(x) = gx

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÂÓÚÈÙÈÎ‹.
K¿ıÂ ÂÓÚÈÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Ï¤ÁÂÙ·È ÈÛÙ‹.

10. A˜ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÈÛfiÙÚÔÔ ÔÌ¿‰·  Gx = {gŒG | h(g)(x) = x} Î·È ·˜ Â›Ó·È

h(·)(x) = y  ÁÈ·  ·ŒG  Î·È  x, yŒX. TfiÙÂ Ë ı‹ÎË

·Gx = {·g | gŒG,  h(·g)(x) = (h(·)Ôh(g))(x) = h(·)(x) = y}

·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÎÂ›Ó· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜  G,  Ù· ÔÔ›· ·ÂÈÎÔÓ›˙Ô˘Ó ÙÔ  x  ÛÂ
¤Ó· ÛÙ·ıÂÚfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô  y  ÌÂ ÙËÓ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  h.

K¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  ·g  ÙË˜ ı‹ÎË˜  ÁÚ¿ÊÂÙ·È  ·g = (·g·–1)·.  ÕÚ· Â›Ó·È

h(g)(x) = x  ·ÓÓ  h(·g·–1)(h(·)(x)) = h(·)(x)

‰ËÏ. Ë  h(g)  ‰È·ÙËÚÂ› ÙÔ  x  ÛÙ·ıÂÚfi ·ÓÓ Ë  h(·g·–1) = h(·)Ôh(g)oh(·)–1  ‰È·ÙËÚÂ› ÙÔ
h(·)(x) = y  ÛÙ·ıÂÚfi. ÕÚ· Â›Ó·È  ·Gx·–1 = {·g·–1/ gŒGx} = Gy,  ‰ËÏ. ÔÈ ÈÛfiÙÚÔÂ˜
ÔÌ¿‰Â˜  Gx  Î·È  Gy  Â›Ó·È Û˘˙˘ÁÂ›˜ Î·È ¿Ú· ÈÛÔÌÔÚÊÈÎ¤˜.

E›ÛË˜ Â›Ó·È  h(g)(z) = u  ·ÓÓ  h(·g·–1)(h(·)(z) = h(·)(u)).
11. A˜ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘  x

Cx = {yŒX | h(‚)(x) = y} = {yŒX | y∫x}

TfiÙÂ Â›Ó·È  h–1(‚)(y) = h(‚–1)(y) = x  Î·È ¿Ú·  Cx=Cy.  E›ÛË˜ Â›Ó·È ‚Gx‚–1 = Gy   Î·È
¿Ú· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ ›‰È·˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ¤¯Ô˘Ó Û˘˙˘ÁÂ›˜ ÈÛfiÙÚÔÂ˜ ÔÌ¿‰Â˜.
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12. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  F : Cx Æ G/ Gx   Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È  ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

F(y) = ‚Gx  ·ÓÓ  h(‚)(x) = y

E‡ÎÔÏ· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë  F  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜  Cx  Â›ÙÔ
ËÏÈÎÔÛ‡ÓÔÏÔ  G/ Gx  ÙˆÓ ·ÚÈÛÙÂÚÒÓ ıËÎÒÓ ÙË˜  Gx  ÛÙË  G.

ÕÚ· ÙÔ Ï‹ıÔ˜  (Cx)  ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙË˜  Cx  Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ  (G)/ (Gx).

13. A˜ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi

Ê(·) : G Æ G   Ê(·)(g) = ·g·–1

TfiÙÂ Â›Ó·È  Ê(·) : Gx Æ ·Gx·–1 = Gy  Î·È  ¿Ú·  ¤¯Ô˘ÌÂ

h(Ê(·)(g))oh(·) = h(·)Ôh(g)

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ  K.  ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ  V  Ï¤ÁÂÙ·È αριστερ� μ�ντ�υλι Â›
ÙÔ˘  K  ‹ ·ÚÈÛÙÂÚfi  K- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ, fiÙ·Ó ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜.

1. TÔ  V  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· Î·È Ë Ú¿ÍË Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜
ÚÔÛıÂÙÈÎ¿.

2. OÚ›˙ÂÙ·È Ì›· ·ÚÈÛÙÂÚ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  KxV Æ  V  ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË  (Ï, x) Æ  Ïx  Ô˘

ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù·

α. Ï(x+y) = Ïx+Ïy, �. (Ï+Ì)x = Ïx+Ìx

Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ Ô˘ Â›Ó·È

γ. 1x=x , δ. (ÏÌ)x = Ï(Ìx)

ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒV  Î·È Î¿ıÂ  Ï, ÌŒK.

AÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ‰ÂÍÈfi  K- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ ÌÂ Ì›· ÂÓ¤ÚÁÂÈ·  VxK
Æ V.

§¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  V  Â›Ó·È  K- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ, fiÙ·Ó Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  K  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜.
ŒÓ·  K- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ  V  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È αριστερ�ς (·ÓÙ. δε�ι�ς) διανυσματικ�ς

#"ρ�ς, fiÙ·Ó Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  K  Â›Ó·È ÛÒÌ·. AÓ Ô  K  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi ÛÒÌ·, ÙfiÙÂ
ÙÔ  V  Ï¤ÁÂÙ·È διανυσματικ�ς #"ρ�ς.

ÕÚ· ÙÔ  V  Â›Ó·È ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ˜ Â› ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜  K  fiÙ·Ó ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ
È‰ÈfiÙËÙÂ˜.

1. (x+y)+z = x+(y+z)

2. (" xŒV),  (� | 0ŒV) : x+0 = 0+x = x

3. (" xŒV),  (� | –xŒV) : x+(–x) = (–x+x) = 0.   E›Ó·È  –x = (–1)x.

4. x+y = y+x

5. Ï(x+y) = Ïx+Ïy ;
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6. (Ï+Ì)x = Ïx+Ìx

7. (ÏÌ)x = Ï(Ìx) ;

8. 1x = x

ÁÈ· Î¿ıÂ  x, y, zŒV  Î·È  Î¿ıÂ  Ï, ÌŒK.

Παρατηρ�σεις
1. K¿ıÂ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·  G,  ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë Ú¿ÍË Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÚÔ-

ÛıÂÙÈÎ¿, Â›Ó·È ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ Â› ÙÔ˘ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘  Z  ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ, ‰ÈfiÙÈ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë
ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË

ZxG Æ G,  (Ó, x) Æ Óx

Ë ÔÔ›· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ù· ·Ú·¿Óˆ ·ÍÈÒÌ·Ù·.

2. EÎÙfi˜ ·fi ÌÂÚÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Î·È ÌÂÚÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ fiÏË Ë ·Ú·¤Ú·
·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ¯ÒÚÔ˘˜, fiÔ˘ Ù· ‚·ÛÈÎ¿
ÛÒÌ·Ù· Â›Ó·È ÙÔ ÛÒÌ·  R  ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ÙÔ ÛÒÌ·  C  ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ
·ÚÈıÌÒÓ, Ù· ÔÔ›· Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ¿.

3. I‰È·›ÙÂÚÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó ÔÈ ‰È·Ó. ¯ÒÚÔÈ Â› ÛˆÌ¿ÙˆÓ ÌÂ Â-
ÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ,  ‰ËÏ. ÛˆÌ¿ÙˆÓ  ÌÂ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ¤Ó· ÚÒÙÔ ¿ÚÈıÌfi
p>1.  TfiÙÂ ··ÈÙÂ›Ù·È È‰È·›ÙÂÚË, ÚÔÛÔ¯‹, ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È  px=0  ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  xπ0.

Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ˘  V  ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜.

α. °È· Î¿ıÂ  x, yŒV  ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi  zŒV  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È  x+z=y,  ‰ÈfiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

(–x)+x+z = (–x)+y fi z = y+(–x).  °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ  y+(–x) = y–x.

ÕÚ· Â›Ó·È  x+z = x  ·ÓÓ  z=0.

�. E›Ó·È  Ïx=0  ·ÓÓ  Ï=0  ‹  x=0,  fiÔ˘  ÏŒK.

Œ¯Ô˘ÌÂ 0x+Ïx = (0+Ï)x = Ïx  Î·È ¿Ú·  0x=0.  OÌÔ›ˆ˜ Â›Ó·È  Ï0=0.
XÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ  0  ÁÈ· Ù· ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰È·Ó.
¯ÒÚˆÓ Î·È ÙÔÓ ÌË‰ÂÓÈÎfi ·ÚÈıÌfi ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜  K.
AÓ  Ïπ0,  ÙfiÙÂ Â›Ó·È

Ïx = 0 fi 0 = Ï–1(Ïx) = (Ï–1Ï)x = 1x = x.

γ. E›Ó·È  (–Ï)x = Ï(–x) = –Ïx.

Παραδε�γματα

1. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  KÓ = Kx … xK  ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Ó-¿‰ˆÓ  x = (x1, …, xÓ)  ÌÂ
ÛÙÔÈ¯Â›·  xi  ·fi ÙÔ ÛÒÌ·  K  ·ÔÙÂÏÂ› ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ ÌÂ Ú¿ÍË
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x+y = (x1, …, xÓ) + (y1, …, yÓ) = (x1+y1, …, xÓ+yÓ)

Î·È ÂÓ¤ÚÁÂÈ·
Ïx = Ï(x1, …, xÓ) = (Ïx1, …, ÏxÓ)

TÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· Â›Ó·È  0 = (0, …, 0)  Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  x   ÙÔ

–x = (–x, …, –xÓ).

2. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  V  ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  Ê : AÆ K ÂÓfi˜ Ù˘¯·›Ô˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A  ÌÂ ÙÈÌ¤˜

ÛÙÔ ÛÒÌ·  K  Î·È Ú¿ÍÂÈ˜  Ê+g  Î·È  ÏÊ,  ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜  (Ê+g)(·)
= Ê(·)+g(·)  Î·È  (ÏÊ)(·) = ÏÊ(·),  ·ÔÙÂÏÂ›  ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ, Â› ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜  K  ÌÂ
Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  0(·) = 0  Î·È ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘  Ê  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È
ÌÂ  (–Ê)(·) = –Ê(·).

°ÂÓÈÎ¿ Ë Ú¿ÍË ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È Ë ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Â› Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ı·
ÔÚ›˙ÔÓÙ·È fiˆ˜ ·Ú·¿Óˆ.

3. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  V  ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ  Ê(t) = ·0+·1t + … + ·ÓtÓ  ‚·ıÌÔ‡ ≤ Ó  ÌÂ
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  ·i   ·fi ¤Ó· ÛÒÌ·  K  Â›Ó·È ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ˜ Â› ÙÔ˘  K  ÌÂ ÙÈ˜ Û˘Ó‹ıÂ˜
Ú¿ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ.

4. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  {0}  ·ÔÙÂÏÔ‡ÌÂÓÔ ÌfiÓÔ ·fi ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ·  ·ÔÙÂÏÂ›
‰È·Ó. ¯ÒÚÔ.

5. AÓ  A  Â›Ó·È ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜, ÙfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ì›· ‰ÔÌ‹  A- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ Â› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘
AÓ = Ax … xA  ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Ó-¿‰ˆÓ  · = (·1, …, ·Ó)  ÌÂ  Ú¿ÍÂÈ˜ ÔÚÈ˙fiÌÂÓÂ˜
fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

·+‚ = (·1, …, ·Ó)+(‚1,…, ‚Ó) = (·1+‚1,…, ·Ó+‚Ó)

Ï· = Ï(·1, …, ·Ó) = (Ï·1, …, Ï·Ó).

AÓ ÙÔ  A  Â›Ó·È ÛÒÌ·, ÙfiÙÂ ÙÔ  AÓ  Â›Ó·È ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ˜

6. TÒÚ· ·˜ Ô‡ÌÂ ÌÂÚÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·ÚÈıÌÒÓ. OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ  Ó-
αδικ� σ!στημα ·ÚÈıÌÒÓ ÙÔÓ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ ‹ ÙÔ ÛÒÌ·  ZÓ = Z/ ÓZ.  TfiÙÂ Î¿ıÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˜
·  ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹  · = ·0Ó0+·1Ó1+·2Ó2+ …,  fiÔ˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  ·iŒZÓ  Î·È

¤ÙÛÈ Ô  ·  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÌÔÚÊ¤˜

· = (·0, ·1, ·2, …),  · = …  ·2·1·0.

AÓ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘  ·  ÙÂÏÂÈÒÓÂÈ ÛÙÔÓ  k  fiÚÔ, ‰ËÏ. Â›Ó·È

· = ·0Ó0+·1Ó1+… + ·kÓk,

ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔÔıÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÛ· ı¤ÏÔ˘ÌÂ ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ‹ ÛÙËÓ
·Ú¯‹ ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÎ‹˜ ÁÚ·Ê‹˜, ‰ÈfiÙÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ

· = ·0Ó0+ … + ·kÓk+0Ók+1+0Ók+2 +…
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Î·È ¤ÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·

· = (·0, …, ·k, 0, 0,…) ,  · = 0 0… 0·k… ·0

ŒÙÛÈ Î¿ıÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˜  ·  ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ˆ˜ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÂÓfi˜  Z- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ

ZÌ
Ó = ZÓ¥ … ¥ZÓ

Ì- ÊÔÚ¤˜ Î·È ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ Â›
ÙÔ˘  ZÌ

Ó,  ÔÈ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È

(–·, …, –·Ì) 
.
+( 

–
‚1, …,  

–
‚Ì) = ( –·1 

.
+

–
‚1, …, –·Ì 

.
+

–
‚Ì)

Ï(–·1, …, –·Ì) = (Ï–·1,…, Ï–·Ì)

ÁÈ·  ÏŒZ.  E‰Ò ·Ú·ÏÂ›Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ·‡ÏÂ˜ Î·È ÙÈ˜ ÙÂÏÂ›Â˜.
A˜ ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ È‰È·›ÙÂÚ· ÌÂ ÙÔ ‰˘ÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÚÈıÌÒÓ  Z2 = Z/ 2Z.  OÈ Ú¿ÍÂÈ˜

ÛÂ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁÂ˜.

Oρισμ�ν�ι υπ�λ�γισμ�� επ� των αριθμητικ"ν συστημ
των

O ·ÚÈıÌfi˜  30.000 ÛÙÔ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi Û˘ÛÙ‹Ì· fiÔ˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ Â›Ó·È

0, 1, 2, …, 9
ÁÚ¿ÊÂÙ·È

30.000 = ·0100+·1101+·2102+·3103+·4104+·5105+ … = ·104 = 3Ø104

Î·È Â›Ó·È

30.000 = 0Ø100+0Ø10+0Ø102+0Ø103+3Ø104+0Ø105+ … = 00 30000

O ·ÚÈıÌfi˜  30.000  ÛÙÔ 16 ·‰ÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ÁÚ¿ÊÂÙ·È

30.000 = ·0160+·1161+·2162+·3163+·4164+ … =

= 0Ø160+3Ø161+5Ø162+7Ø163+0Ø164+0Ø165+ … = 0 … 007530

OÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  ·i  ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ¿ÚÔ˘Ó ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ·fi  0  Ì¤¯ÚÈ  15. TÔ
ÙÂÏÈÎfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙË ‰È·‰Ô¯‹ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË
ÛÂÈÚ¿, ‰ËÏ. Â›Ó·È 7530. H Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ ÌÚÔÛÙ¿ ·fi ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  7530
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÛ· ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ı¤ÏÔ˘ÌÂ.

™ÙÔ ‰˘ÈÎfi, fiÔ˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Â›Ó·È  0  Î·È  1,  ¤¯Ô˘ÌÂ

30.000 = ·020+·121+·222+·323+·424+·525+·626+·727+·828+·929+·10210+

+ ·11211+·12212+·13213+·14214+·15215+ … =

= 0Ø20+0Ø21+0Ø22+0Ø23+1Ø24+1Ø25+0Ø26+0Ø27+1Ø28+0Ø29+1Ø210+

+ 0Ø211+1Ø212+1Ø213+1Ø214+0Ø215+ … = 0 … 0111010100110000
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¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ Â›Ó·È

24+25+28+210+212+213+214 = 16+32+256+1.024+4.096+8.192+16.384 =

= 30.000

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ  · = ·020+·121+·222+ … + ·k2k + …   fiÔ˘  ·iŒZ2,  Î·È Â›Ó·È

· = (·0, ·1, …, ·k, …)   ‹   · = … ·k … ·2·1·0.

¶.¯. Â›Ó·È 0 = 0Ø20+0Ø21+0Ø22+0Ø23  Î·È ¿Ú·  0 = (0) = (0, 0, 0, 0) = 0000 = 0.
AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·  ¤¯Ô˘ÌÂ

20=1 =1Ø20+0Ø2+0Ø22+0Ø23 Î·È 20
 =1 = (1, 0, 0, 0) = 0001 = 1

2 = 21 = 0Ø20+1Ø21+0Ø22+0Ø23 Î·È 2 = (0, 1, 0, 0) = 0010 = 10

22 = 4 = 0Ø2+0Ø21+1Ø22+0Ø23 Î·È 22= (0, 0, 1, 0) = 0100

23= 8 = 0Ø20+0Ø21+0Ø22+1Ø23 Î·È 23
 = (0, 0, 0, 1) = 1000

10 = 0Ø20+1Ø21+0Ø22+1Ø23 Î·È 10 = (0, 1, 0, 1) = 1010

11 = 1Ø20+1Ø21+0Ø22+1Ø23 Î·È 11 = (1, 1, 0, 1) = 1011

ŒÙÛÈ ¤Ó·˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜  ·  ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ˆ˜ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Z-ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ

Z4
2 = Z2¥Z2¥Z2¥Z2.

A˜ ‰Ô‡ÌÂ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÌË-·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜  ·  Î·È ‚  Î·È
¤¯Ô˘ÌÂ

· = ·020+·121+ … + ·k2k+ … ,  ‚ = ‚020+‚121+ … + ‚k2k+ …  fiÔ˘  ·k, ‚kŒZ2.

TfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Â›Ó·È

·+‚ = (·0+‚0)20+(·1+‚1)21+ … + (·k+‚k)2k+ …

AÓ  ·k+‚k < 2,  ÙfiÙÂ Ô fiÚÔ˜  ·k+‚k  ·Ú·Ì¤ÓÂÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘  2k  ÛÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ·
·+‚.

ŸÌˆ˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È  ·k+‚k= 2,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

(·k+‚k)2k = 1Ø2k+1

Î·È ¤ÙÛÈ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘  2k  Î·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÙÔ˘  2k+1  Á›ÓÂÙ·È
1+·k+1+‚k+1.

A˜ ÚÔÛı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜  3  Î·È  9  ÛÙÔ  Z4
2.  E›Ó·È

3 = 1Ø20+1Ø21+0Ø22+0Ø23 =  (1, 1, 0, 0) = 0011

9 = 1Ø20+0Ø21+0Ø22+1Ø23 = (1, 0, 0, 1) = (1, 0, 0, 1) = 1001

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ
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3+9 = 2Ø20+1Ø21+0Ø22+1Ø23 = 0Ø22+2Ø21+0Ø22+1Ø23 = 0Ø20+0Ø21+1Ø22+1Ø23 =

= (0, 0, 1, 1) = 1100 = 12.

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

0 0 1 1
+ 1 0 0 1

1 1 0 0

TÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ  Z4
2  Â›Ó·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙË ÏÂÍÈÎÔÁÚ·ÊÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË, Ë ÔÔ›·

ÔÚ›˙ÂÙ·È fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

(·1, ·2, ·3, ·4) < (‚1, ‚2, ‚3, ‚4)  ·ÓÓ  ·1<‚1  ‹  ·1=‚1,

·2<‚2,  ‹  ·1=‚1,  ·2=‚2,  ·3<‚3   ‹   ·1=‚1,  ·2=‚2,  ·3=‚3,  ·4<‚4.

H ‰È¿Ù·ÍË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÏÂÍÈÎÔÁÚ·ÊÈÎ‹, ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÂÎÂ›ÓË Ô˘
ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÙÔÔı¤ÙËÛË ÙˆÓ Ï¤ÍÂˆÓ ÛÙ· ÏÂÍÈÎ¿ Î·È ·˘Ù‹ Ì·˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ Ó·
ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙÔ
Z4

2,  ‰ÈfiÙÈ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È Ô ·Î¤Ú·ÈÔ˜  (0, 0, 0, 0) = 0  Î·È ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÙÔ  (1,
1, 1, 1) = 15.  ÕÚ· ¤Ó· ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  Z4

2  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ·ÎÂÚ·›ˆÓ, ÙÔ
ÔÔ›Ô Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ.

º˘ÛÈÎ¿ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·˘Í‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ .¯. ·›ÚÓÔÓÙ·˜ ÙÔ  Z5
2

Î·È  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜ ·fi ÙÔ  (0, 0, 0, 0, 0) = 0  Ì¤¯ÚÈ

(1, 1, 1, 1, 1) = 1Ø20+1Ø21+1Ø22+1Ø23+1Ø24 = 31.

A˜ ‰Ô‡ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ·ÚÓËÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Ù˘¯·›Ô Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘  ZÓ = Z/ ÓZ  Î·È ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ Û‡ÓÔÏÔ.

Z¢Ó = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

{– Ó
2

 ,    – Ó
2
 +1 , … ,  –1, 0, 1,…, Ó

2
 –1}  ÁÈ· Ó  ¿ÚÙÈÔ

{– Ó–1
2

 ,   – Ó–1
2

 +1 , …,  –1, 0, 1,…, Ó–1
2

}  ÁÈ·  Ó  ÂÚÈÙÙfi

TÔ Û‡ÓÔÏÔ  Z¢Ó  Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔ  ZÓ,  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È –Ì = Ó–Ì  ÁÈ· 0 ≤ Ì < Ó  Î·È  ¿Ú·

Ì+Ó–Ì = Ó = 0.
¶.¯. ÁÈ· ÙÔ ÛÒÌ·  Z5 = {0, 1, 2, 3, 4}  Â›Ó·È  Z¢5 = {–2, –1, 0, 1, 2},  ‰ÈfiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ  –

2 = 5–2 = 3  Î·È  –1 = 5–1 = 4.  °È· ÙÔ  Z2 = {0, 1} Â›Ó·È Z¢2 = {–1, 0},  fiÔ˘  –

1 = 1 = 2–1.
A˜ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ  Z2¥Z2¥Z2¥Z2¥Z¢2.

TfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·fi ÙÔÓ ·Î¤Ú·ÈÔ

(0, 0, 0, 0, –1) = (–1) 24 = –16

Ì¤¯ÚÈ ÙÔÓ  (1, 1, 1, 1, 0) = 15  Î·È  ¤ÙÛÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜
·ÎÂÚ·›Ô˘˜ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ‡˜  ÙˆÓ  20, 21, 22, 23, 24.  ¶.¯. Â›Ó·È



35

–14 = 0Ø20+1Ø21+0Ø22+0Ø23+(–1)24 = (0, 1, 0, 0, 1) = 10010

Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ·Ú·¿Óˆ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

14 = 0Ø20+1Ø21+1Ø22+1Ø23+0Ø24 = (0, 1, 1, 1, 0) = 01110.

ŒÙÛÈ ÚÔÎ‡ÙÂÈ –14+14 = (0, 0, 0, 0, 0) = 0.
A˜ ‰Ô‡ÌÂ Ù· ÁÈÓfiÌÂÓ·  4Ø3 = 12  Î·È  (–4)Ø3 = –12  ÛÙÔ Z- ÌfiÓÙÔ˘ÏÈ  Z5

2.  E›Ó·È

3 = 1Ø2+1Ø21+0Ø22+0Ø23+0Ø24,

4 = 0Ø20+0Ø21+1Ø22+0Ø23+0Ø24   Î·È  –4 = 0Ø20+0Ø21+1Ø22+1Ø23–1Ø24.

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

4Ø3 = 4Ø20+4Ø21+0Ø22+0Ø23+0Ø24 = 4+8 = (0, 0, 1, 0, 0) + (0, 0, 0, 1, 0) =

= (0, 0, 1, 1, 0) = 0Ø20+0Ø21+1Ø22+1Ø23+0Ø24 = 12   Î·È

(–4)Ø3 = –4Ø20+(–4)Ø21+0Ø22+0Ø23+0Ø24 = (–4)+(–8) =

= (0, 0, 1, 1, 1)+(0, 0, 0, 1, 1) = 1Ø23–1Ø24 = –12.

2. Διανυσματικ�� υπ�#ωρ�ι

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ  V  Â› ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜  K.
ŒÓ· ÌË-ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  W  ÙÔ˘ V  Ï¤ÁÂÙ·È ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ υπ��ωρ�ς ÙÔ˘  V,

fiÙ·Ó Â›Ó·È ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ˜ Â› ÙÔ˘  K  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘  V.

ΠPOTAΣH 1. TÔ  W  Â›Ó·È ‰È·Ó. ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ˘  V  ·ÓÓ  Â›Ó·È x+yŒW  Î·È

ÏxŒW  ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒW  Î·È Î¿ıÂ  ÏŒK.

Aπ�δει�η.  ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó fiÏÂ˜ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÂÓfi˜ ‰È·Ó. ¯ÒÚÔ˘ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ  0
= 0xŒW  Î·È  –x = (–1)xŒW  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒW.

Π�ρισμα 1. TÔ  W  Â›Ó·È  ‰È·Ó. ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ˘  V  ·ÓÓ ¤¯Ô˘ÌÂ  Ïx+ÌyŒW  ÁÈ·

Î¿ıÂ  x, yŒW  Î·È Î¿ıÂ  Ï, ÌŒK.

ΠPOTAΣH 2. H ÙÔÌ‹  V1«V2 = {xŒV | xŒV1  Î·È  xŒV2}  ÙˆÓ ‰È·Ó. ˘Ô¯ÒÚˆÓ
V1  Î·È   V2  ÙÔ˘  V  Â›Ó·È ‰È·Ó. ˘fi¯ˆÚÔ˜ ÙÔ˘  V.

Aπ�δει�η.  AÓ  x, y ŒV1«V2,  ÙfiÙÂ Â›Ó·È  x, yŒV1  Î·È  x, yŒV2.  ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

x+yŒV1  Î·È  x+yŒV2  Î·È  ¿Ú·  Â›Ó·È  x+yŒV1«V2.

E›ÛË˜ ÁÈ·  xŒV1«V2  Â›Ó·È  ÏxŒV1«V2.




