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1. BAΣIKEΣ ENNOIEΣ

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÁÓˆÛÙ‹ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ Î·È Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı·:

ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ¤¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›·. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ xŒA ‹ xœA ÁÈ· Ó· ‰ËÏÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ

x Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ∞ (·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞) ‹ fiÙÈ ÙÔ x ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ∞ (‰ÂÓ

·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞). À¿Ú¯Ô˘Ó ‰È¿ÊÔÚÔÈ ÙÚfiÔÈ ÁÈ· Ó· ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ.

√ ÎÔÈÓfiÙÂÚÔ˜ Â›Ó·È Ë Î·Ù·ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ Ì¤Û· ÛÂ ¿ÁÎ˘ÛÙÚ· (.¯. 

{·, ‚, Ì}). ∞Ó Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ Â›Ó·È ÔÏÏ¿, ¤¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ ÌÈ· ÚÔÊ·Ó‹

Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÂÏÂ›Â˜. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ, ‰ËÏ·‰‹ {·, ‚, Á, …, x,

y, ˆ} ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ ÂÏÏËÓÈÎ‹˜ ÁÏÒÛÛ·˜. ∞Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞

·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ·˘Ù¿ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ù· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· x, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· p(x),

ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÙÔ ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ A = {x: p(x)} (.¯. ∞ = {x: x ÁÚ¿ÌÌ· ÙË˜

∂ÏÏËÓÈÎ‹˜ ÁÏÒÛÛ·˜}).

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÁÓˆÛÙ¿ Ù· Û‡ÓÔÏ· ¡={0, 1, 2, 3…}, ∑={…–2, –1, 0, 1, 2, …},

Q=��
m

n
� : mŒZ, nŒN, nπ0�, � Î·È � ÙˆÓ º˘ÛÈÎÒÓ ∞ÚÈıÌÒÓ, ÙˆÓ ∞ÎÂÚ·›ˆÓ

∞ÚÈıÌÒÓ, ÙˆÓ ƒËÙÒÓ ∞ÚÈıÌÒÓ, ÙˆÓ ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ∞ÚÈıÌÒÓ Î·È ÙˆÓ ªÈÁ·‰ÈÎÒÓ
∞ÚÈıÌÒÓ, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

ΔÔ Û‡ÓÔÏÔ { }, Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Δ Î·È ÙÔ

Î·ÏÔ‡ÌÂ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ.

¢˘Ô Û‡ÓÔÏ· Â›Ó·È ›Û·, ·Ó ¤¯Ô˘Ó ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ù· ›‰È· ÛÙÔÈ¯Â›·. ∞ÏÏÈÒ˜ Â›Ó·È ¿ÓÈ-
Û·. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ ∞=μ Î·È ∞πμ, ÁÈ· Ó· ‰ËÏÒÛÔ˘ÌÂ

ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· Î·È ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· Û˘ÓfiÏˆÓ, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. °È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

‰‡Ô Û‡ÓÔÏ· ∞ Î·È μ Â›Ó·È ›Û·, ·ÚÎÂ›, ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

xŒA ¤ xŒB.

ΔÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ Î·ÏÂ›Ù·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ μ, ·Ó Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ∞
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Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ μ. ∞Ó, ÂÈÏ¤ÔÓ, ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ μ, ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ·Ó‹-

ÎÂÈ ÛÙÔ ∞, ÙÔ ∞ Î·ÏÂ›Ù·È ÁÓ‹ÛÈÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ μ. ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘Ì-

‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ ∞Ãμ Î·È ∞πÃμ, ÁÈ· Ó· ‰ËÏÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ∞ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ μ

Î·È ÙÔ ∞ Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ μ, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù·

·ÎfiÏÔ˘ı·:

i. AÃA

ii. AÃB Î·È μÃ° fi ∞Ã°

iii. ∞Ãμ Î·È μÃ∞ fi ∞ = μ

∞fi ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· (iii) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∞=μ, ·ÚÎÂ› Ó·

·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∞Ãμ Î·È μÃ∞.

¶APA¢EI°MATA

EÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó ÁÈ·  A = {{1}, {1, 2}, 3} ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜

i. 1ŒA   ii. {1}ŒA   iii. {1}Ã∞  iv. {{1, 2}}Œ∞  v. {{1, 2}, 3}ÃA  vi. 3ŒA

A¿ÓÙËÛË: H (i) ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ, ‰ÈfiÙÈ Ù· ÙÚ›· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ A Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚ· ÙÔ˘

1. H (ii) ÈÛ¯‡ÂÈ. ∏ (iii) ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ, ÁÈ·Ù› 1œ∞. ∏ (iv) ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·Ù› Ù· ÙÚ›·

ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ∞ Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚ· ÙÔ˘ {{1, 2}}. ∏ (v ) ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·ıÒ˜ Î·È

(vi).

EÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó ÁÈ· ÙÔ ∞=Δ Î·È ÙÔ μ={{Δ}, {Δ, {Δ}}} ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ΔŒ∞,

ΔÃ∞, {Δ}Œμ, {Δ}Ãμ.

A¿ÓÙËÛË: ΔÔ ∞=Δ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô. ÕÚ· ÙÔ Δ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙÔÈ-

¯Â›Ô ÙÔ˘. ÕÚ· ΔœΔ.

ΔÔ Δ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ∞, ÁÈ·Ù› Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ (Ô˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ)

·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Δ. ÕÚ· ΔÃ∞.

ΔÔ μ Â›Ó·È ÙÔ ‰ÈÌÂÏ¤˜ Û‡ÓÔÏÔ ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· Ù· {Δ}, {Δ, {Δ}}. ÕÚ· ÈÛ¯‡ÂÈ

{Δ}Œμ.

ΔÔ Δ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ μ. ÕÚ· {Δ}Àμ. ■

1.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ∫·ÏÒ ‰˘Ó·ÌÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞, Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ˆ P(A),

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ∞. ÕÚ·

P(A) = {B: BÃA}

•¤Úˆ fiÙÈ ·Ó X={x: p(x)}, ÙfiÙÂ xŒX ·Ó Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë p(x). ÕÚ·

μŒP(A) ¤ BÃA

2.

1.
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∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÙÔ ‰˘Ó·ÌÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ∞={·, ‚, Á} Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {Δ,

∞, {·}, {‚}, {Á}, {·, ‚}, {·, Á}, {‚, Á}}. ∞Ó¿ÌÂÛ· ÛÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ P(A) Â›Ó·È

¿ÓÙ· ÙÔ Δ Î·È ∞, Î·È ı· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ·ÚÁfiÙÂÚ· fiÙÈ, fiÙ·Ó ÙÔ ∞ ¤¯ÂÈ n ÛÙÔÈ-
¯Â›·, ÙfiÙÂ ÙÔ P(A) ¤¯ÂÈ 2n ÛÙÔÈ¯Â›·.

1.2. ΘEΩPHMA IÛ¯‡Ô˘Ó:

i. AÃB ¤ P(A)ÃP(B)

ii. A = B ¤ P(A) = P(B)

Afi‰ÂÈÍË: i. ŒÛÙˆ ∞Ãμ. ∞ÚÎÂ› Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ P(A)

·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ P(B). ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ xŒP(A) fi xÃA fi xÃB fi xŒP(B). ÕÚ· ‰Â›Í·ÌÂ

fiÙÈ AÃB fi P(A)ÃP(B).

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ¤ÛÙˆ P(A)ÃP(B). ∞ÚÎÂ› Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ∞

·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ μ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ xŒA fi {x}ÃA fi {x}ŒP(A) fi {x}ŒP(B) fi {x}ÃB

fi xŒB. ÕÚ· ‰Â›Í·ÌÂ fiÙÈ P(A)ÃP(B) fi AÃB.

ii. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ (i) ¤¯Ô˘ÌÂ ∞ = μ ¤ (∞Ãμ Î·È μÃ∞) ¤ (P(A)ÃP(B) Î·È

P(B)ÃP(A)) ¤ P(A) = P(B). ■

¶APATHPH™H. ∂›‰·ÌÂ fiÙÈ ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ (i) ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ ÙÔÓ Û˘Ì‚Ô-

ÏÈÛÌfi xÃA. ¶ÈÔ Î¿Ùˆ ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ xŒ· ‹ XŒA.

∞˘Ùfi ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· Ì·˜ ÌÂÚ‰Â‡ÂÈ, ·ÊÔ‡ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÌÔÚÂ› Ó·

Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ Î¿ÔÈÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·. ™˘Ó‹ıˆ˜ ı· ¯ÚËÛÈ-

ÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÎÂÊ·Ï·›· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÁÈ· Ù· Û‡ÓÔÏ· Î·È ÌÈÎÚ¿ ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÁÈ· Ù· ÛÙÔÈ-

¯Â›· ÙÔ˘˜, Î¿ÔÙÂ fiÌˆ˜ ·˘Ùfi ‰ÂÓ Â›Ó·È ‚ÔÏÈÎfi.

•¤ÚÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ·Ó ∞ Î·È μ Â›Ó·È ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·, ÙfiÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·

∞»μ = {z: zŒA ‹ zŒB}

A«B = {z: zŒA Î·È zŒB}

A–B = {z: zŒA Î·È zœB}

Ù· Î·ÏÔ‡ÌÂ ¤ÓˆÛË, ÙÔÌ‹ Î·È ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ∞ Î·È μ, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ∞Ó ∞«μ=Δ,

Ù· ∞ Î·È μ Ù· ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Í¤Ó·.

¢›ÓÔ˘ÌÂ ÈÔ Î¿Ùˆ ¤Ó·Ó ›Ó·Î· ÙˆÓ ÈÔ ‚·ÛÈÎÒÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜, ÙË˜

ÙÔÌ‹˜ Î·È ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ Û˘ÓfiÏˆÓ. ŸÏÂ˜ ÙÔ˘˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È Â‡ÎÔÏ· ÌÂ ÙËÓ

ÎÏ·ÛÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô  ·fi‰ÂÈÍË˜ ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ Û˘ÓfiÏˆÓ, Ô˘ ÚÔ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ.
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∞Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ·fi ÙÈ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·, ·Ê‹ÓÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜

ˆ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜.

∞»(μ«°) = (∞»μ)«(∞»°): xŒA»(B«°) ¤ xŒA ‹ xŒ(B«°) ¤ (xŒA ‹

xŒB) Î·È (xŒA ‹ xŒ°) ¤ xŒ∞»B Î·È xŒA»° ¤ xŒ(A»B)«(A»°)

∞–(μ»°) = (∞–μ)«(∞–°): :xŒA–(μ»°) ¤ xŒA Î·È xœB»° ¤
xŒA Î·È (xœB Î·È xœ°) ¤ (xŒA Î·È xœB) Î·È (xŒA Î·È xœ°) ¤
(xŒA–B) Î·È (xŒA–°) ¤ xŒ(A–B)«(∞–°)

1.3. ΘEΩPHMA IÛ¯‡Ô˘Ó:

i. A«μ = ∞ ¤ ∞Ãμ

ii. A»B = A ¤ BÃA

iii. A–B  = Δ ¤ AÃB

Afi‰ÂÈÍË:

i. ŒÛÙˆ ∞«μ=∞. ΔfiÙÂ xŒA fi xŒA«B fi (xŒA Î·È xŒB) fi xŒB. 

ÕÚ· ∞Ãμ.

ŒÛÙˆ ∞Ãμ. ΔfiÙÂ xŒA«B fi (xŒA Î·È xŒB) fi xŒA.  ÕÚ· ∞«μÃ∞. 

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ· xŒA fi (xŒA Î·È xŒB) fi xŒA«B.  ÕÚ· AÃ∞«μ =A. 

ÕÚ· ‰Â›Í·ÌÂ fiÙÈ ∞Ãμ fi ∞«μ = ∞ Î·È ·Ô‰Â›Í·ÌÂ ÙËÓ (i).

ii. ŒÛÙˆ ∞»μ=∞. ΔfiÙÂ xŒB fi (xŒA ‹ xŒB) fi xŒA»B fi xŒA.  ÕÚ· BÃA.

ŒÛÙˆ μÃ∞. ΔfiÙÂ xŒA fi (xŒA ‹ xŒB) fi xŒA»B. ÕÚ· AÃA»B. 

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, xŒA»B fi (xŒA ‹ xŒB) fi (xŒA ‹ xŒA) fi xŒA. 

ÕÚ· ∞»μÃ∞. √È Û¯¤ÛÂÈ˜ ∞Ã∞»μ Î·È ∞»μÃ∞ Û˘ÓÂ¿ÁÔÓÙ·È fiÙÈ

∞»μ=∞.  ÕÚ· ‰Â›Í·ÌÂ fiÙÈ μÃ∞ fi ∞»μ = ∞, Î·È ·Ô‰Â›Í·ÌÂ ÙËÓ (ii).

iii. ŒÛÙˆ ∞–μπΔ.  £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Ù˘¯fiÓ xŒA. ∞Ó x ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ μ, ÙfiÙÂ ÙÔ

x ı· ·Ó‹ÎÂ ÛÙÔ ∞–μ Î·È ı· ›Û¯˘Â ∞–μπΔ. ÕÚ· ÙÔ x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ μ.  ¢Â›-

∞»Δ = ∞ ∞«Δ = Δ
∞»μ = μ»∞ ∞«μ = μ«∞

∞»(μ»°) = (∞»μ)»° ∞«(μ«°) = (∞«μ)«°

∞»∞ = ∞ ∞«∞ = ∞

∞»(μ«°) = (∞»μ)«(∞»°)

∞«(μ»°) = (∞«μ)»(∞«°)

∞-(μ»°) = (∞-μ)«(∞-°)

∞-(μ«°) = (∞-μ)»(∞-°)

KÂÊ¿Ï·ÈÔ 112



Í·ÌÂ fiÙÈ ("xŒA)(xŒB), ¿Ú· fiÙÈ ∞Ãμ.

ŒÛÙˆ ∞Ãμ. ∞Ó ÙÔ ∞ – μ ‹Ù·Ó ÌË ÎÂÓfi, ÙfiÙÂ ı· ˘‹Ú¯Â xŒA – B, ¿Ú· ı·

˘‹Ú¯Â xŒA Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ xœB. ∞˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ, ÁÈ·Ù› ∞Ãμ.  ∫·Ù·-

Ï‹Í·ÌÂ ÛÂ ¿ÙÔÔ ÂÂÈ‰‹ ˘Ôı¤Û·ÌÂ fiÙÈ ∞–μπΔ, ¿Ú· ∞–μ=Δ. ■

∂ÈÛ¿ÁÔ˘ÌÂ, ÙÒÚ·, ‰‡Ô Ó¤· Û‡Ì‚ÔÏ·. ΔÔ «"» ÁÈ· Ó· Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤Î-

ÊÚ·ÛË «ÁÈ· Î¿ıÂ» Î·È ÙÔ «$» ÁÈ· Ó· Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË «˘¿Ú¯ÂÈ».

ŒÙÛÈ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ «"xŒA» Î·È «$xŒA» ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ «ÁÈ· Î¿ıÂ x Ô˘ ·Ó‹-

ÎÂÈ ÛÙÔ ∞» Î·È «˘¿Ú¯ÂÈ x Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞» ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Â›ÛË˜

«("xŒ∞)(xŒB)» ‹ «($xŒA)(xπy)» ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ «Î¿ıÂ x, Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ

∞, ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ μ» ‹ «˘¿Ú¯ÂÈ x ÛÙÔ ∞, Ô˘ Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚÔ ÙÔ˘ y». ∫·ıÒ˜ ı·

ÚÔ¯ˆÚÔ‡ÌÂ, Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ı· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÂ› ÛÙ·‰È·Î¿ ÌÂ fiÏÔ Î·È ÈÔ ÔÏ‡ÏÔ-

ÎÂ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Ù· Û‡Ì‚ÔÏ· «"» Î·È «$».

1.4. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ C ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÓfiÏˆÓ. ∫·ÏÔ‡ÌÂ ¤ÓˆÛË ÙÔ˘ C Î·È

ÙËÓ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ »C, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· Ô˘ ‚Ú›-

ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Û‡ÓÔÏÔ ÙË˜ C. ¢ËÏ·‰‹

»C = {x: ($·ŒC)(xŒ·)}

∫·ÏÔ‡ÌÂ ÙÔÌ‹ ÙÔ˘ C Î·È ÙËÓ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ «C, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›-

Ù·È ·fi Ù· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ fiÏ· Ù· Û‡ÓÔÏ· ÙË˜ C. ¢ËÏ·‰‹

«C = {x: ("·ŒC)(xŒ·)}

∞fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

xŒ»C ¤ ($·ŒC)(xŒ·)

xŒ«C ¤ ("·ŒC)(xŒ·)

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÔÈ Ó¤ÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› ÁÂÓÈÎÂ‡Ô˘Ó ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜ Î·È ÙË˜

ÙÔÌ‹˜ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ, ·ÊÔ‡ »{∞, μ}=∞»μ Î·È «{∞, μ}=∞«μ.

∞Ó, ÏÔÈfiÓ, C={{x}, {x, {x}}, {x, y}},  ÙfiÙÂ »C={x, y, {x}}, Î·È «C={x}.

∂›ÛË˜, ·Ó C={{x}, Δ, {x, Δ}}, ÙfiÙÂ »C={Δ, x} Î·È «C=Δ.  ∂›Ó·È Ê·ÓÂ-

Úfi fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ∞, ÈÛ¯‡ÂÈ »{A}=«{A}=A.

1.5. ΘEΩPHMA ∞Ó C Î·È D Â›Ó·È ÌË ÎÂÓ¿ Û‡ÓÔÏ· Û˘ÓfiÏˆÓ, ÙfiÙÂ CÃD fi
(»CÃ»D) Î·È («DÃ«C).

Afi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ CÃD. ∞Ó xŒ»C, ÙfiÙÂ ($·ŒC)(xŒ·).  ΔÔ · fiÌˆ˜ ·Ó‹ÎÂÈ

Î·È ÛÙÔ D.  ÕÚ· ($·ŒD)(xŒ·), ¿Ú· xŒ»D. ¢Â›Í·ÌÂ fiÙÈ ("xŒ»C)(xŒ»D),

¿Ú· fiÙÈ »CÃ»D. ∞Ó xŒ«D, ÙfiÙÂ ("·ŒD)(xŒ·). ŸÌˆ˜ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ C Â›-
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Ó·È Î·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ D.  ÕÚ· ("·ŒC)(xŒ·), ¿Ú· xŒ«C.  ¢Â›Í·ÌÂ fiÙÈ

("xŒ«D)(xŒ«C) ¿Ú· fiÙÈ «DÃ«C. ■

1.6. ΘEΩPHMA °È· Î¿ıÂ ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÓfiÏˆÓ C ÈÛ¯‡ÂÈ ("·ŒC)

(«CÃ·Ã»C).

Afi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ ·ŒC. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ xŒ«C, ¿Ú· ("cŒC)(xŒc).  ÕÚ· xŒ·.

ÕÚ· «CÃ·. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· xŒ·.  ΔÔ x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ ¤Ó· ·ŒC.  ÕÚ· xŒ»C.

¢Â›Í·ÌÂ fiÙÈ ("xŒ·)(xŒ»C) ¿Ú· fiÙÈ ·Ã»C. ■

1.7. ΘEΩPHMA °È· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ »P(A)=A.

Afi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ xŒ»P(A).  ΔfiÙÂ ($·ŒP(A))(xŒ·).  ΔÔ x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ ¤Ó·

˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ∞,  ¿Ú· ÙÔ x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞. Œ‰ÂÈÍ· fiÙÈ »P(∞)Ã∞.

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ¤ÛÙˆ xŒA.  •¤ÚÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ∞ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Â·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘,

¿Ú· fiÙÈ ∞ŒP(A). Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ ($AŒP(A)) (xŒA), ¿Ú· xŒ»P(A).  ÕÚ·

AÃ»P(A).

∞fi ÙÈ˜ ‰‡Ô Û¯¤ÛÂÈ˜ ÂÁÎÏÂÈÛÌÔ‡ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ. ■

1.8. ΟΡΙΣΜΟΣ ∞Ó · Î·È ‚ Â›Ó·È ‰‡Ô ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·, ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜
<·, ‚> Î·ÏÂ›Ù·È ¤Ó· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ Ô˘ ÏËÚÂ› ÙËÓ Û˘Óı‹ÎË

<·, ‚> = <Á, ‰> ¤ (· = Á Î·È ‚ = ‰)

ΔÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ <·, ‚> ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· Û˘Á¯¤ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

{·, ‚}, ·ÊÔ‡ {1, 2}={2, 1} Î·È <1, 2>π<2, 1>.  ∏ ÛÂÈÚ¿ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÛÙÔ

‰ÈÌÂÏ¤˜ Û‡ÓÔÏÔ ‰ÂÓ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ, ÂÓÒ ÛÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜ Â›Ó·È Ô˘ÛÈ·ÛÙÈ-

Î‹.

1.9. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ ∞ Î·È μ ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·. ∫·ÏÔ‡ÌÂ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ
ÙÔ˘ ∞ Â› ÙÔ μ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

A¥B = {<·, ‚>: ·ŒA Î·È  ‚Œμ}

ŒÙÛÈ ·Ó ∞={1, 2} Î·È μ={2, 3}, ÈÛ¯‡ÂÈ ∞¥μ={<1, 2>, <1, 3>, <2, 2>,

<2, 3>}.  ∂›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ∞¥Δ=Δ¥∞=Δ¥Δ=Δ.

1.10. ΘEΩPHMA πÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı·:  i. (A»B)¥°=(∞¥°)»(μ¥°). 

ii. (∞«μ)¥°=(∞¥°)«(μ¥°).  iii. (∞–μ)¥°=∞¥°–μ¥°.

Afi‰ÂÈÍË: ∞Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ ÙËÓ (i), ·Ê‹ÓÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ˆ˜ ·Ï¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜:

<x, y>Œ(A»B)¥° ¤ xŒA»B Î·È yŒ° ¤ (xŒA ‹ xŒB) Î·È yŒ° ¤
(xŒA Î·È yŒ°) ‹ (xŒB Î·È yŒ°) ¤ <x, y>ŒA¥° ‹ <x, y>Œμ¥° ¤
<x, y>Œ(∞¥°)»(μ¥°). ■
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ∂ÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ‹ fi¯È:

i. {Δ}Œ{Δ, {Δ, {Δ}}}, ΔŒ{{Δ}}

ii. {Δ}Ã{Δ, {Δ, {Δ}}}, ΔÃ{{Δ}}.

2. μÚÂ›ÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ P(P(P(Δ))).

3. ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ

{Δ, {Δ}}ŒP(P(P(A))) .

4. ¢È·‚¿ÛÙÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¤˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜: ("x)(xÃA), ("x)(AÃxÃB),

("xŒA)(xπ·), ("x)("y)(xŒA fi xÃB), ($x)(xŒB), ($x)(AÃxÃB), 

($xŒA) (xπ·), ($x)($y)(xŒA Î·È yœB), ("A)($x)(xÃA), ($x)("A)(xŒA).

5. ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ (∞»μ=∞«μ) fi ∞ = μ.

6. ∂ÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

i. °È· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ Û˘ÓfiÏˆÓ ∞ Î·È μ, P(A»B) = P(A)»P(B).

ii. °È· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ Û˘ÓfiÏˆÓ ∞ Î·È μ, P(A«B) = P(A)«P(B).

7. ∞Ó C={{{1, 2}, {1}}, {{1, 0}}}, ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· »C, «C, »»C, ««C,

»«C, «»C.

8. ∞Ó C={{{1, 2}}, {{2, 0}}, {{1, 3}}}, ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· »C, «C, »»C,

««C, »«C, «»C.

9. ∞Ó ∞, μ Â›Ó·È Ù˘¯fiÓÙ· Û‡ÓÔÏ·, ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· »°, »»°, »»»°, fiÔ˘

°={{{∞}}, {{∞, {B}}}}.

10.∞Ó ∞={{Δ}, {{Δ}}}, ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· P(∞), »∞, P(»∞), »P(∞).

11.∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı·:

i. ∞¥∞ = μ¥μ fi ∞ = μ

ii. (A¥B=A¥° Î·È ∞πΔ) fi μ = °.

12.∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ·Ó ∞πΔ, μπΔ Î·È ° Â›Ó·È Û‡ÓÔÏ·, Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

(∞¥μ)»(μ¥∞)=°¥°, ÙfiÙÂ ∞=μ=°.
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2 ΣΧΕΣΕΙΣ ΙΣΟΔΥΝΑΜΙΑΣ

£ÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙËÓ Û¯¤ÛË «ÈÛfiÙËÙ·» ÛÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ

(.¯. ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ‹ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ). ∏

Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:  i. °È· Î¿ıÂ x ÈÛ¯‡ÂÈ x=x.  ii. ∞Ó x=y Î·È y=z,

ÙfiÙÂ x=z.  iii. ∞Ó x=y, ÙfiÙÂ y=x.  ŸÏÔÈ Ì·˜, ·fi ÙËÓ ÂÌÂÈÚ›· Ì·˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ

Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜ Ô˘ Û˘ÌÂÚÈÊ¤ÚÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ. AÓ·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÂÓ-

‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ÙËÓ Û¯¤ÛË «·Ú·ÏÏËÏ›·» ÛÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Â˘ıÂÈÒÓ, Î·È ÙËÓ Û¯¤ÛË «ÔÌÔÈ-

fiÙËÙ·» ÛÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ÙÚÈÁÒÓˆÓ. ΔÈ ÈÔ Ê˘ÛÈÎfi, ÏÔÈfiÓ, ·fi ÙÔ Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ¤Ó·

fiÓÔÌ· ÛÂ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ Î·ÙËÁÔÚ›· Û¯¤ÛÂˆÓ Î·È Ó· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ÙÈ˜ È‰Èfi-

ÙËÙ¤˜ ÙÔ˘˜.

2.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ ∞ ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ. ∫·ÏÔ‡ÌÂ Û¯¤ÛË ÛÙÔ ∞ ¤Ó· ˘ÔÛ‡-

ÓÔÏÔ r ÙÔ˘ ∞¥∞.

ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ÌÂ ÌÈ· Û¯¤ÛË Û’ ·˘Ùfi ¤¯ÂÈ ¤Ó· ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn. ŒÙÛÈ ÙÔ

∞={1, 2, 3, 5, 7} ¤¯ÂÈ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù·, ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ r={<1, 3>,

<3, 3>, <3, 2>, <2, 3>} Î·È p={<1, 2>, <2, 1>, <1, 7>, <7, 7>}, ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯·.

2.2. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ ∞ ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Î·È rÃA¥A. ∏ Û¯¤ÛË r Î·ÏÂ›Ù·È Û¯¤-
ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞, ·Ó ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

i. ("xŒ∞)(<x, x>Œr)

ii. (<x, y>Œr Î·È <y, z>Œr) fi <x, z>Œr

iii. <x, y>Œr fi <y, x>Œr

™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ (i) ‹ (ii) ‹ (iii) Î·ÏÔ‡ÓÙ·È ·Ó·ÎÏ·ÛÙÈÎ¤˜ ‹ ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ¤˜
‹ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

ŒÙÛÈ, ·Ó A={1, 2, 3, 4, 5}, Ë r={<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <5, 5>,

<1, 3>, <3, 1>, <4, 5>, <5, 4>} Â›Ó·È Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞. ∏ r ‰ÂÓ Â›-

Ó·È, ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ë

1
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2
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1
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{<x, x>: xŒA} Î·È Ë ∞¥∞ Â›Ó·È Â›ÛË˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞. ∞˜ ıÂˆ-

Ú‹ÛÔ˘ÌÂ, fiÌˆ˜, ÙËÓ r ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ Î·È ·˜ Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ xŒA,

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

[x]r = {yŒA: <x, y>Œr}.

¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤ÙÛÈ Ù· Û‡ÓÔÏ· [1]r={1, 3}=[3]r, [2]r={2}, [4]r={4, 5}=[5]r . ¶·-

Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ∞, Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Û‡ÓÔÏ· Ù·˘-

Ù›˙ÔÓÙ·È ‹ Â›Ó·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ, Â›ÛË˜, fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÌÂ ÛÙÔÈ-

¯Â›· fiÏ· Ù· Û‡ÓÔÏ· [x]r, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ

Πr = {[x]r: xŒA}

¤¯ÂÈ ¤ÓˆÛË ÙÔ ∞. ™¯ËÌ·ÙÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ

ŸÛ· Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÌÙˆÌ·ÙÈÎ¿. £·

·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· Î¿ıÂ Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜:

2.3. ΟΡΙΣΜΟΣ ∞Ó Ë r Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞πΔ, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

[x]r = {yŒA: <x, y>Œr}

Î·ÏÂ›Ù·È ÎÏ¿ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙÔ˘ x ˆ˜ ÚÔ˜ r.

ΔÔ Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÓfiÏˆÓ

Π r = {[x]r: xŒA}

Î·ÏÂ›Ù·È Û‡ÓÔÏÔ ËÏ›ÎÔ˘ ÙÔ˘ ∞ ‰È¿ ÙË˜ r. ΔÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ, Â›ÛË˜ A/r.

2.4. ΘΕΩΡΗΜΑ ∞Ó r Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞πΔ, ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙÈ

<x, y>Œr ¤ [x]r = [y]r (1)

Afi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ <x, y>Œr. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Ù˘¯fiÓ z ÙÔ˘ [x]r ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ

[y]r Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ· fiÙÈ ÙÔ Ù˘¯fiÓ z ÙÔ˘ [y]r ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ [x]r, ¿Ú· ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ

2

5

4

3

1

2
1

3 5

4

[1]

[2]

[3]=

[4] [5]=
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fiÙÈ [x]r=[y]r:  ŒÛÙˆ zŒ[x]r. ΔfiÙÂ <x, z>Œr.  ∂ÂÈ‰‹ fiÌˆ˜ <x, y>Œr, ÚÔÎ‡-

ÙÂÈ ·fi ÙË ÌÂÙ·‚·ÙÈÎfiÙËÙ· Î·È ÙËÓ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfiÙËÙ· ÙË˜ r fiÙÈ <y, z>Œr.  ÕÚ·

fiÙÈ zŒ[y]r. ŸÌÔÈ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ zŒ[y]r fi zŒ[x]r .  ÕÚ· ÈÛ¯‡ÂÈ [x]r=[y]r.

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ¤ÛÙˆ fiÙÈ [x]r=[y]r. ΔfiÙÂ <y, y>Œr, ¿Ú· yŒ[y]r ,  ¿Ú· yŒ[x]r,

¿Ú· <x, y>Œr. ■

2.5. ΟΡΙΣΜΟΣ ∞Ó ÙÔ ∞ Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ, ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘ ∞ Î·ÏÂ›Ù·È Î¿ıÂ

Û‡ÓÔÏÔ Π ÌË ÎÂÓÒÓ, Í¤ÓˆÓ ·Ó¿ ‰‡Ô ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ∞ ÌÂ »Π =∞.

ŒÙÛÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Π ={{1, 2, 4}, {3}} Â›Ó·È Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘ ∞={1, 2, 3, 4}

Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {2¡, 2¡+1} Â›Ó·È Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘ ¡.

2.6. ΘEΩPHMA ∞Ó Ë r Â›Ó·È ÌÈ· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞πΔ, ÙfiÙÂ

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ËÏ›ÎˆÓ Π r Â›Ó·È Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘ ∞.

Afi‰ÂÈÍË: ∫¿ıÂ [x]rŒΠr ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ x, ÁÈ·Ù› <x, x>Œr. ÕÚ· ÙÔ Π r Â›Ó·È

Û‡ÓÔÏÔ ÌË ÎÂÓÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ.

¢Â›¯ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Πr Â›Ó·È Í¤Ó· ·Ó¿ ‰‡Ô: ŒÛÙˆ [x]r Î·È [y]r

Â›Ó·È ‰‡Ô ‰È·ÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ Π r . ∞Ó Â›¯·Ó ÌË ÎÂÓ‹ ÙÔÌ‹ ı· ˘‹Ú¯Â

zŒ[x]r«[y]r . £· ›Û¯˘Â, ÏÔÈfiÓ, <z, x>Œr Î·È <z, y>Œr. §fiÁˆ ÙË˜ (1) ı· ¤¯Ô˘-

ÌÂ [x]r=[z]r=[y]r , Ú¿ÁÌ· Ô˘ ·ÓÙÈÊ¿ÛÎÂÈ ÌÂ ÙÔ [x]rπ [y]r. ÕÚ· [x]r«[y]r=Δ.

¢Â›¯ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ »Πr =∞: ∞fi ıÂˆÚ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ,

·ÊÔ‡ Π rÃP(A), ÈÛ¯‡ÂÈ »ΠrÃ»P(A)=A. ÕÚ· »ΠrÃA. ∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·Ó xŒA,

ÙfiÙÂ xŒ[x]rŒΠr , ¿Ú· ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

xŒ»Πr, ¿Ú· ∞Ã»Πr . ■

£ÂˆÚÂ›ÛÙÂ, ¿ÏÈ, ÙËÓ ‰È·Ì¤ÚÈÛË Π ={{1, 2, 4}, {3}} ÙÔ˘ ∞={1, 2, 3, 4}. ∏

Û¯¤ÛË rΠ = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <1, 2>, <2, 1>, <1, 4>, 

<4, 1>, <2, 4>, <4, 2>} Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘ÌÂ fiÏ· Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ˙Â‡-

ÁË ·fi ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙË˜ Π Â›Ó·È, ÚÔÊ·ÓÒ˜, Û¯¤-

ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞.  ™¯ËÌ·ÙÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ

�r�
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2

1

4

3

2

1
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¢Â›¯ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù¿ Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ÛÂ Î¿ıÂ ‰È·Ì¤ÚÈÛË.

2.7. ΘEΩPHMA ŒÛÙˆ ∞ ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ. °È· Î¿ıÂ ‰È·Ì¤ÚÈÛË Π ÙÔ˘ ∞, Ë

Û¯¤ÛË

rΠ = {<x, y>ŒA¥A:  ($ŒΠ)(xŒ Î·È yŒ)}

Â›Ó·È Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞.

Afi‰ÂÈÍË: i. ŒÛÙˆ xŒA. ∞ÊÔ‡ ∞=»Π, ÈÛ¯‡ÂÈ xŒ»Π .  ÕÚ· ($ŒΠ)(xŒ).

ÕÚ· <x, x>ŒrΠ .

ii. ŒÛÙˆ <x, y>ŒrΠ Î·È <y, z>ŒrΠ .  ΔfiÙÂ ($1ŒΠ )(xŒ1 Î·È yŒ1) Î·È

($2ŒΠ )(yŒ2 Î·È zŒ2). ÕÚ· yŒ1«2 Î·È 1«2πΔ.  ∞ÊÔ‡ Ù· Û‡ÓÔÏ·

ÙË˜ Π Â›Ó·È Í¤Ó· ·Ó¿ ‰‡Ô, ÚÔÎ‡ÙÂÈ 1=2.  ÕÚ· ($ŒΠ ) (xŒ Î·È zŒ),

¿Ú· <x, z>ŒrΠ .

iii. ¶ÚÔÊ·Ó¤˜. ■

¶APA¢EI°MA
£ÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Z Î·È ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË Û¯¤ÛË ÛÂ

·˘Ùfi

r = {<x, y>ŒZ¥Z: x Î·È y ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ‰È¿ 3 ·Ê‹ÓÔ˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ˘fiÏÔÈÔ}

∞˘Ù‹ Â›Ó·È, ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÌÈ· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∑. °È· ÙËÓ ÎÏ¿ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·-

Ì›·˜ [x]r ¤¯Ô˘ÌÂ

[x]r = {y: x Î·È y ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ‰È¿ 3 ·Ê‹ÓÔ˘Ó ˘fiÏÔÈÔ 0} =

= {3n: nŒZ} = {…, –6, –3, 0, 3, 6, …}

‹

[x]r = {y: x Î·È y ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ‰È¿ 3 ·Ê‹ÓÔ˘Ó ˘fiÏÔÈÔ 1} =

= {3n+1: nŒZ} = {…, –5, –2, 1, 4, …}

‹

[x]r = {y: x Î·È y ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ‰È¿ 3 ·Ê‹ÓÔ˘Ó ˘fiÏÔÈÔ 2} =

= {3n+2: nŒZ} = {…, –4, –1, 2, 5, …}.

ÕÚ· ÈÛ¯‡ÂÈ Π r={{3n: nŒ∑}, {3n+1: nŒZ}, {3n+2: nŒZ}} Î·È Â›Ó·È, fiˆ˜

·Ó·Ì¤ÓÂÙ·È, Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘ ∑.

£ÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙÒÚ· ÙËÓ Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙËÓ Π r .  πÛ¯‡-

ÂÈ

r(Πr)
= {<x, y>ŒZ¥Z: (xŒ{3n: nŒZ} Î·È yŒ{3n: nŒZ})} ‹
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(xŒ{3n+1: nŒZ}  Î·È  yŒ{3n+1: nŒZ})  ‹

(xŒ{3n+2: nŒZ}  Î·È  yŒ{3n+2: nŒZ})

ÕÚ· ÈÛ¯‡ÂÈ

r(Πr)
= {<x, y>ŒZ¥Z: (ÔÈ x Î·È y, ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ÌÂ ÙÔ 3, ·Ê‹ÓÔ˘Ó ˘fiÏÔÈÔ 0) 

‹ (ÔÈ x Î·È y, ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ÌÂ ÙÔ 3 ·Ê‹ÓÔ˘Ó ˘fiÏÔÈÔ 1) 

‹ (ÔÈ x Î·È y ‰È·ÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ‰È¿ 3 ·Ê‹ÓÔ˘Ó ˘fiÏÔÈÔ 2)} = 

= {<x, y>ŒZ¥Z: ÔÈ x Î·È y, ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔÈ ‰È¿ 3, ·Ê‹ÓÔ˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ˘fiÏÔÈÔ}

πÛ¯‡ÂÈ ÏÔÈfiÓ

r(Πr)
= r

Î·È ·Ê‹ÓÔ˘ÌÂ ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ Û¯¤ÛË

ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜.

°È· ÙËÓ r ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ, ·ÓÙ› <x, y>Œr, x∫ymod3, Û˘Ì‚Ô-

Ï›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ Z3 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ËÏ›ÎÔÓ Π r Î·È ÙÔ Î·ÏÔ‡ÌÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂˆÓ
˘ÔÏÔ›ˆÓ  modulo 3

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ∂ÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó Ë ¤ÓˆÛË Î·È Ë ÙÔÌ‹ ‰‡Ô Û¯¤ÛÂˆÓ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞ Â›Ó·È Û¯¤-

ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞.

2. ŒÛÙˆ p Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞ Î·È q Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ μ. √Ú›-

˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Û¯¤ÛË r ÛÙÔ ∞¥μ, ˆ˜ ÂÍ‹˜:

<<x1, y1>, <x2, y2>>Œr ¤ <x1, x2>Œp  Î·È  <y1, y2>Œq

∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ Ë r Â›Ó·È Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞¥μ.

3. ∞Ó p Î·È q Â›Ó·È Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞, ·Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ

[x]p«q=[x]p« [x]q.

4. £ÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} Î·È ÛÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

ÛÙÔ ∞.

i. <z, y>Œr ¤ y – xŒA

ii. <x, y>Œr ¤ x = y

iii. <x, y>Œr ¤ x – y ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 2

iv. <x, y>Œr ¤ 4< x– y
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v. <x, y>Œr ¤ y – x = 1

∂Ï¤ÁÍÙÂ ·Ó Â›Ó·È Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ∞.  ∞Ó Ó·È, ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· Ë-

Ï›Î· Π r Î·È Î¿ÓÙÂ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Î·È ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ‰È·ÌÂ-

Ú›ÛÂˆÓ ÙÔ˘ ∞, fiˆ˜ ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·.

5. ¢›ÓÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ∞={0, 1, 2, 3, 4, 5}, ¶1={{0, 3}, {1},

{2, 5}, {4}},  ¶1={{0, 1, 2}, {2, 3}, {4, 5}}, ¶3={A}.  ∂Ï¤ÁÍÙÂ ·Ó Â›Ó·È ‰È·-

ÌÂÚ›ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ∞. ∞Ó Ó·È, ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Ô˘ ·Ú¿ÁÔ˘Ó Î·È

Î¿ÓÂÙÂ Ù· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙˆÓ ‰È·ÌÂÚ›ÛÂˆÓ Î·È ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ ÈÛÔ-

‰˘Ó·Ì›·˜.

3 ΣΧΕΣΕΙΣ ΔΙΑΤΑΞΗΣ

3.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ ∞ ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Î·È rÃA¥A. ∏ Û¯¤ÛË r Î·ÏÂ›Ù·È Û¯¤-
ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞ ·Ó ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜

i. ("xŒA)(<x, x>ŒA)

ii. (<x, y)Œr Î·È <y, z>Œr) fi <x, z>Œr

iii. (<x, y>Œr Î·È <y, x>Œr) fi x = y

™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· (iii) Î·ÏÔ‡ÓÙ·È ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜.

¶.¯. Ë Û¯¤ÛË r={<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <1, 2>, <3, 4>} Â›Ó·È

Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ A = {1, 2, 3, 4}, ÂÓÒ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ r1 = {<1, 1>, <2, 2>,

<1, 2>}, r2 = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <1, 2>, <2, 3>},

r3 ={<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>, <1, 3>, <2, 4>, <4, 2>} ‰ÂÓ Â›Ó·È,

ÁÈ·Ù› Ë r1 ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÓÂÏ·ÛÙÈÎ‹, Ë r2 ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ Î·È Ë r3 ‰ÂÓ Â›Ó·È

·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹.

∞Ó ÙÔ ∞ Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ, Ë Û¯¤ÛË {<x, x>: xŒA} Â›Ó·È Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·-

ÍË˜ ÛÙÔ ∞, ÂÓÒ ·Ó ÙÔ ∞ ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÛÙÔÈ¯Â›· Ë Û¯¤ÛË ∞¥∞ ‰ÂÓ Â›Ó·È

Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞.

ªÈ· Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞ ÙËÓ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ≤∞ Î·È ·ÓÙ›
<x, y>Œ≤A,  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ x≤Ay. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ x�·y ÁÈ· Ó· ‰ËÏÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ <x,
y>œ≤A. ΔÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙¤˘ÁÔ˜ <∞, ≤∞> ÙÔ Î·ÏÔ‡ÌÂ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ.

Δ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Â›Ó·È ÁÂÌ¿Ù· ·fi Ù¤ÙÔÈÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜. ª›· ·fi ·˘Ù¤˜ ÂÈÓ·È Ë Ê˘ÛÈ-
Î‹ ‰È¿Ù·ÍË «≤» ÌÂÙ·Í‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ÌÈ· ¿ÏÏË Ë Û¯¤ÛË ÂÁÎÏÂÈ-
ÛÌÔ‡ «Ã» ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ Ù˘¯fiÓÙÔ˜ Û˘ÓfiÏÔ˘. ÕÚ· Ù· <¡, ≤>,

<∑, ≤>, <Q, ≤>, <ó, ≤>, Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ <P(A), Ã>, Â›Ó·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Û‡-

ÓÔÏ·.
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∞Ó ≤A Â›Ó·È ÌÈ· Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞, Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ x<Ay ÙÔ ÁÂÁÔ-

Ófi˜ «x≤Ay Î·È xπy».

3.2. ΘEΩPHMA ŒÛÙˆ <∞, ≤∞> ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ. ΔfiÙÂ 

i. ("xŒA) (x�Ax).   ii. (x<Ay Î·È y<Az) fi x<Az.   iii. x<Ay fi y�Ax.

Afi‰ÂÈÍË: i. ¶ÚÔÊ·Ó¤˜. 

ii. ∞Ó x<Ay Î·È y<Az, ÙfiÙÂ x≤Ay Î·È y≤Az, ¿Ú· x≤Az. ∞Ó ›Û¯˘Â x=z, ÙfiÙÂ

ı· ÚÔ¤Î˘ÙÂ x≤Ay Î·È y≤Az,  ¿Ú· x=y, Ô˘ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ.  ÕÚ· x<Az. 

iii. ŒÛÙˆ x<Ay. ∞Ó ›Û¯˘Â y<Ax, ·fi ÙËÓ (ii) ı· ÚÔ¤Î˘ÙÂ x<Ax, Ô˘ Â›-

Ó·È ¿ÙÔÔ, ÏfiÁˆ ÙË˜ (i).  ÕÚ· ÈÛ¯‡ÂÈ y�Ax. ■

3.3. ΟΡΙΣΜΟΣ ∞Ó ≤∞ Â›Ó·È ÌÈ· Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞ Î·È x<Ay, ÙfiÙÂ ÙÔ x

Î·ÏÂ›Ù·È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÙÔ˘ y Î·È ÙÔ y ÂfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ x. ΔÔ x Î·ÏÂ›Ù·È ·Ì¤Ûˆ˜
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÙÔ˘ y ·Ó

i. x<Ay

ii. ($/ zŒA)(x<Az<Ay)

ΔfiÙÂ ÙÔ y Î·ÏÂ›Ù·È ·Ì¤Ûˆ˜ ÂfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ x. °È· Î¿ıÂ xŒA, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÚÔË-

ÁÔ‡ÌÂÓˆÓ ÙÔ˘ x, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ

Ax = {yŒA: y<Ax}

Î·ÏÂ›Ù·È ·Ú¯ÈÎfi ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ ∞ ÌÂ Ù¤ÏÔ˜ x.

ŒÙÛÈ, ÁÈ· ÙÔ <P({0, 1, 2}, Ã)>, ÙÔ {1} Â›Ó·È ·Ì¤Ûˆ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÙÔ˘

{0, 1} Î·È ÙÔ˘ {1, 2}. ΔÔ Δ Â›Ó·È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÙˆÓ {0, 1} Î·È {0, 2}, fi¯È fiÌˆ˜

Î·È ·Ì¤Ûˆ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ. Δ¤ÏÔ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ P(A){0, 2} ={Δ, {0}, {2}} Î·È

P(A){1}={Δ}.

ªÂ ÙËÓ ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ-ÂfiÌÂÓÔ Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚ‹ Ë ÏÂÈ-

ÙÔ˘ÚÁ›· ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÂ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞. ªÈ· Ù¤ÙÔÈ· Û¯¤ÛË ‚¿˙ÂÈ Î¿ÔÈ·

·fi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ · ÛÙËÓ ÛÂÈÚ¿ ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ, ·Ó ÙÔ x ÚÔËÁÂ›Ù·È Î·È ÙÔ y ¤Â-

Ù·È, Ó· ÌËÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ. ∞˘Ùfi ı· Á›ÓÂÈ ÍÂ-

Î¿ı·ÚÔ ÛÙ· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó.

£ÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Venn ÙÔ˘ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ <∞, ≤∞>,

fiÔ˘ ∞ = {x, y, z, w, t} Î·È ≤ = {<x, x>, <y, y>, <z, z>, <w, w>, <t, t>, 

<x, y>, <y, z>, <x, z>, <x, w>, <x, z>, <w, z>, <x, t>, <y, t>, <z, t>, 

<w, t>}
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•¤ÚÔÓÙ·˜ fiÙÈ ÙÔ <∞, ≤∞> Â›Ó·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·ÏÔÔÈ-

‹ÛÔ˘ÌÂ ÔÏ‡ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ Û˘Ì‚¿ÛÂÈ˜: ¡· ·Ú·ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÔ

ÂÚ›ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘. ¡· ·Ú·ÏÂ›„Ô˘ÌÂ Ù· ‚¤ÏË Î·È ·ÓÙ’ ·˘ÙÔ‡ Ó· ÙÔÔ-

ıÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÂfiÌÂÓ· ÛÙÔÈ¯Â›· „ËÏfiÙÂÚ· ·fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ·. Δ¤ÏÔ˜, Ó· ·-

Ú·ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Û˘Ó‰¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜

fiÙÈ Ë Û¯¤ÛË Â›Ó·È ·Ó·ÎÏ·ÛÙÈÎ‹ Î·È ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹. ΔÔ Ó¤Ô ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· Â›Ó·È ÙÔ ·Îfi-

ÏÔ˘ıÔ.

Î·È ÙÔ <∞, ≤∞> ÌÂ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·

5

6
4

2 3

1

t

z

y

x

w
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z

y

x

w
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Â›Ó·È ÙÔ ∞ = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ÌÂ ≤∞ = {<1, 1>, <2, 2>, <3, 3>, <4, 4>,

<5, 5>, <6, 6>, <1, 2>, <1, 3>, <1, 6>, <1, 5>, <2, 6>, <2, 5>, <3, 6>

<3, 5>, <6, 5>}.

3.4. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ <∞, ≤∞> ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Î·È xŒA. ΔÔ x Î·ÏÂ›-

Ù·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ <∞, ≤∞> ·Ó ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ‰ËÏ·-

‰‹ ·Ó ($/ yŒA)(y<Ax). ΔÔ x Î·ÏÂ›Ù·È Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ <∞, ≤∞> ·Ó ‰ÂÓ

¤¯ÂÈ ÂfiÌÂÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó ($/ yŒA)(x<Ay).

ΔÔ x Î·ÏÂ›Ù·È ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ <∞, ≤∞> ·Ó Â›Ó·È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ‹ ›ÛÔ

fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó ("yŒA)(x≤Ay). ΔÔ x Î·ÏÂ›Ù·È ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ <∞≤∞> ·Ó Â›Ó·È ÂfiÌÂÓÔ ‹ ›ÛÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹

·Ó ("yŒ∞)(y≤∞x).

μÚÂ›ÙÂ Ù· ÂÏ¿¯ÈÛÙ·-Ì¤ÁÈÛÙ· Î·È Ù· ÚÒÙ·-ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·Á-

Ì¤ÓˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜:

™¯‹Ì· 1

∂›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ fiÙÈ Î¿ıÂ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔÓ
Î·È Î¿ıÂ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È Ì¤ÁÈÛÙÔ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ. ŒÛÙˆ x0 ÚÒÙÔ. ∞Ó ‰ÂÓ

‹Ù·Ó ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, ı· ˘‹Ú¯Â x<Ax0. ÕÚ· ı· ›Û¯˘Â x<Ax0 Î·È x0≤Ax.  ÕÚ· ı·

ÚÔ¤Î˘ÙÂ fiÙÈ x≤Ax0 Î·È xπx0 Î·È x0≤Ax,  ¿Ú· x=x0 Î·È xπx0 Ô˘ Â›Ó·È

¿ÙÔÔ. Δ· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ‰Â›¯ÓÔ˘Ó fiÙÈ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

ÁÂÓÈÎ¿. ∂›Ó·È Â›ÛË˜ ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ (ÁÈ·Ù›;) fiÙÈ, ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÚÒ-
ÙÔ ‹ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ·˘Ù¿ Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ¿. ∞ÓÙ›ıÂÙ· Ù· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ì·˜

‰›ÓÔ˘Ó ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Û˘ÓfiÏˆÓ ÌÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·fi ¤Ó· ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ‹ Ì¤ÁÈÛÙ·.

3.5. ΟΡΙΣΜΟΣ ΔÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ <∞, ≤∞> Î·ÏÂ›Ù·È ÔÏÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓÔ ·Ó

("xŒA) ("yŒA) (x≤Ay  ‹  y≤Ax)

w

w

zx

x

z

s t

y

y
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‹, ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·, ·Ó

("xŒA) ("yŒA) (x<Ay ‹ x=y ‹ y<Ax)

∞fi Ù· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙÔ˘ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜, ÌfiÓÔ ÙÔ ÚÒÙÔ Â›Ó·È ÔÏÈÎ¿

‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ù· <¡, ≤>, <∑, ≤>, <Q, ≤> Î·È <ó, ≤> Â›Ó·È

ÔÏÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ·.

∂›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ fiÙÈ ¤Ó· ÔÏÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ ‰ÂÓ

ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ÔÏÏ¿ Ì¤ÁÈÛÙ· ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ÛÙÔÈ¯Â›·. ∞Ó ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, ·˘Ùfi Â›-
Ó·È Î·È ÚÒÙÔ. ∞Ó ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ, ·˘Ùfi Â›Ó·È Î·È ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô (ÁÈ·Ù›;). ŒÓ· ÔÏÈÎ¿

‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ ÌÔÚÂ› Ó· ÌËÓ ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, ·ÏÏ¿ Î¿ÔÈÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏfi ÙÔ˘

Ó· ¤¯ÂÈ (.¯. ÙÔ <∑, ≤>). ªÔÚÂ› fiÌˆ˜ Ó· ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Î·È ·˘Ùfi Î·È Î¿ıÂ ÌË

ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏfi ÙÔ˘, Ú¿ÁÌ· Ô˘, fiˆ˜ ı· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ·ÚÁfiÙÂÚ·, ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·

ÙÔ <¡, ≤>.

3.6. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÓ· ÔÏÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ, Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ Î¿ıÂ ÌË ÎÂÓfi

˘ÔÛ‡ÓÔÏfi ÙÔ˘ ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, Î·ÏÂ›Ù·È Î·Ï¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ.

3.7. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ <∞, ≤∞> ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Î·È μ ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡-

ÓÔÏfi ÙÔ˘. ΔÔ xŒA Î·ÏÂ›Ù·È ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘ μ, ·Ó Â›Ó·È ÂfiÌÂÓÔ ‹ ›ÛÔ fiÏˆÓ

ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ μ. ¢ËÏ·‰‹ ·Ó ("yŒB)(y≤Ax).  ΔÔ xŒA Î·ÏÂ›Ù·È Î¿Ùˆ
ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘ μ, ·Ó Â›Ó·È ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ‹ ›ÛÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ μ. ¢ËÏ·-

‰‹ ·Ó ("yŒB) (x≤Ay).

™ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1, ÙÔ {x, s, t} ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù·,

ÂÓÒ ÙÔ {y, z, w} ¤¯ÂÈ ÙÚ›·. ™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1, ÙÔ {x, y, z}

¤¯ÂÈ ÙÚ›· Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù· Î·È ÙÚ›· ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù·. ΔÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿ÚÙÈˆÓ

·ÚÈıÌÒÓ ÙÔ˘ <Z, ≤> ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ¿Óˆ Î·È Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù·, ÂÓÒ ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ

[0, 1) ÙÔ˘ (ó, ≤> ¤¯ÂÈ ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ [1, •) Î·È Î¿Ùˆ ÊÚ¿Á-

Ì· Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ (–•, 0].

ΔÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ÌË ÎÂÓÔ‡ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ μ ÙÔ˘ <∞,

≤∞> , ·Ó Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi, Â›Ó·È Î·È ·˘Ùfi ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ (ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ›‰È·

Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜). ªÔÚÂ›, ÏÔÈfiÓ, Ó· ¤¯ÂÈ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ‹ fi¯È. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁ-

Ì· ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘

{x, y} ¤¯ÂÈ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ x ÂÓÒ, ÛÙÔ ÙÚ›ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿Óˆ

ÊÚ·ÁÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ {x, y, z} ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô. ∞ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÛÎ¤„ÂÈ˜ Á›ÓÔÓÙ·È

ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¿ÙˆÓ ÌË ÎÂÓÔ‡ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ ÙÔ˘ <∞, ≤∞>. º·›-

ÓÂÙ·È, ÏÔÈfiÓ, Ê˘ÛÈÎfi Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ÔÚÈÛÌfi:

EÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙË £ÂˆÚ›· ™˘ÓfiÏˆÓ 25



3.8. ΟΡΙΣΜΟΣ ŒÛÙˆ <∞, ≤∞> ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Î·È μ ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡-

ÓÔÏfi ÙÔ˘. ΔÔ xŒA Î·ÏÂ›Ù·È ¿Óˆ ¤Ú·˜ ÙÔ˘ μ ·Ó Â›Ó·È ÙÔ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘

Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ μ. ¢ËÏ·‰‹ ·Ó ÈÛ¯‡Ô˘Ó

i. ("yŒB) (y≤Ax)

ii. ("zŒA) (z ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘ μ fi x≤Az)

ΔÔ xŒA Î·ÏÂ›Ù·È Î¿Ùˆ ¤Ú·˜ ÙÔ˘ μ ·Ó Â›Ó·È ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘Ófi-

ÏÔ˘ ÙˆÓ Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ μ. ¢ËÏ·‰‹ ·Ó ÈÛ¯‡Ô˘Ó

i. ("yŒB) (x≤Ay)

ii. ("zŒA) (z Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘ μ fi z≤Ax)

Δ· ¿Óˆ Î·È Î¿Ùˆ ¤Ú·Ù· ÙÔ˘ μ Ù· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ supB Î·È infB, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

™ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ÏÔÈfiÓ, ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1,  $/ inf{x, s, t} Î·È sup{x, s, t}

= x, inf{y, z, w} = x Î·È sup{y, z, w} = w. ™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ¤¯Ô˘ÌÂ

inf{x, y, z}=y Î·È sup{x, y, z}=w. ΔÔ 2Z ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î¿Ùˆ Î·È ¿Óˆ ¤Ú·˜ ÛÙÔ

<Z, ≤>, ÂÓÒ ÁÈ· ÙÔ [1, 0) Ì¤Û· ÛÙÔ <ó, ≤> ¤¯Ô˘ÌÂ inf[0, 1) = 0 Î·È

sup[0, 1)=1.

3.9. ΟΡΙΣΜΟΣ ΔÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ <∞, ≤∞> Î·ÏÂ›Ù·È Û‡Ó‰ÂÛÌÔ˜ ‹ ‰›-
ÎÙ˘Ô, ·Ó ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ xŒA Î·È yŒ∞, ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· inf{x, y} Î·È sup{x, y}.

ŒÙÛÈ ·fi Ù· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· ÌÂ Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù·, ÌfiÓÔ ÙÔ

ÚÒÙÔ Î·È ÙÔ ÙÚ›ÙÔ Â›Ó·È Û‡Ó‰ÂÛÌÔÈ (ÁÈ·Ù›;).

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Î¿ıÂ ÔÏÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ‰›ÎÙ˘Ô.  ÕÚ· Ù·

<N, ≤>, <Z, ≤>, <Q, ≤>, <ó, ≤> Â›Ó·È ‰›ÎÙ˘·.

3.10. ΘEΩPHMA °È· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ ∞, ÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ <P(A), Ã> Â›-

Ó·È Û‡Ó‰ÂÛÌÔ˜.
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Afi‰ÂÈÍË: £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  ("BŒP(A))("°ŒP(A))(inf{B, °}=B«° Î·È

sup{μ, °}=B»°):

£· ÈÛ¯‡ÂÈ inf{B, °}=μ«°,  ·Ó 

i. μ«°Ãμ Î·È μ«°Ã° Î·È 

ii. ("¢)(¢ Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘ {μ, °} fi ¢Ãμ«°. ∏ Û¯¤ÛË (i) Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó‹˜. 

°È· ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ (ii), ¤ÛÙˆ ¢ Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙË˜ {μ, °}.  ΔfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ ¢Ãμ

Î·È ¢Ã°.  ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó xŒ¢, ÙfiÙÂ xŒB Î·È xŒ°,  ¿Ú· xŒB«°.  ÕÚ·

¢Ãμ«° Î·È ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ

ŸÌÔÈ· ·fi‰ÂÈÍË ÁÈ· ÙÔ sup{B, °}=μ»°. ■

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. ∂ÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó Ë ¤ÓˆÛË Î·È Ë ÙÔÌ‹ ‰‡Ô Û¯¤ÛÂˆÓ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞ Â›Ó·È Û¯¤ÛË

‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ·.

2. ¢›ÓÔÓÙ·È Ù· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· <∞, ≤∞> Î·È <μ, ≤μ>. ™ÙÔ ∞¥μ ÔÚ›-

˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Û¯¤ÛË

r = {<<x1, y1>, <x2, y2>>: x1≤Ax2 Î·È y1≤By2}

∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ Ë r Â›Ó·È Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ ∞¥μ.

3. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ù· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù·:

™Â Î¿ıÂ ÂÚ›ÙˆÛË ‚ÚÂ›ÙÂ Ù· ÂÏ¿¯ÈÛÙ·, Ì¤ÁÈÛÙ·, ÚÒÙ· Î·È ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÛÙÔÈ-

¯Â›·. μÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ú¯ÈÎ¿ ÙÌ‹Ì·Ù· Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙ· x, y, z. μÚÂ›ÙÂ Ù· ·Ì¤-

Ûˆ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· Î·È Ù· ·Ì¤Ûˆ˜ ÂfiÌÂÓ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙˆÓ x, y, z.

4. ∞Ó ∞ = {1, 2, 3}, Î¿ÓÂÙÂ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙÔ˘ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘

<P(A), Ã> Î·È ·Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ¤Ó· <P(B), Ã> Â›Ó·È ÔÏÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ·Ó

Î·È ÌfiÓÔ ·Ó ÙÔ B ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô.

x

y

z
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5. μÚÂ›ÙÂ Ù· ¿Óˆ Î·È Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù·, Ù· ¿Óˆ Î·È Î¿Ùˆ ¤Ú·Ù· ÙˆÓ ˘ÔÛ˘Ófi-

ÏˆÓ {x, y} Î·È {z, t} ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ Î·È ÙÔ˘ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘

{x, y, z} ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜.

6. ŒÛÙˆ ∞ Ù˘¯fiÓ Û‡ÓÔÏÔ Î·È ¶∞ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ

ÙÔ˘. ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÙÔ <¶∞, Ã> Â›Ó·È ‰›ÎÙ˘Ô.

7. ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÙˆÓ ¿ÂÈÚˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ¡ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰›-

ÎÙ˘Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Û¯¤ÛË ÂÁÎÏÂÈÛÌÔ‡.

4. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

∞Ó ÌÂ Î¿ÔÈÔ Î·ÓfiÓ· f ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô x ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘

∞πΔ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ μπΔ, Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË ÙÔ˘ ∞ ÛÙÔ μ.

∞Ó .¯. ÙÔ ∞ Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ·ÓıÚÒˆÓ Î·È ÙÔ μ Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ

˘„ÒÓ ÙÔ˘˜, ·Ó ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ ¿ÓıÚˆÔ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘, ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· Û˘-

Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ∞ ÛÙÔ μ. ∞Ó, ·ÓÙ›ıÂÙ·, ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ μ

¤Ó·Ó ¿ÓıÚˆÔ ÙÔ˘ ∞ ÌÂ ÙÔ ‡„Ô˜ ·˘Ùfi, ÌÔÚÂ› Ó· ÌËÓ ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ μ

ÛÙÔ ∞, ÁÈ·Ù› Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ ‰‡Ô ¿ÓıÚˆÔÈ ÙÔ˘ ∞ Ó· ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ ‡„Ô˜.

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ

f: AÆμ

ÁÈ· Ó· ‰ËÏÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ «f Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ∞ ÛÙÔ μ». ΔÔ ∞ Ï¤ÁÂÙ·È Â‰›Ô
ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f Î·È ÙÔ μ Â‰›Ô ÙÈÌÒÓ. ΔÔ xŒA Î·ÏÂ›Ù·È ÚfiÙ˘Ô
Î·È ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi yŒB Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ x Î·ÏÂ›Ù·È ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘ x. °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ

y= f(x) ÁÈ· Ó· ‰ËÏÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ y Â›Ó·È ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘ x. √È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ f: AÆB

x

z t

y

y z

x
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Î·È g: °Æ¢ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ·Ó ∞=°, μ=¢ Î·È ("xŒA)(f(x)=g(x)) .

¶APA¢EI°MATA

Œ¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: NÆN ÁÈ· ÙÔÓ Î·ÓfiÓ· ("nŒN)

(f(n)=2n+1ŒN). Œ¯Ô˘ÌÂ Â›ÛË˜ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: NÆ2N+1, ÁÈ· ÙÔÓ Î·Ófi-

Ó· ("nŒN)(g(n)=2n+1Œ2N+1). √È ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ›ÛÂ˜, ÁÈ·Ù›

¤¯Ô˘Ó ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ Â‰›· ÙÈÌÒÓ.

∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· A = {1, 2, 4, 5}, μ = {1, 5, 7} Î·È ÙÔÓ Î·ÓfiÓ·

f(1)=f(5)=5, f(2)=f(4)=7, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: AÆB.

∞Ó Ã = {–1, 1} Î·È ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÚËÙfi ·ÚÈıÌfi ÙÔ 1 Î·È ÛÂ

Î¿ıÂ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÈıÌfi ÙÔ –1, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: óÆX, Ë ÂÍ‹˜:

"xŒó, �
∞Ó ÛÂ Î¿ıÂ ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¡, ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô

ÙÔ˘, ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: P(N)–{Δ} Æ N, ÙËÓ

"AŒP(N) – {Δ},  f(A) = (ÙÔ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ∞)Œ¡

∞Ó, ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ, ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ¡ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘

¡ Ô˘ ÙÔ ¤¯ÂÈ ÚÒÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ‰ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ¡ ÛÙÔ P(N)–{Δ},

ÁÈ·Ù› ÛÙÔ 2 .¯. ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› Î·È ÙÔ {2, 3, 7} Î·È 2¡–{0}.

∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ∑ Î·È ÙÔ ∑3, Î·È ÙÔÓ Î·ÓfiÓ·

("xŒZ)(f(x)=[x]ŒZ3)

ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: ZÆZ3. ¢ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ, fiÌˆ˜, Û˘Ó¿Ú-

ÙËÛË ÙÔ˘ ∑3 ÛÙÔ ∑ ·Ó ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ Î¿ıÂ [x] ÙÔ xØ ÁÈ·Ù› 4∫7mod3 fi
[4]=[7].  ÕÚ·, ÛÙÔ [4]Œ∑3, ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜

4 Î·È 7.

4.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ª›· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: AÆB Î·ÏÂ›Ù·È ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·Ó Î¿ıÂ ÛÙÔÈ-

¯Â›Ô ÙÔ˘ μ Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÙÔ ÔÏ‡ ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ ÙÔ˘ ∞. ¢ËÏ·‰‹ ·Ó

(f(x1)=y Î·È f(x2)=y) fi x1 = x2 (1)

5.

4.

f(x) = 1, ·Ó  xŒQ

f(x) = –1, ·Ó  xŒó–Q

3.

2.

1.
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