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¶ÚfiÏÔÁÔ˜

ªÂ ÙËÓ ¿ÚÔ‰Ô ÔÏÏÒÓ ÂÙÒÓ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÛÙÔ ΔÌ‹-

Ì· ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÔ˘ ∞ÚÈÛÙÔÙÂÏÂ›Ô˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜ ·Ó·˙ËÙÔ‡Û·-

ÌÂ ÙËÓ ˘ÔÛÙ‹ÚÈÍË ÙË˜ ıÂÌÂÏ›ˆÛË˜ ÙˆÓ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎÒÓ ÂÓÓÔÈÒÓ. ™’ ·˘Ù‹ ÙË ‰È·-

‰ÚÔÌ‹ Â›¯·ÌÂ ÙË Û˘Ó·ÈÛıËÌ·ÙÈÎ‹ ‰¤ÛÌÂ˘ÛË ÙË˜ ÈÛÙÔÚ›·˜ ÙÔ˘ ΔÌ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙË˜ ÈÛÙÔ-

ÚÈÎ‹˜ ·ÚÔ˘Û›·˜ ÙÔ˘ ∫. ∫·Ú·ıÂÔ‰ˆÚ‹ ÛÙÔ ∞ÚÈÛÙÔÙ¤ÏÂÈÔ ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ, Î·ıÒ˜ Â›-

ÛË˜ Î·È ÙËÓ ·ÓÙÈÎÂÈÌÂÓÈÎ‹ ·Ó¿ÁÎË Ó· ÂÊÔ‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÛÔ˘‰·ÛÙ¤˜ ÌÂ ÛÙ¤ÚÂÂ˜

ÁÓÒÛÂÈ˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ.

∏ £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Â›Ó·È Ì›· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÈÛÙ‹ÌË Ô˘ ·Û¯ÔÏÂ›Ù·È ÌÂ ÙË

ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÓfiÌˆÓ ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ. ∏ ÚÒÙË ·fiÂÈÚ· ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹˜ ıÂ-

ÌÂÏ›ˆÛË˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙÔÓ S.N. Bernstein ÛÙ· 1917 Î·È ·Ó¿ÁÂÙ·È

ÛÙËÓ ÔÛÔÙÈÎ‹ Û‡ÁÎÚÈÛË ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ˆ˜ ÁÂÁÔÓfiÙ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË˜ ‹ ÌÈ-

ÎÚfiÙÂÚË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜.

∏ ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹

ÙÔ˘ ∞.N. KÔlmogorov Á‡Úˆ ÛÙ· 1933 Î·È Û˘Û¯ÂÙ›˙ÂÈ ÙË £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÂ ÙË

Û‡Á¯ÚÔÓË £ÂˆÚ›· ª¤ÙÚÔ˘ Î·È ÙË £ÂˆÚ›· ™˘ÓfiÏˆÓ. √ ÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜

·fi ÙÔÓ Kolmogorov ÂÛˆÎÏÂ›ÂÈ ˆ˜ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘˜

ÔÚÈÛÌÔ‡˜, fiˆ˜ Ô ÎÏ·ÛÈÎfi˜ ÔÚÈÛÌfi˜ Î·Ù¿ Laplace ÙˆÓ ÈÛÔ›ı·ÓˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Î·È

Ô ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi˜ ÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ ÙË˜ Û¯ÂÙÈÎ‹˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ Î·Ù¿ R. von Mises, ˘ÂÚ-

‚·›ÓÔÓÙ·˜ fiÏ· Ù· ÌÂÈÔÓÂÎÙ‹Ì·Ù· ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÔÚÈÛÌÒÓ.

∞Ó·ÌÊÈÛ‚‹ÙËÙ· Ë £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ·Ó¤Ù˘ÍÂ ‰ÈÎ¤˜ ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Î·È ·ÓÙÈ-

ÎÂ›ÌÂÓ· ÌÂÏ¤ÙË˜, ıÂˆÚËÙÈÎÒÓ Î·È ÂÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓˆÓ Î·ÙÂ˘ı‡ÓÛÂˆÓ, fiˆ˜ Ë ıÂˆÚ›·

ÙˆÓ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ‰È·‰ÈÎ·ÛÈÒÓ, ÔÈ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ¤˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ Î.¿. √È ÓfiÌÔÈ ÙˆÓ ¶Èı·ÓÔ-

Ù‹ÙˆÓ Â›Ó·È ÓfiÌÔÈ Ô˘ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙Ô˘Ó ÙÈ˜ ÔÏ˘¿ÚÈıÌÂ˜ Û˘ÏÏÔÁ¤˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓˆÓ Î·È

·ÏÏËÏÔÛ˘Û¯ÂÙÈ˙fiÌÂÓˆÓ ÌÔÚ›ˆÓ (fiˆ˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÛÙË ÌÔÚÈ·Î‹

º˘ÛÈÎ‹), Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È ‰ÂÓ ·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÛÂ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· ·ÙÔ-

ÌÈÎÒÓ ÎÈÓ‹ÛÂˆÓ.
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°È· ÙË £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ‡·ÚÍË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ Kolomo-

gorov Â›Ó·È ıÂÌÂÏÈÒ‰Â˜, ÂÓÒ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ ∫·Ú·ıÂÔ‰ˆÚ‹, ¿Óˆ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ÛÙË-

Ú›˙ÂÙ·È Ë ·fi‰ÂÈÍ‹ ÙÔ˘, ·ÔÎ·Ï‡ÙÂÈ ÙÈ˜ ‚·ı‡ÙÂÚÂ˜ ÌÂÙÚÔıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ ÙÔ˘ Ú›˙Â˜.

™ÙÔÓ ∂. μorel ÔÊÂ›ÏÂÙ·È Ë ıÂÒÚËÛË ÙË˜ ÌÂÙÚ‹ÛÈÌË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ˆ˜ Èı·ÓÔıÂˆ-

ÚËÙÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ· (Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹) Î·È ÛÙÔÓ Kolmogorov Ë ıÂÒÚËÛË ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜

ˆ˜ Î˘Ú›·Ú¯Ë Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ·.

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÔÏ‡ Î·ı·Ú¿ ÙËÓ ∫ÔÏÌÔÁÎÔÚÔ‚È·Ó‹ ·ÓÙ›ÏË-

„Ë ÁÈ· ÙÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ù˘ÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· Ù˘¯·›· Ê·ÈÓfiÌÂÓ·: ÙÔ Ù˘¯·›Ô

‰Â ÌÔÚÂ› ÁÂÓÈÎ¿ Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› ÌÂ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÈÎfi ÙÚfiÔ Í, ·ÏÏ¿ ·˘Ùfi Ô˘ ÌÔÚÔ‡-

ÌÂ Ó· Î·Ù·ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ Â›Ó·È Ì›· «ÔÛÔÙÈÎ‹ ÂÎÙ›ÌËÛË» ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ «ÍŒ(–•, x)»,

‰ËÏ·‰‹ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ F(x)=¶Èı(ÍŒ(–•, x)).

°È· ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜, Ë ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜ ˆ˜ ·Ú¿ÁˆÁÔ Ì¤ÙÚÔ˘

Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ÛÙÔ £ÂÒÚËÌ· ÙˆÓ Radon Î·È Nikodym, ˘‹ÚÍÂ Î·ıÔÚÈÛÙÈÎ‹.

∏ ÌÂÙÚÔıÂˆÚËÙÈÎ‹ ÏÂ˘Ú¿ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· Ì·˜ Ô‰Ë-

Á‹ÛÂÈ ÛÙËÓ ÂÎÙ›ÌËÛË fiÙÈ ·˘Ù‹ Ë ıÂˆÚ›· ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÂ ÂÈ‰ÈÎfi ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜

ª¤ÙÚÔ˘. Ÿˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ‹‰Ë ·Ó·Ê¤ÚÂÈ, Ë £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ¤¯ÂÈ Ù· ‰ÈÎ¿ ÙË˜

·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ÌÂÏ¤ÙË˜ Î·È ÙÈ˜ ‰ÈÎ¤˜ ÙË˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë

ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›· Â›Ó·È Ì›· ·fi ÙÈ˜ ıÂÌÂÏÈÒ‰ÂÈ˜ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜,

Ô˘ fiÌˆ˜ ‰ÂÓ ˘Ê›ÛÙ·Ù·È ÛÙË £ÂˆÚ›· ª¤ÙÚÔ˘.

∏ ÂÈÚÚÔ‹ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ¿Óˆ ÛÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ Î·È ÂÊ·Ú-

ÌÔÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ ˘‹ÚÍÂ ·Ó·ÁÎ·›· Î·È ·Ó·ıÂˆÚËÙÈÎ‹. ™·Ó ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·Ó·Ê¤-

ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚfiÔ‰Ô ÙË˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ∞Ó¿Ï˘ÛË˜, ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜, ÙË˜ ÃËÌÂ›·˜, ÙˆÓ ºÈ-

ÏÔÛÔÊÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ, ÙˆÓ π·ÙÚÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ, ÙˆÓ ΔÂ¯ÓÈÎÒÓ, √ÈÎÔÓÔÌÈÎÒÓ Î·È

∫ÔÈÓˆÓÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ Î.¿. ˘fi ÙËÓ ÒıËÛË ÙˆÓ ··ÈÙ‹ÛÂˆÓ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔ-

Ù‹ÙˆÓ Î·È ÙˆÓ Ù˘ÈÎ¿ Â‡ÎÔÏˆÓ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎÒÓ ·ÏÁfiÚÈıÌˆÓ, fiˆ˜ ÔÈ Èı·ÓfiÙË-

ÙÂ˜ ÌÂÙ¿‚·ÛË˜, ÔÈ ÚÔ‰ÚÔÌÈÎ¤˜ Î·È ÔÈÛıÔ‰ÚÔÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Kolmogorov, Ù·

martingales, Î.¿.

ΔÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÂÙ¿ ÎÂÊ¿Ï·È·. ∏ Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÈÎ‹ ‰È·‰ÚÔÌ‹ ÚÔ˜ ÙÔÓ

ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ Î·È ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙË Û˘ÓÔÏÔıÂˆÚËÙÈÎ‹ Î·È ÙË

ÌÂÙÚÈÎ‹ ·ÓÙ›ÏË„Ë ÙË˜ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹˜ ÙÔ˘ ∞.¡. Kolmogorov. ø˜ Û˘Ó¤ÂÈ· ·˘Ù‹˜ ÙË˜

·ÚÔ˘Û›·ÛË˜, ıÂˆÚ‹Û·ÌÂ ÛÎfiÈÌÔ Ó· ·Ó·Ù‡ÍÔ˘ÌÂ ÌÂÚÈÎÔ‡˜ ÌÂÙÚÔıÂˆÚËÙÈÎÔ‡˜

ÓfiÌÔ˘˜ Û‡ÁÎÏÈÛË˜, Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ıÂˆÚ‹Ì·Ù· ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜

¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, fiˆ˜ ÔÈ ÓfiÌÔÈ ÙˆÓ ÌÂÁ¿ÏˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ·Ó·‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·˜ Û‡ÓÙÔÌ· Ì›·

Û‡Á¯ÚÔÓË ıÂÒÚËÛË ·˘ÙÒÓ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ martingales.

£¤Ïˆ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ÙË Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÈ‰¿ ÌÔ˘, ¢Ú. °Î·Ó¿ÙÛÈÔ˘ ÃÚ˘ÛÔ‡Ï· ÁÈ· ÙËÓ

ÔÏ‡ÙÈÌË Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÙË˜ Î·È fiÛÔ˘˜ ÌÂ ÂÓı¿ÚÚ˘Ó·Ó Ó· ÁÚ¿„ˆ ·˘Ùfi ÙÔ ‚È‚Ï›Ô. ∂›-

ÛË˜ ÛÙÔ Δ˘ÔÁÚ·ÊÂ›Ô ∑‹ÙË ÔÊÂ›Ïˆ ÛÙËÓ Â˘Û˘ÓÂÈ‰ËÛ›· Î·È ÙË ÛÔ‚·Ú‹ ÚÔÛ¿ıÂÈ·

Ô˘ Î·Ù¤‚·ÏÂ ÁÈ· ÙËÓ ¤Î‰ÔÛ‹ ÙÔ˘.

£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, πÔ‡ÓÈÔ˜ 2002 ™ÔÊ›· ∫·Ï·˙›‰Ô˘
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KÂÊ¿Ï·ÈÔ I
K‡ÚÈÂ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ıÂˆÚ›·˜ Û˘ÓfiÏˆÓ

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ, Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó Û’ ¤Ó· ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ Ù˘¯·›Ô Â›-

Ú·Ì·, ·Ó··ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ Ê˘ÛÈÔÏÔÁÈÎfi ÙÚfiÔ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÌÈ·˜ ¿ÏÁÂ-

‚Ú·˜ Boole. A˘Ù‹ Ë ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ·ÈÙÈÔÏÔÁÂ› ÙËÓ ·Ú·¤Ú· ‰ÈÂÚÂ‡ÓËÛË ÂÓfi˜

‚·ı‡ÙÂÚÔ˘ ÊÔÚÌ·ÏÈÛÌÔ‡ ÁÈ· ÙË £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, Ô˘ Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔ Û˘-

Ì¤Ú·ÛÌ·, fiÙÈ Ë Ù˘ÔÔ›ËÛË ÙË˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ‰ÔÌ‹˜ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·Ú¯¤˜ ÙË˜ ÛÙË

£ÂˆÚ›· ™˘ÓfiÏˆÓ.

1. ÕÏÁÂ‚ÚÂ˜ Boole

OÚÈÛÌfi˜ 1. OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ A , ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ

ÙÚÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ », «, c, (ÔÈ ÚÒÙÂ˜ ‰‡Ô Â›Ó·È ‰ÈÌÂÏÂ›˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÂÓÒ Ë ÙÚ›ÙË ÌÔÓÔÌÂ-

Ï‹˜), Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó Ù· ÂÍ‹˜ ·ÍÈÒÌ·Ù· (Î·Ù¿ R. Sikorski):

1. ∞»μ = μ»∞ (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

∞«μ = μ«∞

2. ∞»(μ»C) = (∞»μ)»C (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎfiÙËÙ·)

∞«(μ«C) = (A«B)«C

3. (A«B)»A = ∞ (·ÔÚÚÔÊËÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

∞«(∞»μ) = A

4. ∞«(μ»C) = (A«B)»(A«C) (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfiÙËÙ·)

∞»(μ«C) = (∞»μ)«(A»C)
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5. (∞«Ac)»μ = B (Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

(∞»∞c)«B = B

ÁÈ· fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ∞, μ, CŒA. ❑

ΔÔ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ì›·˜ ¿Ï‚ÂÁÚ·˜ Boole Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ P(ø) fiÏˆÓ

ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÂÓfi˜ ÌË-ÎÂÓÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ ø. ∫·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·, Â¿Ó ∞, μŒ P(ø), ÙfiÙÂ

∞»μ Â›Ó·È Ë ¤ÓˆÛË ÙˆÓ ∞ Î·È μ, ∞«μ Â›Ó·È Ë ÙÔÌ‹ ÙˆÓ ∞ Î·È μ, Î·È ∞c Â›Ó·È

ÙÔ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi ÙÔ˘ ∞.

√ÚÈÛÌfi˜ 2. ΔÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ∞ ÙË˜ A ı· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô μ ÙË˜ A
(‹ fiÙÈ ÙÔ ∞ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ μ) Â¿Ó

∞«μ = ∞ . ❑

∞˘Ù‹ Ë Û¯¤ÛË Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÌÂÚÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÔ A, Î·È ·fi ÙÔ 3Ô ·Í›ˆÌ· ÈÛÔ-

‰˘Ó·ÌÂ› ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

∞»μ = μ .

£· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ·˘Ù‹ ÙË Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜ ÌÂ

∞Ãμ   ‹   μ…∞ ,

Î·È ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ «Ã» ÁÈ· ÙË Û¯¤ÛË ÂÁÎÏÂÈÛÌÔ‡, ÂÓÒ ÙÔ «…» ÁÈ· ÙË Û¯¤-

ÛË ÙË˜ Î¿Ï˘„Ë˜.

√ÚÈÛÌfi˜ 3. ΔÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô CŒA ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ∞,

μŒ A Â¿Ó:

1. ∞ÃC Î·È  μÃC,

2. Â¿Ó ∞ÃÃ  Î·È  μÃÃ, ÙfiÙÂ CÃÃ, ÁÈ· Î¿ıÂ ÃŒA. ❑

√ÚÈÛÌfi˜ 4. ΔÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô DŒA ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ

∞, μŒA Â¿Ó:

1. DÃA  Î·È  DÃB,

2. Â¿Ó XÃA  Î·È  XÃB, ÙfiÙÂ  XÃD, ÁÈ· Î¿ıÂ ÃŒA. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 1 (O ‰˘˚Îfi˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi˜)
E¿Ó ÛÂ ÌÈ· ·ÏËı‹ ÚfiÙ·ÛË, fiÔ˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ « , » , c Î·È ÔÈ Û¯¤-

ÛÂÈ˜ Ã Î·È … , ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ·ÓÙÔ‡ ÙÔ » ÌÂ ÙÔ « , ÙÔ « ÌÂ ÙÔ » , Î·È ·Ê‹-
ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ c ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ, Î·ıÒ˜ Î·È Â¿Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ã ÌÂ ÙÔ … , Î·È ÙÔ …
ÌÂ ÙÔ Ã , ÙfiÙÂ ı· ÚÔÎ‡„ÂÈ Ì›· ·ÏËı‹˜ ÚfiÙ·ÛË Ô˘ ı· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰˘ÈÎ‹ ÚfiÙ·ÛË
ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜.
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∞fi‰ÂÈÍË
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ·ÍÈˆÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ OÚÈÛÌÔ‡ 1 Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ˆ˜

ÚÔ˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ » Î·È « (‰ËÏ·‰‹ Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· ‰ÂÓ ·ÏÏÔÈÒÓÔÓÙ·È fiÙ·Ó ·ÏÏ¿˙Ô˘-

ÌÂ ·ÓÙÔ‡ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ » ÌÂ ÙÔ «, ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ « ÌÂ ÙÔ », ÂÓÒ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ c Ì¤-

ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ) Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ Î¿ÓÔ˘ÌÂ ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ √ÚÈÛÌÔ‡ 2. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 2
°È· Î¿ıÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›· (Ai)1≤i≤nÃ A, Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· A1»…»An Î·È

A1«…«An , Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÌÂ Ai Î·È Ai , Â›Ó·È ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙ· 

ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌ¤Ó· Î·È Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙË
‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ.

∞fi‰ÂÈÍË
∞˘Ùfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¿ÌÂÛ· ·fi Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· 1 Î·È 2. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 3 (¡fiÌÔÈ Ù·˘ÙÔ‰˘Ó·Ì›·˜)
∂¿Ó ∞Œ A , ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

∞»∞ = ∞ ,

∞«∞ = ∞ .

∞fi‰ÂÈÍË
∂Ê·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· 3, 4 Î·È ÂÎ Ó¤Ô˘ ÙÔ ·Í›ˆÌ· 3, ÔfiÙÂ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:

∞ = ∞»(∞«μ) = (∞»∞)«(∞»μ) =

= (∞«(∞»μ))»(∞«(∞»μ)) = ∞»∞ .

ªÂ ÙÔ ‰˘˚Îfi ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÈÛfiÙËÙ·. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 4
∏ Û¯¤ÛË ÂÁÎÏÂÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÌÂÚÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙÈ˜ ¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜ Boole.

∞fi‰ÂÈÍË
∏ Û¯¤ÛË «Ã» ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› È‰ÈfiÙËÙÂ˜, fiˆ˜ ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜:

1. ∏ ·Ó·ÎÏ·ÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·: ∞Ã∞, fiˆ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¿ÌÂÛ· ·fi ÙÔ ¶fiÚÈÛÌ· 3 Î·È

ÙÔÓ √ÚÈÛÌfi 2.

2. ∏ ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·: ·fi ∞Ãμ Î·È μÃ∞ ÚÔÎ‡ÙÂÈ 

∞ = μ (∞=∞»μ=(∞«μ)»μ=μ).

3. ∏ ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·: ·fi ∞Ãμ Î·È μÃC ÚÔÎ‡ÙÂÈ ∞ÃC Î¿ÓÔÓÙ·˜ ¯Ú‹-

n

«
i=1

n

»
i=1
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ÛË ÙÔ˘ √ÚÈÛÌÔ‡ 2 Î·È ÙÔ˘ ·ÍÈÒÌ·ÙÔ˜ 2. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 5 (¡fiÌÔÈ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜)
°È· Î¿ıÂ ∞, μ, CŒ A ·fi ÙË Û¯¤ÛË ∞Ãμ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ∞»CÃB»C Î·È

A«CÃB«C.

∞fi‰ÂÈÍË
Œ¯Ô˘ÌÂ A«μ=∞ Î·È ∞»μ=μ, ÔfiÙÂ

(∞»C)»(B»C)=(∞»μ)»(C»C)=B»C.

ªÂ ÙÔ ‰˘˚Îfi ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÓfiÌÔ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 6
√ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ˜ Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ Î·È Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ˜ ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Â›Ó·È ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙ·

ÔÚÈÛÌ¤ÓÔÈ.

∞fi‰ÂÈÍË
∞ÚÎÂ› Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ √ÚÈÛÌÔ‡˜ 3 Î·È 4 Î·È ÙËÓ ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›· ÙË˜ Û¯¤ÛË˜

«Ã». ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 7
™Â Î¿ıÂ ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· Ÿ Î·È ⁄, ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ

∞Œ A Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

A«Ac = Ÿ Î·È   A»Ac = ⁄. (1)

ΔÔ Ÿ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È ÙÔ ⁄ ÔÏÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô.  

∞fi‰ÂÈÍË
ŒÛÙˆ ∞, μŒ A. ΔfiÙÂ, ·fi Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· 5 Î·È 1 Î·È ·fi ÙÔÓ √ÚÈÛÌfi 2, ÚÔÎ‡ÙÂÈ

fiÙÈ:

A«AcÃB ,

BÃA»Ac .

∞ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙÔ μ ÌÂ ÙÔ μ«μc Î·È ÌÂ ÙÔ μ»Bc ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ:

A«AcÃB«μc ,

B»μcÃA»Ac .

∞ÏÏ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ∞ ÌÂ ÙÔ μ Î·È Î¿ÓÔÓÙ·˜ ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›·˜ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜

«Ã», ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:

A«Ac = μ«Bc ,
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A»Ac = B»Bc . ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 8
ΔÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È ÙÔ ÔÏÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ Î·È ÙÔ

ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ A, ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û¯¤ÛË «Ã» ÌÂÚÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÙË˜
A.

∞fi‰ÂÈÍË
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ ∞Œ A, ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË Û¯¤ÛË (1) Î·È ÙÔ ·Í›ˆÌ· 5, ÚÔÎ‡ÙÂÈ

fiÙÈ:

Ÿ » ∞ = ∞ ,

⁄«∞ = ∞ .

√fiÙÂ

Ÿ Ã∞ ,  ∞Ã⁄ . ❑

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ÿ Î·È ⁄ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ‰˘˚Î‹ Û¯¤ÛË.

¶Ÿƒπ™ª∞ 9
°È· Î¿ıÂ ∞Œ A, ¤¯Ô˘ÌÂ:

∞«⁄ = ∞ ,

∞»⁄ = ⁄ ,

Î·È ∞»Ÿ = ∞ ,

∞«Ÿ = Ÿ .

∞fi‰ÂÈÍË
∞˘Ù¤˜ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ¿ÌÂÛ· ·fi ÙÔ ¶fiÚÈÛÌ· 8. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 10
∂¿Ó ∞«μ=Ÿ Î·È ∞»μ=⁄ , ÙfiÙÂ μ=∞c.

∞fi‰ÂÈÍË
∞fi ÙÔ ¶fiÚÈÛÌ· 9 Î·È ÙÔ ·Í›ˆÌ· 4, ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:

μ = Ÿ»μ = (∞«∞c)»μ = (∞»B)«(∞c»B) = 

= Ÿ«(∞c»B) = Ac»μ ,

‰ËÏ·‰‹ AcÃμ.

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË ‰˘˚Î‹ Û¯¤ÛË ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁ· μÃAc, ÔfiÙÂ μ=∞c. ❑

¶Ÿƒπ™ª∞ 11 (√È Û¯¤ÛÂÈ˜ de Morgan)
°È· Î¿ıÂ ∞, μŒ A, ¤¯Ô˘ÌÂ:
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(∞»B)c = Ac«Bc ,

(∞«B)c = Ac»Bc ,

∞fi‰ÂÈÍË
ŒÛÙˆ C=Ac«Bc. ΔfiÙÂ ·fi Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· 4 Î·È 2, ÙË Û¯¤ÛË (1) Î·È ÙÔ ¶fiÚÈÛÌ· 9,

ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

(A»B)«C = (A»B)«(Ac«Bc) =

= (A«Ac«Bc)»(B«Ac«Bc) =

= Ÿ»Ÿ = Ÿ .

∞Ó¿ÏÔÁ·, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

(A»B)»C = (A»B)»(Ac«Bc) =

= (A»μ»∞c)«(∞»μ»Bc) =

= ⁄«⁄ = ⁄ .

Δ¤ÏÔ˜, ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¶fiÚÈÛÌ· 10, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ C=(A»B)c. ❑

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ Ë ÙÔÌ‹ ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛıÂ› ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜

Î·È ÙÔ˘ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ‡ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

A«B = (Ac»Bc)
c

.

∞Ó¿ÏÔÁ·, Ë ¤ÓˆÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛıÂ› ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ÙÔÌ‹˜ Î·È ÙÔ˘ Û˘ÌÏËÚˆ-

Ì·ÙÈÎÔ‡ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

A»B = (Ac«Bc)
c

,

ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¿ÌÂÛ· fiÙÈ

⁄ = Ÿc ,

Ÿ = ⁄c .

OÚÈÛÌfi˜ 5. ¢‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· ∞, μŒ A ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Â¿Ó

A«B = Ÿ .

OÚÈÛÌfi˜ 6. OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ∞, μŒ A ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô

A – B = A«Bc . ❑

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜,

⁄ – ∞ = ∞c ,  ÁÈ· Î¿ıÂ ∞Œ A ,
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Î·È Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ∞ Î·È μ–∞ Â›Ó·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜.

£∂øƒ∏ª∞ 1
∏ ÈÎ·Ó‹ Î·È ·Ó·ÁÎ·›· Û˘Óı‹ÎË Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ

∞ – μ = Ÿ
Â›Ó·È ∞Ãμ.

∞fi‰ÂÈÍË
∏ Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ÈÎ·Ó‹. ∂¿Ó ∞Ãμ, ÙfiÙÂ:

A«Bc = (A«B)«Bc = A«(B«Bc) =

= A«Ÿ = Ÿ ,

Î·È A«Bc =  ∞ – μ .

∏ Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›·. ŒÛÙˆ ∞–μ=∞«μc=Ÿ.

ΔfiÙÂ

A = ∞»(B«Bc) = (A«B)»(A«Bc) =

= (A«B)»Ÿ = A«B ,

ÔfiÙÂ ∞Ãμ . ❑

OÚÈÛÌfi˜ 7. ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ∞Œ A, ∞πŸ, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¿ÙÔÌÔ Â¿Ó ÁÈ· Î¿ıÂ μŒ A
·fi ÙË Û¯¤ÛË μÃ∞ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ μ=Ÿ ‹ μ=∞. ❑

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ Â¿Ó ∞ Â›Ó·È ¤Ó· ¿ÙÔÌÔ, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ μŒA ¤¯Ô˘ÌÂ

∞Ã μ ‹ ∞«μ=Ÿ.

OÚÈÛÌfi˜ 8. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ˘Ô¿ÏÁÂ‚Ú· Boole Î¿ıÂ ÌË-ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ A0 ÙË˜ ¿Ï-

ÁÂ‚Ú·˜ Boole A, Ô˘ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜. ¢ËÏ·‰‹, ÙÔ A0 ÈÎ·-

ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜:

1. Â¿Ó ∞, μŒ A0 , ÙfiÙÂ ∞»μŒ A0 ,

2. Â¿Ó ∞, μŒ A0 , ÙfiÙÂ ∞«μŒ A0 ,

3. Â¿Ó ∞Œ A0 , ÙfiÙÂ ∞cŒ A0 . ❑

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î¿ıÂ ˘Ô¿ÏÁÂ‚Ú· Boole Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙ‹ Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ê·›-

ÚÂÛË, ‰ËÏ·‰‹ Â¿Ó ∞, μŒ A0 ÙfiÙÂ ∞–μŒ A0 . ∂›ÛË˜, Ÿ, ⁄Œ A0 .

ŒÛÙˆ A Î·È A¢ ‰‡Ô ˘Ô¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜ Boole.

OÚÈÛÌfi˜ 9. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi Î¿ıÂ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· h ÙË˜ A ÛÙËÓ A¢ Ô˘
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·Ê‹ÓÂÈ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜, ‰ËÏ·‰‹:

1. h(A»B) = h(A)»h(B),

2. h(A«B) = h(A)«h(B),

3. h(Ac) = (h(A))c
,

ÁÈ· Î¿ıÂ ∞, μŒ A . ❑

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ë ÂÈÎfiÓ· h(A) ÙË˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole A Â›Ó·È Ì›· ˘Ô¿ÏÁÂ‚Ú· ÙË˜

¿ÏÁÂ‚Ú·˜ A¢.

OÚÈÛÌfi˜ 10. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi Î¿ıÂ ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌË Û˘Ó¿ÚÙËÛË h ÙË˜ A
ÛÙËÓ A¢, Ô˘ ·Ê‹ÓÂÈ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÂ˜.

2. π‰ÂÒ‰Ë Î·È Ê›ÏÙÚ·

OÚÈÛÌfi˜ 1. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ È‰ÂÒ‰Â˜ ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ J Ì›·˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole

A , Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜:

1. Â¿Ó ∞, μŒ J , ÙfiÙÂ A»BŒ J ,

2. Â¿Ó μŒ J , AÃB , ÙfiÙÂ AŒ J. ❑

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ŸŒ J. ∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË Û¯¤ÛË ÙË˜ ‰˘˚ÎfiÙËÙ·˜ Ô‰ËÁÔ‡Ì·ÛÙÂ ÛÙÔÓ ÂÍ‹˜

ÔÚÈÛÌfi.

OÚÈÛÌfi˜ 2. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Ê›ÏÙÚÔ ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ F Ì›·˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole

A , Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜:

1. Â¿Ó ∞, μŒ F , ÙfiÙÂ A«BŒ F ,

2. Â¿Ó μŒ J Î·È μÃ∞, ÙfiÙÂ AŒ F. ❑

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ⁄Œ F.

√È ·Ú¯¤˜ ÙË˜ ‰˘˚ÎfiÙËÙ·˜ Ì·˜ ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó Ó· ·Ó¿ÁÔ˘ÌÂ Î¿ıÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ô˘

·ÊÔÚ¿ Ù· Ê›ÏÙÚ· ÛÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÁÈ· Ù· È‰ÂÒ‰Ë. °È’ ·˘Ùfi ÙÔ ÏfiÁÔ ı· ·Û¯Ô-

ÏËıÔ‡ÌÂ ÂÚ·ÈÙ¤Úˆ ÌfiÓÔ ÌÂ Ù· Ê›ÏÙÚ·.

OÚÈÛÌfi˜ 3. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Î‡ÚÈÔ Ê›ÏÙÚÔ ÌÂ ÁÂÓÓ‹ÙÔÚ· ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ∞Œ A , ÙËÓ ÔÈ-

ÎÔÁ¤ÓÂÈ· fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ CŒ A , ÌÂ ∞ÃC, Ô˘ ÚÔÊ·ÓÒ˜ Â›Ó·È ¤Ó· Ê›ÏÙÚÔ.

OÚÈÛÌfi˜ 4. ∂¿Ó ¤Ó· Ê›ÏÙÚÔ Fπ A , ÙfiÙÂ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ. ¢È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿
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ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌË ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ.

£∂øƒ∏ª∞ 1
ª›· ÈÎ·Ó‹ Î·È ·Ó·ÁÎ·›· Û˘Óı‹ÎË, ÁÈ· Ó· Â›Ó·È ¤Ó· Ê›ÏÙÚÔ F ÁÓ‹ÛÈÔ Â›Ó·È Ó·

ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È Ë Û¯¤ÛË ŸœF .

∞fi‰ÂÈÍË
∏ Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ÈÎ·Ó‹. ∂¿Ó ŸœF ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜ Fπ A .

∏ Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›·. ŒÛÙˆ Fπ A Î·È ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ŸŒF . ΔfiÙÂ ·fi ÙÈ˜

Û¯¤ÛÂÈ˜ AŒ A, ŸŒ A ¤ÂÙ·È, ·fi ÙÔÓ √ÚÈÛÌfi 2, fiÙÈ ∞Œ F, ¿Ú· AÃF, Ô˘ Â›Ó·È

·ÓÙ›ıÂÙÔ ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË Fπ A. ❑

OÚÈÛÌfi˜ 5. ŒÓ· Ê›ÏÙÚÔ F Ã A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ì¤ÁÈÛÙÔ Â¿Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈÔ ˘ÔÛ‡-

ÓÔÏÔ Î·ÓÂÓfi˜ ÁÓ‹ÛÈÔ˘ Ê›ÏÙÚÔ˘ ÙÔ˘ A. ❑

ŒÛÙˆ F ¤Ó· Ê›ÏÙÚÔ Î·È ¤ÛÙˆ A ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ A. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ F1 ÙÔ

Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ CŒ A, ÌÂ C…B«A, fiÔ˘ μ ıÂˆÚÂ›Ù·È ¤Ó· ‰Â‰ÔÌ¤-

ÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ F.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÙÔ F1 Â›Ó·È ¤Ó· Ê›ÏÙÚÔ, Ô˘ ÂÈÏ¤ÔÓ, Â›Ó·È ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ Ê›ÏÙÚÔ Ô˘

ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ∞ Î·È fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ F. ΔfiÙÂ ÙÔ F1 ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ê›ÏÙÚÔ ÌÂ ÁÂÓ-
Ó‹ÙÔÚÂ˜ Ù· A Î·È F.

£∂øƒ∏ª∞ 2
ŒÓ· ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ F Â›Ó·È Ì¤ÁÈÛÙÔ Â¿Ó Î·È ÌfiÓÔ Â¿Ó ·fi ÙË Û¯¤ÛË ∞Œ A ¤Â-

Ù·È ∞Œ F ‹ ∞cŒ F .

∞fi‰ÂÈÍË
∏ Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ÈÎ·Ó‹. ŒÛÙˆ F ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·fi ÙË Û¯¤ÛË

AŒ A ¤ÂÙ·È AŒ F ‹ ∞cŒ F .

ŒÛÙˆ F0 Ê›ÏÙÚÔ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ F0 …F . ΔfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ∞ŒF0 Î·È ∞œ F .

∞ÏÏ¿ ÙfiÙÂ ∞cŒ F , ¿Ú· ∞cŒ F0 . ∫·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· Ÿ=A«Ac Œ F0, Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙Ô-

ÓÙ·˜ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ F0= A. ÕÚ· Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· F Â›Ó·È ¤Ó· Ì¤ÁÈÛÙÔ

Ê›ÏÙÚÔ.

∏ Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›·. ŒÛÙˆ F Ì¤ÁÈÛÙÔ Ê›ÏÙÚÔ Î·È ¤ÛÙˆ ∞ŒA ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

∞œ F.

ΔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÙÔ Ê›ÏÙÚÔ F1, ÌÂ ÁÂÓÓ‹ÙÔÚÂ˜ Ù· ∞ Î·È F, ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÁÓ‹ÛÈ·

ÙÔ F : F1…F. ∂ÂÈ‰‹ Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· F Â›Ó·È ¤Ó· Ì¤ÁÈÛÙÔ Ê›ÏÙÚÔ, ¤ÂÙ·È fiÙÈ F1=A .

∞fi ÙË Û¯¤ÛË ŸŒ F1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ‡·ÚÍË ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ μŒ F ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

Ÿ…B«A. ∫·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· μ«∞=Ÿ , ¿Ú· μ=∞c. ❑

£∂øƒ∏ª∞ 3
∫¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ F ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÂ Î¿ÔÈÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ Ê›ÏÙÚÔ.
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∏ ·fi‰ÂÈÍË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔ Sikorski ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ¤Ó· ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Zorn.

3. Û-¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜ Boole

√È Ú¿ÍÂÈ˜ « Î·È » ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÂÎÙ·ıÔ‡Ó ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÛÙÔÈ-

¯Â›ˆÓ ÌÈ·˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole.

ŒÛÙˆ A ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole Î·È ¤ÛÙˆ S Ì›· ÌË-ÎÂÓ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙË˜ A.

OÚÈÛÌfi˜ 1. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ¤ÓˆÛË ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ∞Œ S ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô μ, Ô˘ Â›Ó·È

ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ∞Œ S, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ μ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Û˘Óı‹-

ÎÂ˜:

1. AÃB, ÁÈ· Î¿ıÂ ∞Œ S,

2. Â¿Ó AÃD, ÁÈ· Î¿ıÂ ∞Œ S, ÙfiÙÂ μÃ D . ❑

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË ‰˘˚Î‹ Û¯¤ÛË Ô‰ËÁÔ‡Ì·ÛÙÂ ÛÙÔÓ ÂÍ‹˜ ÔÚÈÛÌfi.

OÚÈÛÌfi˜ 2. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔÌ‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ∞Œ S, ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô C Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ

Ì¤ÁÈÛÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ∞Œ S, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ C ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜:

1. CÃA, ÁÈ· Î¿ıÂ ∞Œ S,

2. Â¿Ó DÃA, ÁÈ· fiÏ· Ù· ∞Œ S, ÙfiÙÂ DÃC. ❑

£· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ÂÍ‹˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜:

μ = A ,   C = A .

∂¿Ó S=(Ai)iŒI
, ÙfiÙÂ ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜:

μ = Ai ,   C = Ai .

ŒÛÙˆ ¡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

OÚÈÛÌfi˜ 3. ª›· ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole A ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û-¿ÏÁÂ‚Ú· Boole Â¿Ó ÁÈ· Î¿ıÂ

·ÎÔÏÔ˘ı›· (An)
nŒ N

Ã A ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô AnŒ A. ❑

OÚÈÛÌfi˜ 4. ŒÓ· È‰ÂÒ‰Â˜ J ÌÈ·˜ Û-¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û-È‰ÂÒ‰Â˜ Â¿Ó

»
nŒ¡

«
iŒ I

»
iŒ I

«
AŒS

»
AŒS
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ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· (An)
nŒ N

Ã J Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È AnŒ J. ❑

∂ÂÎÙÂ›ÓÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙÔ˘ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌÔ‡ Î·È ÙÔ˘ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ‡ ÛÙÈ˜ Û-¿Ï-

ÁÂ‚ÚÂ˜ Boole, ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë ÔÌÔÌÔÚÊÈÎ‹ ÂÈÎfiÓ· Î·È Ë ÈÛÔÌÔÚÊÈÎ‹ ÂÈÎfiÓ·

Ì›·˜ Û-¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole Â›Ó·È Â›ÛË˜ Ì›· Û-¿ÏÁÂ‚Ú· Boole.

4. ™ÒÌ·Ù·

ŒÛÙˆ ø ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ø ÌÂ ˆ Î·È ÙÔ Û‡-

ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ø ÌÂ P(ø).

OÚÈÛÌfi˜ 1. √ÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ø Î¿ıÂ ÌË-ÎÂÓ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·

K Ã P(ø), Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

1. Â¿Ó ∞ŒK , ÙfiÙÂ ∞cŒ K ,

2. Â¿Ó A, BŒK , ÙfiÙÂ ∞»BŒK . ❑

¶√ƒπ™ª∞ 1
∂¿Ó K Â›Ó·È ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ, ÙfiÙÂ ΔŒK Î·È øŒK , fiÔ˘ Δ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÈ

ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ.

∞fi‰ÂÈÍË
∏ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· K Â›Ó·È ÌË-ÎÂÓ‹. ŒÛÙˆ ∞ŒK . ΔfiÙÂ ∞»∞c=øŒK . Δ¤ÏÔ˜, ·-

Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ øc=Δ Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· 1. ❑

¶√ƒπ™ª∞ 2
∂¿Ó (∞i)1≤i≤n

ÃK , ÙfiÙÂ ∞iŒK .

∞fi‰ÂÈÍË

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ∞i = � ∞i
c�

c

ŒK , fiÔ˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ÂÊ·ÚÌfiÛÂÈ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜

1 Î·È 2. ❑

¶√ƒπ™ª∞ 3
∂¿Ó A, BŒK , ÙfiÙÂ ∞–μŒK .

∞fi‰ÂÈÍË
∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ¶fiÚÈÛÌ· 2, ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ∞–μ=∞«μcŒK . ❑

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ ¤Ó· ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È Ì›· ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole. ∏

n

»
i=1

n

«
i=1

n

«
i=1

»
nŒ¡
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Û¯¤ÛË «Ã» ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙË Û¯¤ÛË ÙÔ˘ ÂÁÎÏÂÈÛÌÔ‡, ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Ÿ Â›Ó·È ÙÔ ÎÂÓfi Û‡-

ÓÔÏÔ Δ, ÂÓÒ ÙÔ ⁄ Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ø. Δ¤ÏÔ˜, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ù· ÌÔÓÔÛ‡ÓÔÏ·

{ˆ}ŒK Â›Ó·È ¿ÙÔÌ· (Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ √ÚÈÛÌfi 7, ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ 1).

5. Û-ÛÒÌ·Ù·

ŒÛÙˆ ø ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ.

OÚÈÛÌfi˜ 1. ª›· ÌË-ÎÂÓ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· K ÃP(ø) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û-ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ
‹ ÛÒÌ· Î·Ù¿ Borel Â¿Ó ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

1. Â¿Ó ∞ŒK , ÙfiÙÂ ∞cŒ K ,

2. Â¿Ó (An)
nŒN

ÃK ,  ÙfiÙÂ  ∞nŒK . ❑

Δ· ¶ÔÚ›ÛÌ·Ù· 1, 2, 3 ÙË˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ Â·ÏËıÂ‡ÔÓÙ·È Î·È ÛÙËÓ

ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ Î·Ù¿ Borel. ΔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

¶√ƒπ™ª∞ 1
Δ· Û‡ÓÔÏ· Δ Î·È ø ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ K .

¶√ƒπ™ª∞ 2
∂¿Ó (An)

nŒN
ÃK , ÙfiÙÂ ∞nŒK .

¶√ƒπ™ª∞ 3
∂¿Ó ∞, μŒK , ÙfiÙÂ ∞–μŒK .

¶√ƒπ™ª∞ 4
∂¿Ó (An)

nŒN
ÃK , ÙfiÙÂ  ___lim

nÆ•
∞nŒK Î·È l�i�m�

nÆ•
∞nŒK .

∞fi‰ÂÈÍË
∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË È‰ÈfiÙËÙ· ÙÔ˘ √ÚÈÛÌÔ‡ 1 Î·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ fiÚÈÛÌ·, ÌÔ-

ÚÔ‡ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ:

___lim
nÆ•

∞n = ∞n ,  l�i�m�
nÆ•

∞n = ∞n . ❑
•

»
n=k

•

«
k=1

•

«
n=k

•

»
k=1

«
nŒN

»
nŒN
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¶√ƒπ™ª∞ 5
∂¿Ó (An)

nŒN
ÃK , ÙfiÙÂ lim

nÆ•
∞nŒK fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ.

∞fi‰ÂÈÍË
Œ¯Ô˘ÌÂ:

___lim
nÆ•

∞n = l�i�m�
nÆ•

∞n = lim
nÆ•

∞nŒK . ❑

£∂øƒ∏ª∞ 6
°È· Î¿ıÂ ÌË-ÎÂÓ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ GÃP (ø) ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ

Û-ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ (Ô˘ ı· ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ K (G)) ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ G.

∞fi‰ÂÈÍË
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÎÏ¿ÛË ™ fiÏˆÓ ÙˆÓ Û-ÛˆÌ¿ÙˆÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ, Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ

G, Â›Ó·È ÌË-ÎÂÓ‹ (ÙÔ P (ø) Â›Ó·È ¤Ó· Û-ÛÒÌ· ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÎÏ¿ÛË˜).

∫·ıÒ˜ Ë ÙÔÌ‹ K , Ô˘ Â›Ó·È ¤Ó· Û-ÛÒÌ· Î·Ù¿ Borel Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ G, Â›-

Ó·È ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ Û-ÛÒÌ· ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹, ÙfiÙÂ

K = K (G) . ❑

OÚÈÛÌfi˜ 2. ª›· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· G ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û‡ÛÙËÌ· ÁÂÓÓËÙfiÚˆÓ ÁÈ· ÙÔ Û-ÛÒÌ·

K ¤·Ó

K = K (G) .

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· (ΔÔ Û-ÛÒÌ· Î·Ù¿ Borel Â› ÙÔ˘ Rn, n=1, 2, … ).

°È· n=1, ø=R Î·È

G = {(–•, a), aŒR} ,

Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ B ‹ BR ÙÔ ÛÒÌ· Borel ÌÂ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÁÂÓÓËÙfiÚˆÓ ÙËÓ G, ‰ËÏ·-

‰‹

B = BR = K ({(–•, a), aŒR}) .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:

(i) ∫¿ıÂ ‰È¿ÛÙËÌ· [a, b) = (–•, b)\(–•, a) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ B ÁÈ· Î¿ıÂ bŒR.

(ii) ∫¿ıÂ ‰È¿ÛÙËÌ· [a, b] = [a, b+Ân) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ B fiÔ˘ Ân 0.

(iii) ∫¿ıÂ ‰È¿ÛÙËÌ· (a, b)= (–•, b) \(–•, a] ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ B.

«
n

«
K Œ™

«
K Œ™
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°È· n>1, ø=Rn Î·È

Gn = {(–•, a1)¥(–•, a2)¥…¥(–•, an), a1, …, anŒR}

Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ Bn ‹ BRn ÙÔ ÛÒÌ· Borel ÌÂ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÁÂÓÓËÙfiÚˆÓ ÙËÓ G, ‰Ë-

Ï·‰‹

Bn = BRn = K {(–•, a1)¥…¥(–•, an), aiŒR,  i=1, … , n} .

6. £ÂˆÚ‹Ì·Ù· ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜

∞˜ ‰Ô‡ÌÂ Û’ ·˘Ù‹ ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ÔÈ· Â›Ó·È Ë Û¯¤ÛË ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÈ˜ ¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜

Boole Î·È Ù· ÛÒÌ·Ù· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ Î·È, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÈ˜ Û-¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜ Boole

Î·È Ù· Û-ÛÒÌ·Ù· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ.

£∂øƒ∏ª∞ 1 (M. H. Stone)
∫¿ıÂ ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole A Â›Ó·È ÈÛfiÌÔÚÊË ÌÂ ¤Ó· ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ.

∞fi‰ÂÈÍË
ŒÛÙˆ A ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole A Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ F (A)

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ Ì¤ÁÈÛÙˆÓ Ê›ÏÙÚˆÓ, Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ∞. ∞Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ ÚÒ-

Ù· fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ∞, μŒ A, ¤¯Ô˘ÌÂ

F (A«B) = F (A)«F (B) , (1)

F (A»B) = F (A)»F (B) , (2)

fiÔ˘ Ë ÙÔÌ‹ Î·È Ë ¤ÓˆÛË ÛÙÔ ‰ÂÍ› Ì¤ÏÔ˜ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È fiˆ˜ ÛÙË ıÂˆÚ›· Û˘ÓfiÏˆÓ.

ŒÛÙˆ F ¤Ó· ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ Î·È ¤ÛÙˆ F Œ F (∞«μ). ΔfiÙÂ ∞«μŒ F . ∫·ıÒ˜

∞«μÃ∞, μ, ¤¯Ô˘ÌÂ ∞, μŒ F. ΔfiÙÂ F Œ F (∞) Î·È F Œ F (μ). ∫·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·,

F Œ F (∞)«F (μ), ‰ËÏ·‰‹ F (∞«μ)ÃF (∞)«F (μ) .

°È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ F(A)«F(B)ÃF(A«B) ıÂˆÚÔ‡ÌÂ F ŒF(A)«F (B) .

ΔfiÙÂ F ŒF (A) Î·È F ŒF (B) , ¿Ú· A, BŒF . √fiÙÂ A«BŒF , ‰ËÏ·‰‹

F ŒF (A«B) .

∞ÔÌ¤ÓÂÈ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÈÛfiÙËÙ· ÙˆÓ ÂÓÒÛÂˆÓ. ŒÛÙˆ F ¤Ó·

ÁÓ‹ÛÈÔ Ê›ÏÙÚÔ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ F ŒF (A»B) , ÔfiÙÂ A»BŒF .

∂¿Ó ∞œF Î·È BœF, ÙfiÙÂ ·fi ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 2 ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ÚÔÎ‡-

ÙÂÈ fiÙÈ ∞c ŒF Î·È μc Œ F , ÔfiÙÂ (∞»B)c = Ac «Bc ŒF , ÔfiÙÂ

Ÿ=(∞»μ)«(∞»μ)c ŒF, ·ÏÏ¿ ·˘Ùfi ı· Û‹Ì·ÈÓÂ fiÙÈ ÙÔ Ê›ÏÙÚÔ F ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÓ‹-

ÛÈÔ. ∫·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ AŒF ‹ μŒF . ΔfiÙÂ

F ŒF (∞)»F (μ), ¿Ú· F (A»B)ÃF (A)»F (B).
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∏ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË Û¯¤ÛË F (A)»F (B) ÃF (A»B) ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ì¤Ûˆ˜.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· ∞Œ A. ΔfiÙÂ

F (A)«F (Ac) = Δ ,

F (A)»F (Ac) = F * ,

fiÔ˘ F *∫{F (∞)}∞ Œ A . ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, 

F (A)«F (Ac) = F (A«∞c) = F (Ÿ) = Δ ,
Î·È

F (A)»F (Ac) = F (A»∞c) = F (⁄) = F * .

¶ÚÔÎ‡ÙÂÈ ¿ÌÂÛ· fiÙÈ:

(F (A))
c

= F (Ac) .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· F * Â›Ó·È ¤Ó· ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ.

Δ¤ÏÔ˜, Ë ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ∞ÆF (A) Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜

Boole A Î·È F * . ❑

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÂÓÈÎ¿ Ë ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole F * ‰ÂÓ Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ P(ø), ‰Ë-

Ï·‰‹, ÁÂÓÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ F *ÃP(ø).

™ÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË Ì›·˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜ Boole A , ¤¯Ô˘ÌÂ

F *=P(ø).

¢›ÓÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ¯ˆÚ›˜ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ:

£∂øƒ∏ª∞ 2 (L. H. Loomis – R. Sikorski)
∫¿ıÂ Û-¿ÏÁÂ‚Ú· Boole A Â›Ó·È Ë ÔÌfiÌÔÚÊË ÂÈÎfiÓ· ÂÓfi˜ Û-ÛÒÌ·ÙÔ˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ

K .

ŒÓ· ıÂÒÚËÌ· ÔÏ‡ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÁÈ· ÙË £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Â›Ó·È ÙÔ ÂÍ‹˜:

£∂øƒ∏ª∞ 3
∫¿ıÂ ¿ÏÁÂ‚Ú· Boole A Â›Ó·È ÂÓÙ·ÁÌ¤ÓË ÛÙË ÌÈÎÚfiÙÂÚË Û-¿ÏÁÂ‚Ú· Boole Ô˘ ÙËÓ

ÂÚÈ¤¯ÂÈ.

∞fi‰ÂÈÍË
§¤ÌÂ fiÙÈ Ì›· ¿ÏÁÂ‚Ú· A Â›Ó·È ÂÓÙ·ÁÌ¤ÓË ÛÙËÓ ¿ÏÁÂ‚Ú· B, Â¿Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ì›· ¿ÏÏË

¿ÏÁÂ‚Ú· C, Ô˘ Â›Ó·È ˘Ô¿ÏÁÂ‚Ú· ÙË˜ B Î·È ÈÛfiÌÔÚÊË ÌÂ ÙËÓ A.

∂Ê·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1 ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÛÒÌ· K ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ, Ô˘ Â›Ó·È

ÈÛfiÌÔÚÊÔ ÌÂ ÙËÓ ¿ÏÁÂ‚Ú· A. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·fi ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 6 ÙË˜ ¤ÌÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿-

ÊÔ˘, ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ Û-ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ K . ΔfiÙÂ Ë ·fi-

‰ÂÈÍË ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ıÂÒÚËÌ·. ❑
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