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ΠPOΛOΓOΣ

OÈ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎ¤˜ AÓÂÏ›ÍÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÂÚÂ‡ÓË˜ ÍÂ¯ˆÚÈÛÙÔ‡
ÎÏ¿‰Ô˘ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Ô˘ ÛÙfi¯Ô˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È Ë Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹
ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÎfiÛÌÔ˘. MÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
ÍÂ¯ˆÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù¤ÛÛÂÚ· ÛÙ¿‰È· ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ
AÓÂÏ›ÍÂˆÓ. TÔ ÚÒÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ Â›Ó·È Ë Û˘ÏÏÔÁ‹ Î·È Ë ·Ó¿Ï˘ÛË ‰Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ ÌÂ
‚¿ÛË ÙÈ˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜. Œ¯Ô˘ÌÂ Û·Ó ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Ô˘ Ô Ticho
Brahe ÂÂÍÂÚÁ¿ÛıËÎÂ Î¿ÓÔÓÙ·˜ ·ÛÙÚÔÓÔÌÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ‹ Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó·
ÙÔ˘ Gregor Mendel ÁÈ· ÙË ‰È·ÛÙ·‡ÚˆÛË ÙˆÓ Ê˘ÙÒÓ.

TÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÛÙ¿‰ÈÔ ·ÊÔÚ¿ ÙËÓ ÂÂÍÂÚÁ·Û›· ÔÛÔÙÈÎÒÓ Î·È ÂÌÂÈÚÈÎÒÓ
ÓfiÌˆÓ Û·Ó ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·Ê·›ÚÂÛË˜ Ì¤Ûˆ ·' ÙËÓ ÔÔ›· Ô ÂÚÂ˘ÓËÙ‹˜ Ó·
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ ÌÈÛfi ‰ÚfiÌÔ ·fi ÙÔ Ù˘¯·›Ô Ê·ÈÓfiÌÂÓÔ Ô˘ ·Ú·ÙËÚÂ› ÚÔ˜ ÙËÓ
·ÎÚÈ‚ÔÏÔÁËÌ¤ÓË ÂÍ‹ÁËÛ‹ ÙÔ˘. MÂÙ¿ ·fi ÙË ‰È·ÌfiÚÊˆÛË ÙˆÓ ÂÌÂÈÚÈÎÒÓ
ÓfiÌˆÓ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ë ·Ó·ÁÎ·ÈfiÙËÙ· ÔÚÈÛÌÔ‡ ÌÈ·˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ‰ÔÌ‹˜ Ô˘ Ó·
ÌÔÚÂ› Ó· ÂÍËÁ‹ÛÂÈ ·˘ÙÔ‡˜ ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜. MÈ· Ù¤ÙÔÈ· ‰ÔÌ‹ Ï·ÈÛÈÔÌ¤ÓË ·fi
Ì›· Û˘ÏÏÔÁ‹ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯ÈÒÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÒÓ Î·È ÙˆÓ
·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ÎfiÛÌÔ˘ Â›Ó·È ·˘Ùfi Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÌÔÓÙ¤ÏÔ.
O fiÚÔ˜ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Û·Ó ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ Ï·ÙÈÓÈÎ‹˜ Ï¤ÍË˜ modus (= Ì¤ÙÚÔ)
Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÌÈ· ·ÏÏ·Á‹ ÛÙËÓ ÎÏ›Ì·Î· ÙË˜ ·Ó··Ú¿ÛÙ·ÛË˜ ÙˆÓ
Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ.

E›ÛË˜, Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ Ù· Ù˘¯·›· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙Ô˘Ó ÔÏÏ¿
Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ Â›Ó·È ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÌÂÏ¤ÙË˜ ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜ Î·È ÙˆÓ BÈÔÏÔÁÈÎÒÓ,
TÂ¯ÓÈÎÒÓ, OÈÎÔÓÔÌÈÎÒÓ Î·È KÔÈÓˆÓÈÎÒÓ ÂÈÛÙËÌÒÓ. E›Ó·È, ÔÏ‡ Ê˘ÛÈÎfi Ó·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÔ‡Ó ÔÈ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ
Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ. ŒÙÛÈ, Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÌÔÓÙ¤Ï· ı· Â›Ó·È Ù· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·.

O ÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ Î·ıÒ˜ Î·È Ë Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹ ÌÂÏ¤ÙË
ÙÔ˘˜ ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ ÙË˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ
AÓÂÏ›ÍÂˆÓ, fiÔ˘ Ë ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¤ÏÈÍË ÂÓÓÔÂ›Ù·È Û·Ó ÙÔ Â˘Ú‡ÙÂÚÔ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎfi
ÌÔÓÙ¤ÏÔ Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ ÂÍÂÏ›ÛÛÔÓÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË
ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÙÔ˘ Ù˘¯·›Ô˘ (Doob, "What is a stochastic process?" Amer. Math.
Monthly 49, 648–653). T¤ÏÔ˜, ÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ Â›Ó·È Ë ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙˆÓ
ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô ÙË˜ ÁÓÒÛË˜. Œ¯Ô˘ÌÂ Û·Ó
·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÙÔ˘ Mendel ÛÙË °ÂÓÂÙÈÎ‹ Ô˘ ÒıËÛ·Ó ÙÈ˜ ÁÓÒÛÂÈ˜
Á‡Úˆ ·fi ÙÔ ÌË¯·ÓÈÛÌfi ÙË˜ ÎÏËÚÔÓÔÌÈÎfiÙËÙ·˜.

TÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÔÎÙÒ ÎÂÊ¿Ï·È· Î·È ·ÔÙÂÏÂ› Ì¤ÚÔ˜ ÙˆÓ Ì·-
ıËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ‰›‰·Í· ÛÙÔ AÚÈÛÙÔÙ¤ÏÂÈÔ ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜ ÛÙ·
ÙÂÏÂ˘Ù·›· ¯ÚfiÓÈ·. ™ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÛÙÔ-
¯·ÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙÔ˘ A.N. Kol-
mogorov. K‡ÚÈ· ÌÔÚÊ‹ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È Û' ·˘Ùfi ÙÔ



4

‚È‚Ï›Ô Â›Ó·È Ë M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË ÌÂ fiÏÂ˜ ÙË˜ ÙÈ˜ Ù˘¯¤˜, ÛÂ ‰È·ÎÚÈÙfi Î·È
Û˘ÓÂ¯‹ ¯ÒÚÔ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ. ™˘Ó¤ÂÈ· ·˘ÙÔ‡ Â›Ó·È Ë ‰ÈÂ˘ÎfiÏ˘ÓÛË ÛÙËÓ
Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ÁÂÓÈÎÂ‡ÛÂÒÓ ÙË˜ fiˆ˜: ÔÈ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ ÌÂ ÔÏ˘‰È¿ÛÙ·ÙÔ Ì‹ÎÔ˜
ÙÔ˘ ·ÚÂÏıfiÓÙÔ˜, Ë ıÂˆÚ›· ‰È·¯‡ÛÂˆ˜, Ë ıÂˆÚ›· ·Ó·Ó¤ˆÛË˜, Ë ıÂˆÚ›·
‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡ Î.¿.

OÈ Ì¤ıÔ‰ÔÈ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Â›Ó·È ÔÈ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎ¤˜, Ï·È-
ÛÈÔÌ¤ÓÂ˜ È‰›ˆ˜ ·fi ÙÈ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ Î·È ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÁÈ· ÙË ‰È·ÎÚÈÙ‹
·Ú¿ÌÂÙÚÔ, Î·È ·fi ÙÈ˜ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÁÈ· ÙË Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ. OÈ
‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ ·ÚÔ˘Û›·ÛË˜ ÙÔ˘ ÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Â›Ó·È Î˘Ú›ˆ˜ Ë Â˘ÚÂÙÈÎ‹ Î·È Ë
Â·ÁˆÁÈÎ‹, fiÔ˘ Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·›˙Ô˘Ó ‚ÔËıËÙÈÎfi ÚfiÏÔ ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË
ÙˆÓ ·ÊËÚËÌ¤ÓˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ.

£¤Ïˆ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ÙÔÓ Î. TÂÚ˙›‰Ë NÈÎfiÏ·Ô Ô˘ ‹Ù·Ó Ô ÚÒÙÔ˜
·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÎÂÈÌ¤ÓÔ˘. ™ÙË Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÈ‰¿ ÌÔ˘, ¢ÂÛÔÈÓ›‰·
°Î·Ó¿ÙÛÈÔ˘ XÚ˘ÛÔ‡Ï· ÔÊÂ›Ïˆ ÔÏÏ¤˜ ÂÂÍÂÚÁ·Û›Â˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ fiÚˆÓ Ô˘
ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi. TËÓ Â˘¯·ÚÈÛÙÒ ıÂÚÌ¿.

I‰È·›ÙÂÚ· Â˘¯·ÚÈÛÙÒ ÙÔ˘˜ Î·ıËÁËÙ¤˜ Î˘Ú›Ô˘˜ Iosifescu Marius Vincentiu
Î·È Kendall David George ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘ÛÂ˜ Û˘˙ËÙ‹ÛÂÈ˜ Á‡Úˆ ·fi ÙÈ˜
ÈÛÙÔÚÈÎ¤˜ ·Ó·‰ÚÔÌ¤˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ ÎÂ›ÌÂÓÔ ·˘Ùfi, Î·ıÒ˜ Î·È ÁÈ· ÙÔ
ÏÔ‡ÛÈÔ ‰È‰·ÎÙÈÎfi ˘ÏÈÎfi Ô˘ ÌÔ˘ ÚÔÛ¤ÊÂÚ·Ó.

E˘¯·ÚÈÛÙÒ ıÂÚÌ¿ ÙËÓ Î. N·Ù·Ï›· °·‚ÚÈËÏ›‰Ô˘ Î·È ÙÔÓ Î. º¿ÎÎ· XÚ›ÛÙÔ
ÁÈ· ÙËÓ ÂÈÌ¤ÏÂÈ· Î·È ÚÔÛÂÎÙÈÎ‹ ÊÚÔÓÙ›‰· ÙÔ˘ ÎÂÈÌ¤ÓÔ˘. T¤ÏÔ˜ ÛÙÔ
T˘ÔÁÚ·ÊÂ›Ô ¶. Z‹ÙË ÔÊÂ›Ïˆ ÙËÓ Â˘Û˘ÓÂÈ‰ËÛ›· Î·È ÙËÓ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹
ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ô˘ Î·Ù¤‚·ÏÂ ÛÙËÓ ¤Î‰ÔÛË ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, ™ÂÙ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 1991 Σ�φ�α Kαλπα	�δ�υ
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KEΦAΛAIO I

H ENNOIA THΣ ΣTOXAΣTIKHΣ ANEΛI�HΣ

1. Eισαγωγ�

H £ÂˆÚ›· ÙˆÓ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ AÓÂÏ›ÍÂˆÓ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÌÂÏ¤ÙË˜ ÙÈ˜
ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ {Ít}, fiÔ˘ t Â›Ó·È ÌÈ· ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜ ÂÓfi˜
‰È·Ù·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ T, ÂÓÒ ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Ít ·Ó‹ÎÔ˘Ó Û'

¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ K. ŸÏÂ˜ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ít, tŒT, ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ Û'

¤Ó· ÎÔÈÓfi ¯ÒÚÔ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ {ø, F, P}.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Â¿Ó T={1, 2, …} ÙfiÙÂ ÔÈ Ít, tŒT, ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È

·fi Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Â·Ó·Ï‹„ÂˆÓ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ fiˆ˜ Ë Ú›„Ë ÂÓfi˜
˙·ÚÈÔ‡ ÔfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ K Â›Ó·È ÙÔ {1, 2, … , 6}. °ÂÓÈÎ¿, Ë Ít ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙËÓ

Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (Ê˘ÛÈÎfi, ‚ÈÔÏÔÁÈÎfi Î.Ï.) ÛÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t,
tŒT, fiÔ˘ TÕR. M·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó ÌfiÓÔÓ ÂÎÂ›Ó· Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘

ÂÍÂÏ›ÛÛÔÓÙ·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿, ‰ËÏ·‰‹ ÛÙË ı¤ÛË ÙˆÓ ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ
Ít1

, Ít2
, …, Ítn

, fiÔ˘ t1< t 2< … < tn, n ≥ 1, tiŒT ÌÂ i=1, …, n, ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÌfiÓÔ

ÙÈ˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÂ˜ ÎÔÈÓ¤˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜

P (Ít1
 = i1, … , Ítn

 = in) = pt1, … ,tn (i1, …, in) (1.1)

H Û˘ÏÏÔÁ‹ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ (1.1) Î·ÏÂ›Ù·È ν
μ�ς της �ρ�νικ�ς ε��λι�ης
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (·Ú' fiÏÔ Ô˘ Ë ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜ t ‰ÂÓ ÂÚÌËÓÂ‡ÂÙ·È ¿ÓÙÔÙÂ Û·Ó
¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹).
¶·›ÚÓÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë fiÙÈ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ· {Ít1

= i 1, …, Ítn
 = in, Ítn+1

 = in+1}, fiÔ˘ i1,

…, in+1ŒK, n ≥ 1, Â›Ó·È, ·Ó¿ ‰‡Ô, Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Î·È Ë ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜, fiÙ·Ó Ë

Î·Ù¿ÛÙ·ÛË in+1 ‰È·ÙÚ¤¯ÂÈ ÙÔ K, Â›Ó·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ {Ít1
 = i1, …, Ítn

= i n}, ÙfiÙÂ

Â·ÏËıÂ‡ÔÓÙ·È ÔÈ ÂÍ‹˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ Û˘Ì‚È‚·ÛÙÈÎfiÙËÙ·˜:

Â
i1

 pt1
 … tn

 (i1, …  in) = pt2
 … tn

 (i2, …, in), (1.2)
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………………………………………………………………

Â
ik

 pt1
 … tk–1

, tk, tk+1, …, tn
  (i1,…, ik–1, ik, ik+1, …, in) =

    = pt1
 … tk–1, tk+1

,… tn
  (i1, …, ik–1, ik+1, …, in) ,    1< k ≤ n ,

Â
in

 pt1
 … tn

 (i1, …, in) = pt1
 … tn–1

 (i1, …, in–1) .

AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, Î¿ÓÔÓÙ·˜ ¯Ú‹ÛË ÁÓˆÛÙÔ‡ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Kolmogorov ÁÈ·
ÙËÓ ‡·ÚÍË ¯ÒÚÔ˘ Èı·ÓfiÙËÙ·˜, ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë Â·Ï‹ıÂ˘ÛË ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (1.2) ·fi ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓˆÓ ÎÔÈÓÒÓ Î·Ù·ÓÔÌÒÓ

 pt1
 … tn

, t1 < t2 <  … < t n, n ≥ 1, ¤¯ÂÈ Û·Ó Â·ÎfiÏÔ˘ıÔ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÌÈ·˜

Û˘ÏÏÔÁ‹˜ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, Ô˘ ÔÚ›˙Ô˘Ó ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¤ÏÈÍË, ¤ÙÛÈ
ÒÛÙÂ ÔÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÂ˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ ÙË˜ Ó· Â›Ó·È ÔÈ ·Ú¯ÈÎ¿ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÂ˜. ÕÚ·, ÙÔ
ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Kolmogorov ıÂÌÂÏÈÒÓÂÈ ·˘ÛÙËÚ¿ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜
·Ó¤ÏÈÍË˜.

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ·fi ÙÔ ÓfiÌÔ ÙË˜ ¯ÚÔÓÈÎ‹˜ ÂÍ¤ÏÈÍË˜ ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
¤ÂÙ·È Ô ÏÂÁfiÌÂÓÔ˜ υπ
 συνθ�κη ν
μ�ς της �ρ�νικ�ς ε��λι�ης ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ ˘fi–Û˘Óı‹ÎË Î·Ù·ÓÔÌ¤˜

P (Ítn+1
 = in+1 | Ítn

 = in, …, Ít1 = i1),       i1, … , in+1ŒK.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Î¿ıÂ ˘fi–Û˘Óı‹ÎË Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È

P (Ít1
 = i1, … , Ítn

 = in, Ítn+1
 = in+1)

P(Ít1
 = i1, … , Ítn

 = in)  ,

fiÛÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Ô ·ÚoÓÔÌ·ÛÙ‹˜ ‰Â ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È.
AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, Ë ÁÓÒÛË ÙÔ˘ ˘fi–Û˘Óı‹ÎË ¯ÚÔÓÈÎÔ‡ ÓfiÌÔ˘ Î·È ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜

Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ÓfiÌÔ ÙË˜
ÂÍ¤ÏÈÍË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰ÈfiÙÈ:

P(Ít1
 = i1, … , Ítn

 = in)

   = P(Ítn
 = in | Ítn–1

 = in–1, …, Ít1
 = i1)x

   x P(Ítn–1
 = in–1 | Ítn–2

 = in–2, …, Ít1
 = i1) x … x

   x P (Ít2
 = i2 | Ít1

 = i1) P(Ít1
 = i1) .
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2. Tα�ιν
μηση των στ��αστικ�ν ανελ��εων

Afi ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ù· Î‡ÚÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘
ÔÚ›˙Ô˘Ó ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¤ÏÈÍË {Ít, tŒT} Â›Ó·È:

(i) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ K ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Ít, tŒT, Ô˘ Î·ÏÂ›Ù·È
Û˘Ó‹ıˆ˜ ��ρ�ς καταστ�σεων,

(ii) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘ t, Ô˘ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ T Î·È
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È παραμετρικ
ς ��ρ�ς,

(iii) ÔÈ σ��σεις ε��ρτησης Ô˘ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ít, tŒT.

Ÿˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ ‹‰Ë ÛËÌÂÈÒÛÂÈ, Ô ¯ÒÚÔ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ K Â›Ó·È Ô ¯ÒÚÔ˜ ·'
fiÔ˘ fiÏÂ˜ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙË˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈÌ¤˜. ŸÙ·Ó ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ K ¤¯ÂÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ ‹ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙfiÙÂ Ë ·Ó¤ÏÈÍË
Î·ÏÂ›Ù·È ·Ó¤ÏÈÍË ÌÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ ‹ ‰È·ÎÚÈÙfi Û‡ÓÔÏÔ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ,
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŸÙ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ K Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ
R, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¤ÏÈÍË ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ‹ Û˘ÓÂ¯‹ ¯ÒÚÔ
Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ. E›ÛË˜, fiÙ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ K Â›Ó·È ¤Ó·˜ Î–‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜
E˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ˜ ¯ÒÚÔ˜ ‹ ¤Ó·˜ Û˘Ì·Á‹˜ (ÙÔÔÏÔÁÈÎfi˜) ¯ÒÚÔ˜, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ Ì›·
Î–‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ ·Ó¤ÏÈÍË ‹ ÌÈ· ·Ó¤ÏÈÍË ÌÂ Û˘Ì·Á‹ ¯ÒÚÔ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ,
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

O ¯ÒÚÔ˜ T ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ¤Ó· ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ ‹
¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ R. ™ÙËÓ ÚÒÙË ÂÚ›ÙˆÛË Ë Û˘ÏÏÔÁ‹ {Ít, tŒT} Î·ÏÂ›Ù·È

·Ó¤ÏÈÍË ÌÂ ‰È·ÎÚÈÙfi ¯ÚfiÓÔ ‹ ·Ï˘Û›‰·, ÔfiÙÂ ÚÔÙÈÌÔ‡ÌÂ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi {Ín,

n=0, 1, … }. ™ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÚ›ÙˆÛË Ô ¯ÒÚÔ˜ T Â›Ó·È Â›ÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ [0, +•)

Â›ÙÂ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Û˘Ó·Ê¤˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ R Î·È Ë ·Ó¤ÏÈÍË Î·ÏÂ›Ù·È
·Ó¤ÏÈÍË ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ ¯ÚfiÓÔ.
Y¿Ú¯Ô˘Ó ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘ÛÂ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ, fiÔ˘ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
T ‰ÂÓ Â›Ó·È Û‡ÓÔÏÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÔfiÙÂ Ë ÂÚÌËÓÂ›· ÙË˜
·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘ tŒT, Û·Ó ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ (‚Ï¤Â Karlin [37])

Παρ�δειγμα 1. 1. £¤ÙÔÓÙ·˜ T={1, 2, …} Î·È Ín = ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙË˜ n–

ÛÙ‹˜ Ú›„Ë˜ ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡, ¤¯Ô˘ÌÂ K={1, 2, 3, 4, 5, 6}. MÈ· Ù˘ÈÎ‹
Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙË˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ (Ë ÌÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙË˜
·Ó¤ÏÈÍË˜) (ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· {4, 1, 5, 6, 6, 3, 2, 4, …} fiˆ˜
ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ™¯‹Ì· 1.
E‰Ò ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ín, n=1, 2, …, Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
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™¯‹Ì· 1

Παρ�δειγμα 1. 2. ŒÓ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜, ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ ¯ÚfiÓÔ
tŒ[0, +•), Â›Ó·È Ë αν�λι�η Poisson. OÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ ÙË˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜

·˘Ù‹˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

Ít = Ô ·ÚÈıÌfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈ‹ÛÂˆÓ ÂÓfi˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ÛÂ
ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· (ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·fi ÙË ÛÙÈÁÌ‹ 0 Ì¤¯ÚÈ
ÙË ÛÙÈÁÌ‹ t).

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë Ít ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ·Ù˘¯ËÌ¿ÙˆÓ ÛÙÔ

¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· (0, t), Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó Û' ¤Ó· ÎfiÌ‚Ô Î˘ÎÏÔÊÔÚ›·˜. E›ÛË˜
Ë Ít ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÛˆÌ·ÙÈ‰›ˆÓ, Ô˘ ÂÎ¤ÌÂÈ ÌÈ·

Ú·‰ÈÂÓÂÚÁfi˜ ËÁ‹ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (0, t) ‹ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÙËÏÂÊˆÓÈÎÒÓ
Û˘Ó‰È·Ï¤ÍÂˆÓ, Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ÌÈ· fiÏË Û' ¤Ó· ¯ÚÔÓÈÎfi
‰È¿ÛÙËÌ· Î.Ï.

T· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ Poisson Â›Ó·È Ô ¯ÒÚÔ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ K = = {0,
1, 2, … }, Ô ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ T=[0, +•), ÂÓÒ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Í(.)(ˆ),

ˆŒø, Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘ÛÂ˜ Î·È ÛÎ·ÏˆÙ¤˜ fiˆ˜ ÛÙÔ ™¯‹Ì· 2.

T· ·Ú·¿Óˆ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ Poisson Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ·Ú¯‹
ÙˆÓ "·Ú·ÈÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ", ‰ËÏ·‰‹, ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÔÏÏÒÓ
ÂÈÚ·Ì¿ÙˆÓ Bernoulli ÌÂ ÌÈÎÚ‹ Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÈÙ˘¯›·˜, fiÔ˘ Ô ·Ó·ÌÂ-
ÓfiÌÂÓÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÂÈÙ˘¯ÈÒÓ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜. M' ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜,
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·fi ÁÓˆÛÙfi ıÂÒÚËÌ·, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈ‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘
·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ Poisson.

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

·) ÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈ‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ÛÂ ‰‡Ô Í¤Ó·
ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·, Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔÈ,

‚) Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ít0+t–Ít0
 ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÌfiÓÔ ·fi ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ t

(fi¯È ·fi ÙË t0 ‹ ÙËÓ ÙÈÌ‹ Ít0
),

Á) ·ÔÎÏÂ›Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÔ˘ ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ÁÂÁÔÓfiÙ·
Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜.

ŒÙÛÈ, Ô‰ËÁÔ‡Ì·ÛÙÂ ÛÙÔ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÂÍ‹˜ ·ÍÈÒÌ·Ù· ÁÈ· ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi
ÌÈ·˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ Poisson {Ít}:

(i) H Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ (fiˆ˜ ¤Ó· ·Ù‡¯ËÌ· ‹ Ë
ÂÎÔÌ‹ ÂÓfi˜ ÛˆÌ·ÙÈ‰›Ô˘ ·fi ÌÈ· Ú·‰ÈÂÓÂÚÁfi ËÁ‹ ‹ ÌÈ· ÙËÏÂÊˆÓÈÎ‹
Û˘Ó‰È¿ÏÂÍË ÛÂ ÌÈ· fiÏË Î.Ï.) ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ì›· ÊÔÚ¿ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·
Ì‹ÎÔ˘˜ h Â›Ó·È p(h) = ah+O(h), a > 0, h Æ 0  (ÁÂÓÈÎ¿ Ô Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ g(t)=0(t),

t Æ 0, ÛËÌ·›ÓÂÈ ÌÈ· ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÁÚ·Ê‹ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜   lim
tÆ+•

 
g(t)

t  = 0).

(ii) H Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ÁÂÁÔÓfiÙ· Û' ¤Ó·
‰È¿ÛÙËÌ· Ì‹ÎÔ˘˜ h Â›Ó·È O(h).

ŒÛÙˆ Pm(t) = Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ·ÎÚÈ‚Ò˜ m ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ¯ÚÔ-
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ÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· (0, t), ‰ËÏ·‰‹

Pm (t) = ¶Èı (Ít=m),    m=0, 1, 2, …

TfiÙÂ

Pm (t) = 
am tm

m!  e–at.

ÕÚ·, ÁÈ· Î¿ıÂ t, Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ít ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ Poisson ÌÂ

·Ú¿ÌÂÙÚÔ at. E›ÛË˜, Ô ·Ó·ÌÂÓfiÌÂÓÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈ‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘
ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· (0, t) Â›Ó·È at.

Παρατ�ρηση. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë Í.=Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÂÚ˘ıÚÒÓ Î˘ÙÙ¿ÚˆÓ
ÛÂ Ì›· ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÔÛfiÙËÙ· (cm3) ·›Ì·ÙÔ˜, Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜
·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ·fi Ì›· ·Ú¿ÌÂÙÚÔ ¯ÒÚÔ˘. T˘ÈÎ¿, ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË
ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ (ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ‹ ¿ÂÈÚÔ˘) ÛËÌÂ›ˆÓ, Ô˘ Â›Ó·È ÙÔÔıÂÙËÌ¤Ó· Û'
¤Ó·Ó E˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ ¯ÒÚÔ E ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜. E¿Ó Ë ÍR Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÈ ÙÔÓ

·ÚÈıÌfi ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ, Ô˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÂ Ì›· ÂÚÈÔ¯‹ RÃE ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ
·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ¿ fiÙÈ Ë ÍR Â›Ó·È Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹. TfiÙÂ, Ë Û˘ÏÏÔÁ‹ {ÍR} Ù˘¯·›ˆÓ

ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, fiÔ˘ R Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ÎÏ¿ÛË˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ E, Î·ÏÂ›Ù·È
·Ó¤ÏÈÍË Poisson, fiÙ·Ó Â·ÏËıÂ‡ÔÓÙ·È Ù· ÂÍ‹˜ ·ÍÈÒÌ·Ù·:

(1) O ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÛÂ ÌË–ÙÂÌÓfiÌÂÓÂ˜ ÂÚÈÔ¯¤˜ ÔÚ›˙ÂÈ ·ÓÂ-
Í¿ÚÙËÙÂ˜ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜.

(2) °È· Î¿ıÂ ÂÚÈÔ¯‹ R ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ fiÁÎÔ˘ V(R), Ë ÍR ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ

Î·Ù·ÓÔÌ‹ Poisson ÌÂ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ ÏV(R), fiÔ˘ Ï Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË
·fi ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ Î·È ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ R.

T¤ÙÔÈÔ˘ Â›‰Ô˘˜ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ Poisson ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ô˘
Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ ¿ÛÙÚˆÓ ‹ Á·Ï·ÍÈÒÓ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·, ÙÔ˘
Ê˘ÙÈÎÔ‡ ‹ ˙ˆ˚ÎÔ‡ ÎfiÛÌÔ˘ ¿Óˆ ÛÙÔÓ Ï·Ó‹ÙË Ì·˜, ÙˆÓ ‚·ÎÙËÚÈ‰›ˆÓ Û' ¤Ó·
‰Â›ÁÌ· Î.Ï.

Παρ�δειγμα 1.3. ŒÓ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ ¯ÚfiÓÔ
Î·È Û˘ÓÂ¯‹ ¯ÒÚÔ ÙˆÓ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Â›Ó·È Ë ·Ó¤ÏÈÍË ÙË˜ κ�νησης Brown (‹
·Ó¤ÏÈÍË Wiener–Bachelier ‹ Wiener–Einstein). A˘Ù‹ Ë ·Ó¤ÏÈÍË ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜
È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(i) E¿Ó t0 < t1 < … < tn, nŒIN={0, 1, 2, …}, ti ŒR, i=1, 2, … , n,

ÙfiÙÂ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ít1
 – Ít0

, … , Ítn
 – Ítn–1

 Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿

·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
(ii) H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù˘¯·›·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ Ít2

–Ít1
, t2 > t1, ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÌfiÓÔ

·fi ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ t2–t1, t2 > t1.
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(iii) ¶Èı (Ít – Ís ≤ x) = [2c(t–s)]–1/2 
 ı
Û

–•

x

 exp (–u2/2c (t–s)) du,

fiÔ˘ t > s Î·È c Â›Ó·È Ì›· ıÂÙÈÎ‹ ÛÙ·ıÂÚ¿.
E¿Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Í0=0, ÙfiÙÂ Ë Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ E(Ít)=0 Î·È Ë ‰È·ÛÔÚ¿
Û2(Ít)=ct. AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ô ˘fi–Û˘Óı‹ÎË ÓfiÌÔ˜ ÙË˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ Â›Ó·È:

¶Èı (Ít ≤ x | Ít1
 = x1, … , Ítn

 = xn) =

   = [2c(t–tn)]–1/2 
 ı
Û

–•

x–xn
 exp (–u2/2c(t–tn)) du,

fiÔ˘ 0 < t1 < t2 <  … < tn < t.

3. H στ��αστικ� ε��ρτηση

Ÿˆ˜ ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ÛÙËÓ ¶·Ú¿ÁÚ·ÊÔ 2, ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Ô˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¤ÏÈÍË ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ¤Ó·
ÙÚ›ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ, Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ Î˘ÚÈfiÙÂÚÔ, ÁÈ· ÙËÓ Ù·ÍÈÓfiÌËÛË ÙˆÓ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ
·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ. ŒÙÛÈ, Ë ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ÂÚ›ÙˆÛË Â›Ó·È ÔÈ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ {Ín, nŒIN},

fiÔ˘ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ín, nŒIN, Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜. A˘ÙÔ‡

ÙÔ˘ Â›‰Ô˘˜ ÔÈ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÙˆÓ ÎÏ·ÛÛÈÎÒÓ ÔÚÈ·ÎÒÓ
ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ (‚Ï¤Â KÔ˘ÓÈ¿˜ & K·Ï·˙›‰Ô˘
[45]).
EÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ Â›Ó·È Ó· ÛËÌÂÈÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ÍÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜

{Ín, nŒIN}, fiÔ˘ Ë ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ·Ô‡Û·, ‰ËÏ·‰‹, ÔÈ Ù˘¯·›Â˜

ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ín, nŒIN, Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·

Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘ÌÂ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ fiÔ˘ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ Â›Ó·È ÈÔ Û‡ÓıÂÙÂ˜.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· {Sn, nŒIN}, fiÔ˘

Sn = Í1 + … + Ín ,    n = 1, 2, …, (1.3)

ÙfiÙÂ ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Sn, nŒIN, ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙÔ-

¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜. TÔ Â›‰Ô˜ ÂÍ¿ÚÙËÛË˜ ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Sn,

nŒIN, Â›Ó·È Ë ·Ì¤Ûˆ˜ ÂfiÌÂÓË ÂÚ›ÙˆÛË ÛÙË ÛÂÈÚ¿ ÙË˜ Û˘ÓıÂÙfiÙËÙ·˜ Î·È
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Mαρκ�"ιαν� ε��ρτηση.

H M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

¶Èı (Sn+1 < x | Si, 1 ≤ i ≤ n) = ¶Èı (Sn+1 <x | Sn),

fiÔ˘ xŒR, n=1, 2, …. MÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·, fiÏÔ ÙÔ ·ÚÂÏıfiÓ ÙË˜ ÂÍ¤ÏÈÍË˜ ÙÔ˘

Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ ¯ÚÔÓÈÎ‹˜ ÛÙÈÁÌ‹˜, Ô˘
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·Ú·ÙËÚ‹ıËÎÂ. °È' ·˘Ùfi ÙÔ ÏfiÁÔ Ï¤ÁÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ¯ˆÚ›˜ ÌÓ‹ÌË.
°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹
·Ú¿ÌÂÙÚÔ tŒT Ã IR , ÔÈ M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂÙ·ÊÚ¿˙ÔÓÙ·È Ù˘ÈÎ¿ ÛÙÈ˜

Û¯¤ÛÂÈ˜:

¶Èı (StŒB | St1
 = x1, St2

 = x2, … , Stn
=xn) = ¶Èı (StŒB| Stn

=xn), (1.4)

fiÔ˘ t1 < … < tn < t Î·È ÙÔ B Â›Ó·È ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È¿ÛÙËÌ· ÙË˜ Ú·-

ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Â˘ıÂ›·˜ (Û‡ÓÔÏÔ Borel).
H ·Ó¤ÏÈÍË Poisson Î·È Ë ·Ó¤ÏÈÍË ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ Brown ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ‰‡Ô
·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· M·ÚÎÔ‚È·ÓÒÓ ·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ ·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ Ô˘
ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.4). E‰Ò, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÛËÌÂÈÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë
M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË, ·Ú' fiÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÔÚÈÛıÂ› ·fi ÙÔÓ Markov ÙÔ 1906,
¤¯ÂÈ Î·ıÈÂÚˆıÂ› ÛÙ· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Û·Ó ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÈÔ ·Ú·ÁˆÁÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜.
ŒÙÛÈ Ë M·ÚÎÔ‚È·Ó‹ ÂÍ¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ ·Ó·Ù˘¯ıÂ› Û' fiÏË ÙËÓ ÏËÚfiÙËÙ¿ ÙË˜ ÛÙ·
Ï·›ÛÈ· ÙˆÓ ™ÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ (™ÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ AÓ¿Ï˘ÛË, £ÂˆÚ›·
¢˘Ó·ÌÈÎÔ‡, £ÂˆÚ›· ·ÚÈıÌÒÓ Î.Ï.). ™Ù· EÊ·ÚÌÔÛÌ¤Ó· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙË ¢ËÌÔÁÚ·Ê›·, ÛÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÛÎÔÈÎfi ¤ÏÂÁ¯Ô ÔÈfiÙËÙ·˜
ÙˆÓ ‚ÈÔÌË¯·ÓÈÎÒÓ ÚÔ˚fiÓÙˆÓ, ÛÙÔ Marketing, ÛÙËÓ KÔÈÓˆÓÈÔÏÔÁ›·, ÛÙË
BÈÔÏÔÁ›· Î·È ÛÙÈ˜ I·ÙÚÈÎ¤˜ EÈÛÙ‹ÌÂ˜, ÛÙ· ·ÛÊ·ÏÈÛÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, ÛÙÈ˜
EÈ¯ÂÈÚËÛÈ·Î¤˜ ŒÚÂ˘ÓÂ˜, ÛÙË °ÂˆÊ˘ÛÈÎ‹, ÛÙË £ÂÚÌÔ‰˘Ó·ÌÈÎ‹, ÛÙË
°ÂˆÁÚ·Ê›· Î.Ï.

A˜ ÂÈÛÙÚ¤„Ô˘ÌÂ ÙÒÚ· ÛÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· {Sn, nŒIN}, Ô˘ ÔÚ›ÛıËÎÂ ÛÙÈ˜

Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.3). ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Sn, nŒIN, ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó
Ì›· ‰Â‡ÙÂÚË È‰ÈfiÙËÙ·: ÔÈ ·˘Í‹ÛÂÈ˜ S1, S2–S1, …, Sn+1–Sn, … Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿

·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜. ŒÙÛÈ ÏÔÈfiÓ, Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎfi Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· {Sn, nŒIN} Ó·
ÔÓÔÌ·ÛÙÂ› αν�λι�η με ανε��ρτητες αυ��σεις.
AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ Î¿ıÂ ·Ó¤ÏÈÍË (Ën, nŒIN} ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜

·˘Í‹ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌÂÚÈÎÒÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜
·ÓÂÍ·ÚÙ‹ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ.

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘ tŒTÃR, ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ

ÙËÓ ·Ó¤ÏÈÍË ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ·˘Í‹ÛÂÈ˜ {St, tŒT} ·fi ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· fiÙÈ ÔÈ

‰È·ÊÔÚ¤˜

St 2
– St1

,  St3
– St2

, … ,  Stn
– S tn–1

 ,

Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜, ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ‰˘Ó·Ù¤˜
ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ (t1, …, tn), Ô˘ Â·ÏËıÂ‡Ô˘Ó ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜
t1 < t2< … < tn.

H ·Ó¤ÏÈÍË Poisson Î·È Ë ·Ó¤ÏÈÍË ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ Brown Â›Ó·È ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·
·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ ÌÂ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ·˘Í‹ÛÂÈ˜.
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MÈ· ¿ÏÏË ÎÏ¿ÛË ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎÒÓ ·ÓÂÏ›ÍÂˆÓ {Ít, tŒT}, fiÔ˘ TÕR, ÔÚ›˙ÂÙ·È

·fi ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·: Ô ÓfiÌÔ˜ ÙË˜ ¯ÚÔÓÈÎ‹˜ ÂÍ¤ÏÈÍË˜ Ó· Ì¤ÓÂÈ ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙÔ˜ ÛÙÈ˜
ÌÂÙ·ı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ t, ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÂ˜ ÎÔÈÓ¤˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ ÙˆÓ
‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ (Ít1+h, …, Ítn+h) Î·È (Ít1

, …, Ítn
) Â›Ó·È ›‰ÈÂ˜ ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜

ÙÔ˘ h > 0 Î·È ÙˆÓ  t1, t2, …, tnŒT.  A˘Ù¤˜ ÔÈ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ Î·ÏÔ‡ÓÙ·È αυστηρ�
στ�σιμες. H ·˘ÛÙËÚ‹ ÛÙ·ÛÈÌfiÙËÙ· ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ó¤ÏÈÍË ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ
ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ÈÛÔÚÚÔ›· ‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÛËÌ·Û›· ÔÈ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜ Ô˘
·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È Ë ·Ó¤ÏÈÍË. EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜
Ít, tŒT, Â›Ó·È ÈÛfiÓÔÌÂ˜ (¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Î·Ù·ÓÔÌ‹). ŒÓ· ·Ïfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

·˘ÛÙËÚ¿ ÛÙ¿ÛÈÌË˜ ·Ó¤ÏÈÍË˜ Â›Ó·È ÔÈ ÂÚÁÔ‰ÈÎ¤˜ M·ÚÎÔ‚È·Ó¤˜ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜ ÔÈ
ÔÔ›Â˜ ı· ÌÂÏÂÙËıÔ‡Ó ÛÙÔ KÂÊ¿Ï·ÈÔ 3.

4. Martingales

ŒÛÙˆ {Ín, nŒIN} Ì›· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Ù˘¯·›ˆÓ

ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ÔÈ Ì¤ÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ E(Ín)=0, ÁÈ· Î¿ıÂ nŒIN.
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜

Sn = Í1+ … +Ín ,   nŒIN.

TfiÙÂ, ÔÈ Û–¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜ ÌÂ ÁÂÓÓ‹ÙÚÈÂ˜ Í1, …, Ín Î·È, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, S1, …, Sn, Â›Ó·È
›‰ÈÂ˜, ÂÓÒ Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ín+1 Â›Ó·È ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙË ·fi ÙÈ˜

Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ S1, …, Sn, ÔfiÙÂ ÔÈ ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓÂ˜ Ì¤ÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ (Û¯ÂÙÈÎ¿

‚Ï¤Â ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘˜ ÛÙÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· KÔ˘ÓÈ¿ & K·Ï·˙›‰Ô˘ [45])
E(Ín+1 | S1, …, Sn) ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

E(Ín+1 | S1, …, Sn) = E(Ín+1) = 0, Û¯Â‰fiÓ ·ÓÙÔ‡,

E(Íi | S1, …, Sn) = Íi,   i=1, …, n, Û¯Â‰fiÓ ·ÓÙÔ‡. (1.5)

¶ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ (1.5), ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ:

E(Sn+1 | S1, …, Sn) = Sn ,   Û¯Â‰fiÓ ·ÓÙÔ‡,

ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ nŒIN.

H ·ÎÔÏÔ˘ı›· {Sn, nŒIN} Î·ÏÂ›Ù·È martingale. A˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ Â›‰Ô˘˜ ÔÈ ·ÓÂÏ›ÍÂÈ˜
ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙ· ÌÔÓÙ¤Ï· ÙˆÓ Ù˘¯ÂÚÒÓ ·È¯ÓÈ‰ÈÒÓ (fiˆ˜ ÛÙÈ˜ ÈÔ-
‰ÚÔÌ›Â˜, ÛÙË ÚÔ˘Ï¤Ù· Î.Ï.) fiÔ˘ Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ín ÂÚÌËÓÂ‡ÂÙ·È Û·Ó ÙÔ Î¤Ú‰Ô˜
ÂÓfi˜ ·›¯ÙË ÛÙÔ n–ÛÙÔ ·È¯Ó›‰È. TfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Sn Â›Ó·È ÙÔ ÔÏÈÎfi Î¤Ú‰Ô˜
ÙÔ˘ ·›¯ÙË ÌÂÙ¿ ·fi n ·È¯Ó›‰È·.
K·ÏÔ‡ÌÂ ÙÔ ·È¯Ó›‰È ‰›Î·ÈÔ ·Ó:
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E(Í1) = 0, E(Ín+1 | Í1, …, Ín) = 0 , Û¯Â‰fiÓ ·ÓÙÔ‡,

ÁÈ· Î¿ıÂ nŒIN, ‰ËÏ·‰‹ Ë ·Ó¤ÏÈÍË {Sn, nŒIN} Â›Ó·È ¤Ó· martingale.
O ·˘ÛÙËÚfi˜ ÔÚÈÛÌfi˜ ÂÓfi˜ martingale ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜. ŒÛÙˆ (ø, F,

P) ¤Ó·˜ ¯ÒÚÔ˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Î·È {Ft, tŒT}, TÃR ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ˘fi – Û–

·ÏÁÂ‚ÚÒÓ ÙË˜ F, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ft Ã Fs, ÁÈ· t≤s.

H ·Ó¤ÏÈÍË {Ët, tŒT} Î·ÏÂ›Ù·È martingale ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· {Ft, tŒT},
·Ó ÏËÚÔ› ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(i) °È· Î¿ıÂ tŒT, Ë Ët Â›Ó·È Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û–¿ÏÁÂ‚Ú· Ft.

(ii) °È· Î¿ıÂ tŒT, ¤¯Ô˘ÌÂ E(|Xt|) < •.

(iii) °È· Î¿ıÂ t, sŒT, t ≤ s, ¤¯Ô˘ÌÂ E(Ës | Ft) = Ët, fiÔ˘ Ë E(Ës | Ft) Â›Ó·È Ë

‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ÙË˜ Ës ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û–¿ÏÁÂ‚Ú· Ft, Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ
ıÂÒÚËÌ· Radon–Nykodim.

Παρ�δειγμα 1.4. ŒÛÙˆ, {Ín, nŒIN} ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

¶Èı (Ín=1) = p,   ¶Èı (Ín=–1) = 1–p,

ÁÈ· Î¿ıÂ nŒIN. ŒÛÙˆ, Â›ÛË˜, ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· {‚n, nŒIN} Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ {–1, 1}n ÌÂ ÙÈÌ¤˜ ÛÙÔ IR+ Î·È ÌÈ· Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ S0,

¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ E(S0) < •.
OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ó¤ÏÈÍË

Sn+1 = Sn+Ín+1 ‚n (Í1, …, Ín).

TfiÙÂ Ë {Sn, nŒ IN} Â›Ó·È ¤Ó· martingale ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ Û–¿ÏÁÂ‚ÚÂ˜ ÌÂ

ÁÂÓÓ‹ÙÚÈÂ˜  Í1, …, Ín , nŒIN, Â¿Ó  p = 
1
2.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

E (Sn+1 | Í1, …, Ín) = Sn+E (Ín+1Ø‚n (Í1, …, Ín) | Í1, …, Ín)

= Sn+‚n (Í1, …, Ín) Ø E (Ín+1 | Í1, …, Ín)

= Sn+‚n (Í1, …, Ín) E (Ín+1) ,
Î·È

E (Ín) = 2p–1,   nŒIN. ❏

AΣKHΣEIΣ

1.1. ŒÛÙˆ  P = {pij ,  i, j=0, 1, 2} ¤Ó·˜ ›Ó·Î·˜, fiÔ˘ pij ≥ 0, i, j=0, 1, 2 Î·È Â
j

pij=1, i = 0, 1, 2. E¿Ó Ì(P) = max
i1,i2,j

| pi1j–p i2j| ÙfiÙÂ Ó· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ì (P)=1 Â¿Ó Î·È
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ÌfiÓÔÓ Â¿Ó Ô ›Ó·Î·˜ P ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

1   0   0
0 p q
v s t

   ,

fiÔ˘ p+q = 1, v+s+t = 1.

1.2. ŒÛÙˆ, P = {pij, i, j=1, 2, … , m}  ¤Ó·˜ ›Ó·Î·˜, fiÔ˘ pj, j+1=1, j=1, 2, …,
m–1, Î·È pm1=1.
N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· pij(n), i, j=1, …, m, ÙÔ˘ ›Ó·Î· Pn, n>1,
ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (i) pij(n) ≥ 0, i, j=1, …, m, Î·È (ii) ™j pij(n) = 1,  i=1,
…, m.

1.3. ŒÛÙˆ Ô ›Ó·Î·˜ m ¥ m

P = 

 Ë
Á
Á
Ê 0 1/2 0 0

1/2 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

… … … …

0 0 0 0

1/2 0 0 0

 

…

…

…

…

…

 

 ̄
˜
˜
ˆ0 0 1/2

0 0 0

0 0 0

… … …

1/2 0 1/2

0 1/2 0

 .

N· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ô ›Ó·Î·˜ Pn, n > 1.

1.4. M›· Î¿ÏË ÂÚÈ¤¯ÂÈ · ¿ÛÚ· ÛÊ·ÈÚ›‰È· Î·È ‚ Ì·‡Ú· ÛÊ·ÈÚ›‰È·. M›·
‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· ·fi ÙËÓ Î¿ÏË Á›ÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜: ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ
·fi ÙËÓ Î¿ÏË Î·È ÂÈÛÙÚ¤ÊÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ Î¿ÏË Á ÛÊ·ÈÚ›‰È· È‰›Ô˘ ¯ÚÒÌ·ÙÔ˜.

ŒÛÙˆ, Ín Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ô˘ ·›ÚÓÂÈ ÙËÓ ÙÈÌ‹ 0, Â¿Ó ÛÙË n–ÛÙ‹
‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ¿ÛÚÔ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ, Î·È ÙËÓ ÙÈÌ‹ 1, Â¿Ó ÛÙË n–
ÔÛÙ‹ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ì·‡ÚÔ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ.

N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜  Ín, n=1, 2, …,  ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È·
Î·Ù·ÓÔÌ‹.

1.5. ŒÓ· ËÏÂÎÙÚÈÎfi Î‡ÎÏˆÌ· ¤¯ÂÈ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ Ï¿ÌÂ˜ §1, §2, §3 Î·È §4, Ô˘
Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È fiˆ˜ ÛÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·.
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ŸÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÚÂ‡Ì· ÛÙÔ Î‡ÎÏˆÌ·, ÙfiÙÂ, fiÏÂ˜ ÔÈ Ï¿ÌÂ˜ ÊˆÙ›˙Ô˘Ó ÌÂ Èı·-
ÓfiÙËÙÂ˜ p1=0,5, p2=0,7, p3=0,8 Î·È p4=0,3, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· (fiÔ˘ Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÌÔÓ¿-
‰· ıÂˆÚÂ›Ù·È Ë ÒÚ·). N· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÂÙÂ ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù˘¯·›·˜ ÌÂÙ·-
‚ÏËÙ‹˜ Í=o ÏËı¿ÚÈıÌÔ˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ Ô˘ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Â›Ó·È ÔÈ Ï¿ÌÂ˜ Ô˘
ÊˆÙ›˙Ô˘Ó ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ·fi Ì›· ÒÚ·.

1.6. ŒÓ· ÂÚÁÔÛÙ¿ÛÈÔ ¤¯ÂÈ 20 ÌË¯·Ó¤˜. H Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› ‚Ï¿‚Ë
ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌË¯·Ó‹ Â›Ó·È 20%. ŒÛÙˆ, fiÙÈ ¤Ó·˜ ÂÚÁ¿ÙË˜ ÌÔÚÂ› Ó·
ÂÈ‚Ï¤ÂÈ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÌË¯·Ó¤˜. ¶ÔÈÔ˜, Â›Ó·È Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜
·ÚÈıÌfi˜ ÌË¯·ÓÒÓ, Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÈ‚Ï¤„ÂÈ ¤Ó·˜ ÂÚÁ¿ÙË˜ ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ ÌÂ
Èı·ÓfiÙËÙ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ÙÔ˘ 90%, Ó· ÌËÓ ÂÌÊ·Ó›ÛÔ˘Ó ‚Ï¿‚Ë ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜
·fi ‰‡Ô ÌË¯·Ó¤˜.

1.7. ŒÛÙˆ, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ {Ín, n=1, 2, …}
ÌÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÂ˜ Ì¤ÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ E(Ín), n=1, 2, …. N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·
Sn = Í1 + … +Ín, n=1, 2, …, Â›Ó·È ¤Ó· Kn–martingale, fiÔ˘ Kn Â›Ó·È Ë Û–
¿ÏÁÂ‚Ú· ÌÂ ÁÂÓÓ‹ÙÚÈÂ˜ Í1, … , Ín, Â¿Ó E (Ín)=0 ÁÈ· Î¿ıÂ n=1, 2 ….

1.8. ŒÛÙˆ, ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Ín, n=1, 2, …, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È
ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜, ÔÈ ‰Â Ì¤ÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘˜ E(Ín)=0, n=1, 2, …, Î·È ÔÈ

‰È·ÛÔÚ¤˜ Û2
n = D2 (Ín) < •,  n=1, 2, ….

ŒÛÙˆ,
Sn = Í1 + … + Ín,

sn = Û2
1 + … + Û2

n,

Ën = Sn – sn,
fiÔ˘ n=1, 2, ….
N· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· {Ën, n=1, 2, …} Â›Ó·È ¤Ó· Kn–martingale, fiÔ˘
Kn ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙË Û–¿ÏÁÂ‚Ú· ÌÂ ÁÂÓÓ‹ÙÚÈÂ˜ Í1, …, Ín.

1.9. ŒÛÙˆ ÔÈ Ù˘¯·›Â˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜ Í1, Í2 …, Ô˘ ·›ÚÓÔ˘Ó ÌË–·ÚÓËÙÈÎ¤˜
ÙÈÌ¤˜ Î·È Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜, ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ ÔÈ Ì¤ÛÂ˜ ÙÈÌ¤˜ E (Ín)=1, n=1, 2, …. N·
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·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· {Ën, n=1, 2, …}, fiÔ˘

Ën = ¶
n

i=1
 Íi ,   n=1, 2 … ,

Â›Ó·È ¤Ó· Kn–martingale, fiÔ˘ Kn ÔÚ›˙ÂÙ·È fiˆ˜ ÛÙËÓ ¿ÛÎËÛË 1.5.

1.10. (TÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Pfilya). ¶Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÔ‡ÌÂ Â·Ó·Ï·Ì‚·ÓfiÌÂÓÂ˜
‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›Â˜ ·fi Ì›· Î¿ÏË, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¿ÛÚ· Î·È Ì·‡Ú· ÛÊ·ÈÚ›‰È·.
YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÌÂÙ¿ ·fi Î¿ıÂ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· ÙÔ ÂÍ·ÁfiÌÂÓÔ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ
Â·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÙËÓ Î¿ÏË Ì' ¤Ó· ÂÈÏ¤ÔÓ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ ›‰ÈÔ˘ ¯ÚÒÌ·ÙÔ˜.

ŒÛÙˆ, Ën Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ¿ÛÚˆÓ ÛÊ·ÈÚÈ‰›ˆÓ, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ë Î¿ÏË ÌÂÙ¿
·fi n ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›Â˜ Î·È ¤ÛÙˆ, Ín Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜
ÂÍ‹˜:

Ín =1, ·Ó ÛÙË n–ÔÛÙ‹ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ¤Ó· ¿ÛÚÔ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ,

= 0, ÛÙËÓ ·ÓÙ›ıÂÙË ÂÚ›ÙˆÛË.

N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ën, n=1, 2, …, Â›Ó·È Kn–martingale (fiÔ˘
Kn ÔÚ›˙ÂÙ·È fiˆ˜ ÛÙËÓ ¿ÛÎËÛË 1.5) Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÂÙÂ ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ· Ó·
ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› ¤Ó· ¿ÛÚÔ ÛÊ·ÈÚ›‰ÈÔ ÛÙË n–ÛÙ‹ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›·.

1.11. ŒÛÙˆ Ó(k) Ë Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹ Ô˘ ··ÚÈıÌÂ› Ù· ‚‹Ì·Ù· Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ
ÚÒÙË ÂÈÛÙÚÔÊ‹ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ik ÂÓfi˜ Ù˘¯·›Ô˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ·ÊÔ‡ ·Ú¯ÈÎ¿
Â›¯Â ‚ÚÂıÂ› ÛÙËÓ ik. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

IP (Ó(k)>n) ≤ (1–d)n,   n=1, 2, 3 …

fiÔ˘ d = min pjk.




