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Π P O Λ O ΓO Σ

OÈ Ú›˙Â˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÍÂÎÈÓÔ‡Ó ·fi ÙËÓ A›Á˘ÙÔ Î·È ÙËÓ MÂÛÔÔÙ·Ì›·. ™ÙËÓ EÏ-
Ï¿‰· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ıËÎÂ Ë EÏÏËÓÈÎ‹ EÈÛÙ‹ÌË ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ (£·Ï‹˜ - ¶˘ı·ÁfiÚ·˜). T·
«™ÙÔÈ¯Â›·», ¤ÚÁÔ ÙÔ˘ E˘ÎÏÂ›‰Ë Î·Ù¿ ÙËÓ AÏÂÍ·Ó‰ÚÈÓ‹ ÂÔ¯‹ ·ÔÙÂÏÔ‡ÌÂÓ· ·fi ‰ÂÎ·-
ÙÚ›· (13) ‚È‚Ï›·, ˘‹ÚÍ·Ó ÚfiÙ˘Ô Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÎÔÌ„fiÙËÙ·˜ Î·È ·˘ÛÙËÚfiÙËÙ·˜.

™ÙËÓ ¢‡ÛË ÂÌÊ·Ó›ÛıËÎÂ Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· Î·Ù¿ ÙÔÓ 12Ô ·ÈÒÓ· ·fi ÕÚ·‚Â˜ Î·È IÛ·ÓÔ‡˜
- E‚Ú·›Ô˘˜ ÌÂÙ·Ó¿ÛÙÂ˜. K·Ù¿ ÙÔÓ 16Ô ·ÈÒÓ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Ù· ÚÒÙ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·
Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ÌÂ Î·ÓfiÓ· Î·È ‰È·‚‹ÙË.

K·Ù¿ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ·ÈÒÓ· ÂÌÊ·Ó›ÛıËÎÂ Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘.
I‰Ú˘Ù·› ÙË˜ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ÔÈ BROCARD, LEMOINE, NEUBERG Î·È Î˘Ú›ˆ˜ Ô ÚÒÙÔ˜.

◊‰Ë ÙÔ 1889 Ô ÉMILE VIGARIÉ ÛÂ ÌÈ· ÈÛÙÔÚÈÎ‹ ·Ó·ÛÎfiËÛË ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ¯ÚË-
ÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË «Ë °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È Ë ÈÔ ·ÍÈfiÏÔÁË ÚfiÔ‰Ô˜ Ô˘
Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛ·Ó Ù· ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›· ¯ÚfiÓÈ·».

¶¿ÓÙÔÙÂ ÌÂÏÂÙ‹ıËÎ·Ó ·ÍÈfiÏÔÁ· ÛËÌÂ›· Î·È Â˘ıÂ›Â˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, fiÌˆ˜
·fi ÙÔ 1873 Î˘Ú›ˆ˜ Î·È ÌÂÙ¿ Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ·ÂÙ¤ÏÂÛÂ ÙÔ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÔÏ˘-
·Ú›ıÌˆÓ Î·È ·Ô‰ÔÙÈÎÒÓ ÂÚÂ˘ÓÒÓ. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ÂÂÙÂ‡¯ıËÎ·Ó
Î·È Û˘Ó·ÚÌfiÛıËÎ·Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ‹ÚÂ ÙÔ fiÓÔÌ· °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ‹ ¶ÚfiÛÊ·ÙË
°ÂˆÌÂÙÚ›· (Géometrie du Triangle ‹ Géometrie recente).

H Γαλλικ	 
νωση δια την πρ��δ� των επιστηµ�ν (L’ Association Française pour
l’ avancement des sciences) ¤‰ˆÛÂ ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· ‰È· ÙÈ˜ ÚÒÙÂ˜ ÂÚÁ·Û›Â˜ ÂÎÂ›ÓË˜ ÙË˜ Â-
ÚÈfi‰Ô˘ Î·È Û¯ÂÙÈÎ¿ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¿ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿ ·ÚÔ˘Û›·Û·Ó Î·Ù¿ Î·ÈÚÔ‡˜ ÂÈÙÂ‡ÁÌ·Ù·
·fi ‰È·ÎÂÎÚÈÌ¤Ó· Ì¤ÏË ÙÔ˘˜.

1Ô «T· N¤· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿ XÚÔÓÈÎ¿» (Les Neouvelles Annales Mathématiques) ·ÚÔ˘-
Û›·Û·Ó Ù· ¿ÚıÚ· ÙˆÓ LEMOINE Î·È BROCARD (1873 Î·È 1875), Ù· ·Ó·ÊÂÚfiÌÂÓ·
ÛÙ· ÛËÌÂ›· Î·È ÙÔ˘˜ Î‡ÎÏÔ˘˜ Ô˘ Ê¤ÚÔ˘Ó Û‹ÌÂÚ· Ù’ ÔÓÔÌ¿ ÙÔ˘˜, Î·ıÒ˜ Û˘Ó¤‚Ë Î·È
·Ï·ÈfiÙÂÚË Ì’ ÂÎÂ›Ó· ÙÔ˘ MATHIEU (1866), Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ‹Ù·Ó ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ÁÓˆÛÙ¿
ÂÎÂ›Ó· ÙËÓ ÂÔ¯‹, ·Ú¿ ÙËÓ ÛÔ˘‰·ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ÈÛÔÁˆÓ›Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÚÔÊ‹˜ (inversion
isogonale). AÚÁfiÙÂÚ· (1883) ¤Î·ÓÂ ÁÓˆÛÙ¤˜ ÙÈ˜ ÌÂÏ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ Ô D’OCAGNE Â› ÙË˜
Û˘ÌÌÂÙÚÔ‰È·Ì¤ÛÔ˘ (symédiane).

2Ô «TÔ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Î·È ÂÈ‰ÈÎÒÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ» (Le journal des mathé-
matiques élémentaires et spéciales) ÙˆÓ BOURGET Î·È G. DE LONGCHAMPS
˘‹ÚÍÂ ÙÔ Î‡ÚÈÔ fiÚÁ·ÓÔ ÛÙË °·ÏÏ›·, ÙË˜ «°ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘». ¶Ú¤ÂÈ Ó·
ÏÂ¯ıÂ› fiÙÈ Î·È ÔÈ ÂÚÂ˘ÓËÙ¤˜ Î·È ÙÔ ÎÔÈÓfi ÔÊÂ›ÏÔ˘Ó ÔÏÏ¿ Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ·ÍÈfiÏÔÁË
ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ‹ ¤Î‰ÔÛË.

3Ô ™ÙÔ B¤ÏÁÈÔ Ë «M¿ıËÛÈ˜» (Mathésis) ÙˆÓ MANSION Î·È NEUBERG, Û˘Ó¤¯ÈÛÂ ·fi ÙÔ
1881 ÙËÓ «N¤· AÏÏËÏÔÁÚ·Ê›·» (Nouvelle Correspondance) ÙÔ˘ CATALAN. ¢È· Ó·
Á›ÓÂÈ Î·Ù·ÓÔËÙfi ÙÔ ÙÈ ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ‚ÂÏÁÈÎfi ·˘Ùfi ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ‰È· ÙËÓ ÚfiÛÊ·ÙË °Âˆ-
ÌÂÙÚ›· (Géométrie récente) ·ÚÎÂ› Ó· ÏÂ¯ıÂ› fiÙÈ fiÙ·Ó ı¤ÏÔ˘Ó Ó· ÌÓËÌÔÓÂ‡ÛÔ˘Ó ÙÔ˘˜
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Î‡ÚÈÔ˘˜ Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ·ÁÎÔÛÌ›ˆ˜ ÛÙÔ˘˜
BROCARD, LEMOINE Î·È NEUBERG.

¢È¿ÊÔÚÂ˜ ·ÁÁÏÈÎ¤˜ Î·È ÁÂÚÌ·ÓÈÎ¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜, ·fi ÙËÓ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘˜ Î¿ÓÔ˘Ó ÁÓˆÛÙ¤˜
ÌÂÏ¤ÙÂ˜ Û¯ÂÙÈ˙fiÌÂÓÂ˜ ÌÂ ÙÔÓ Ó¤Ô ÎÏ¿‰Ô ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜.

MÂ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ‰È·‚¿˙ÂÈ Î·ÓÂ›˜ ÙËÓ «ιστ�ρικ	 µελ
τη της π�ρε�ας της αναπτ�-
�εως της Γεωµετρ�ας τ�υ Tριγ�ν�υ», ÙÔ˘ VIGARIÉ, 1889 (Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÛÙÔ Mathe-
sis, 1890) Î·È Ù· ¿ÚıÚ· ÙÔ˘ È‰›Ô˘ ÁÈ· ÙÔ ›‰ÈÔ ı¤Ì· Ô˘ ‰ËÌÔÛÈÂ‡ÔÓÙ·È Î¿ıÂ ¯ÚfiÓÔ ·fi
ÙfiÙÂ ÛÙÔ Περι�δικ� των Mαθηµατικ�ν (Journal de Mathématiques) ÙÔ˘ DE LONG-
CHAMPS.

EÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ ·˘Ù¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ ÛÔ˘‰·›· ¤ÚÁ· Â›Ó·È Î·È Ù· ÂÍ‹˜:

4Ô Géométrie récente du triangle, ÙÔ˘ NEUBERG, Â‚‰ÔÌ‹Ó· ÛÂÏ›‰ˆÓ ÛÙÔ 3Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ
ÙÔ˘ 1Ô˘ Ì¤ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ Traité de Géométrie ÙˆÓ ROUCHÉ Î·È DE COMBEROUSSE, 6Ë
¤Î‰ÔÛË 1891.

5Ô MÓËÌfiÓÈ· Â› ÙÔ˘ «τετρα
δρ�υ» 1884, ÂÚ› ÙˆÓ ÚÔ‚ÔÏÒÓ Î·È ·ÓÙÈÚÔ‚ÔÏÒÓ ÂÓfi˜
ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Î·È επ� τ�υ συστ	µατ�ς τρι�ν ευθ
ως �µ��ων σ�ηµ�των
·fi ÙÔÓ NEUBERG (BÚ˘Í¤ÏÏÂ˜ 1890).

6Ô E˘ı‡ÁÚ·ÌÌË TÚÈÁˆÓÔÌÂÙÚ›· Î·È °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ÙÔ˘ LALBALETTRIER
(¶·Ú›ÛÈ 1889).

7Ô ™ÙÈ˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ ÂÎ‰fiÛÂÈ˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎ·Ó Î·ıÒ˜ Î·È ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ¿ÏÏÂ˜ Ô˘ ·Ó·-
Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ (BÏ. ™˘ÓÙÔÌÔÁÚ·Ê›Â˜) Ù· ¿ÚıÚ· ‰È· ÙËÓ °ÂˆÌÂÙÚ›·
ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ Û˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ Ù· Ì¤Û· ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ·ÈÒÓÔ˜ (GOORMATIGH,
THEBAULD, DEAUX, LEEMANS Î·È ¿ÏÏÔÈ). MÂÙ¿ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È Î¿ÔÈ· ÛÙ·-
ÛÈÌfiÙËÙ·.

™ÎÔfi˜ ÙÔ˘ ÁÚ¿ÊÔÓÙÔ˜ Â›Ó·È ·Ê’ ÂÓfi˜ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÂÈ Ì›· Î·Ù¿ ÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ Û˘ÁÎÚÔ-
ÙËÌ¤ÓË ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘ TÚÈÁÒÓÔ˘ ÌÂ ‚¿ÛË ·˘Ù¿ Ô˘ ¤¯ÂÈ ˘’ fi„Ë ÙÔ˘, ·’
fiÛ· Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ· ÂÁÚ¿ÊËÛ·Ó, ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·È ‰ÈÎ¿ ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›·, ·Ê’ ÂÙ¤ÚÔ˘ ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÒÓÙ·˜ Ù· ‰È¿ÊÔÚ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È ÌÂ Ó¤Â˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ (‹ ÛÙÔÈ¯Â›·) Ó·
Û˘ÓÙÂÏ¤ÛÂÈ ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙÔ˘ ÎÏ¿‰Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ Ô˘ ¤Êı·ÛÂ ˆ˜ Ù· Ì¤Û·
Û¯Â‰fiÓ ÙÔ˘ 20Ô˘ ·ÈÒÓ·.

A˘Ùfi Ê·›ÓÂÙ·È ‹‰Ë ÛÙÔÓ A¢ TfiÌÔ, ·fi ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Ó· ‰È·Ù˘ˆıÔ‡Ó ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜
‰È·ÊfiÚˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ ÌÂÁÂıÒÓ Î·È ·Ó·ÏÏÔ›ˆÙˆÓ ÎˆÓÈÎÒÓ ·fi Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓˆÓ ÙË˜ AÓ·Ï˘ÙÈÎ‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ÙÔ˘
TÚÈÁÒÓÔ˘.

Σεπτ�µ�ρι�ς 1996 O συγγρα
�ας



Eισαγωγ�

ΓENIKEΣ ΠPOTAΣEIΣ. ΘEΩPHMATA. METPIKEΣ ΣXEΣEIΣ

I. Θε�ρηµα τ�υ Mενελ��υ

1. «A¢, B¢, Γ¢  ε�ναι τρ�α σηµε�α κε�µενα επ� των πλευρ�ν  BΓ, ΓA, AB  τ�υ τριγ�-
ν�υ  ABΓ. H ικαν� και αναγκα�α συνθ�κη, �στε τα σηµε�α αυτ� ν�ναι �µ�ευθειακ�,
ε�ναι

����
BA¢
����
A¢Γ

 � 

����
ΓB¢
����
B¢A

 � 

����
AΓ¢
����
Γ¢B

 = –1* » . (I.1)

Σ�. 1

H Û˘Óı‹ÎË Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›·. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó  A¢, B¢,
°¢  Â›Ó·È Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÌÈ·˜ ‰È·Ù¤ÌÓÔ˘Û·˜  ‰  ÌÂ ÙÈ˜

ÏÂ˘Ú¤˜  B°, °A, AB  Î·È ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ  Í, Ë, ˙  ÙÈ˜ ·Ï-

ÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ  AA1,  BB1,  °°1  Î·-
ı¤ÙˆÓ ÛÙË  ‰  ı· Â›Ó·È:

����
BA¢
����
A¢°

  = – Ë
˙
  ,  

����
°B¢
����
B¢A

  = – ˙
Í
  ,   

����
A°¢
����
°¢B

 = – Í
Ë
  .

Afi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë  (I.1).

Παρατ�ρηση:

EÂÈ‰‹  
����
BA¢
����
A¢°

   Â›Ó·È Ô ÌÂÚÈÎfi˜ ÏfiÁÔ˜ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ‰È·ÈÚÂ›Ù·È ÙÔ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì·  B°  ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  A¢, ı¤-

ÙÔ˘ÌÂ   
����
BA¢
����
A¢°

  = (B°A¢)  Î.Ï.  ÔfiÙÂ Ë  (I1)  Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙËÓ Â˘ÎÔÏÔÌÓËÌfiÓÂ˘ÙË Î·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ¤ÎÊÚ·ÛË

(B°A¢) (°AB¢) (AB°¢) = –1             (I.1¢)
AÓ ÙÔ˘˜ ÙÚÂÈ˜ ÌÂÚÈÎÔ‡˜ ÏfiÁÔ˘˜ ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ  Ï, Ì, Ó  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÎfiÌË ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ¤ÎÊÚ·ÛË

ÏÌÓ = –1                       (I.1¢¢)

E›ÛË˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ÙÚÂÈ˜ ÌÂÚÈÎÔ› ÏfiÁÔÈ  Ï, Ì, Ó  Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Î·È ÔÈ ÙÚÂÈ˜ Ó· Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎÔ› ‹ ‰‡Ô
ıÂÙÈÎÔ› Î·È ¤Ó·˜ ·ÚÓËÙÈÎfi˜Ø Î·È ÔÈ ÙÚÂÈ˜ fiÌˆ˜ Ó· Â›Ó·È ıÂÙÈÎÔ› ·ÔÎÏÂ›ÂÙ·È.

H Û¯¤ÛË  (I.1)  ÙÔ˘ MÂÓÂÏ¿Ô˘ Â›Ó·È Â›ÛË˜ Î·È ÈÎ·Ó‹. H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È Â‡ÎÔÏË ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ˆ˜ ¿ÙÔÔ

* MÂ  
���

BA¢,  
���

A¢°  Î.Ï. Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ  BAã,  A¢°  Î.Ï. ø˜ ıÂÙÈÎ¤˜ Î·-

ÙÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ Â› ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ÂÎÂ›ÓÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ  B° , °A  , AB  .
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··ÁˆÁ‹˜. AÓ ‰ËÏ·‰‹  °¢¢  ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ  AB, A¢B¢  ı· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË  (B°A¢) (°AB¢) (AB°¢¢) = –1 . Afi
·˘Ù‹Ó Î·È ÙËÓ  (I.1¢)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  (AB°¢) = (AB°¢¢)  Î·È  °¢∫°¢¢.

Oρισµ	
: T· ÛËÌÂ›·  A¢, B¢, °¢  ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È µενελαϊκ� ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  ‰. OÈ Â˘ıÂ›Â˜  AA¢, BB¢,
°°¢  µενελαϊκ�ς ÙË˜ ‰, Î·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ Û¯ËÌ·ÙÈ˙fiÌÂÓÔ ·fi ÙÈ˜ ÌÂÓÂÏ·˚Î¤˜ Â˘ıÂ›Â˜, fiÙ·Ó ÚÔ-
ÂÎÙ·ıÔ‡Ó, µενελαϊκ� ÙË˜  ‰.

2. Γεν�κευση στ
 τετρ�πλευρ


«Aν η ευθε�α  δ  τ�µνει τις πλευρ�ς  A1A 2, A2A 3, A3A 4, A4A 1  τετραπλε�ρ�υ
A1A2A3A4   στα σηµε�α   X1, X2, X3, X4  θα ε�ναι

(A1A2X1) (A2A3X2) (A3A4X3) (A4A1X4) = 1 » . (I.2)

AÓ ÙÂıÂ›  (A1A2X1) = Ï ,  (A2 A3X2) = Ì ,   (A3A4X3) = Ó ,  (A4A1X4) = Ú  Ë Û¯¤ÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È

ÏÌÓÚ = 1          (I.2¢)  .

Σ�. 2

ŒÛÙˆ  X  Ë ÙÔÌ‹ ÙˆÓ  ‰  Î·È  A1A3. EÊ·Ú-
Ìfi˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ MÂÓÂÏ¿Ô˘ ÂÈ˜ Ù· ÙÚ›-
ÁˆÓ·  A1A2A3  Î·È  A1A3A4  ÌÂ ‰È·Ù¤ÌÓÔ˘Û·
ÙË  ‰,  ÔfiÙÂ Â›Ó·È:

(A1A2X1) (A2A3X2) (A3A1X) = –1 ,

(A1A3X) (A3A4X3) (A4A1X4) = –1 .

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ·˘Ù¤˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË Î·È
¤¯ÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë, fiÙÈ  (A3A1X) (A1A3X) = 1
(È‰ÈfiÙËÙ·) ÁÓˆÛÙ‹ ÙÔ˘ ÌÂÚÈÎÔ‡ ÏfiÁÔ˘), ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ Ë  (I.2).

EΦAPMOΓEΣ

α) E¿Ó  ÏÌ=1  ·fi ÙËÓ  (I.2¢)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  ÓÚ=1. AÓ ‰Â  ÏÓ=1  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  ÌÚ=1. ™˘ÓÂÒ˜:
«Aν ευθε�α τ�µνει δ�� πλευρ�ς τετραπλε�ρ�υ (διαδ��ικ�ς � µη) κατ’ αντιστρ�-
��υς µερικ��ς λ�γ�υς τ�τε θα τ�µνει και τις �λλες δ�� πλευρ�ς επ�σης κατ’ αντι-
στρ���υς µερικ��ς λ�γ�υς».

!) E¿Ó  Ï=Ì=1  ÙfiÙÂ  ÓÚ=1. OÌÔ›ˆ˜ ·Ó  Ï=Ó=1  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  ÌÚ=1. EÔÌ¤Óˆ˜
«H ευθε�α η �π��α �ρ�"εται απ� τα µ�σα δ�� πλευρ�ν τετραπλε�ρ�υ (διαδ��ικ�ν
� µη) τ�µνει τις �λλες δ�� κατ’ αντιστρ���υς µερικ��ς λ�γ�υς».

γ) ŒÛÙˆ  ÏÌ=–1. TfiÙÂ  ÓÚ=–1. TÔ ›‰ÈÔ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó  ÏÓ=–1, ÙfiÙÂ  ÌÚ=–1. ¢ËÏ·‰‹
«Aν ευθε�α τ�µνει δ�� πλευρ�ς τετραπλε�ρ�υ κατ’ αντιστρ���αντιθ�τ�υς µερι-
κ��ς λ�γ�υς, θα τ�µνει και τις δ�� �λλες πλευρ�ς επ�σης κατ’ αντιστρ���αντιθ�-
τ�υς µερικ��ς λ�γ�υς».

δ) AÓ  Ï=1  Î·È  Ì=–1  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  ÓÚ=1. E›ÛË˜ ·Ó  Ï=1, Ó=–1  ÚÎ‡ÙÂÈ  ÌÚ=–1. ŸıÂÓ
«H απ� τ� µ�σ� µιας πλευρ�ς τετραπλε�ρ�υ παρ�λληλ�ς πρ�ς µ�α �λλη πλευρ�
αυτ�� τ�µνει τις υπ�λ�ιπες δ�� πλευρ�ς τ�υ κατ’ αντιστρ���αντιθ�τ�υς µερικ��ς
λ�γ�υς».

ε) AÓ  Y  ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ  A1A2, A3A4   Î·È  X1∫X3∫Y ,  Ë  (I.2)  ‰›ÓÂÈ ÙË Û¯¤ÛË

(A2A3X2) (A4A1X4) = (A2A1Y) (A4A3Y)  .
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«K�θε ευθε�α διερ��µ�νη απ� τ� σηµε�� τ�µ�ς δ�� απ�ναντι πλευρ�ν τετρα-
πλε�ρ�υ, διαιρε� τις �λλες δ�� πλευρ�ς τ�υ κατ� µερικ��ς λ�γ�υς, των �π��ων τ�
γιν�µεν� ε�ναι σταθερ�».
AÓ ‰Â  Z  Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ ‰‡Ô ¿ÏÏˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ  A2A3, A4A1  Î·È Â›Ó·È  X2∫X4∫Z

Ë  (I.2)  ‰›ÓÂÈ:
����

YA1 Ø 
����

YA3
����

YA2 Ø 
����

YA4

 = 
����
ZA1 Ø 

����
ZA3

����
ZA2 Ø 

����
ZA4

    .

3. Γεν�κευση στ
  ν-πλευρ


«Aν η ευθε�α  δ  τ�µνει τις πλευρ�ς  A1A2, A2A3, …, AνA1  τ�υ  ν-πλε�ρ�υ  A1A2A3

… Aν   αντιστ���ως στα σηµε�α   X1, X2, …, Xν   τ�τε τ� γιν�µεν� των µερικ�ν λ�γων
των πλευρ�ν ισ��ται πρ�ς  (–1)ν   �τ�ι:

(A1A2X1) (A2A3X2) … (AνA1Xν) = (–1)ν  » . (I.3)

Σ�. 3

H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È Â‡ÎÔÏË Î·È Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ Â·ÁˆÁÈÎ‹
Ì¤ıÔ‰Ô. º¤ÚÔ˘ÌÂ ÙË ‰È·ÁÒÓÈÔ  A1AÓ. YÔı¤ÙÔÓÙ·˜ fiÙÈ ÙÔ
ıÂÒÚËÌ· ÈÛ¯‡ÂÈ ‰È·  Ó, ¤¯Ô˘ÌÂ

(A1A2X1) (A2A3X2) … (AÓA1X) = (–1)Ó  .

Afi ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  A1AÓAÓ+1  ÌÂ ‰È·Ù¤ÌÓÔ˘Û· ÙË  ‰, ¤¯Ô˘ÌÂ

(A1AÓX) (AÓAÓ+1XÓ)  (AÓ+1A1XÓ+1) = –1  .

¢È· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ‰‡Ô ·˘ÙÒÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Î·È ¤¯ÔÓÙ·˜
˘fi„Ë fiÙÈ  (AÓA1X) (A1AÓX) = 1 ,  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

(A1A2X1) (A2A3X2) … (AÓ+1A1XÓ+1) = (–1)Ó+1  .

EÂÈ‰‹ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÈÛ¯‡ÂÈ ‰È·  Ó=3, Ó=4  ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ ‰È· Î¿ıÂ  Ó≥3 .

Παρατ�ρηση:
TÔ ıÂÒÚËÌ· ÈÛ¯‡ÂÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜, ·Ó ÙÔ  Ó-ÏÂ˘ÚÔ Â›Ó·È Î˘ÚÙfi ‹ ÌË.

4. Γεν�κευση στ
 ��ρ


«Aν επ�πεδ�  Π  τ�µνει τις πλευρ�ς  A1A2, A2A3, A3A4, A4A1  στρε!λ�� τετραπλε�-
ρ�υ  A1A2A3A4  στα σηµε�α  X1, X2, X3, X4   αντιστ���ως τ�τε θα ε�ναι:

(A1A2X1) (A2A3X2) (A3A4X3) (A4A1X4) = 1    �   λµνρ = 1 » . (I.4)

Σ�. 4

AÓ  X  ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙÔ˘  ¶  ÌÂ ÙËÓ  A1A3, ÔÈ
X1X2  Î·È  X3X4  ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ  X.

Afi Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  A1A2A3, A3A4A1  Î·È ÌÂ ‰È·-
Ù¤ÌÓÔ˘ÛÂ˜ ÙÈ˜  XX1X2, XX3X4  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜, ¤-
¯Ô˘ÌÂ:

(A1A2X1) (A2A3X2) (A3A1X) = –1 ,

(A3A4X3) (A4A1X4) (A1A3X) = –1 .

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô Û¯¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Î·Ù¿
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Ì¤ÏË ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë  (I.4) .
H ·fi‰ÂÈÍË ‰È· ÛÙÚÂ‚Ïfi Ó-ÏÂ˘ÚÔ Á›ÓÂÙ·È fiˆ˜ Î·È ÛÙËÓ  ¨3.

Παρατ�ρηση:
E‡ÎÔÏ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ‰È· ÙÔ ÛÙÚÂ‚Ïfi ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ. AÓ ‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë

(I.4)  ÙfiÙÂ Ù· ÛËÌÂ›·  X1, X2, X3, X4  Â›Ó·È Û˘ÓÂ›Â‰·.

EΦAPMOΓEΣ

α) E¿Ó  Ï=1, Ì=Ó=–1  ÙfiÙÂ  Ú=1.  OÌÔ›ˆ˜ ·Ó  Ï=1, Ì=Ú=–1  ÙfiÙÂ  Ó=1.  EÔÌ¤Óˆ˜:

«T� επ�πεδ� τ� �π��� ��ρ�υµε απ� τ� µ�σ� µιας πλευρ�ς, παραλλ�λως πρ�ς δ��
�λλες πλευρ�ς στρε!λ�� τετραπλε�ρ�υ, δι�ρ�εται απ� τ� µ�σ� της τετ�ρτης πλευ-
ρ�ς τ�υ».

!) AÓ  X¢1, X¢2, X¢3, X¢4   Ù· Û˘˙˘Á‹ ·ÚÌÔÓÈÎ¿ ÙˆÓ  X1, X2, X3, X4  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÚÔ˜ Ù·

(A1, A2), …, (A4, A1)  Î·È  (A1A2X¢1) = Ï¢, …  ı· Â›Ó·È Ï¢=–Ï, …, Ú¢=–Ú  Î·È ¿Ú· Ï¢Ì¢Ó¢Ú¢ = 1.

E›ÛË˜ Â›Ó·È Î·È  ÏÌÓ¢Ú¢ = 1, ÏÌ¢ÓÚ¢ = 1 . EÔÌ¤Óˆ˜

«Aν επ�πεδ� τ�µνει τις πλευρ�ς στρε!λ�� τετραπλε�ρ�υ στα σηµε�α  X1, X2, X3, X4,

τα συ"υγ� αρµ�νικ� αυτ�ν  X¢1 , X¢2  , X¢3 , X¢4  ε�ναι συνεπ�πεδα. Eπ�σης δ�� απ� τα
σηµε�α της τετρ�δας  (X1, X2, X3, X4)  µε τα δ�� µη αντ�στ�ι�α σηµε�α της τετρ�-
δας  (X¢1, X¢2 , X¢3 , X¢4)  ε�ναι συνεπ�πεδα».

γ) ŒÓ· Â›Â‰Ô  P  ‰ÈÂÚ¯fiÌÂÓÔ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·   X1, X2  Ù¤ÌÓÂÈ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜  A3A4, A4A1  ÛÙ·
ÛËÌÂ›·  X¢¢3  , X¢¢4  . ÕÏÏÔ Â›Â‰Ô  ™  ‰ÈÂÚ¯fiÌÂÓÔ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  X3, X4  Ù¤ÌÓÂÈ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜

A1A2, A2A3  ÛÙ· ÛËÌÂ›·  X¢¢1  , X¢¢2  . AÓ ÙÂıÂ›  (A1A2X¢¢1 ) = Ï¢¢   Î.Ï. £· ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

ÏÌÓ¢¢Ú¢¢ = 1  Î·È  Ï¢¢Ì¢¢ÓÚ = 1, ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë  ÏÌÓÚØÏ¢¢Ì¢¢Ó¢¢Ú¢¢ = 1 . K·È ÂÂÈ‰‹

ÏÌÓÚ = 1, ı· Â›Ó·È Î·È  Ï¢¢Ì¢¢Ó¢¢Ú¢¢ = 1. ™ÙÔ ›‰ÈÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ·Ó ÙÔ  P  ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi Ù· ÛËÌÂ›·  X1, X3  Î·È ÙÔ  ™  ·fi Ù·  X2, X4. ¢ËÏ·‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË:

«$να επ�πεδ�  Π  τ�µνει τις πλευρ�ς τ�υ στρε!λ�� τετραπλε�ρ�υ  A1A2A3A4  στα
σηµε�α  X1, X2, X3, X4 . $στω  (", η, θ, %)  µ�α µετ�θεση των δεικτ�ν  1, 2, 3, 4 . Aν
επ�πεδ�  P  διερ��µεν� απ� τα  X", Xη τ�µνει τις δ�� �λλες πλευρ�ς τ�υ τετρα-
πλε�ρ�υ στα  X¢¢θ  , X¢¢%   και επ�πεδ�  Σ  διερ��µεν� απ� τα  Xθ , X%   τ�µνει τις δ��
�λλες πλευρ�ς τ�υ τετραπλε�ρ�υ στα  X¢¢"  , X¢¢η  τ�τε τα σηµε�α  X ¢¢" , X¢¢η ,  X¢ ¢θ  , X¢ ¢%
ε�ναι συνεπ�πεδα».

YÔı¤ÙÔÓÙ·˜ ÌÂÚÈÎ¿ ·fi Ù·  X1, X2, X3, X4  ˆ˜ Ì¤Û· ‹ Â¿ÂÈÚÔ ÛËÌÂ›· ÙˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ Â›
ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÎÂ›ÓÙ·È, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÏÏ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ‰È· ÙÔ ÛÙÚÂ‚Ïfi ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ‰ÂÓ
ÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÎfiÈÌÔ Ó· ·Ó·ÊÂÚıÔ‡Ó Â‰Ò.

II. Θε�ρηµα τ�υ Géva

1. «A¢, B¢, Γ¢  ε�ναι τρ�α σηµε�α κε�µενα αντιστ���ως επ� των πλευρ�ν  BΓ, ΓA, AB
τ�υ τριγ�ν�υ  ABΓ. H ικαν� και αναγκα�α συνθ�κη �στε �ι ευθε�ες  AA¢, BB¢, ΓΓ¢
να συγκλ�ν�υν στ� αυτ� σηµε�� ε�ναι:

(BΓA') (ΓAB¢) (ABΓ¢) = 1 » . (II.1)
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AÓ, ˆ˜ Û˘Ó‹ıˆ˜, ÙÂıÂ›  (B°A¢)=Ï , (°AB¢)=Ì ,  (AB°¢) = Ó  Ë  (II. 1)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È

ÏÌÓ = 1    (II.1¢)  .

H Û¯¤ÛË Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›·. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈØ Â›Ó·È

Ï = (B°A¢) = 
����
BA¢
����
A¢°

 = 
����
BA¢ Ø 

����
AA¢¢

����
A¢° Ø 

����
AA¢¢

 = 
������

(ABA¢)
������

(AA¢°)
  ,

fiÔ˘  AA¢¢  ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ·fi ÙÔ  A  ÛÙËÓ  B°  Î·È  
������

(ABA¢)  ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘

ABA¢  ÌÂ ÚfiÛËÌÔ ıÂÙÈÎfi ·Ó ¤¯ÂÈ ÊÔÚ¿ ÂÎÂ›ÓË ÙÔ˘  AB°  Î·È ·ÚÓËÙÈÎfi ·Ó ¤¯ÂÈ ÊÔÚ¿ ·ÓÙ›ıÂÙË.

AÎfiÌË ÂÂÈ‰‹

Σ�. 5

 
������

(ABA¢)
������

(AA¢°)
 = 

������
(BPA¢)
������

(PA¢°)
 = 

������
(ABA¢)–

������
(BPA¢)

������
(AA¢°)–

������
(PA¢°)

 = 
������

(ABP)
������
(°AP)

Ë Û¯¤ÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È:

Ï = 
������

(ABP)
������
(°AP)

   .

OÌÔ›ˆ˜ Â›Ó·È Î·È  Ì = 
������
(B°P)

(
������
ABP)

  ,  Ó = 
������
(°AP)
������
(B°P)

   .

Afi ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ  ÏÌÓ=1.
H Û¯¤ÛË  (II. 1¢)  Â›Ó·È Î·È ÈÎ·Ó‹. ŒÛÙˆ  P  ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ  BB¢, °°¢  Î·È  A¢¢ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô

ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ  AP  Î·È  B°. £· ¤¯Ô˘ÌÂ ÙfiÙÂ

(B°A¢¢) (°AB¢) (AB°¢) = 1  .

Afi ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·˘Ù‹ Û¯¤ÛË Î·È ÙËÓ  (II. 1)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  (B°A¢¢) = (B°A¢)  Î·È ¿Ú·  A¢¢∫A¢ .
TÔ ıÂÒÚËÌ· ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È fiÙ·Ó ÙÔ  P  Â›Ó·È Â¿ÂÈÚÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘, ÔfiÙÂ ÔÈ  AA¢, BB¢,

°°¢  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜. H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È Â‡ÎÔÏË.

2. Tριγων
µετρικ� µ
ρ�� τ
υ θεωρ�µατ
ς τ
υ  Géva

EÂÈ‰‹ Â›Ó·È  
������

(ABA¢) = 1
2
 ÁØAA¢ØËÌA1 ,    

������
(AA¢°) = 1

2
 Ø ‚ØAA¢ØËÌA2, fiÔ˘  ·, ‚, Á  Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ

ÏÂ˘ÚÒÓ ÙÔ˘  AB°, ı· ¤¯Ô˘ÌÂ  Ï = Á
‚

 Ø 
ËÌA1
ËÌA2

  . AÓ·ÏfiÁˆ˜  Ì = ·
Á

 Ø 
ËÌB1
ËÌB2

  ,  Ó = ‚
·

 Ø 
ËÌ°1
ËÌ°2

   Î·È ÂÔÌ¤-

Óˆ˜ Ë  (II.1)  Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹:

ËÌA1
ËÌA2

 Ø 
ËÌB1
ËÌB2

 Ø 
ËÌ°1
ËÌ°2

 = 1   ‹    ËÌA1 ËÌB1 ËÌ°1 = ËÌA2 ËÌB2 ËÌ°2    (II.2) .

Oρισµ	
: K¿ıÂ Â˘ıÂ›· ‰ÈÂÚ¯fiÌÂÓË ·fi Ì›· ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È σε!ιαν� Î·È ÔÚ›-
˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹, ·fi ÙËÓ ÔÔ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È, Î·È ·fi ÙÔ ›¯ÓÔ˜ ÙË˜ ÛÙËÓ ·¤Ó·ÓÙÈ ÏÂ˘Ú¿. AÓ
P  ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  AP, BP, °P  Ï¤ÁÔÓÙ·È σε!ιαν�ς τ�υ σηµε��υ
P. T· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜  A¢, B¢, °¢  ÙˆÓ  AP, BP, °P  ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÌÂ ÙÈ˜  B°, °A, AB  Ï¤ÁÔÓÙ·È σε-
!ιαν� τ�υ  P, Î·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  A¢B¢°¢  σε!ιαν� τ�υ  P.

H   (II.1)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È Î·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:
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(
����
BA¢) (

����
°B¢) (

����
A°¢) = (

����
A¢°) (

����
B¢A) (

����
°¢B)        (II.2¢)  .

¢ËÏ·‰‹ «ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÚÈˆÓ Â˘ı˘ÁÚ¿ÌÌˆÓ ÙÌËÌ¿ÙˆÓ ÌË ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ, Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfi-
ÌÂÓÔ ÙˆÓ ¿ÏÏˆÓ ÙÚÈˆÓ", Î·È Â›Ó·È Ì›· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹ ‰È·Ù‡ˆÛË ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜.

EΦAPMOΓEΣ

α) AÓ  A¢, B¢, °¢ Â›Ó·È Ù· ›¯ÓË ÙˆÓ ‰È·Ì¤ÛˆÓ ÙfiÙÂ  Ï=Ì=Ó=1  Î·È Ë  (II.1¢) Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È. EÔÌ¤-

Óˆ˜:

«Oι δι�µεσ�ι τριγ�ν�υ συγκλ�ν�υν στ� αυτ� σηµε��  M, !αρ�κεντρ� τ�υ τριγ�-
ν�υ».

!) AÓ  A¢, B¢, °¢  Ù· ›¯ÓË ÙˆÓ ‰È¯ÔÙfiÌˆÓ, ı· Â›Ó·È, ˆ˜ ÁÓˆÛÙfi,  Ï = 
����
BA¢
����
A¢°

 = AB
A°

 = Á
‚
 ,  Ì = ·

Á
 , Ó = ‚

·

ÔfiÙÂ  ÏÌÓ=1. EÔÌ¤Óˆ˜ «Oι δι��τ�µ�ι των εσωτερικ�ν γωνι�ν τριγ�ν�υ συγκλ�ν�υν
στ� αυτ� σηµε��  I», �γκεντρ� ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

γ) AÓ  A¢, B¢, °¢  Â›Ó·È Ù· ›¯ÓË ÙˆÓ ˘„ÒÓ, ı· Â›Ó·È  Ï = 
����
BA¢
����
A¢°

 = 
(AA¢)ÛÊB

(AA¢)ÛÊ°
 = ÛÊB

ÛÊ°
  .

AÓ·ÏfiÁˆ˜ Î·È  Ì = ÛÊ°
ÛÊA

 ,  Ó = ÛÊA
ÛÊB

 , ÔfiÙÂ  ÏÌÓ=1. EÔÌ¤Óˆ˜ «Tα �ψη κ�θε τριγ�ν�υ

συγκλ�ν�υν στ� αυτ� σηµε��  H», �ρθ�κεντρ� ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.

III. T� Θε�ρηµα τ�υ Désarques

«Oι αντ�στ�ι�ες πλευρ�ς δ�� πρ��πτικ�ν τριγ�νων τ�µν�νται σε σηµε�α �µ�ευ-
θειακ�».

Σ�. 6

¢‡Ô ÙÚ›ÁˆÓ·  AB°, A¢B¢°¢  Ï¤ÁÔÓÙ·È

ÚÔÔÙÈÎ¿ ·Ó ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  AA¢, BB¢, °°¢,
ÔÈ ÔÚÈ˙fiÌÂÓÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ÔÌfiÏÔÁÂ˜ ÎÔÚ˘Ê¤˜
ÙÔ˘˜ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÂ ÛËÌÂ›Ô  P.

AÓ   A¢¢, B¢¢, °¢¢  Â›Ó·È Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ-

Ì‹˜ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ ÙˆÓ ˙Â˘ÁÒÓ  (B°, B¢°¢),
(°A, °¢A ¢), (AB, A¢B ¢), Î·È ÌÂ  (P, Â)

Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘
P  ·fi ÙËÓ Â˘ıÂ›·  Â, ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

������
A¢¢B¢
������
A¢¢°¢

 = 
(B¢, B°)

(°¢, B°)

‹   (B¢°¢A¢¢) = – 
(B¢, B°)

(°¢, B°)
  .

AÓ·ÏfiÁˆ˜ (°¢A¢B¢¢) = – 
(°¢, °A)

(A¢, °A)
  ,   (A¢B¢°¢¢) = – 

(A¢, AB)

(B¢, AB)
  .
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EÔÌ¤Óˆ˜: (B¢°¢A¢¢) (°¢A¢B¢¢) (A¢B¢°¢¢) = – 
(A¢, AB)

(A¢, °A)
 Ø 

(B¢, B°)

(B¢, AB)
 Ø 

(°¢, °A)

(°¢, B°)
  .

E›Ó·È fiÌˆ˜:
(A¢, AB)

(A¢, °A)
 = 

AA¢ØËÌA1

AA¢ØËÌA2

   ,   
(B¢, B°)

(B¢, AB)
 = 

BB¢ØËÌB1

BB¢ØËÌB2

  ,   
(°¢, °A)

(°¢, B°)
 = 

°°¢ËÌ°1

°°¢ËÌ°2

   .

Œ¯ÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë ÙË Û¯¤ÛË  (II.2), ÚÔÎ‡ÙÂÈ:

(B¢°¢A¢¢) (°¢A¢B¢¢) (A¢B¢°¢¢) = –1

Ë ÔÔ›· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ, Î·Ù¿ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ MÂÓÂÏ¿Ô˘, ÂÊ·ÚÌÔ˙fiÌÂÓÔ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  A¢B¢°¢, fiÙÈ

Ù· ÛËÌÂ›·  A¢¢, B¢¢, °¢¢  Â›Ó·È ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿.
Aντιστρ��ως. «Aν �ι �µ�λ�γες πλευρ�ς δ�� τριγ�νων τ�µν�νται σε σηµε�α �µ�ευ-

θειακ� τα τρ�γωνα ε�ναι πρ��πτικ�».
Œ¯ÔÓÙ·˜, ·fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ·, ˘fi„Ë fiÙÈ:

(B¢°¢A¢¢) (°¢A¢B¢¢) (A¢B¢°¢¢) = – ËÌA1
ËÌA2

 Ø 
ËÌB1
ËÌB2

 Ø 
ËÌ°1
ËÌ°2

Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ: ·Ó Ù·  A¢¢, B¢¢, °¢¢  Â›Ó·È ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿, ı· Â›Ó·È

(B¢°¢A¢¢) (°¢A¢B¢¢) (A¢B¢°¢¢) = –1  Î·È ¿Ú·   ËÌA1
ËÌA2

 Ø 
ËÌB1
ËÌB2

 Ø 
ËÌ°1
ËÌ°2

 = 1

‰ËÏ·‰‹ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· Â›Ó·È ÚÔÔÙÈÎ¿.

Oρισµ	
: AÓ ‰‡Ô ÙÚ›ÁˆÓ·  AB°, A¢B¢°¢  Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ ÔÈ  AA¢, BB¢, °°¢  Ó· Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ
ÛËÌÂ›Ô  P, ÙfiÙÂ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ· ·˘Ù¿ Ï¤ÁÔÓÙ·È �µ�λ�γικ� (‹ Î·È ÚÔÔÙÈÎ¿). TÔ  P  Ï¤ÁÂÙ·È �µ�λ�-
γικ� κ�ντρ� Î·È Ë Â˘ıÂ›·  δ  �µ�λ�γικ�ς �%�νας.

Παρατηρ�σεις:

1η AÓ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  AB°, A¢B¢°¢  Â›Ó·È ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  AA¢, BB¢, °°¢  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  P. K·Ù¿ ÙÔ ıÂÒ-
ÚËÌ· ÙÔ˘ Désarques ÂÂÈ‰‹ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  A¢A, BB¢, °°¢  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  P, ÔÈ ÔÌfiÏÔÁÂ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ
A¢B°, AB¢°¢  ı· Ù¤ ÌÓÔÓÙ·È ÛÂ ÛËÌÂ›·  A¢¢, B0, °0  Â›ÛË˜ ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿ ÎÂ›ÌÂÓ· Â› ÙË˜  ‰1. OÌÔ›ˆ˜ ÛÎÂÙfi-
ÌÂÓÔÈ Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î·È Ù· ˙Â‡ÁË ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ  (AB¢°, A¢B°¢), (AB°¢, A¢B¢°)  Â›Ó·È ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿ Î·È Ù·
ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ ÔÌÔÏfiÁˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜  A0, B¢¢, °0  Î·È  A0, B0, °¢¢  Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿
ÔÚ›˙ÔÓÙ· ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜  ‰2 ∫ A0B¢¢°0,  ‰3 ∫ A0B0°".

Σ�. 6α
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2η E¿Ó Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  AB°, A¢B¢°¢  ıÂˆÚËıÔ‡Ó ˆ˜ ÙÚ›ÏÂ˘Ú·  ·‚Á, ·¢‚¢Á¢, fiÔ˘  ·∫B°, ·¢∫B¢°¢ , …  Î·È Â›Ó·È
ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿, Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ ÔÌÔÏfiÁˆÓ ÏÂ˘ÚÒÓ  (·, ·¢)∫A¢¢, (‚, ‚¢)∫B¢¢ , (Á, Á¢)∫°¢¢  ÎÂ›ÓÙ·È ÛÙËÓ ·˘Ù‹
Â˘ıÂ›·  ‰. EÂÈ‰‹ Â¿Ó ıÂˆÚËıÔ‡Ó Ù·  (·¢, ·)∫A¢¢, (‚, ‚¢)∫B¢¢, (Á, Á¢)∫°¢¢  Ô˘ Â›Ó·È Ù· ›‰È·, Î·Ù¿ ÙÔ ·ÓÙ›-
ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ¤ÂÙ·È fiÙÈ Î·È Ù· ÙÚ›ÏÂ˘Ú·  ·¢‚Á, ·‚¢Á¢  Â›Ó·È ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿. AÓ ÙÂıÂ›:  (‚, Á¢)∫A1,
(Á, ·¢)∫B1, (·, ‚¢)∫°1, (‚¢, Á)∫A2, (Á¢, ·)∫B2, (·¢, ‚)∫°2, ı· ¤¯Ô˘ÌÂ ˆ˜ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· fiÙÈ ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜  AA¢, B1B2,
°2°1  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P1. AÓ·ÏfiÁˆ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Î·È Ù· ˙Â‡ÁË ÙˆÓ ÙÚÈÏÂ‡ÚˆÓ  (·‚¢Á, ·¢‚Á¢), (·‚Á¢,
·¢‚¢Á)  Â›Ó·È ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿ Î·È ÔÈ Â˘ıÂ›Â˜ ÙˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ, BB¢, °1°2, A2A1  Î·È  °°¢, A1A2, B2B1  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ·ÓÙÈ-
ÛÙÔ›¯ˆ˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›·  P2  Î·È  P3.
EÔÌ¤Óˆ˜ ·fi ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ ÔÌÔÏÔÁÈÎÒÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ  AB°∫·‚Á, A¢B¢°¢∫·¢‚¢Á¢  ÌÂ ÔÌÔÏÔÁÈÎfi Î¤ÓÙÚÔ ÙÔ P  Î·È
ÔÌÔÏÔÁÈÎfi ¿ÍÔÓ· ÙË  ‰  ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ¿ÏÏ· ¤ÍÈ ˙Â‡ÁË ÔÌÔÏÔÁÈÎÒÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ. T·  (A¢B°, AB¢°¢), (AB¢°,
A¢B°¢), (AB°¢, A¢B¢°)  ÌÂ ÎÔÈÓfi ÔÌÔÏÔÁÈÎfi Î¤ÓÙÚÔ ÙÔ  P  Î·È ÔÌÔÏÔÁÈÎÔ‡˜ ¿ÍÔÓÂ˜  ‰1, ‰2, ‰3. K·È Ù·  (·¢‚Á,
·‚¢Á¢), (·‚¢Á, ·¢‚Á¢), (·‚Á¢, ·¢‚¢Á)  ÌÂ ÎÔÈÓfi ÔÌÔÏÔÁÈÎfi ¿ÍÔÓ· ÙËÓ  ‰  Î·È ÔÌÔÏÔÁÈÎ¿ Î¤ÓÙÚ·  P1, P2, P3 .
E¿Ó ÛÙÔ Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ¤ÍÈ ·˘Ù¿ ˙Â‡ÁË ÔÌÔÏÔÁÈÎÒÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÂÊ·ÚÌÔÛıÔ‡Ó ÔÈ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ÙˆÓ  1 Î·È 2 ·-
Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ ı· ÚÔÎ‡„Ô˘Ó ¿ÏÏ·  6Ø6 = 62  Ó¤· ˙Â‡ÁË ÔÌÔÏÔÁÈÎÒÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ Î.Ô.Î.

IV. Eυθε�α και κ�κλ�ς τ�υ Euler

Σ�. 7

1. «Tα µ�σα  A¢, B¢, Γ¢  των πλευ-
ρ�ν τριγ�ν�υ  ABΓ, τα ��νη  A1, B1,
Γ1  των υψ�ν τ�υ και τα µ�σα  A2,
B2, Γ2  των ευθυγρ�µµων τµηµ�των
τα �π��α συνδ��υν τ� �ρθ�κεντρ�
µε τις κ�ρυ��ς, κε�νται επ� τ�υ αυ-
τ�� κ�κλ�υ».

OÈ  B¢°2, °¢B2  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜

ÚÔ˜ ÙËÓ  AH  Î·È ›ÛÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ‹ÌÈÛ˘ ·˘-
Ù‹˜. EÔÌ¤Óˆ˜ Â›Ó·È Î·È ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜
·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ Î·È ›ÛÂ˜. OÌÔ›ˆ˜ ÔÈ  B¢°¢,
B2°2  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  B° Î·È
›ÛÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ‹ÌÈÛ˘ ·˘Ù‹˜. E›Ó·È ¿Ú· Î·È
ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ›ÛÂ˜ Î·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜.

EÂÈ‰‹ Ë  B ¢°2B 2 = 1 ÔÚı‹, ÙÔ

B¢°¢B2°2  Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È Ù· ÛËÌÂ›·

B¢, °¢, B2, °2  ÎÂ›ÓÙ·È Â› ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ ‰È·-

Ì¤ÙÚÔ˘  B¢B2.  OÌÔ›ˆ˜ Î·È ÙÔ  A¢B¢A2B2

Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È Ù·  A¢, B¢, A2, B2  ÎÂ›ÓÙ·È Â› ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘  B¢B2, Ë ÔÔ›· ·fi ÙÔ

B1  Ê·›ÓÂÙ·È ˘’ ÔÚı‹ ÁˆÓ›·. OÌÔ›ˆ˜ Î·È ÔÈ  °¢°2, A¢A2  Ê·›ÓÔÓÙ·È ·fi Ù·  °1, A1  ˘’ ÔÚı‹

ÁˆÓ›·. T· ÂÓÓ¤· ÏÔÈfiÓ ÛËÌÂ›·  A¢, B¢, °¢, A1, B1, °1, A2, B2, °2  ÎÂ›ÓÙ·È Â› ÙÔ˘ ·˘ÙÔ‡ Î‡ÎÏÔ˘, Ô
ÔÔ›Ô˜ Ï¤ÁÂÙ·È κ�κλ�ς τ�υ Euler. E›ÛË˜ Ï¤ÁÂÙ·È Î·È κ�κλ�ς των ενν�α σηµε�ων ‹ Î·È
δι�µεσ�ς κ�κλ�ς (ˆ˜ ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜ ÙÔ˘ διαµ�σ�υ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  A¢B¢°¢). T·  A2, B2, °2

Ï¤ÁÔÓÙ·È σηµε�α τ�υ Euler.

2. «K�θε σηµε�� τ�υ Euler ε�ναι αντιδιαµετρικ� µε τ� µ�σ� της αντ�στ�ι�ης πλευ-
ρ�ς».

3. «T� κ�ντρ�  E  τ�υ διαµ�σ�υ κ�κλ�υ ε�ναι µ�σ� τ�υ ευθυγρ�µµ�υ τµ�µατ�ς
OH».
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¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÔÈ ÌÂÛÔÎ¿ıÂÙÂ˜ ÛÙÈ˜ ¯ÔÚ‰¤˜  A¢A1, B¢B1, °¢°1,  ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ Ì¤ÛÔ ÙË˜  OH.

4. «H απ�σταση τ�υ  O  απ� µ�α πλευρ� τ�υ τριγ�ν�υ (µ�κ�ς µεσ�καθ�των),
ισ��ται µε τ� �µισυ της απ�στασης τ�υ �ρθ�κ�ντρ�υ απ� την αντ�στ�ι�η κ�ρυ��».

EÂÈ‰‹  Ë  A2A¢  Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜ Î·È  E  Ì¤ÛÔ ÙË˜  OH  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  OA¢ = A2H = 1
2
 AH .

5. «T� !αρ�κεντρ�  M  κε�ται επ� της  OH  και ε�ναι  HM=2MO».

EÂÈ‰‹ ÔÈ  AH, OA¢  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜, Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  MAH, MA¢O  Â›Ó·È fiÌÔÈ·, Ô ‰Â ÏfiÁÔ˜

ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È ›ÛÔ˜ ÌÂ  HA : OA¢=2. ™˘ÓÂÒ˜ Î·È  HM=2MO. H OMEH λ�γεται ευθε�α
τ�υ Euler. T· ÛËÌÂ›·  O, E, M, H  απ�τελ��ν αρµ�νικ� τετρ�δα ‰ÈfiÙÈ

(OEMH) = 
����
OM
����
ME

 : 
����
OH
����
HE

 = 2 : (–2) = –1 .

6. «H ακτ�να τ�υ διαµ�σ�υ κ�κλ�υ ε�ναι �ση µε τ� �µισυ της ακτ�νας τ�υ περιγε-
γραµµ�ν�υ».

EÂÈ‰‹ Ù· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù·  AA2, OA¢  Â›Ó·È ›Û· Î·È ·Ú¿ÏÏËÏ·, ÙÔ  AA2A¢O  Â›Ó·È

·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ. EÔÌ¤Óˆ˜  A¢A2=OA  ‰ËÏ·‰‹  r = R
2

  .

7. «Tα συµµετρικ� τ�υ �ρθ�κ�ντρ�υ ως πρ�ς τις πλευρ�ς κε�νται επ� τ�υ περιγε-
γραµµ�ν�υ κ�κλ�υ».

AÚÎÂ› Ó· ·Ú·ÙËÚËıÂ› fiÙÈ  B1B° = 
2

 –° = °AA1 = °BH1 , ÔfiÙÂ Ë  BA1  ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  BHH1

Â›Ó·È ‡„Ô˜ Î·È ‰È¯ÔÙfiÌÔ˜. ÕÚ· Â›Ó·È Î·È ‰È¿ÌÂÛÔ˜.

8. «Oι κ�κλ�ι  HBΓ, HΓA, HAB  ε�ναι �σ�ι µε τ�ν περιγεγραµµ�ν�».

H ÁˆÓ›·  BH° = –A. EÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜  2R1  ÙÔ˘ ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˘ ÙÔ˘  HB°  ı· Â›Ó·È

  2R1 = ·

ËÌ(BH°)
 = ·

ËÌA
 = 2R .

9. «Tα τρ�γωνα  ABΓ, HBΓ, HΓA, HAB  ���υν τ�ν �δι� δι�µεσ� κ�κλ�». (£ÂÒÚËÌ·
Hamilton).

EÂÈ‰‹ Ô ‰È¿ÌÂÛÔ˜ Î‡ÎÏÔ˜ ÙÔ˘  AB°  ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Ù· Ì¤Û· ÙˆÓ  HA, HB, H°  (ÛËÌÂ›· ÙÔ˘
Euler).

10. «Tα σηµε�α  A, B, Γ, H  ���υν την α%ι�λ�γη ιδι�τητα �τι, τ� καθ�να τ�υς ε�ναι
τ� �ρθ�κεντρ� τ�υ τριγ�ν�υ τ� �π��� σ�ηµατ�"�υν τα τρ�α �λλα». ¢È’ ·˘Ùfi Ù¤ÛÛÂÚ· Ù¤-
ÙÔÈ· ÛËÌÂ›· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó �ρθ�κεντρικ� τετρ�δα.

11. «Tα σηµε�α  H, M  ε�ναι τα κ�ντρα �µ�ι�τητας τ�υ περιγεγραµµ�ν�υ κ�κλ�υ
(O, R)  και τ�υ διαµ�σ�υ κ�κλ�υ».

¢ÈfiÙÈ Â›Ó·È  
����
HO : 

����
HE = R : R¢ = 2   Î·È   

����
MO : 

����
ME = –R : R¢ = –2 .
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12. «H ευθε�α η �π��α συνδ�ει �να σηµε�� Euler µε τ� µ�σ� µιας πλευρ�ς µη αντ�-
στ�ι�ης, ε�ναι �ση και παρ�λληλη µε την απ�σταση τ�υ περικ�ντρ�υ απ� την �λλη µη
αντ�στ�ι�η πλευρ�».

¢ËÏ·‰‹  °2B¢ = A¢O .  ¢ÈfiÙÈ Ë  °2B¢ = 1
2
 HA  (BÏ. Î·È NÔ 4).

13. «O δι�µεσ�ς κ�κλ�ς τ�µνει τις πλευρ�ς τ�υ τριγ�ν�υ κατ� γων�ες �σες µε  B–Γ,
Γ–A, A–B».

H ÁˆÓ›· ÙÔÌ‹˜ ÌÂ ÙËÓ  B°  Â›Ó·È Ë ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓË ÛÙÔ ÙfiÍÔ  A1A¢  ‰ËÏ·‰‹

 A1B¢A¢ = A1B¢°–  A¢B¢° = 2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 


2

 –°  –A = –2°–A = B–° .

14. «H ε�απτ�µ�νη τ�υ διαµ�σ�υ κ�κλ�υ στ� µ�σ� µιας πλευρ�ς τ�υ τριγ�ν�υ ε�-
ναι αντιπαρ�λληλ�ς της πλευρ�ς αυτ�ς ως πρ�ς τις �λλες δ��».

Oρισµ
ς: ¢‡Ô Â˘ıÂ›Â˜  Â, Â¢  Ï¤ÁÔÓÙ·È αντιπαρ�λληλες µετα%� τ�υς ως πρ�ς δ�� ευθε�ες
‰, ‰¢  ·Ó ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÔÈ Ù¤ÛÛÂÚÂ˜ Â˘ıÂ›Â˜  ‰, ‰¢, Â, Â¢  Â›Ó·È ÂÁÁÚ¿„ÈÌÔ. ™˘ÓÂ-

Ò˜ Î·È Î¿ıÂ Â˘ıÂ›·  Â¢¢  ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙËÓ  Â¢, ı· Â›Ó·È ·ÓÙÈ·Ú¿ÏÏËÏË ÙË˜  Â¢  ˆ˜ ÚÔ˜ ‰, ‰¢.
H È‰ÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹ (¨14) ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË (Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ^ A¢A2//OA Î.Ï.).

15. «H δι��τ�µ�ς απ� τ�  A  δι��τ�µε� την γων�α   A1AO, την �π��α σ�ηµατ�"ει τ�
�ψ�ς µε την ακτ�να  OA».

E›Ó·È  H1AA¢¢ = AA¢¢O = A¢¢AO.

16. «H γων�α  HAO = B–Γ».

¢ÈfiÙÈ  HAO = A–2ØBAA1 = A–2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 


2

 –B  = A+2B– = B–° .

17. «H γων�α  BOΓ = 2A».

¢ÈfiÙÈ Â›Ó·È Â›ÎÂÓÙÚË Î·È ‚·›ÓÂÈ ÛÙÔ ›‰ÈÔ ÙfiÍÔ ÌÂ ÙËÓ ÂÁÁÂÁÚ·Ì¤ÓË  BA° .

18. «H ακτ�να  EA¢  ε�ναι κ�θετ�ς στην κατε�θυνση την αντιπαρ�λληλ� πρ�ς τη
BΓ».

¢ÈfiÙÈ Ë  OA¢  Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ ÛÙËÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÛÙÔ  A¢ (BÏ.  NÔ 14).

19. «Oι πρ�!�λ�ς  !, γ  των κ�ρυ��ν  B, Γ  επ� της εσωτερικ�ς δι��τ�µ�υ της γω-
ν�ας  A, τ� µ�σ�  A¢  της  BΓ και τ� ��ν�ς  A1  τ�υ �ψ�υς  AA1  ε�ναι σηµε�α �µ�κυ-
κλικ�. T� κ�ντρ� αυτ�� τ�υ κ�κλ�υ  O1  ε�ναι τ� µ�σ� τ�υ τ�%�υ  A1A¢  τ�υ διαµ�σ�υ
κ�κλ�υ».

T· ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘Ú·  ABA1‚, A°A1Á  Â›Ó·È ÂÁÁÚ¿„ÈÌ· Î·È Û˘ÓÂÒ˜  ‚A1A¢ = ÁA1A¢ = A
2

  . AÓ  Á¢

Ë ÙÔÌ‹ ÙˆÓ  AB, °Á, ÙÔ  Á  ı· Â›Ó·È Ì¤ÛÔ ÙË˜  Á¢°  Î·È Ë  ÁA¢  ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  AB. EÔÌ¤-

Óˆ˜  ‚ÁA¢ = A
2

 . TÔ ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ ÏÔÈfiÓ  A¢‚A1Á  Â›Ó·È ÂÁÁÚ¿„ÈÌÔ Î·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  A¢‚Á  Â›Ó·È

ÈÛÔÛÎÂÏ¤˜. H ÁˆÓ›·  A1‚A¢ = A1‚Á + Á‚A¢ = B+ A
2

  , ÔfiÙÂ Ë  A1ÁA¢ = – 
 Ë
Ê

 ̄
ˆB+ A

2
   = A

2
 +° . H

Â›ÎÂÓÙÚÔ˜  A1O1A¢ = 2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

A
2

 +°  = A+2° .
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EÂÈ‰‹ Ë  A1B¢A¢ = B–° (NÔ 13) ı· Â›Ó·È  A1OA¢+A1B¢A¢ = A+2°+B–° =   Î·È ÙÔ  O1  ÎÂ›-

Ù·È Â› ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘. T¤ÏÔ˜ ·fi ÙËÓ  O1A1 = O1A¢  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÙÔ  O1  ÎÂ›Ù·È Â› ÙË˜

ÌÂÛÔÎ·ı¤ÙÔ˘  EO1  ÛÙËÓ  A1A¢  Î·È ¿Ú· ÙÔ  O1  Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘  A1A¢1 .

20. «Oι πρ�!�λ�ς  !1, γ1  των κ�ρυ��ν  B, Γ  επ� της ε%ωτερικ�ς δι��τ�µ�υ της γω-
ν�ας  A, τ� µ�σ�  A¢  της  BΓ  και τ� ��ν�ς  A1  τ�υ �ψ�υς  AA1  ε�ναι σηµε�α �µ�κυ-
κλικ�. T� κ�ντρ�  O¢1  αυτ�� τ�υ κ�κλ�υ ε�ναι τ� αντιδιαµετρικ� τ�υ  O1  ως πρ�ς τ�ν
δι�µεσ� κ�κλ�».

H ·fi‰ÂÈÍË ·Ó¿ÏÔÁË ÌÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË.
Y¿Ú¯Ô˘Ó ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  AB°  ÙÚÂÈ˜ Î‡ÎÏÔÈ fiˆ˜ Ô  (O1)  Î·È ¿ÏÏÔÈ ÙÚÂÈ˜ fiˆ˜ Ô

(O¢1)Ø Û˘ÓÔÏÈÎ¿ ¤ÍÈ Î‡ÎÏÔÈ ¤¯Ô˘Ó Ù· Î¤ÓÙÚ· ÙÔ˘˜ Â› ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘.

AÓ Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë fiÙÈ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  AB°, HB°, H°A, HAB, ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ·˘Ùfi ‰È¿ÌÂÛÔ Î‡ÎÏÔ,
Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Û˘ÓÔÏÈÎ¿ Â›ÎÔÛÈ Ù¤ÛÛÂÚÂ˜ Î‡ÎÏÔÈ, ·Ì¤Ûˆ˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘·˙fiÌÂÓÔÈ, ÔÈ
ÔÔ›ÔÈ ¤¯Ô˘Ó Ù· Î¤ÓÙÚ· ÙÔ˘˜ Â› ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘.

21. «Σε κ�θε τρ�γων�  ABΓ  ε�ναι:  OA+OB+OΓ = OH».

E›Ó·È  
����

2OA¢ = 
����
AH fi OB+O° = AH fi OB+O° = AO+OH = OH–OA  . ÕÚ· … .

22. ∆ιαµεσικ� τρ�γων�. ŒÙÛÈ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  A1B1°1  ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ Ì‹ÎË ÏÂ˘-
ÚÒÓ ›Û· ÚÔ˜ Ù· Ì‹ÎË ÙˆÓ ‰È·Ì¤ÛˆÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ·Ó·ÊÔÚ¿˜  AB°.

«T� διαµεσικ� τρ�γων� τ�υ  A1B1Γ1   ε�ναι �µ�ι� µε τ� τρ�γων� ανα��ρ�ς  ABΓ, �

δε λ�γ�ς �µ�ι�τητας ε�ναι �σ�ς µε  3
4

 ».

Σ�. 8

¶ÚÔÂÎÙÂ›ÓÔÓÙ·˜ ÙËÓ MB¢, Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ B¢B¢¢=MB¢, ÚÔ-

Î‡ÙÂÈ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  AMB¢¢  ‰È· ÙÔ ÔÔ›Ô  AM = 2
3
 AA¢,

MB¢¢ = 2
3
 BB¢¢    Î·È  AB¢¢ = °M = 2

3
 °°¢ . TÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ

ÙÔ˘  AMB¢¢ ÛÙËÓ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·  
 Ë
Ê

 ̄
ˆA,  3

2
    Â›Ó·È ÙÔ  AA¢A¢¢

ÌÂ Ì‹ÎË ÏÂ˘ÚÒÓ  AA¢, A¢A¢¢=BB¢¢, A¢¢A=°°¢  Î·È ¿Ú·

Â›Ó·È ÙÔ ‰È·ÌÂÛÈÎfi ÙÔ˘  AB°. EÂÈ‰‹  A¢A¢¢//MB¢¢, ı·

Â›Ó·È  A¢¢=¢A¢¢  Î·È  B¢¢=¢°. EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  A¢  Â›Ó·È

‰È¿ÌÂÛÔ˜ ÙÔ˘  AA¢A¢¢  Î·È  AB¢ = 2
3
 A¢,  ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ  B¢  Â›Ó·È ÙÔ ‚·Ú‡ÎÂÓÙÚÔ ÙÔ˘  AA¢A¢¢. Afi ÙÈ˜

AB¢ = B¢°, B¢¢ = ¢°  ÚÔÎ‡ÙÂÈ  A¢ = 3
4
 A° . E›Ó·È ·ÎfiÌË:

A¢E = 3
2
 A¢B¢ = 3

2
 Ø AB

2
 = 3

4
 AB   Î·È  A¢¢Z = 3

2
 A¢¢B¢ = 3

2
 A¢° = 3

2
 Ø B°

2
 = 3

4
 B°

‰ÈfiÙÈ ·fi ÙÔ ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ  A¢°A¢¢B (¢B¢=¢°, A¢¢=¢A¢¢) ¤¯Ô˘ÌÂ  A¢¢B¢=°A¢ .

23. «Oι γων�ες τ�υ διαµεσικ�� τριγ�ν�υ ε�ναι παραπληρωµατικ�ς των γωνι�ν των
διαµ�σων τ�υ τριγ�ν�υ ανα��ρ�ς».

T· ÙÚ›ÁˆÓ·  AA¢A¢¢, AMB¢¢  Â›Ó·È fiÌÔÈ· ˆ˜ ÔÌÔÈfiıÂÙ·. H  AMB¢¢ = –AMB .

H  MAB¢¢ = A¢M° = –°MA, ÔfiÙÂ Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË AA¢¢° = – BM° .
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V. Eυθε�α τ�υ Simson. Eυθε�α τ�υ Steiner

1. ΘEΩPHMA τ�υ Simson. «Oι πρ�!�λ�ς εν�ς σηµε��υ  P, τ�υ περιγεγραµµ�ν�υ
κ�κλ�υ τριγ�ν�υ, στις πλευρ�ς τ�υ, ε�ναι σηµε�α �µ�ευθειακ� και αντιστρ��ως».

Σ�. 9

AÓ  P1, P2, P3  ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜ (ÔÚı¤˜) ÙÔ˘
P  ÛÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, ·fi Ù·
ÂÁÁÚ¿„ÈÌ· ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘Ú· PP1BP3, PP1P2°
¤¯Ô˘ÌÂ

P3PB = P3P1B ,   P2P° = °P1P2  .

EÂÈ‰‹ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜ P3PP2, BP° Â›Ó·È
›ÛÂ˜, ˆ˜ ·Ú·ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙË˜ A, ı· Â›-

Ó·È P3PB = P2P°, Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  P3P1B =

°P1P2 , Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ù· ÛËÌÂ›·
P1, P2, P3  Â›Ó·È ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿.

Aντιστρ��ως. ™ÎÂÙfiÌÂÓÔÈ fiˆ˜

ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ  P3PB =  P3P1B,  P2P° = °P1P2,  ÂÂÈ‰‹  P3P1B = °P1P2 .

ÕÚ·  P3PB = P2P° ,  ·fi ÙËÓ ÔÔ›· ÚÔÎ‡ÙÂÈ  BP° = P3PP2 = –A, Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÙÔ ÙÂÙÚ¿-
ÏÂ˘ÚÔ  ABP°  Â›Ó·È ÂÁÁÚ¿„ÈÌÔ.

H Â˘ıÂ›·  S(P) ∫ P1P2P3  λ�γεται ευθε�α Simson τ�υ  P  σε σ��ση µε τ� τρ�γων�  ABΓ.

2. «Aν  H1, H2, H3  τα δε�τερα σηµε�α τ�µ�ς των υψ�ν τριγ�ν�υ µε τ�ν περιγε-
γραµµ�ν� κ�κλ�, �ι ευθε�ες  S(P), PH3  ε�ναι ισ�κλινε�ς πρ�ς την πλευρ�  AB».

ŒÛÙˆ  T3 (™¯. 9) Ë ÙÔÌ‹ ÙˆÓ  PH3, AB. Afi ÙÔ ÂÁÁÚ¿„ÈÌÔ ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ  AP3PP2, ¤¯Ô˘ÌÂ
^
P32 =  PA° = 

^
H3. EÔÌ¤Óˆ˜ Î·È ÔÈ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙˆÓ  

^
P32, 

^
H3, ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ  

^
P31, 

^
T32=

^
T31  ı·

Â›Ó·È ›ÛÂ˜. AÎfiÌË, ÂÂÈ‰‹ Ù·  H, H3  Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  AB, ı· Â›Ó·È  
^
T32 = 

^
T33,

‰ËÏ·‰‹  
^
P32 = 

^
T33, ÙÔ ÔÔ›Ô ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  S(P)  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙËÓ  HT3.

3. «H ευθε�α Simson S(P) διαιρε� σε δ�� �σα µ�ρη την  HP».

EÂÈ‰‹ ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  T3P3P  Â›Ó·È ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Î·È  
^
P31 = 

^
T31, Ë  P3T¢3 , Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÛÔ˜. EÂÈ‰‹

fiÌˆ˜ Ë  P3P1  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  T3H  Î·È ‰È¯ÔÙÔÌÂ› ÙËÓ  PT3  ÛÙÔ  T¢3, ı· ‰È¯ÔÙÔÌÂ› Î·È
ÙËÓ  PH  ÛÙÔ  P0.

4. «Tα συµµετρικ� εν�ς σηµε��υ  P, τ�υ περιγεγραµµ�ν�υ κ�κλ�υ τριγ�ν�υ, ως
πρ�ς τις πλευρ�ς τ�υ κε�νται επ’ ευθε�ας, η �π��α δι�ρ�εται απ� τ� �ρθ�κεντρ�  H».

T· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ·˘Ù¿  ™1, ™2, ™3  ÙÔ˘  P (™¯. 9) Î·ıÒ˜ Î·È Ù·  H, T3  Â›Ó·È Ù· ÔÌÔÈfiıÂÙ· ÙˆÓ
P1, P2, P3, P0, T¢3  ÛÙËÓ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·  (P, 2). H Â˘ıÂ›·  T(P) ∫ ™1™2™3  Ï¤ÁÂÙ·È Â˘ıÂ›· ÙÔ˘ Steiner.
¢È¤Ú¯ÂÙ·È ‰Â ·˘Ù‹ Î·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  T1, T2, T3.

5. «H γων�α δ�� ευθει�ν Simson S(P), S(P¢)  ισ��ται µε την εγγεγραµµ�νη γων�α
τ�υ περιγεγραµµ�ν�υ κ�κλ�υ, η �π��α !α�νει στ� τ�%�  PP¢».



Γενικ�ς πρ
τ�σεις - Θεωρ�µατα - Mετρικ�ς σ��σεις 17

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, fiˆ˜ Â›‰·ÌÂ ÛÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· 3, Ë ÁˆÓ›·  
^
P31  ÙËÓ ÔÔ›· Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë  S(P)  ÌÂ ÙËÓ

AB  Â›Ó·È  
^
P31 = PH3°.  OÌÔ›ˆ˜ ı· Â›Ó·È Î·È ‰È· ÙÔ  P¢,  ^

P¢31 = P¢H°.  H ÁˆÓ›· ÙˆÓ  S(P), S(P¢)

ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿   
^
P31–

^
P¢31 = PH3°– P¢H3° =  PH3P¢ .

6. «Oι ευθε�ες Simson S(P), S(P¢)  δ�� σηµε�ων  P, P¢  αντιδιαµετρικ�ν, ε�ναι κ�θε-
τες σε σηµε��  ∆  τ�υ διαµ�σ�υ κ�κλ�υ».

EÂÈ‰‹  PP¢ = , Ë ÁˆÓ›· ÙˆÓ  S(P), S(P¢)  Â›Ó·È ÔÚı‹. EÂÈ‰‹ ÙÔ  H  Â›Ó·È ÂÍˆÙÂÚÈÎfi Î¤ÓÙÚÔ

ÔÌÔÈfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘, Ù·  P0, P¢0, Ì¤Û· ÙˆÓ  HP, HP¢  ı·

Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·ÓÙÈ‰È·ÌÂÙÚÈÎ¿ ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘. H ÁˆÓ›· ÏÔÈfiÓ  P0¢P¢0  ı· Â›Ó·È ÔÚı‹ Î·È ÙÔ

¢  ı· ÎÂ›Ù·È Â› ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘.

Παρατηρ�ση

AÓ ÙÔ ÙfiÍÔ   �PP¢ π   Ë ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·fi‰ÂÈÍË, fiÙÈ ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ  P0P¢0  Ê·›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔ  ¢  ˘fi ÁˆÓ›·   P0¢P¢0,

ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ Â›Ó·È ÙÔ ÌÈÛfi ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘  �PP¢, ÂÍ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Ó· Â›Ó·È ÈÛ¯˘Ú‹. ŸÌˆ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  ¢  ‰ÂÓ ÎÂ›Ù·È Â›
ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ·ÏÏ¿ Â› ÙÔ˘ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎÔ‡ ÙÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  P0P¢0. K·È ÙÔ‡ÙÔ ÂÍ·ÈÙ›·˜ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹˜ ÎÏÈ-
ÛË˜ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Simson.

Σ�. 10

7. «Aν  P, Σ  σηµε�α αντιδιαµετρικ� και  ρ,
σ  τα σηµε�α τ�µ�ς της διαµ�τρ�υ  PΣ  µε τις
ευθε�ες Simson S(P), S(Σ), � κ�κλ�ς διαµ�-
τρ�υ  ρσ  ε��πτεται τ�υ διαµ�σ�υ κ�κλ�υ».

EÂÈ‰‹ Ë  P™  Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÚÈÁÂ-
ÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, Ë  P0™0  ı· Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜ ÙÔ˘
‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ  E  Â›Ó·È Ì¤ÛÔ ÙË˜

P0™0.  H  P0™0//P™  Î·È  Ë  P0¢™0 = 1 ÔÚı‹.
EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  ¢E  fiÓÙ·˜ ‰È¿ÌÂÛÔ˜ ÛÙÔ  ¢P0™  ı·

Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÛÔ˜ Î·È ÛÙÔ  Ú¢Û. AÓ ÂÔÌ¤Óˆ˜  Z  Ë ÙÔ-
Ì‹ ÙˆÓ  ¢E, ÚÛ, Ô Î‡ÎÏÔ˜ ‰È·Ì¤ÙÚÔ˘  ÚÛ  ¤¯ÂÈ Î¤Ó-
ÙÚÔ ÙÔ  Z  Î·È ÂÊ¿ÙÂÙ·È ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘.

8. «Nα !ρεθε� η περι!�λλ�υσα των ευ-
θει�ν  ε  �στε �ι συµµετρικ�ς αυτ�ς  εα, ε!, εγ

ως πρ�ς τις πλευρ�ς τ�υ τριγ�ν�υ ανα��ρ�ς να συγκλ�ν�υν».

AÓ  P  ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Û‡ÁÎÏÈÛË˜ ÙfiÙÂ Ù· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ÙˆÓ  ™1, ™2, ™3  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ÙÚÈ-
ÁÒÓÔ˘ ı· ÎÂ›ÓÙ·È Â› ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  Â. EÔÌ¤Óˆ˜ Î·È ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜   P1, P2, P3  ÙÔ˘  P  Â› ÙˆÓ ÏÂ˘-
ÚÒÓ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ Â›Ó·È ÛËÌÂ›· ÔÌÔÂ˘ıÂÈ·Î¿. ÕÚ· ÙÔ ÌÂÓ ÛËÌÂ›Ô  P  ÎÂ›Ù·È Â› ÙÔ˘ ÂÚÈÁÂÁÚ·Ì-
Ì¤ÓÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘, Ë ‰Â Â˘ıÂ›·  Â  Â›Ó·È Ë Â˘ıÂ›·  T(P), Steiner ÙÔ˘  P, Î·È ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi
ÙÔ ÔÚıfiÎÂÓÙÚÔ  H. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ÂÓ ÏfiÁˆ È‰ÈfiÙËÙ· Â›Ó·È
Ë Â›Â‰Ë ‰¤ÛÌË Â˘ıÂÈÒÓ Î¤ÓÙÚÔ˘  H. ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Ó· ÚÔÛÙÂıÂ› Î·È Ë Â¿ÂÈÚÔ Â˘-
ıÂ›·  Â•  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘, ‰ÈfiÙÈ ÔÈ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÙË˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó Ì’ ·˘Ù‹. O Ï‹ÚË˜ ÙfiÔ˜ ÙÔ˘ ÛË-
ÌÂ›Ô˘ Û‡ÁÎÏÈÛË˜ Â›Ó·È Ô ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˜ Î‡ÎÏÔ˜ Î·È Ë  Â•.

9. «Eπ� τ�υ περιγεγραµµ�ν�υ κ�κλ�υ  (O, R) τριγ�ν�υ  ABΓ  να !ρεθε� σηµε��  P
�στε η ευθε�α Simson  S(P)  να ε�ναι παρ�λληλ�ς πρ�ς �ρισµ�νη διε�θυνση ε».

AÓ  M  Ë ÙÔÌ‹ ÙˆÓ  PP1  Î·È  (O, R) (™¯. 9), ·fi ÙÔ ÂÁÁÚ¿„ÈÌÔ ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘ÚÔ  PP1P2°  ¤¯Ô˘ÌÂ
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P2P1M = P2°P = AMP  Î·È Ë  AM  ı· Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  S(P). ™˘ÓÂÒ˜ ‰È· ÙË Ï‡ÛË
ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ·ÚÎÂ› Ó· Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·fi ÙÔ  A  ·Ú¿ÏÏËÏÔ ÚÔ˜ ÙËÓ  Â  Î·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ ÌÂ ÙËÓ  (O, R), M  ÙËÓ Î¿ıÂÙÔ ÛÙËÓ  B°. H ÙÔÌ‹ ·˘Ù‹˜  P  ÌÂ ÙËÓ  (O, R)  Â›Ó·È ÙÔ ˙Ë-
ÙÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô, ÙÔ ÔÔ›Ô ÏfiÁˆ ÙË˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È Î·È ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi.

10. «Eπ� τ�υ  (O, R)  να !ρεθε� σηµε��  P¢  �στε η ευθε�α Simson αυτ��  S(P)¢  να ε�-
ναι κ�θετ�ς πρ�ς �ρισµ�νη διε�θυνση  ε».

AÚÎÂ› Ó· ÂÎÏÂÁÂ› ˆ˜  P¢  ÙÔ ·ÓÙÈ‰È·ÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘  P.

EΦAPMOΓEΣ

11. «H ευθε�α Simson  S(A)  της κ�ρυ��ς  A  τ�υ τριγ�ν�υ  ABΓ  ε�ναι τ� �ψ�ς
AA1  αυτ��».

¢ÈfiÙÈ Ù· ›¯ÓË ÙˆÓ Î·ı¤ÙˆÓ ·fi ÙÔ  A  ÛÙÈ˜  AB, A°  Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ ÙÔ  A.

12. «H ευθε�α Simson τ�υ σηµε��υ  α, αντιδιαµετρικ�� τ�υ  A, ε�ναι η πλευρ�  BΓ».

¢ÈfiÙÈ ÔÈ ÁˆÓ›Â˜  ·BA, ·°A  Â›Ó·È ÔÚı¤˜.

13. «H ευθε�α Simson τ�υ  H1,  ��ν�υς τ�υ �ψ�υς  AA1  επ� της  (O, R), ε�ναι η απ�
τ�  A1  παρ�λληλ�ς πρ�ς την ε�απτ�µ�νη τ�υ  (O, R)  στ�  A».

¢ÈfiÙÈ Ë  AA1  Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ ÛÙË  B°. AÓ ‰Â ÛÙÔ Û¯. 9  ıÂˆÚËıÂ› ÙÔ  M  ÌÂÙ·‚ÏËÙfi Â› ÙÔ˘ Ùfi-
ÍÔ˘  MA  ÒÛÙÂ Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ ÌÂ ÙÔ  A, ÙfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P  Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔ  H1  Î·È Ë ÔÚÈ·Î‹ ı¤ÛË
ÙË˜  AM  Â›Ó·È Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙÔ˘  (O, R)  ÛÙÔ  A, ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙËÓ  B1°1. ™˘ÓÂÒ˜ ÔÈ  S(A),
S(B), S(°)  Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ÙÚ›ÁˆÓÔ ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÙÈ‰È¿ÌÂÛÔ ÙÔ˘ ÔÚıÈÎÔ‡.

14. «H ευθε�α Simson  S(α¢) τ�υ  α¢, ��ν�υς της εσωτερικ�ς δι��τ�µ�υ της γων�ας
A  επ� τ�υ  (O, R), ε�ναι η απ� τ� µ�σ�  A¢  της  BΓ  κ�θετ�ς στη δι��τ�µ�».

¢ÈfiÙÈ ÙÔ  ·¢  Â›Ó·È Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘  B°  Î·È Ë Î¿ıÂÙÔ˜ ·’ ·˘Ùfi ÛÙË  B°  Â›Ó·È Ë  ·¢A¢. EÍ¿ÏÏÔ˘

ÂÂÈ‰‹ ÙÔ  ·¢  ÎÂ›Ù·È Â› ÙË˜ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˘, Ë Â˘ıÂ›· Ë ÔÔ›· ÂÓÒÓÂÈ ÙÈ˜ ÚÔ‚ÔÏ¤˜ ÙÔ˘ Â› ÙˆÓ  AB

Î·È  A°  Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ Û’ ·˘Ù‹Ó. EÂÈ‰‹ Ë  A·¢  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¯ÔÙfiÌÔ

ÙË˜ ÁˆÓ›·˜  A¢  ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ¤ÂÙ·È fiÙÈ Ë  S(·¢)  Â›Ó·È Ë ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¯ÔÙfiÌÔ˜ ÙË˜  A¢.
OÈ  S(·¢), S(‚¢), S(Á¢)  ÏÔÈfiÓ Â›Ó·È ÔÈ ÂÍˆÙÂÚÈÎ¤˜ ‰È¯ÔÙfiÌÔÈ ÙÔ˘ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘  A¢B¢°¢ .

15. «Oι ευθε�ες Simson των  α¢¢, !¢¢, γ¢¢, ι�ν�ν επ� τ�υ  (O, R)  των ε%ωτερικ�ν δι��-
τ�µων, ε�ναι �ι εσωτερικ�ς δι��τ�µ�ι τ�υ διαµ�σ�υ τριγ�ν�υ».

H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÌÂ ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË.

16. «Θεωρ��µε δ�� τρ�γωνα  T∫ABΓ, τ∫α!γ  εγγεγραµµ�να στ�ν �δι� κ�κλ� (O, R)
και σηµε��  P  αυτ��. Oι ευθε�ες Simson  S(P, T), S(P, τ)  ως πρ�ς τα δ�� τρ�γωνα τ�-
µν�νται κατ� σταθερ� γων�α, �ταν τ�  P  γρ��ει τ�ν  (O, R)» (Droz - Farny) .

AÓ  M  Î·È  Ì  Â›Ó·È ÔÈ ÙÔÌ¤˜ ÙˆÓ ·fi ÙÔ  P  Î·ı¤ÙˆÓ Â› ÙˆÓ  B°, ‚Á  ÙfiÙÂ ÔÈ  S(P, T), S(P, Ù)
ı· Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜  AM, ·Ì (BÏ. ·fi‰. 9, ™¯. 9). H ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓË ÁˆÓ›·

MPÌ  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ‰ÈfiÙÈ ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙË˜ Â›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜ ÛÙÈ˜  B°, BÁ  Î·È ¿Ú· ÙÔ ÙfiÍÔ  MÌ ¤¯ÂÈ
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Ì¤ÙÚÔ ÛÙ·ıÂÚfiØ fiˆ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÙÔ ÙfiÍÔ  A·. AÓ·ÏfiÁˆ˜ ÙÒÚ· ÙˆÓ ı¤ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  A, M, ·,
Ì  Â› ÙÔ˘  (O, R)  Ë ÁˆÓ›· ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ  AM, ·Ì, ÂÔÌ¤Óˆ˜ Î·È ÙˆÓ  S(P, T), S(P, Ù), ı· ¤¯ÂÈ Ì›·

·fi ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜   1
2
 |A·±MÌ|  ‹    Ô

Ô
 Ô
Ô– 1

2
 (A·+MÌ)   ‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÛÙ·ıÂÚfi.

17. «Oι ευθε�ες Simson εν�ς σηµε��υ  P της  (O, R), ως πρ�ς δ�� τρ�γωνα  ABΓ,
α!γ   εγγεγραµµ�να στ�ν  (O, R)  και αντιδιαµετρικ�, ε�ναι κ�θετες».

OÈ  B°, ‚Á  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜, Î·È ÔÈ Î¿ıÂÙÂ˜ Â’ ·˘ÙÒÓ  PM, PÌ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó, ‰ËÏ·‰‹  M∫Ì

¿Ú·  MÌ=0. AÊÂÙ¤ÚÔ˘  A·=  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ÁˆÓ›· ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Simson ÙÔ˘  P  ˆ˜ ÚÔ˜ Ù· ‰‡Ô

ÙÚ›ÁˆÓ· Â›Ó·È  
2

 .

18. «Aν  A1B1Γ1  ε�ναι τ� τρ�γων� τ� �π��� σ�ηµατ�"εται απ� τα ��νη των υψ�ν επ�
τ�υ  (O, R), �ι ευθε�ες Simson εν�ς σηµε��υ  P  ως πρ�ς τα τρ�γωνα  ABΓ, A1B1Γ1  ε�-
ναι κ�θετες».

Œ¯ÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË  NÔ 16  ·ÚÎÂ› Ó’ ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜ ÔÈ Â˘-
ıÂ›Â˜ Simson ÙÔ˘  P  ‰È· Ì›· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ı¤ÛË ·˘ÙÔ‡ .¯.  P∫A. H  S(A, T) ∫ AA1, ‡„Ô˜ ÙÔ˘

AB° (BÏ. NÔ 11).

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î¿ıÂÙÔ ·fi ÙÔ  A  ÛÙËÓ  B1°1. EÂÈ‰‹   AB1 = A°1  ÙÔ  A  Â›Ó·È Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘
B1°1  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë Î¿ıÂÙÔ˜ Â›Ó·È Ë  AO. AÓ  ·  Ë ÙÔÌ‹ ÙË˜ ÌÂ ÙÔÓ  (O, R)  Ë Â˘ıÂ›· Simson
S(A, T)  ı· ¤¯ÂÈ ÙËÓ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙË˜  A1·  (BÏ. NÔ 14)  Ë ÔÔ›· Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ˜ ÛÙËÓ  AA1, ‰ÈfiÙÈ Ë
ÙÂÏÂ˘Ù·›· Â›Ó·È ‰È¿ÌÂÙÚÔ˜.

19. «Θεωρ��µε δ�� τρ�γωνα  ABΓ  και  α!γ  εγγεγραµµ�να στ�ν �δι� κ�κλ� (O, R).
N’ απ�δει�θε� �τι:
α) Oι ευθε�ες Simson  S(α), S(!), S(γ) ως πρ�ς τ�  ABΓ  σ�ηµατ�"�υν τρ�γων�  α¢!¢γ¢

�µ�ι� µε τ�  α!γ  και �ι ευθε�ες Simson  S(A), S(B), S(Γ) ως πρ�ς τ�  α!γ  σ�ηµατ�-
"�υν τρ�γων�  A¢B¢Γ¢ �µ�ι� µε τ�  ABΓ.

!) Tα τρ�γωνα  α¢!¢γ¢   και  A¢B¢Γ¢  ε�ναι εγγεγραµµ�να στ�ν �δι� κ�κλ�, τ�υ �π���υ τ�
κ�ντρ� ε�ναι τ� µ�σ�  µ  της απ�στασης των �ρθ�κ�ντρων  H, η  των τριγ�νων
ABΓ  και  α!γ».

α) H ÁˆÓ›· ÙˆÓ  S(‚), S(Á) Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÂÁÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓË ÛÙÔ  ‚Á   (BÏ. NÆ5) ‰ËÏ·‰‹  ·¢=·  ‹

·¢ = –·.

OÌÔ›ˆ˜  ‚¢=‚  ‹  ‚¢ = –‚  Î·È  Á¢=Á  ‹  Á¢ = –Á. EÂÈ‰‹ Ú¤ÂÈ  ·¢+‚¢+Á¢ = ,  ·’ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Â-

ÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ë ÌfiÓË ‰˘Ó·Ù‹ Â›Ó·È Ë  ·¢=·, ‚¢=‚, Á¢=Á.

!) AÓ  ·0, ‚0, Á0  Ù· Ì¤Û· ÙˆÓ  H·, H‚, HÁ  ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ ·0‚0Á0  Â›Ó·È ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘  AB°

ÛÙËÓ ÔÌÔÈÔıÂÛ›·  
 Ë
Ê

 ̄
ˆH,  1

2
   . ™˘ÓÂÒ˜ Î·È ÙÔ ÔÚıfiÎÂÓÙÚÔ  Ë0  ÙÔ˘  ·0‚0Á0  ı· Â›Ó·È ÙÔ ÔÌÔÈfiıÂÙÔ ÙÔ˘

Ë, Â›Ó·È ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Ì¤ÛÔ ÙË˜  HË  Î·È ¿Ú·  Ë0∫Ì. OÈ  S(·), S(‚), S(Á)  ‰È¤Ú¯ÔÓÙ·È ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜ ·fi

Ù·  ·0, ‚0, Á0  (BÏ. NÔ 3)  Î·È ¿Ú· ÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ  ·¢‚¢Á¢  Â›Ó·È ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ ÛÙÔ  ·0‚0Á0  Î·È

fiÌÔÈÔ Ì’ ·˘Ùfi. ™˘ÓÂÒ˜ Ù· ÛËÌÂ›·  ·¢, ‚¢, Á¢  ı· ÎÂ›ÓÙ·È Â› ÙˆÓ ›ÛˆÓ Î‡ÎÏˆÓ, Ô Î·ı¤Ó·˜ ÙˆÓ
ÔÔ›ˆÓ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ‰‡Ô ÎÔÚ˘Ê¤˜ ÙÔ˘  ·0‚0Á0  Î·È ·fi ÙÔ ÔÚıfiÎÂÓÙÚÔ ·˘ÙÔ‡  Ì. TÔ  Ì  Â›Ó·È Â-
Ú›ÎÂÓÙÚÔ ÙÔ˘  ·¢‚¢Á¢. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ: ¤ÛÙˆ  ‚1·0Á1  ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  O2O3  Î·È  O2¢, O3E  Î¿ıÂ-

ÙÂ˜ ÛÙËÓ  ‚1Á1Ø O2¢¢  Î·È  O3E¢  Î¿ıÂÙÂ˜ ÛÙËÓ  ‚¢Á¢Ø E¢Z  ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  O2O3 (™¯. 11).
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Σ�. 11

H  Ì·0, ÂÂÈ‰‹ ÔÈ Î‡ÎÏÔÈ Â›Ó·È
›ÛÔÈ, Â›Ó·È ÌÂÛÔ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜
O2¢, O3E. AÓ  Ê=�  (‚1Á1, ‚¢Á¢)  Ë
Ì·¢0  ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜  O2¢ ¢,
O3E¢  ı· Â›Ó·È Î·È ÌÂÛÔ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜

·˘ÙÒÓ Î·È Û˘ÓÂÒ˜  ·¢0¢¢ = ·¢0E¢  Î·È

·0‚¢ = ·Á¢.
¢ËÏ·‰‹ Ë  Ì·¢0  Â›Ó·È ÌÂÛÔÎ¿ıÂÙÔ˜

ÛÙËÓ ‚¢Á¢ Î.Ï. E›Ó·È ÏÔÈfiÓ ÙÔ  Ì  Â-

Ú›ÎÂÓÙÚÔ ÙÔ˘ ·¢‚¢Á¢. Afi ÙÔ ›‰ÈÔ Û¯‹-

Ì· ¤¯Ô˘ÌÂ ‚¢Á¢ = 2¢¢E¢ = 2E¢ZÛ˘ÓÊ =
2(O2O3)Û˘ÓÊ = ‚1Á1ØÛ˘ÓÊ. TÔ  ‚1Á1 =
2‚0Á0 = ‚Á,  ‰ÈfiÙÈ ÙÔ  ·1‚1Á1  Â›Ó·È
·ÓÙÈ‰È¿ÌÂÛÔ ÙÔ˘  ·0‚0Á0  Î·È Ù·  ‚0,
Á0  Â›Ó·È Ù· Ì¤Û· ÙˆÓ  H‚, HÁ. ™˘ÓÂ-
Ò˜  ‚¢Á¢ = ‚ÁÛ˘ÓÊ  Î·È Ë ·ÎÙ›Ó·  r1

ÙÔ˘ ÂÚÈÁÂÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘  (·¢‚¢Á¢)

ı· Â›Ó·È  r1 = 
‚¢Á¢

2ËÌ·¢
 = ‚ÁÛ˘ÓÊ

2ËÌ·
 = RÛ˘ÓÊ  fiÔ˘  Ê=� (‚1Á1, ‚¢Á¢) = � (‚0Á0, ‚¢Á¢) = � [‚Á, S(·)].

¢ÈfiÙÈ  ‚0Á0  ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÛÙË  ‚Á  Î·È ‚¢Á¢∫S(·). Afi ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  Ê=� [‚Á,

S(·)] = � [Á·, S(‚)] = � [·‚, S(Á)]  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ù· ÙÚ›ÁˆÓ·  ·‚Á, ·¢‚¢Á¢  Â›Ó·È Â˘ı¤ˆ˜ fiÌÔÈ·.
OÌÔ›ˆ˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ:  � [B°, S(A)] = � [°A, S(B)] = � [AB, S(°)] = ı  Î·È  r2 = RÛ˘Óı, fiÔ˘
r2  Ë ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘  (A¢B¢°¢). M¤ÓÂÈ Ó’ ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ  Ê=ı.

Σ�. 12

AÓ  ·1  ÙÔ ›¯ÓÔ˜ Â› ÙÔ˘  (O, R)  ÙË˜ Î·ı¤ÙÔ˘
·fi ÙÔ  ·  ÛÙË  ‚Á, Ë  S(·)  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜

ÙËÓ  A·1  Î·È Ë  Ê=� [‚Á, S(·)] = AZÁ . OÌÔ›ˆ˜ ·Ó
A1 ÙÔ ›¯ÓÔ˜ Â› ÙÔ˘  (O, R) ÙË˜ Î·ı¤ÙÔ˘ ·fi ÙÔ  A
ÛÙË  ‚Á  Ë  S(A)  Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ  ·A1

Î·È Ë ÁˆÓ›·  ı=� [B°, S(A)] = B£· .
OÈ ÂÁÁÂÁÚ·Ì¤ÓÂ˜ ÁˆÓ›Â˜  Ê¢, ı¢  ‚·›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ

·˘Ùfi ÙfiÍÔ  A1·‚·1, Î·È Â›Ó·È ›ÛÂ˜. EÔÌ¤Óˆ˜ Î·È ÔÈ
Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙÔ˘˜ Ê, ı Â›Ó·È ›ÛÂ˜ ÔfiÙÂ  r1=r2.
K·È ÂÂÈ‰‹ ÔÈ Î‡ÎÏÔÈ  (·¢‚¢Á¢), (A¢B¢°¢)  ¤¯Ô˘Ó ÙÔ

·˘Ùfi Î¤ÓÙÚÔ  Ì, ı· Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È.

H κλ�ση �. AÓ ıÂˆÚËıÔ‡Ó fiÏ· Ù· Ï·Ì‚·Ófi-
ÌÂÓ· ÙfiÍ· ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊ· ı· ¤¯Ô˘ÌÂ:

�
A· = 

�
A‚+

�
‚· ,   

�
B‚ = 

�
B·1+

�
·1‚,   

�
°Á = 

�
°·+

�
·Á  .

EÂÈ‰‹ ÔÈ  AA1, ‚Á Â›Ó·È Î¿ıÂÙÂ˜ Î·ıÒ˜ Î·È ÔÈ  ··1, B°, ı· Â›Ó·È 
�
A‚+

�
A1Á = –, 

�
°·+

�
B·1 = –

·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜  
�
A‚ = ––

�
A1Á ,  

�
B·1 = ––

�
°· . £· Â›Ó·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

�
A· = ––

�
A1Á+

�
‚·,   

�
B‚ = ––

�
°·+

�
·1‚

Î·È ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

�
A·+

�
B‚+

�
°Á = –2+

�
‚·+

�
·Á+

�
·1‚–

�
A1Á = –2+

�
‚Á+

�
·1‚–

�
A1Á = –2+

�
·1Á–

�
A1Á = –2+

�
·1A1 .




