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Στην Έφη 
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τη Μαρίζα 
 

 



Πρόλογος Δεύτερης Έκδοσης
 

 

 

 

 

 Στη δεύτερη αυτή έκδοση του βιβλίου «Εισαγωγή στο Διαφορικό 

Λογισμό Συναρτήσεων Πολλών Μεταβλητών» διορθώθηκαν όλα τα 

τυπογραφικά λάθη και οι αβλεψίες, που εντοπίστηκαν στην πρώτη 

έκδοση, προστέθηκε ένας αριθμός λυμένων ασκήσεων και προβλημά-

των, καθώς και ορισμένα νέα συγγράμματα στην ελληνική και ξένη 

βιβλιογραφία. Σημαντική καινοτομία αποτελεί η προσθήκη εκατό νέ-

ων ασκήσεων και προβλημάτων προς λύση, με τις απαντήσεις τους. 

Με τον τρόπο αυτό, οι φοιτητές θα μπορούν να ελέγχουν την ορθότη-

τα της λύσης των. Στο σύνολό τους σχεδόν, τα προστεθέντα προβλή-

ματα και οι ασκήσεις, είναι πρωτότυπα, δηλαδή έχουν συντεθεί από 

τον συγγραφέα. 

 Ένα μεγάλο μέρος των ασκήσεων και προβλημάτων του συγγράμ-

ματος αποτελούν εφαρμογές της Φυσικής, της Αστρονομίας καθώς 

και άλλων φυσικών επιστημών. Με τον τρόπο αυτό τονίζεται στους 

φοιτητές, ότι τα μαθηματικά δεν αποτελούν γι’ αυτούς μια ανιαρή 

αφηρημένη απασχόληση αλλά ένα απαραίτητο εργαλείο, που πρέπει 

να έχει σήμερα ο σύγχρονος Φυσικός. 

 Θα ήθελα να ευχαριστήσω τους φοιτητές, που με την ενεργό πα-

ρουσία τους στις διαλέξεις, τον προβληματισμό τους και τις παρατη-

ρήσεις τους, συνέβαλαν θετικά στη διαμόρφωση και στην περαιτέρω 

άνοδο του επιπέδου του μαθήματος, καθώς και την βελτίωση του πα-

ρόντος συγγράμματος κατά τα τελευταία χρόνια. Ευχαριστώ επίσης, 

τον επί πτυχίω φοιτητή κ. Ε. Ζώτο, για την επισήμανση ορισμένων 

τυπογραφικών λαθών και την βοήθειά του στην επεξεργασία των 

σχημάτων.  

 

Δεκέμβριος 2010 Ν. Δ. Καρανικόλας 
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Πρόλογος Πρώτης Έκδοσης
 

 

 

 

 

Το σύγγραμμα αυτό αποτελεί μια εισαγωγή στο «Διαφορικό Λογι-

σμό Συναρτήσεων Πολλών Μεταβλητών». Στην ουσία περιέχει την 

ύλη του μαθήματος ΑΝΑΛΥΣΗ ΙΙ, το οποίο διδάσκεται στους φοιτη-

τές του δευτέρου εξαμήνου του Τμήματος Φυσικής του Α.Π.Θ. To 

παρόν πόνημα αποτελεί προϊόν της εμπειρίας του συγγραφέα, όπως 

αυτή διαμορφώθηκε στα είκοσι περίπου έτη που έχει την ευθύνη της 

διδασκαλίας του μαθήματος. Στην απόκτηση της εμπειρίας αυτής ση-

μαντική ήταν η συνεισφορά των φοιτητών οι οποίοι με το ενδιαφέρον, 

τις παρατηρήσεις και τα σχόλιά τους συνετέλεσαν στο να αποκτήσει 

και να διατηρεί το μάθημα μια διαρκή ανοδική πορεία στο μακρό αυ-

τό χρονικό διάστημα. Τα ευεργετικά αποτελέσματα της αναβάθμισης 

αυτής είναι ορατά τα τελευταία χρόνια και πιστεύεται ότι θα συνεχι-

στούν με πιο έντονους ρυθμούς, με τη συνεισφορά του παρόντος συγ-

γράμματος. 

Το σύγγραμμα αποτελείται από οκτώ κεφάλαια. Το πρώτο κεφά-

λαιο περιέχει ορισμένες βασικές τοπολογικές έννοιες και τα βασικά 

συστήματα συντεταγμένων. Το δεύτερο κεφάλαιο περιλαμβάνει τη 

γεωμετρική παράσταση των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών και 

τις επιφάνειες δευτέρου βαθμού. Το τρίτο κεφάλαιο πραγματεύεται τα 

όρια και τη συνέχεια συναρτήσεων πολλών μεταβλητών, ενώ το τέ-

ταρτο κεφάλαιο αναφέρεται στις μερικές παραγώγους. Οι σύνθετες 

και πλεγμένες συναρτήσεις εξετάζονται στο πέμπτο κεφάλαιο. Στο 

ίδιο κεφάλαιο γίνεται αναφορά στις Ιακωβιανές ορίζουσες και τη συ-

ναρτησιακή εξάρτηση. Στο έκτο κεφάλαιο δίνονται ορισμένα βασικά 

στοιχεία διανυσματικής ανάλυσης. Τα δύο τελευταία κεφάλαια ανα-

φέρονται στις εφαρμογές των μερικών παραγώγων. Πιο συγκεκριμένα 

το έβδομο κεφάλαιο περιέχει τις γεωμετρικές εφαρμογές των μερικών 

παραγώγων, ενώ το όγδοο κεφάλαιο είναι αφιερωμένο στις άκρες τι-

μές των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. 



Πρόλογος 7

 

Η παρουσίαση της ύλης στο σύγγραμμα είναι τέτοια ώστε κάθε 

παράγραφος να αποτελεί μια ξεχωριστή οντότητα. Οι ορισμοί και τα 

θεωρήματα κάθε παραγράφου, εφόσον υπάρχουν, έχουν τη δική τους 

αρίθμηση και ακολουθούνται από παραδείγματα τα οποία επίσης α-

ριθμούνται. Με τον τρόπο αυτό γίνεται πιο εύκολη η εμπέδωση της 

θεωρίας και διευκολύνεται η κατανόησή της. Οι αποδείξεις ορισμέ-

νων θεωρημάτων που είναι μακροσκελείς έχουν παραληφθεί. Έτσι 

ενθαρρύνεται η ενασχόληση των φοιτητών με τη θεωρία, η κατανόη-

ση της οποίας αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο για την καλύτερη εμπέ-

δωση και αφομοίωση της ύλης του μαθήματος.  

Κάθε κεφάλαιο περιέχει έναν αριθμό λυμένων ασκήσεων οι οποίες 

αναφέρονται σε όλα τα θέματα του κεφαλαίου. Διαβάζοντας και κα-

τανοώντας τις ασκήσεις αυτές ο φοιτητής αποκτά εμπειρία στη λύση 

ασκήσεων, συγχρόνως όμως κάνει και μια επανάληψη των βασικών 

εννοιών του κάθε κεφαλαίου. Στο τέλος κάθε κεφαλαίου υπάρχει ένας 

ικανός αριθμός ασκήσεων προς λύση. Συνιστάται στους φοιτητές να 

μελετούν τη θεωρία και τις λυμένες ασκήσεις πριν την ενασχόλησή 

τους με τις ασκήσεις αυτές. 

Επειδή το μάθημα και, κατά συνέπεια, το σύγγραμμα απευθύνεται 

στους φοιτητές του Τμήματος Φυσικής, καταβλήθηκε προσπάθεια να 

τονίζονται οι φυσικές εφαρμογές της θεωρίας που περιέχει. Ακόμα 

συμπεριελήφθηκαν στο βιβλίο ένας μεγάλος αριθμός παραδειγμάτων 

και ασκήσεων από τις φυσικές επιστήμες. Με τον τρόπο αυτό όχι μό-

νο τονίζονται τα φυσικά δεδομένα του μαθήματος αλλά συγχρόνως 

δείχνεται στο φοιτητή του Τμήματος Φυσικής, ότι τα μαθηματικά γι’ 

αυτόν δεν αποτελούν αυτοσκοπό αλλά ένα απαραίτητο εργαλείο για 

τη θεραπεία της επιστήμης του.  

Το σύγγραμμα κυκλοφόρησε για δύο ακαδημαϊκά έτη με τη μορφή 

σημειώσεων. Τώρα κυκλοφορεί ως βιβλίο, αφού προστέθηκαν επι-

πλέον λυμένες ασκήσεις, καθώς και ασκήσεις προς λύση. Ευχαριστώ 

τον τελειόφοιτο φοιτητή κ. Β. Πασχαλίδη για την ανάγνωση των ση-

μειώσεων και την επισήμανση ορισμένων αβλεψιών. Στο σημείο αυτό 

θα ήθελα να τονίσω ότι κάθε υπόδειξη σχετική με παραλείψεις, με 

διαφορετική αντιμετώπιση θεμάτων αλλά και με αβλεψίες, με ευχαρί-

στηση, θα γινόταν δεκτή. 
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Επιθυμώ να ευχαριστήσω όλους τους συναδέλφους μου στο Εργα-

στήριο Αστρονομίας του Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης, για την άμε-

ση ή έμμεση βοήθειά τους στη συγγραφή του βιβλίου. Ευχαριστώ 

επίσης τους φοιτητές για την ενθαρρυντική παρουσία και την ενεργό 

συμμετοχή τους στο μάθημα. 

Ευχαριστώ θερμά τον συνάδελφο αναπληρωτή καθηγητή κ. Δ. Κυ-

ριάκο, για τις χρήσιμες συζητήσεις που είχα μαζί του σε θέματα Φυ-

σικής και για την πολύτιμη βοήθειά του στη σχεδίαση και επεξεργα-

σία των σχημάτων του συγγράμματος. 

Τελειώνοντας, θα ήθελα να απευθύνω τις ιδιαίτερες και θερμές μου 

ευχαριστίες στον καθηγητή του Εργαστηρίου Αστρονομίας κ. Ν. Σπύ-

ρου, για την κριτική ανάγνωση του δακτυλογραφημένου κειμένου και 

τις εποικοδομητικές παρατηρήσεις και υποδείξεις του.  

 

Θεσσαλονίκη, Ιανουάριος 2004 Νικόλαος Δ. Καρανικόλας 
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1.1 O Ευκλείδειος μετρικός χώρος 

 

Στο σύγγραμμα αυτό θα ασχοληθούμε με το διαφορικό λογισμό 

πραγματικών συναρτήσεων περισσοτέρων της μιας πραγματικών με-

ταβλητών. Τις συναρτήσεις αυτές θα ονομάζουμε εις το εξής συναρ-

τήσεις πολλών μεταβλητών.  

Η μελέτη των διαφόρων φυσικών φαινομένων ή φυσικών μεγεθών 

οδηγεί στη χρησιμοποίηση των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. 

Αν x, y, z  είναι οι καρτεσιανές συντεταγμένες και  t  ο χρόνος, τότε 

ως τέτοιες συναρτήσεις, θα μπορούσε να αναφέρει κανείς τη θερμο-

κρασία στην ατμόσφαιρα της Γης  Τ = Τ(x, y, z, t),  την πυκνότητα στο 

εσωτερικό ενός πλανήτη  ρ = ρ(x, y, z)  ή το δυναμικό βαρύτητας  

V = V(x, y, z) που περιγράφει την κίνηση ενός αστέρα σε ένα ελλειψο-

ειδή γαλαξία. 

Για να γίνει κατανοητή η έννοια της συνάρτησης πολλών μετα-

βλητών θα πρέπει να αρχίσουμε από την έννοια της συνάρτησης μιας 

μεταβλητής. Για τον ορισμό της συνάρτησης μιας μεταβλητής  

f : A → B  απαιτούνται δύο σύνολα  Α ≠ ∅,  Β ≠ ∅  και ένας νόμος  f 

με τον οποίο σε κάθε στοιχείο  x ∈ A  αντιστοιχεί ένα μόνο στοιχείο  

y ∈ B. Γράφουμε λοιπόν 

 y = f (x) , (1.1) 

όπου με το σύμβολο  f (x)  παριστάνουμε την εικόνα του  x∈A  στο 

σύνολο  Β.  Το σύνολο  Α  είναι το πεδίο ορισμού ενώ το σύνολο   

f (A) ⊆ Β  είναι το πεδίο τιμών της συνάρτησης  f.  Το τυχόν σημείο 
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του Α ονομάζεται ανεξάρτητη μεταβλητή, ενώ η εικόνα αυτού στο Β 

ονομάζεται τιμή της συνάρτησης ή εξαρτημένη μεταβλητή. Στη συ-

νάρτηση (1.1) τόσο το σύνολο Α όσο και το σύνολο Β είναι υποσύνο-

λα του συνόλου R των πραγματικών αριθμών.  

 Στη συνάρτηση πολλών μεταβλητών το πεδίο τιμών εξακολουθεί 

να είναι υποσύνολο του συνόλου R των πραγματικών αριθμών. Όμως 

το πεδίο ορισμού είναι ένα υποσύνολο του συνόλου R
n
 (n ≥ 2).  Το 

σύνολο  R
n
 (n ≥ 2)  το θεωρούμε ως ένα χώρο n-διαστάσεων. Γρά-

φουμε λοιπόν 

R
2
 = {(x, y) | x, y ∈ R} 

R
3
 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R} 

R
n
 = {(x1, x2,…, xn) | x1, x2,…, xn ∈ R}. 

Αυτό σημαίνει ότι τα στοιχεία του χώρου R
2
 είναι διατεταγμένα ζεύ-

γη, τα στοιχεία του χώρου R
3
 είναι διατεταγμένες τριάδες, ενώ τα 

στοιχεία 
 
του χώρου

 
R

n
 είναι διατεταγμένες n-άδες αριθμών. Τα στοι-

χεία του χώρου R
n
 θα ονομάζουμε εις το εξής σημεία, επεκτείνοντας 

την έννοια του σημείου από το χώρο μέχρι και τριών διαστάσεων στο 

χώρο των n-διαστάσεων.   

Έστω ότι  P1(x1, x2,…, xn)  και  P2(y1, y2,…, yn)  είναι δύο σημεία 

του χώρου R
n
 και λ ένας πραγματικός αριθμός. Oρίζουμε τις πράξεις 

της πρόσθεσης μεταξύ των σημείων του χώρου R
n
 και του πολλαπλα-

σιασμού στοιχείου του R
n
 επί τον πραγματικό αριθμό λ με τον ακό-

λουθο τρόπο 
 

(i) (x1, x2,…, xn) + (y1, y2,…, yn) = ( x1 + y1, x2 + y2,…, xn + yn) , 

(ii) λ(x1, x2,…, xn) = (λx1, λx2,…, λxn) . 

Ο χώρος R
n
 εφοδιασμένος με τις ανωτέρω πράξεις της πρόσθεσης 

και του πολλαπλασιασμού είναι ένας διανυσματικός χώρος. Στο δια-

νυσματικό αυτό χώρο ορίζουμε την απόσταση μεταξύ δύο σημείων 

P1(x1, x2,…, xn) και P2(y1, y2,…, yn) με τη σχέση 

 |P1P2| = {(x1 − y1)
2 + (x2 − y2)

2 +⋅⋅⋅+ (xn − yn)
2
}
1/2

. (1.2) 

Κάθε διανυσματικός χώρος  R
n
  στον οποίο η απόσταση μεταξύ δύο 

σημείων του P1, P2 δίνεται από τη σχέση (1.2) λέγεται Ευκλείδειος. 

Με τη σχέση (1.2) σε κάθε ζεύγος σημείων του R
n
 αντιστοιχούμε μο-

νότιμα έναν πραγματικό αριθμό, την απόστασή τους |P1P2|. Με τον 

τρόπο αυτό στο καρτεσιανό γινόμενο  R
n
 × R

n
  ορίζεται μια πραγματι-
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κή συνάρτηση  Φ(P1, P2) = |P1P2|  που ονομάζεται μετρική και ο Ευ-

κλείδειος χώρος ονομάζεται Ευκλείδειος μετρικός χώρος. Σε ό,τι 

ακολουθεί, όταν αναφερόμαστε στον χώρο R
n
, θα εννοούμε τον Ευ-

κλείδειο μετρικό χώρο. 

 

 

1.2 Βασικές τοπολογικές έννοιες 

 

Στην παράγραφο αυτή θα μελετήσουμε ορισμένες βασικές τοπο-

λογικές έννοιες που χρειάζονται για την κατανόηση των ιδιοτήτων 

των συναρτήσεων πολλών μεταβλητών. Μία από τις βασικότερες έν-

νοιες είναι η έννοια της περιοχής ενός σημείου στον χώρο R
n
. Αν θε-

ωρήσουμε το σύνολο R των πραγματικών αριθμών, τότε η δ-περιοχή 

ενός σημείου P0(x0) είναι το σύνολο 

π(P0, δ) = {x| x ∈ R,  |x − x0| < δ} . 

Η έννοια της περιοχής επεκτείνεται και στον χώρο R
n
, n ≥ 2 ως εξής: 

 
Ορισμός   
 
 Αν  P0(x1

0
, x2

0
,…, xn

0
)  είναι ένα σημείο του χώρου  R

n
,  ορίζουμε 

ως «κυβική» δ-περιοχή του P0 το σύνολο  

π(P0, δ) = {P (x1, x2,…, xn)| P ∈ R
n
, 

 |x1 − x1
0| < δ, |x2 − x2

0| < δ,…, |xn − xn
0| < δ}.  (1.3) 

Ορισμένες φορές χρησιμοποιείται η περιορισμένη «κυβική» 

δ-περιοχή του σημείου  P0  που είναι το σύνολο  

π
∗

(P0, δ) = π(P0,δ) − {P0}. 

Μπορούμε αντί της «κυβικής» δ-περιοχής να ορίσουμε τη «σφαι-

ρική» δ-περιοχή του σημείου P0 στο χώρο R
n
 που είναι το σύνολο  

 π(P0, δ) = { P (x1, x2,…, xn)| P ∈ R 

n
,  |PP0| < δ}. (1.4) 

 

Με τον τρόπο που έχουν ορισθεί οι περιοχές (1.3) και (1.4) τα ση-

μεία των περιμέτρων τους δεν ανήκουν σ’ αυτές. Οι περιοχές αυτές 

ονομάζονται ανοικτές. Αν όμως μια περιοχή περιλαμβάνει και τα ση-
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μεία της περιμέτρου της, τότε ονομάζεται κλειστή. Για παράδειγμα, η 

«σφαιρική» περιοχή 

 π(P0, δ) = {P (x1, x2,…, xn)| P ∈ R 

n
,  |PP0| ≤ δ}  (1.5) 

είναι μια κλειστή περιοχή του χώρου  R
n
.  Σε μια «σφαιρική» περιοχή 

μπορούμε να εγγράψουμε ή να περιγράψουμε μια «κυβική» περιοχή. 

Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να χρησιμοποιούμε ισοδύναμα το είδος 

της περιοχής που θέλουμε για τη λύση ενός προβλήματος.  

 Ας θεωρήσουμε ένα σύνολο  S ⊂ R
n
.  Ένα σημείο  Α ∈ S  ονομά-

ζεται εσωτερικό σημείο του S εάν υπάρχει μία τουλάχιστον περιοχή 

π(Α, δ)  του σημείου Α, τέτοια ώστε 
  

π(Α, δ) ⊂ S . 

Το σύνολο των εσωτερικών σημείων ενός συνόλου S ονομάζεται ε-

σωτερικό σύνολο του S και συμβολίζεται με  S . 

 Ένα σημείο Β, το οποίο μπορεί να ανήκει ή να μην ανήκει στο 

σύνολο S, ονομάζεται οριακό σημείο ή σημείο συσσώρευσης του S, 

αν για κάθε περιορισμένη περιοχή του  π
∗

(Β, δ)  ισχύει  
 

π
∗

(Β, δ) ∩ S ≠ ∅ , 

δηλαδή, αν κάθε περιορισμένη περιοχή του περιέχει ένα τουλάχιστον 

σημείο του S. Το σύνολο των οριακών σημείων του S ονομάζεται πα-

ράγωγο σύνολο του S και συμβολίζεται με S′.  

Ένα σημείο Γ, το οποίο μπορεί να ανήκει ή να μην ανήκει στο σύ-

νολο S, ονομάζεται συνοριακό σημείο του S, αν κάθε περιορισμένη 

περιοχή του π0(Γ, δ) περιέχει σημεία του συνόλου S και σημεία που 

ανήκουν στο  CS = R
n
 − S ,  που λέγεται συμπλήρωμα του S, δηλαδή 

 

π
∗

(Γ, δ) ∩ S ≠ ∅,      π
∗

(Γ, δ) ∩ CS ≠ ∅. 

Είναι προφανές πως κάθε συνοριακό σημείο είναι συγχρόνως και ορι-

ακό χωρίς να ισχύει γενικά το αντίστροφο. Το σύνολο των συνορια-

κών σημείων του S ονομάζεται σύνορο του S και συμβολίζεται με ∂S.  

 Ένα σημείο Δ που ανήκει στο σύνολο S ονομάζεται μεμονωμένο 

σημείο του S, εάν δεν είναι οριακό του σημείο, δηλαδή 
 

π
∗

(Δ, δ) ∩ S = ∅. 

Ένα σύνολο ονομάζεται ανοικτό όταν όλα τα σημεία του είναι 

εσωτερικά. Κλειστό ονομάζεται το σύνολο, του οποίου το συμπλή-
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ρωμα είναι ανοικτό σύνολο. Ένα κλειστό σύνολο περιλαμβάνει όλα 

τα οριακά σημεία του. 

 Συναφές ή συνεκτικό ονομάζεται κάθε σύνολο του οποίου δύο 

οποιαδήποτε σημεία μπορεί να ενωθούν με πολυγωνική γραμμή, της 

οποίας όλα τα σημεία ανήκουν στο σύνολο. Ένα συναφές σύνολο λέ-

γεται κυρτό, αν το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζουν δύο οποιαδήποτε 

σημεία του ανήκει στο σύνολο. 

Ονομάζουμε τόπο ένα ανοικτό συναφές σύνολο. Αν θεωρήσουμε 

το σύνολο  Ε = {(x, y) | x2 + 4y
2 < 1},  που φαίνεται στο σχήμα 1.1α, 

αυτό είναι τόπος του R
2
. Αντιθέτως το σύνολο  S1 = Ε1 ∪ Ε2 ,  που 

φαίνεται στο σχήμα 1.1β, δεν είναι τόπος του R
2
, διότι δεν είναι συ-

ναφές. Οι τόποι αποτελούν πεδία ορισμού των συναρτήσεων πολλών 

μεταβλητών και, κατά συνέπεια, η έννοια του τόπου είναι βασική για 

τη μελέτη  των συναρτήσεων αυτών. 

 

x 1 
−1 0 

y 

0 

0.5 

−0.5

E 

(α) 

E1 

E2 

(β)  
 

Σχήμα 1.1. (α) Το σύνολο Ε είναι τόπος, ενώ  

 (β) το σύνολο S1 = Ε1 ∪ Ε2 δεν είναι συναφές. 

 

Ένα σύνολο ονομάζεται φραγμένο, αν η απόσταση μεταξύ δύο 

οποιωνδήποτε σημείων του είναι πεπερασμένος αριθμός. Συμπαγές 

ονομάζεται ένα σύνολο το οποίο είναι κλειστό και φραγμένο. 

 

Παράδειγμα 1 

Θεωρούμε  το σύνολο 

Σ = {(x,y)| x2 + y2 ≤ α
2
} ⊂ R

2
. 

Ζητείται να σχεδιαστεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία 

του. 
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ΛΥΣΗ.  Το σύνολο Σ αποτελείται από τα σημεία που βρίσκονται στο 

εσωτερικό του κύκλου ακτίνας α και από τα σημεία της περιφέρειας 

(Σχ. 1.2). Κάθε σημείο του συνόλου Σ είναι οριακό του σημείο. Επο-

μένως  Σ′ = Σ.  Τα συνοριακά σημεία του Σ είναι τα σημεία της περι-

φέρειας, επομένως 

∂Σ = {(x, y)| x2 + y2 = α
2
} ⊂ Σ 

Το εσωτερικό του Σ είναι το σύνολο 

Σ = {(x, y)| x2 + y2 < α
2
} ⊂ Σ 

Το σύνολο Σ είναι κλειστό και φραγμένο επομένως είναι ένα συμπα-

γές σύνολο. Το Σ είναι τόπος του R
2
, ενώ το Σ δεν είναι τόπος, διότι 

δεν είναι ανοικτό σύνολο. 
 

 

Σ α 

x 

y 

Ο 

 

Σχήμα 1.2. Το συμπαγές σύνολο Σ. 

 

Παράδειγμα 2 

Θεωρούμε το σύνολο 

Α = {(x, y) | y = x,  0 ≤ x ≤ 5} ⊂ R
2
. 

Ζητείται να σχεδιαστεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία 

του. 
  

ΛΥΣΗ. Το σύνολο Α αποτελείται από τα σημεία της ευθείας  y = x με-

ταξύ των σημείων (0, 0) και (5, 5) (Σχήμα1.3). Το σύνολο Α δεν έχει 

εσωτερικά σημεία επομένως ∅=A . Το σύνολο  Α  είναι περατωμένο 

και συναφές, όμως δεν είναι τόπος του  R
2
.  Κάθε σημείο του είναι 

οριακό και συνοριακό.  

 Συνεπώς έχουμε  

Α′ = ∂Α = Α . 
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x 

y

(0,0) 

(5,5) 

 
 

Σχήμα 1.3. Το σύνολο Α είναι το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζει  

η αρχή των αξόνων (0, 0) και το σημείο (5, 5). 

 

 

 

1.3 Συστήματα συντεταγμένων στο χώρο R3 

 

Σε πολλά προβλήματα Φυσικής είναι απαραίτητη η χρήση ενός 

συστήματος συντεταγμένων. Το απλούστερο σύστημα συντεταγμένων 

είναι το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων που φαίνεται στο 

σχήμα 1.4. Αποτελείται από τρεις άξονες Οx, Oy, Oz, ανά δύο κάθε-

τους μεταξύ τους, με κοινή αρχή το σημείο  Ο.  Έστω  P  ένα σημείο 

του χώρου R
3
 και r το διάνυσμα θέσης του σημείου P. Τότε γράφουμε  

P = P(x, y, z),  όπου  x, y, z  οι αλγεβρικές τιμές των προβολών του 

διανύσματος r ως προς τους τρεις άξονες  Ox, Oy και Oz, αντίστοιχα, 

που ονομάζονται συντεταγμένες του Ρ αλλά και του διανύσματος  r.   

 

Ο

Ρ(x,y,z)

(x,y,0)

x

x

y

y

z

z

r

ex

ey

ez

 

Σχήμα 1.4. Το δεξιόστροφο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων. 
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Το διάνυσμα r γράφεται  r = xex + yey + zez 

,  όπου ex 

, ey 

, ez είναι οι 

διανυσματικές μονάδες κατά μήκος των αξόνων Ox, Oy και Oz αντί-

στοιχα. Τα διανύσματα  xex 

, yey και zez  αποτελούν τις τρεις συνιστώ-

σες του r. 

Τα τρία επίπεδα συντεταγμένων  x = 0,  y = 0,  z = 0  διαιρούν το 

χώρο R
3
 σε οκτώ τμήματα τα οποία λέγονται ογδοημόρια. Το σύστη-

μα λέγεται δεξιόστροφο, επειδή ένας δεξιόστροφος κοχλίας θα προ-

χωρήσει κατά τη θετική φορά του άξονα z, όταν ο άξονας Ox περι-

στρέφεται κατά γωνία 90° για να συμπέσει με τον άξονα Oy. 

Η μελέτη συστημάτων που παρουσιάζουν άξονα συμμετρίας γίνε-

ται ευκολότερη με τη χρησιμοποίηση των κυλινδρικών συντεταγμέ-

νων (ρ, φ, z) που φαίνονται στο σχήμα 1.5. H συντεταγμένη  ρ > 0  

είναι η απόσταση του θεωρούμενου σημείου P από τον άξονα Οz, η 

γωνία φ μετρείται δεξιόστροφα από 0 έως 2π με αρχή τον άξονα Ox, 

ενώ η τρίτη συντεταγμένη είναι η απόσταση του σημείου από το επί-

πεδο (x, y). Οι εξισώσεις που συνδέουν τις καρτεσιανές με τις κυλιν-

δρικές συντεταγμένες είναι  

zzθρyθρx ===    ,sin   ,cos , 
(1.6) 

x

y
θρyx ==+ tan   ,

222 . 

 

x 

y 

z 

eφ 

φ ρ 

z 

ρ 

Ο 

eρ 

ez 

 

Σχήμα 1.5. Κυλινδρικές συντεταγμένες. 
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Οι διανυσματικές μονάδες  eρ, eφ, ez  στο σύστημα των κυλινδρι-

κών συντεταγμένων, αποτελούν και αυτές με τη σειρά τους ένα δεξιό-

στροφο σύστημα συντεταγμένων. Οι εξισώσεις που τις συνδέουν με 

τις αντίστοιχες καρτεσιανές είναι 

 eρ = cosφex + sinφey ,     eφ = −sinφex + cosφey ,      ez = ez .  (1.7) 

Eίναι φανερό ότι στο χώρο R
2
, όπου  z = 0,  οι κυλινδρικές συντεταγ-

μένες ανάγονται στις γνωστές πολικές συντεταγμένες. 

Τέλος, η μελέτη φυσικών συστημάτων που παρουσιάζουν σφαιρι-

κή συμμετρία απλουστεύεται με τη χρήση των σφαιρικών συντεταγ-

μένων (r,φ,θ) που φαίνονται στο σχήμα 1.6. Εδώ για τον προσδιορι- 

 

 

x y 

z 

φ 

ρ 

er 

eθ 

eφ 

r 
Ρ θ Ο 

 

Σχήμα 1.6. Σφαιρικές συντεταγμένες. 

 

σμό της θέσης ενός σημείου του χώρου R
3
 χρησιμοποιούμε την από-

σταση |ΟP| = r, τη γωνία φ όπως και στην περίπτωση των κυλινδρι-

κών συντεταγμένων και τη γωνία θ που μετρείται από το θετικό άξονα 

Οz και μεταβάλλεται από 0 έως π. Οι εξισώσεις που συνδέουν τις 

καρτεσιανές με τις και σφαιρικές συντεταγμένες είναι 
  

θrzθφryθφrx cos,sinsin,sincos ===  
(1.8) 

( )
( ) 2/1 222

2/1 22

2/1222 sin  ,tan  ,)(
zyx

yx
θ

x

y
φzyxr

++

+
==++= . 

Οι διανυσματικές μονάδες er 

, eφ , eθ στο σύστημα των σφαιρικών 
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συντεταγμένων, αποτελούν και αυτές ένα ορθογώνιο δεξιόστροφο 

σύστημα συντεταγμένων. Οι εξισώσεις που τις συνδέουν με τις καρ-

τεσιανές διανυσματικές μονάδες είναι 
 

    er  = sinθcosφex + sinθsinφey + cosθez , 

    eφ = −sinφex + cosφey ,                   (1.9) 

    eθ = cosθcosφex + cosθsinφey − sinθez . 

 

Παράδειγμα 1 

Η συνάρτηση που δίνει το δυναμικό βαρύτητας ενός δισκοειδούς γα-

λαξία, σε καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, με αρχή το κέντρο 

του και το επίπεδο (x, y) να συμπίπτει με το επίπεδο του δίσκου, είναι 

 ( )

( )[ ]{ }
2/1 2 2/12222

 

,,

hzαyx

GM
zyxV

++++

−= , (1.10) 

όπου Μ είναι η μάζα του γαλαξία, G η παγκόσμια σταθερή της βαρύ-

τητας, ενώ  h, α (h << α)  είναι παράμετροι.  
 

ΛΥΣΗ. Χρησιμοποιώντας κυλινδρικές συντεταγμένες η σχέση (1.10) 

γράφεται  

 ( )

( )[ ]{ }
2/1 2 2/1222

 

,

hzaρ

GM
zρV

+++

−= , (1.11) 

Παρατηρούμε ότι η συμμετρία του δυναμικού ως προς τον άξονα z 

ελάττωσε κατά μία τις μεταβλητές της συνάρτησης (1.10) στην έκ-

φραση (1.11).  

 

Παράδειγμα 2 

Το μέτρο της βαρυτικής δύναμης, με την οποία σφαιρικός πλανήτης 

έλκει ένα δορυφόρο του, σε  καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων με 

αρχή το κέντρο του πλανήτη είναι 

 ( )
222

,,

zyx

GmM
zyxF

++

−= ,  (1.12) 

όπου Μ και m είναι η μάζα του πλανήτη και του δορυφόρου αντίστοι-

χα.  
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ΛΥΣΗ. Σε σύστημα σφαιρικών συντεταγμένων η έκφραση (1.12)  

απλουστεύεται και γράφεται   

 ( )
2
r

GmM
rF −= .  (1.13) 

Βλέπουμε ότι η σφαιρική συμμετρία απλοποίησε σημαντικά την έκ-

φραση (1.12) και τη μετέτρεψε σε συνάρτηση μίας μεταβλητής. 

Παρατηρούμε ότι η αλλαγή συστήματος συντεταγμένων διευκολύ-

νει τη μαθηματική αντιμετώπιση του προβλήματος, ενώ ο φυσικός 

νόμος παραμένει αναλλοίωτος. 

 

 

1.4 Λυμένες ασκήσεις 

 

Άσκηση 1.1 

Δίνεται το σύνολο  T = {(x, y)| y > 0} ⊂ R
2
.  Να σχεδιαστεί το σύνολο 

και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 
 

ΛΥΣΗ. Το σύνολο T, το οποίο φαίνεται στο σχήμα 1.7, αποτελείται 

από τα σημεία του επιπέδου που βρίσκονται επάνω από τον άξονα x.  
 

 

Ο x 

y 

T 

 

Σχήμα 1.7. Το σύνολο Τ είναι ένας άπειρος τόπος του R2. 

 

To σύνορό του είναι το σύνολο 
 

∂Τ = {(x,y)| y = 0} ⊂ R
2
, 

δηλαδή όλα τα σημεία που ανήκουν στον άξονα x. Το παράγωγο σύ-
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νολό του Τ′ είναι το σύνολο 
 

Τ′  = {(x,y)| y ≥ 0} ⊂ R
2
 . 

Κάθε σημείο του συνόλου Τ είναι εσωτερικό του σημείο, επομένως   

Τ = Τ. Το σύνολο Τ είναι ένα άπειρο ανοικτό σύνολο είναι δηλαδή 

ένας άπειρος τόπος του R
2
. Το συμπλήρωμά του είναι το σύνολο 

 

CΤ  = {(x,y)|  y ≤ 0} ⊂ R
2
, 

το οποίο είναι ένα κλειστό άπειρο σύνολο. 

 

Άσκηση 1.2 

Δίνεται το σύνολο  Λ = {(x, y)| y = cοs(1/x), x > 0} ⊂ R
2
.  Να σχεδια-

στεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 
 

ΛΥΣΗ. Το σύνολο Λ αποτελείται από τα σημεία της καμπύλης που 

φαίνεται στο σχήμα 1.8. Το σύνολο αυτό δεν έχει εσωτερικά σημεία,  

επομένως  

Λ = ∅ .  

 

-1

-0.5

0

0.5

1

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 x

y

 

Σχήμα 1.8. Το σύνολο Λ. 

 

Πρόκειται για ένα σύνολο που δεν είναι συναφές ούτε φραγμένο. Όλα 

τα σημεία του είναι συνοριακά σημεία. Εκτός από τα σημεία του, συ-
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νοριακά σημεία του είναι και τα σημεία του συνόλου {(0,y)|−1≤y≤1}. 

Αυτό συμβαίνει, διότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης y = 

cos(1/x) μπορεί να φθάσει οσονδήποτε κοντά στον άξονα y. Συνεπώς 

έχουμε 

∂Λ = Λ′ = Λ ∪ {(0, y)| −1 ≤ y ≤ 1} ⊂ R
2 

 

Άσκηση 1.3 

Σχεδιάστε το σύνολο 

Β = {(x, y)| 1 ≤ x ≤ 5, 1 ≤ y ≤ 3} ⊂ R
2 

και χαρακτηρίστε  τα σημεία του. 

ΛΥΣΗ. Το σύνολο B αποτελείται από τα σημεία του παραλληλογράμ-

μου που φαίνεται στο σχήμα 1.9. Όλα τα σημεία του συνόλου Β είναι 

οριακά σημεία του. Επομένως Β′ = Β. Το εσωτερικό του συνόλου Β 

είναι το σύνολο 
 

Β =  {(x, y)| 1 < x < 5, 1 < y < 3} ⊂ B. 

Τα συνοριακά σημεία του Β είναι τα σημεία της περιμέτρου του πα-

ραλληλογράμμου. Το σύνολο Β είναι συναφές σύνολο. Επίσης είναι 

κλειστό και φραγμένο. Επομένως είναι ένα συμπαγές σύνολο. 

 

Άσκηση 1.4 

Θεωρούμε το σύνολο 

Γ = {(x, y)|  x , y  ρητοί,  1 < x < 5,  1 < y < 3} ⊂ R. 

Ζητείται να  χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

ΛΥΣΗ. Το σύνολο Γ αποτελείται από τα σημεία που βρίσκονται μέσα 
στο παραλληλόγραμμο του σχήματος 1.9 και οι συντεταγμένες τους 
είναι ρητοί αριθμοί. Είναι φανερό ότι το σύνολο Γ δεν έχει εσωτερικά 
σημεία διότι στην περιοχή ενός ρητού αριθμού, οσονδήποτε μικρή και 
αν είναι αυτή, υπάρχουν σημεία με συντεταγμένες άρρητους αριθμούς 
και επομένως 

Γ = ∅ . 

Το σύνολο Γ δεν είναι συναφές, διότι δεν είναι δυνατόν να βρεθεί ευ-
θύγραμμο τμήμα που να αποτελείται μόνο από ρητούς αριθμούς. Κά-
θε σημείο του Γ είναι συγχρόνως οριακό και συνοριακό του σημείο. 
Συνοριακά σημεία του συνόλου Γ είναι και όλα τα σημεία της περιμέ- 
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Σχήμα 1.9. Το σύνολο Γ. 
 

τρου του παραλληλογράμμου. Οριακά σημεία του Γ είναι και όλα τα 
σημεία του εσωτερικού του παραλληλογράμμου, των οποίων η μία 
τουλάχιστον συντεταγμένη είναι άρρητος αριθμός. 

Επομένως έχουμε  

Γ′ = {(x,y)|  1 ≤  x ≤ 5,  1 ≤  y ≤  3} ⊂ R 
2
 . 

Το σύνολο Γ είναι φραγμένο, δεν είναι όμως κλειστό, διότι δεν περιέ-

χει όλα τα οριακά του σημεία. Συνεπώς δεν είναι συμπαγές.   

 

Άσκηση 1.5 

Θεωρούμε το σύνολο  Κ = Κ1 − Κ2 ,  όπου 

 Κ1 = {(x,y)| (x2 + y2)1/2 < 2} ⊂ R
2
 

και Κ2 = {(x,y)| (x2 + y2)1/2 < 1} ⊂ R
2
. 

Να σχεδιαστεί το σύνολο Κ και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

ΛΥΣΗ. Το σύνολο Κ αποτελείται από τα σημεία  που βρίσκονται μέσα  

στο δακτύλιο που φαίνεται στο σχήμα 1.10. Όλα τα σημεία του συνό-

λου είναι εσωτερικά του σημεία, επομένως 
 

Κ = Κ, 

δηλαδή το Κ είναι ανοικτό σύνολο. Τα συνοριακά σημεία του συνό-

λου Κ είναι τα σημεία των δύο περιφερειών είναι δηλαδή 

∂Κ = {(x,y)| (x2 + y2)1/2 = 2} ∪ {(x,y)| (x2 + y2)1/2 = 1} ⊂ R
2
. 

Κάθε σημείο του είναι και οριακό του σημείο. Συνεπώς 

Κ′ = Κ ∪ ∂Κ . 
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Σχήμα 1.10. Το σύνολο Κ. 
 

Το  σύνολο Κ είναι συναφές και ανοικτό σύνολο, άρα είναι τόπος του 

R
2
. Παρατηρούμε ότι το σύνολο Κ είναι περατωμένο δεν είναι όμως 

κυρτό σύνολο.   

 

 

1.5 Ασκήσεις προς λύση 

1.1 Δίνεται το σύνολο  A = {(x, y)| x2 + 4y
2
 ≤ 1} ⊂ R

2
.  Να σχεδια-

στεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

1.2 Δίνεται το σύνολο  Λ = {(x, y)| xy ≥ 0} ⊂ R
2
.  Να σχεδιαστεί το 

σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

1.3 Δίνεται  το σύνολο  Β = {(x, y)| y = x
2
 ≥ 0} ⊂ R

2
.  Να σχεδιαστεί 

το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

1.4 Δίνεται το σύνολο  Σ = Σ1 ∪ Σ2 ,  όπου  

  Σ1 = {(x, y)| (x2 + y2)1/2
 ≥ 3} ⊂ R

2  

 
και  Σ2 = {(0, 0), (1, 1), (2, 2)} ⊂ R

2
. 

 Να σχεδιαστεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

1.5 Δίνεται  το σύνολο  Α = Α1 ∩ Α2  όπου 

  A1 = {(x, y)| x2 + 4y
2
 ≤ 1} ⊂ R

2
  

 και  A2 = {(x, y)| x2 + 9y
2
 ≤ 1} ⊂ R

2
. 

 Να σχεδιαστεί το σύνολο Α και να χαρακτηριστούν τα σημεία 

του. 



28 Κεφάλαιο 1 

 

1.6 Δίνεται  το σύνολο  Γ = Γ1 − Γ2 όπου  

  Γ1 = {(x, y)| x2 + 4y
2
 ≤ 1} ⊂ R

2
  

 και  Γ2 = {(x, y)| 4x
2
 + 16y

2
 ≤ 1} ⊂ R

2
. 

 Να σχεδιαστεί το σύνολο Γ και να χαρακτηριστούν τα σημεία 

του. 

1.7 Να βρεθούν και να χαρακτηριστούν τα σημεία του συνόλου: 

Ακέραιοι αριθμοί του συνόλου Γ της άσκησης 1.6.  

1.8 Περιγράψτε τις επιφάνειες ρ = σταθερό,  φ = σταθερό  και  z = 

σταθερό σε κυλινδρικές συντεταγμένες. 

1.9 Περιγράψτε τις επιφάνειες  r = σταθερό,  φ = σταθερό  και  θ = 

σταθερό σε σφαιρικές συντεταγμένες. 

1.10 Εκφράστε την εξίσωση του επιπέδου z = y σε σφαιρικές συντε-

ταγμένες.  

1.11 Να γραφεί η εξίσωση ρ
2
 = α

2
cos2φ σε καρτεσιανές συντεταγμέ-

νες και να σχεδιαστεί η αντίστοιχη καμπύλη. 

1.12 Να σχεδιαστεί η καμπύλη της οποίας η εξίσωση σε πολικές συ-

ντεταγμένες είναι η  ρ = α (1 + cosφ). 

1.13 Να γραφεί η εξίσωση  x
3
 + y

3
 = 3xy  σε πολικές συντεταγμένες 

και να σχεδιαστεί η αντίστοιχη καμπύλη. 

1.14 Να γραφεί η εξίσωση   y
2
 = x

3
 / (2α − x)  σε πολικές συντεταγμέ-

νες και να σχεδιαστεί η αντίστοιχη καμπύλη. 

1.15 Να βρεθούν τα σημεία συσσώρευσης του συνόλου 

2

2

1
1

2

1
R

n
,

n
S ⊂⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= , 

 όπου  n = 1, 2,… 

1.16 Να βρεθούν τα σημεία συσσώρευσης του συνόλου 

( ) ( ) 21
2

2

1
R

n
,K

nn

⊂⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
+

−
= , 

 όπου  n = 1, 2,… 
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1.17 Να χαρακτηριστούν τα σημεία των συνόλων S και K των ασκή-

σεων 1.15 και 1.16. 

1.18 Δίνεται το σύνολο Α των ακεραίων σημείων του R
3
 δηλαδή το 

σύνολο των σημείων με ακέραιες συντεταγμένες. Να χαρακτη-

ριστούν τα σημεία του συνόλου. 

1.19 Δίνεται  το σύνολο  

B = {(x, y)| x2 + 4y
2 ≤ 4,  y ≥ 0,   x

2
 − y

2 > 0} ⊂ R
2
. 

 Να σχεδιαστεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

1.20 Δίνεται το σύνολο 

G = {(x, y)| x2 + 9y
2 ≤ 25,  y ≥ 0,   x

2
 − y > 0} ⊂ R

2
. 

 Να σχεδιαστεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 

1.21 Περιγράψτε το σύνολο 

A = {P ∈ R
2| |PP1| + |PP2| < 1} ⊂ R

2
, 

 όπου P1 και P2 είναι σταθερά σημεία. 

1.22 Δίνεται το σύνολο  Γ = Α − Β,  όπου  

  Α ={(x, y)| 4x
2
 + y2 ≤ 1,  y > 0} ⊂ R

2
 

 και Β = {(x, y)| 0 < y < 2,   x = 1/2n > 0,   n = 1, 2,…} ⊂ R
2
. 

 Να περιγραφεί το σύνολο και να χαρακτηριστούν τα σημεία του. 




