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T
 �ι�λ�
 αυτ� απευθ�νεται στ
υς τεταρτ
ετε�ς �
ιτητ�ς των
Mαθηματικ�ν τμημ�των και σε �σ
υς ασ�
λ
�νται με τη Στατιστικ�
και ��
υν καλ� υπ��αθρ
 στη Mαθηματικ� Aν�λυση και στη θεωρ�α
των Πιθαν
τ�των. T
 �ι�λ�
 αυτ� αντικαθιστ� τ
 «Mαθηματικ� Στα-
τιστικ� τ�μ
ς I» των Φ. K
λυ�� - Mα�α�ρα και K. Mπαγι�τη. H θεω-
ρ�α απ
τελε� �ελτ�ωση της θεωρ�ας τ
υ πρ
ηγ
�μεν
υ �ι�λ�
υ, εν� 
ι
ασκ�σεις ε�ναι ανανεωμ�νες ως πρ
ς τ
 πνε�μα και ως πρ
ς τ
 ��
ς
και �υσικ� υπ�ρ�ει πληθ�ρα ν�ων ασκ�σεων. H αν�γκη �ελτ�ωσης
πρ
�κυψε απ� την δεκαετ� διδασκαλ�α τ
υ μαθ�ματ
ς απ� τη συγ-
γρα��α. Σ’ αυτ� την �κδ
ση διατηρ�θηκε η δ
μ� τ
υ πρ
ηγ
�μεν
υ
�ι�λ�
υ, για να μην αισθ�ν
νται σε #�ν
 περι��λλ
ν 
ι �
ιτητ�ς πα-
λαι
τ�ρων ετ�ν π
υ θα #αναδια��σ
υν τ
 μ�θημα.

T
 �ι�λ�
 περι��ει τ�σσερα κε��λαια και δ�
 παραρτ�ματα.
Στ
 πρ�τ
 κε��λαι
 μελετ�ται η καταν
μ� τ
υ τυ�α�
υ δε�γμα-

τ
ς καθ�ς επ�σης και 
ι καταν
μ�ς των κλασσικ�ν στατιστικ�ν συ-
ναρτ�σεων.

Στ
 δε�τερ
 κε��λαι
 μελετ�νται 
ι ιδι�τητες των εκτιμητ�ν και

 τρ�π
ς κατασκευ�ς εκτιμητ�ν π
υ ��
υν κ�π
ιες επιθυμητ�ς ιδι�-
τητες.

Στ
 τρ�τ
 κε��λαι
 δ�ν
νται μ�θ
δ
ι ε�ρεσης εκτιμητ�ν με ανα-
λυτικ� τρ�π
, ασ��τως ιδι
τ�των, και συγκρ�ν
νται 
ι μ�θ
δ
ι ως
πρ
ς την π
ι�τητα των εκτιμητ�ν π
υ παρ��
υν.

Στ
 τ�ταρτ
 κε��λαι
 δ�ν
νται μ�θ
δ
ι κατασκευ�ς διαστημ�των
εμπιστ
σ�νης.

T
 παρ�ρτημα  A  ε�ναι �να λε#ικ� πιθαν
τ�των με 
ρισμ
�ς και
τα κυρι�τερα θεωρ�ματα (�ωρ�ς απ�δει#η) π
υ θεωρ
�νται απαρα�-
τητα εργαλε�α για τη Mαθηματικ� Στατιστικ�.

T
 παρ�ρτημα B ε�ναι 
ι π�νακες των κυρι
τ�ρων καταν
μ�ν π
υ
�ρησιμ
π
ι
�νται στα διαστ�ματα εμπιστ
σ�νης και ε�ναι απαρα�-
τητ
ι σε κ�θε �ι�λ�
 Στατιστικ�ς.

K�θε �να απ� τα τ�σσερα κε��λαια περι��ει π
λλ� παραδε�-
γματα για την καταν�ηση των ενν
ι�ν και λυμ�νες ασκ�σεις (συν
λι-
κ� 100 ασκ�σεις) στ
 τ�λ
ς κ�θε κε�αλα�
υ. Σε κ�θε �σκηση μελε-
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τ�ται �να πρ��λημα 
λ
κληρωμ�να εν� με τα παραδε�γματα απ
-
σα�ην�$
νται 
ι �νν
ιες κ�θε �
ρ� π
υ 
ρ�$
νται. Mερικ�ς ασκ�σεις
και θεωρ�ματα #ε�ε�γ
υν απ� τις απαιτ�σεις των ε#ετ�σεων, μπ�-
καν �μως για να κεντρ�σ
υν τ
 ενδια��ρ
ν αυτ�ν π
υ τ
υς ενδια��-
ρει η Στατιστικ� σαν αντικε�μεν
 περαιτ�ρω �ρευνας.

Tελει�ν
ντας θα �θελα να ευ�αριστ�σω θερμ� τ
υς μεταπτυ�ια-
κ
�ς �
ιτητ�ς Γι�ννη Aνδρε�δη και Δ�σπ
ινα Δ�σι
υ για τη �
�θει�
τ
υς στη δι�ρθωση των δ
κιμ�ων.

Θεσσαλ
ν�κη, Δεκ�μ�ρι
ς 1993
Φ. K
λυ�� - Mα�α�ρα
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1.1 Eισαγωγ�

T· Ê·ÈÓfiÌÂÓ· ‹ ÔÈ ÏËı˘ÛÌÔ› ÂÚÈÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ
ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Î·È ÙˆÓ Î·Ù·ÓÔÌÒÓ ÙÔ˘˜, Ô˘ ÙÈ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È
Ù¤ÏÂÈ· ÁÓˆÛÙ¤˜. H ÌÂÏ¤ÙË ÌÈ·˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÙË ÌÂÏ¤ÙË �λων
ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ‹ ÙÔ˘ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ, Ú¿ÁÌ·
Ô˘ Â›Ó·È ÙÈ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÊÔÚ¤˜ Ú·ÎÙÈÎ¿ ·‰‡Ó·ÙÔ Â›ÙÂ ÏfiÁˆ ÎfiÛÙÔ˘˜ Â›ÙÂ
ÏfiÁˆ ¤ÏÏÂÈ„Ë˜ ¯ÚfiÓÔ˘. °È· Ó· Î·Ù·Ï‹ÍÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÛÂ Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÁÈ·
ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ¤Ó·Ó ·ÚÈıÌfi ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ
fiÛÔ ÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ˘ÙÈÎfiÙÂÚˆÓ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ‹ ÙÔ˘ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓÔ˘
Ô˘ ÌÂÏÂÙ¿ÌÂ.

Oρισμ�ς 1.1.1

Tυ�α
� δε
γμα (τ.δ.) ~X Â›Ó·È ¤Ó· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ
‰ÔÎÈÌÒÓ   (X1, X2, …, Xn)  ÙË˜ ›‰È·˜ Ù.Ì. X. O ·ÚÈıÌfi˜  n  Ï¤ÁÂÙ·È μ�γε-
θ�ς ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜. T· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙˆÓ  n  ‰ÔÎÈÌÒÓ ÛËÌÂÈÒÓÔÓÙ·È ÌÂ

~x¢ = (x1, x2, …, xn)  και δεν ε
ναι τ.μ. ÂÓÒ ÙÔ Ù.‰.  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)
ε
ναι τ.μ.

O ÙÚfiÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È ÙÔ ‰Â›ÁÌ· Ï¤ÁÂÙ·È δειγματ�ληψ
α
Î·È Á›ÓÂÙ·È Â›ÙÂ ÌÂ Â·Ó¿ıÂÛË Â›ÙÂ ¯ˆÚ›˜ Â·Ó¿ıÂÛË.

O ÏËı˘ÛÌfi˜ ·fi ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ¿ÂÈ-
ÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜, ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ‹ ÙÔ ÔÏ‡ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜.

AÓ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ˜ ÙfiÙÂ ÔÈ Ù.Ì.  X1, X2, …, Xn  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿Ú-
ÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ:

fX
~

 (x1, x2, …, xn) = fX1
(x1) fX2

(x2) … fXn
(xn)

fiÔ˘  fX
~

 (x1, x2, …, xn) Â›Ó·È Ë ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙÔ˘ Ù.‰.  ~X¢= (X1, X2, …, Xn)

Î·È  fXi
(xi),   i=1, 2, …, n  Â›Ó·È Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù.Ì.  Xi.

AÓ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˜ Î·È Ë ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· Á›ÓÂÙ·È �ωρ
ς
επαν�θεση ÙfiÙÂ ÔÈ Ù.Ì.   X1, X2, …, Xn  Â›Ó·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜ Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ:
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f(x1, x2, …, xn) = 1
N

  1
(N–1)

  …  1
(N–n+1)

 = 1
(N)n

fiÔ˘  N  Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÂÓÒ  n  Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ‰Â›Á-
Ì·ÙÔ˜.

AÓ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˜ ·ÏÏ¿ Ë ‰ÂÈÁÌ·ÙÔÏË„›· Á›ÓÂÙ·È με
επαν�θεση ÙfiÙÂ ÔÈ Ù.Ì.  X1, X2, …, Xn  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ:

f(x1, x2, …, xn) = 1
Nn  .

Σημε
ωση: Aν δεν υπ�ρ	ει ιδια�τερη �νδει�η υπ�θ�τ�υμε �τι η δειγματ�ληψ�α
γ�νεται με επαν�θεση �π�τε τ� δε�γμα ε�ναι τυ	α��.

™ÙÔ ÂÍ‹˜ ı· ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ ¿ÓÙÔÙÂ fiÙÈ ÙÔ ‰Â›ÁÌ· Ì·˜ Â›Ó·È Ù˘¯·›Ô ‰ËÏ·‰‹
ÔÈ Ù.Ì.  X1, X2, …, Xn  ı· Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛfiÓÔÌÂ˜ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ı·
ÈÛ¯‡ÂÈ:

fX
~

(~x) = P
n

i=1
 fXi(xi)  .

1.2 Mελ�τη της καταν�μ�ς τ�υ δε
γματ�ς

1.2.1  Περ	πτωση διακριτ�� αρ�ικ�� πληθυσμ��

ŒÛÙˆ  X  ÌÈ· ‰È·ÎÚÈÙ‹ Ù.Ì. Ô˘ ·›ÚÓÂÈ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜  ·1, ·2, …, ·N, …  ÌÂ
Î·Ù·ÓÔÌ‹

P(X=·i) = pi  ,    Â
i

 pi=1 .

™ÙË ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹ Ù·  pi  ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ¿ÁÓˆÛÙÂ˜ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ Ô˘ ÚÔÛ·-
ıÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜. K¿ÓÔ˘ÌÂ  n  ‰ÔÎÈÌ¤˜,
·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ‰Â›ÁÌ· ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  n  Î·È ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ ¯ˆÚ›˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜
ÁÂÓÈÎfiÙËÙ·˜ fiÙÈ:

Ë ÙÈÌ‹ ·1 ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È k1 ÊÔÚ¤˜

» ·2 » k2 »

 ...  ...
» ·i » ki »

 ...  ...

¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ  ki ≥ 0  ,    Â
i

 ki = n         Â
i

 ki
n

 = 1 .
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¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯ÒÓÙ·˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙË˜ Ù.Ì.  X  ÙÔÓ

·ÚÈıÌfi  ki
n

  ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È ÌÈ· Î·ÈÓÔ‡ÚÁÈ· Î·Ù·ÓÔÌ‹ Ô˘ Î·ÏÂ›Ù·È εμπει-

ρικ� καταν�μ�.
°Ú·ÊÈÎ¿ Ë ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ρα�δ�γραμμα συ-

�ν�τ�των (™¯‹Ì· 1.2.1).

fn 
(x)

k1––
n

k2––
n

ki––
n

k3––
n

·1 ·2 ·3  . . . ·i . . . x

Σ��μα 1.2.1

H ·ıÚÔÈÛÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  Fn(x)  Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔÓ ·Ú·-
¿Óˆ ÂÌÂÈÚÈÎfi ÓfiÌÔ, Â›Ó·È ÙÔ ÔÛÔÛÙfi ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ Ô˘ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÂ˜ ‹
›ÛÂ˜ ÙÔ˘  x  Î·È ÔÚ›˙ÂÙ·È ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿. °Ú·ÊÈÎ¿
Ë Û.Î.  Fn(x)  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì· 1.2.2.

fn 
(x)

x

k1––
n

k1+k2–––––
n

k1+k2+k3––––––––
n

·1 ·2 ·3

Σ��μα 1.2.2
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1.2.2 Περ	πτωση συνε���ς αρ�ικ�ς καταν�μ�ς

ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë Ù.Ì.  X  Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜Ø ÙfiÙÂ
˘¿Ú¯ÂÈ Î¿ÔÈ· (Û˘Ó‹ıˆ˜ ¿ÁÓˆÛÙË) Û...  f(x)  ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ:

f(x) ≥ 0    " xŒR   Î·È     Ú
 R

 f(x) dx = 1  .

K¿ÓÔ˘ÌÂ  n  ‰ÔÎÈÌ¤˜ Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ:

ÛÙËÓ 1Ë ‰ÔÎÈÌ‹ ÙËÓ ÙÈÌ‹ x1

» 2Ë » » » x2

 ...
» n-ÛÙ‹ » » » xn

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

P(X=x1) = 0 ,   P(X=x2) = 0, …, P(X=xn) = 0  .

E›ÛË˜ Â›Ó·È ÔÏ‡ Èı·ÓfiÓ fiÏ· Ù·  xi  Ó· Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜.
™Â ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ˜ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ fiÏÂ˜ ÔÈ ÙÈ-
Ì¤˜  xi,  i=1, 2, …, n   Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. ŒÙÛÈ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯ÒÓÙ·˜

ÛÂ Î¿ıÂ ÙÈÌ‹  xi  Èı·ÓfiÙËÙ· ›ÛË ÌÂ  1
n
  ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÌÂ ÌÈ· Î·ÈÓÔ‡ÚÁÈ· Î·Ù·-

ÓÔÌ‹, ÌÈ· ‰È·ÎÚÈÙ‹ ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹. ™ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì·  1.2.3 ¤¯Ô˘ÌÂ
ÙËÓ ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Î·È ÙÔ Ú·-
‚‰fiÁÚ·ÌÌ· Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ, ÙÔ Ú·‚‰fiÁÚ·ÌÌ· Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÔÏ‡ ÌÈÎÚ‹
ÏËÚÔÊÔÚ›· ÁÈ· ÙÔÓ ·Ú¯ÈÎfi ÏËı˘ÛÌfi. ™’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÛÎÂÊÙfiÌ·-
ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜: AÊÔ‡ Ô ·Ú¯ÈÎfi˜ ÏËı˘ÛÌfi˜ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ‰ÂÓ ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ıÂÙÈÎ‹ Èı·ÓfiÙËÙ· ÛÂ ÛËÌÂ›Ô, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ÛÂ ‰È¿-
ÛÙËÌ·. ŒÙÛÈ ¯ˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Ù.Ì. ÛÂ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ¯·Ú·-
ÎÙËÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÔÓÙ·È ·fi Ù· Ì¤Û· ÙÔ˘˜ Î·È Û·Ó Èı·ÓfiÙËÙ·
ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙˆÓ ‰ÔÎÈÌÒÓ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·Ø ‰ËÏ·‰‹ ÛÂ Î¿ıÂ

‰È¿ÛÙËÌ· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  ki
n

   fiÔ˘  ki  Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰ÔÎÈ-

ÌÒÓ Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó Û’ ·˘Ùfi.
ŒÙÛÈ ÏÔÈfiÓ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ÂÌÂÈÚÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÛÙËÓ ÂÚ›-

ÙˆÛË Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ Â›Ó·È ÙÔ ιστ�γραμμα συ�ν�τ�των,
Ô˘ Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ·Ú·ÏÏËÏÔÁÚ¿ÌÌˆÓ ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (xi, xi+1),

i=1, …, n–1  Î·È ÂÌ‚·‰fiÓ ›ÛÔ ÌÂ  ki
n

  Ô‡Ùˆ˜ ÒÛÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ

Ó· Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙË ÌÔÓ¿‰·.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÈÛÙfiÁÚ·ÌÌ· Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÔÈ¿˙ÂÈ ÌÂ ÙËÓ Û... Î·È

Ì¿ÏÈÛÙ·, fiÛÔ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ Î·È ÙˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂÁ·ÏÒÓÂÈ
ÙfiÙÂ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.4 I  ÙÂ›ÓÂÈ Ó· Ù·˘ÙÈÛıÂ› ÌÂ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.4 II.
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f
 
(x)

x
I. AÚ¯ÈÎfi˜ ÏËı˘ÛÌfi˜ ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹

fi

x

II. ¢È·ÎÚÈÙ‹ ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹

1
–
n

x1 x2 x3 x4 . . . . . . . xi xi+1

Σ��μα 1.2.3

x

I.  IÛÙfiÁÚ·ÌÌ· Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ

fn 
(x)

0

x

II.  Û... Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜

f(x)

0

Σ��μα 1.2.4
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1.2.3 Mελ�τη της σ.κ. της εμπειρικ�ς καταν�μ�ς

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Ù.Ì.  X  Ô˘ ¤¯ÂÈ Î¿ÔÈ·  Û.Î.  F(x). K¿ÓÔ˘ÌÂ  n  ·ÓÂ-
Í¿ÚÙËÙÂ˜ ‰ÔÎÈÌ¤˜, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ù.‰.  ~X¢= (X1, X2, …, Xn)  Î·È ÛÂ Î¿ıÂ  xi

·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ·  1
n
 .  K·Ù’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÌÂ ÙËÓ

ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹. E›ÛË˜ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  Fn(x)  Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿-
ÓÂÈ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ·, ‹ ÔÛÔÛÙfi, ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ (‰ÔÎÈÌÒÓ) Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ·ÚÈÛÙÂÚ¿
ÙÔ˘  x. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ÔÈ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ Â›Ó·È

x1 ≤ x2 ≤ … xk ≤ x < xk+1 ≤ … ≤ xn     ı· Â›Ó·È   Fn(x) = k
n
  .

ŒÙÛÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒR  Ë  Fn(x)  ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· Ù.Ì. Ô˘ ÙËÓ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ εμπει-
ρικ� συν�ρτηση καταν�μ�ς ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜   ~X ¢= (X1, X2, …, Xn). H
ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Û.Î. Â›Ó·È ‰È·ÎÚÈÙ‹ ÌÂ ÛËÌÂ›· ·Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ Ù· ÛËÌÂ›·  x1, x2, …, xn

ÌÂ ‚‹Ì·  1
n
   ·Ó fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ (Û¯‹Ì· 1.2.5).

x

f(x)

0

1

F(x)

x

f(x)

0

1 1

(n–1)/n
(n–2)/n

3/n
2/n

1/n 1/n

1/n

1/n

1/n

Fn 
(x)

x1 x2 x3 . . . . xn–2 xn–1 xn

Σ��μα 1.2.5

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÁÈ· Î¿ÔÈÔ ÛÙ·ıÂÚfi  x  ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Ù.Ì.  Rn(x)  Ô˘ ÔÚ›˙Â-
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Ù·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:  Rn(x)  Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ Ô˘ ‚Ú›-
ÛÎÔÓÙ·È ÚÈÓ ·fi ÙÔ  x.
AÓ:

{Rn(x)=k} fi 
 Ó
Ì
Ï

 

k    ·fi Ù·  xi  Â›Ó·È  <x
n–k     »     »   xi     »     ≥ x

ÙfiÙÂ:

P(Rn(x)=k) =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

n
k

   F(x)k
 (1–F(x))n–k  ,    k=0, 1, 2, …, n .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë Ù.Ì.  Rn(x)  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ‰ÈˆÓ˘ÌÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹
B(n, p=F(x)).  ŒÙÛÈ:

E(Rn(x)) = nF(x)

E 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

Rn(x)
n

   = F(x)

var(Rn(x)) = nF(x) (1–F(x)) fi var 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

Rn(x)
n

   = F(x) (1–F(x))
n

ŸÌˆ˜ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÂÌÂÈÚÈÎ‹˜ Û.Î.  Fn(x)  Î·È ÙË˜ Ù.Ì.  Rn(x)  ¤¯Ô˘-
ÌÂ fiÙÈ:

Fn(x) = Rn(x)
n

  ,

¿Ú·: E(Fn(x)) = F(x)     Î·È   var(Fn(x)) = F(x) (1–F(x))
n

  .

EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ Chebychev ¤¯Ô˘ÌÂ:

P (|Fn(x)–F(x)| > Â) ≤ F(x) (1–F(x))
nÂ2   .

ŸÌˆ˜   F(x) (1–F(x))
nÂ2  Æ 0   fiÙ·Ó   nÆ•  " Â>0.

ÕÚ· Fn(x) 
p

--Æ F(x) .

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÈÛ¯˘Úfi ÓfiÌÔ ÙˆÓ ÌÂÁ¿ÏˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

Fn(x)  
Û.‚.

--Æ F(x)

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÎÏÈÌ·ÎˆÙ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  Fn(x)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÚÔ˜ ÙË Û˘ÓÂ¯‹
Û˘Ó¿ÚÙËÛË  F(x),  fiÙ·Ó ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ ÌÂÁ·ÏÒÓÂÈ  (nÆ•).

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ:
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AÓ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒR  ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Ù.Ì.  Yj(x),  j=1, 2, …, n   ·fi ÙË Û¯¤ÛË:

Yj(x) = 
 Ó
Ì
Ï

 

1   ·Ó   Xj ≤ x
0   ·Ó   Xj > x

      j=1, 2, …, n

ÙfiÙÂ ÔÈ Ù.Ì.  Yj(x)  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÌÂ Î·Ù·ÓÔÌ‹  B(1,  p = F(x)).
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÈÛ¯˘Úfi ÓfiÌÔ ÙˆÓ ÌÂÁ¿ÏˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ

1
n
  Â

n

j=1
 Yj(x) 

Û.‚.
--Æ F(x)

fiÌˆ˜ 1
n
  Â

n

j=1
 Yj(x) = Fn(x) Ô.Â.‰.

H ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙË˜  Fn(x)  Û·Ó ÂÎÙÈÌ‹ÙÚÈ·˜ ÙË˜ ıÂˆÚËÙÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜
F(x)  ‰ÈÎ·ÈÔÏÔÁÂ›Ù·È Î·È ·fi ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÔÏ‡ ÈÛ¯˘Ú‹ È‰ÈfiÙËÙ·.

Θε�ρημα 1.2.1 (Clivenko - Cantelli)
H ÂÌÂÈÚÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  Fn(x)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÚÔ˜

ÙËÓ ıÂˆÚËÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  F(x)  ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ·  1, ‹

sup
x

 |Fn(x)–F(x)| 
Û.‚.

nÆ•
----Æ 0 .

Aπ�δει�η
°È· ‰ÔÛÌ¤ÓÔ  Â > 0  ıÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›·  c1, c2, …, cÎ  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

F(ci)–F(ci–1) < Â
2
  ,    i=1, 2, …, Î+1

ÌÂ  c0=–•,  cÎ+1=• .

AÊÔ‡ ÈÛ¯‡ÂÈ  Fn(x) 
Û.‚.

--Æ F(x)  ÙfiÙÂ ÁÈ·  ‰ > 0  ˘¿Ú¯ÂÈ  Ni  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

P(|Fn(ci)–F(ci)| < Â
2
  ,  " n>Ni) > 1– ‰

Î+1
(1.1)

E·ÁˆÁÈÎ¿ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ:

P 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ«

Î+1

i=1
 Ai  ≥ Â

Î+1

i=1
 P(Ai)–Î (1.2)

¢È·Ï¤ÁÔÓÙ·˜ Û·Ó  N= max{N1, …, NÎ+1}  Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ  (1.2)

ÁÈ· ÙÔ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ   Ai= 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

 |Fn(ci)–F(ci)| < Â
2
   ÁÈ·  n>N    Ë  (1.1) Á›ÓÂÙ·È:
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P (|Fn(ci)–F(ci)| < Â
2
   " n>N,   i=1, 2, …, Î+1) > (Î+1) 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1–  ‰

Î+1
 –Î = 1–‰ (1.3)

OÈ Û.Î. Fn Î·È F Â›Ó·È ÌË Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘˜ Î·È

¤ÙÛÈ fiÙ·Ó Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  {|Fn(ci)–F(ci)| < Â
2
 ,  " n>N,  i=1, 2, …, Î+1}

ÙfiÙÂ ÁÈ·  ci–1 < x < ci   ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

Fn(x)–F(x) < Fn(ci)–F(ci–1) = Fn(ci)–F(ci)+F(ci–1) < Â

F(x)–Fn(x) < F(ci)–Fn(ci–1) = F(ci)–F(ci–1)–(Fn(ci–1)–F(ci–1)) < Â .

‰ËÏ. |Fn(x)–F(x)| < Â,  " x   ¿Ú·   sup
x

 |Fn(x)–F(x)| < Â  ÏfiÁˆ ÙË˜  (1.3)

P(sup
x

 |Fn(x)–F(x)| < Â ,  " n>N) < 1–‰ Ô.Â.‰.

°È· ÔÏ‡ ÌÂÁ¿Ï· ‰Â›ÁÌ·Ù· ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·

Sup
x

 |Fn(x)–F(x)| <  c
÷̀n

  .

1.3 Xαρακτηριστικ� δε
γματ�ς

1.3.1 Διατεταγμ�ν� δε	γμα

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· Ù.‰.  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  ·fi ÌÈ· Ù.Ì.  X  Î·È ÙÔ ‰È·-

Ù¿ÛÛÔ˘ÌÂ Î·Ù’ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÂÈÚ¿ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜. TÔ ‰Â›ÁÌ· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ï¤ÁÂÙ·È
διατεταγμ�ν� δε
γμα, Î·È Â›Ó·È:

min{X1, X2, …, Xn} = X(1) ≤ X(2) ≤ … ≤ X(n) = max{X1, X2, …, Xn} .

OÈ Ù.Ì.  X1, X2, …, Xn  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛfiÓÔÌÂ˜ Î·È Ì·˜ ÂÓ‰È·-
Ê¤ÚÂÈ Ë ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ Ù.Ì.  Y1=X(1),  Y2=X(2), …,  Yn=X(n).

Θε�ρημα 1.3.1
AÓ ÔÈ Ù.Ì.  X1, X2, …, Xn  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯Â›˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛfiÓÔÌÂ˜ ÌÂ

Û.Î.  FX(x) = P(X≤ x)  Î·È Û...  fX(x)   ÙfiÙÂ:

(i) H Û...  fÎ(y)  ÙË˜ Ù.Ì. YÎ=X(Î)  Â›Ó·È:

fÎ(y) = n!
(Î–1)! (n–Î)!

 (FX(y))Î–1
 (1–FX(y))n–Î fX(y) ,   Î=1, 2, …, n.

°È·  Î=1: f1(y) = n(1–FX(y))n–1fX(y)

°È·  Î=n: fn(y) = n(FX(y))n–1fX(y)
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(ii) H ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ Ù.Ì.  Z=X(Î), Y=X(s) , 1 ≤ Î ≤ s ≤ n   Â›Ó·È:

fÎs(z, y) = 
 Ó
Ì
Ï

 

c (FX(z))Î–1 (FX(y)–FX(z))s–Î–1 (1–FX(y))n–s fX(z) fX(y), z<y
0    , z≥y

fiÔ˘  c= n!
(Î–1)! (s–Î–1)! (n–s)!

(iii) H ÎÔÈÓ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙˆÓ  X(1), X(2), …, X(n)  Â›Ó·È:

f1, 2, …, n(y1, y2, …, yn) = 
 Ó
Ì
Ï

 

n! fX(y1) fX(y2) … fX(yn)  ,   y1<y2< … <yn

0   ,   ·ÏÏÔ‡

I‰È·›ÙÂÚÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Ë ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÔÈ Ù.Ì.  X1, X2, …,
Xn  Â›Ó·È ¤Ó· Ù.‰. ·fi ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Î·Ù·ÓÔÌ‹  U(0, 1)  ÙfiÙÂ:

(i) H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù.Ì.  YÎ=X(Î)  Â›Ó·È:

fÎ(y) = n!
(Î–1)! (n–Î)!

 yÎ–1
 (1–y)n–Î

Î·È E(X(Î)) = Î
n+1

   ,   varX(Î) = Î(n–Î+1)
(n+1)2

 (n+2)
  ,    Î=1, 2, …, n

(ii) H ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ  x(1), x(n)   Â›Ó·È:

f1n(z, y) = 
 Ó
Ì
Ï

 
n(n–1) (y–z)n–2 ,   0 ≤ z < y ≤ 1
0  ,   ·ÏÏÔ‡

ÌÂ   cov (X(1), X(n)) = 1
(n+1)2

 (n+2)
  .

Oρισμ�ς 1.3.1
AÓ  X1, X2, …, Xn   Â›Ó·È ¤Ó· Ù.‰. ·fi Î¿ÔÈ· Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙfiÙÂ Â›Ó·È:

(i) ε�ρ�ς � πλ�τ�ς τ�υ δε
γματ�ς Ë ÔÛfiÙËÙ·  R= X(n)–X(1).
(ii) δι�μεσ�ς � δι��τ�μ�ς τ�υ δε
γματ�ς Ë ÔÛfiÙËÙ·

d= 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

X(Î)    ·Ó   n=2Î+1
X(Î)+x(Î+1)

2
   ·Ó  n=2Î

(iii) μ�σ� τ�υ πλ�τ�υς τ�υ δε
γματ�ς Ë ÔÛfiÙËÙ·  X(1)+X(n)
2

 .

H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù.Ì.  R= X(n)–X(1) ,  fiÙ·Ó  Xi �U(0, 1), Â›Ó·È
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fR(r) = n(n–1)rn–1
 (1–r)  ,   0<r<1

ÌÂ  ER= n–1
n+1

    Î·È  varR= 2(n–1)
(n+1)2

 (n+2)
  .

1.3.2  Στατιστικ� δε	γματ�ς

Oρισμ�ς 1.3.2
ŒÛÙˆ Ù.‰.  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  ·fi Ù.Ì.  X. K¿ıÂ ÌÂÙÚ‹ÛÈÌË Û˘Ó¿Ú-

ÙËÛË ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜  U(X1, X2, …, Xn)  Ô˘ ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¿ÁÓˆÛÙÂ˜ ·Ú·-
Ì¤ÙÚÔ˘˜ Î·ÏÂ›Ù·È στατιστικ� συν�ρτηση (στ.σ.).

MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÛÙ.Û. ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ¿ ÙÔ˘ ‰Â›-
ÁÌ·ÙÔ˜ ÛÂ ·Ó·ÏÔÁ›· ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ·fi ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÚÔ-
¤Ú¯ÂÙ·È. T· ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ¿ ·˘Ù¿ Â›Ó·È:

i) O δειγματικ�ς μ�σ�ς:

–
X = 1

n
 Â

n

i=1
 Xi

ii) H δειγματικ� ρ�π�  r  τ��ης

m¢r = 1
n
 Â

n

i=1
 Xr

i ,   r=2, 3, …

H ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹ ÚÔ‹ ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi˜ Ì¤ÛÔ˜.

iii) H δειγματικ� κεντρικ� ρ�π�  r  τ��ης

mr = 1
n
 Â

n

i=1
 (Xi–

–
X)r ,   r= 2, 3, …

°È·  r=2  ¤¯Ô˘ÌÂ τη δειγματικ� διασπ�ρ� Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È:

S¢2= 1
n
 Â

n

i=1
 (Xi–

–
X)2 .

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ fiÌˆ˜ Î·È ÁÈ· ÏfiÁÔ˘˜ Ô˘ ı· ÂÍËÁ‹ÛÔ˘ÌÂ ·Ú·Î¿Ùˆ Û·
‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÛÔÚ¿ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ·

S2= 1
n–1

 Â
n

i=1
 (Xi–

–
X)2  .
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H ÔÛfiÙËÙ·  S  ‹  S¢  Ï¤ÁÂÙ·È δειγματικ� τυπικ� απ�κλιση.

AÓ ~Y¢= (Y1, Y2, …, Yn)    Â›Ó·È ¤Ó· Ù.‰. ·fi Ù.Ì.  Y  Î·È

~X¢= (X1, X2, …, Xn)    Â›Ó·È ¤Ó· Ù.‰. ·fi Ù.Ì.  X  ÙfiÙÂ:

iv) Δειγματικ� � εμπειρικ� συνδιασπ�ρ� Â›Ó·È:

 S¢xy = 1
n
  Â

n

i=1
 (Xi–

–
X) (Yi–

–
Y)    ‹     Sxy = 1

n–1
 Â

n

i=1
 (Xi–

–
X) (Yi–

–
Y) .

v) Δειγματικ�ς � εμπειρικ�ς συντελεστ�ς συσ��τισης Â›Ó·È:

rxy = Sxy
Sx Sy

 = 
Â

i
 (Xi–

–
X) (Yi–

–
Y)

  ÷̀```````Â
i

 (Xi–
–
X)2

 Â
i

 (Yi–
–
Y)2  

  .

1.3.3 Mελ�τη της καταν�μ�ς της μ�σης τιμ�ς και της διασπ�ρ�ς

OÈ ÛÙ.Û. Â›Ó·È Ù.Ì. Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ¤¯Ô˘Ó Î¿ÔÈ· Î·Ù·ÓÔÌ‹. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı·

ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜  
–
X  Î·È ÙË˜ ‰È·ÛÔÚ¿˜  S2  ÂÓfi˜

‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ Ô˘ ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi Î·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹.

Θε�ρημα 1.3.2

ŒÛÙˆ  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  ¤Ó· Ù.‰. ·fi Î·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì, Û2).

TfiÙÂ Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜  
–
X  Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ‹  N 

 Ë
Ê

 ̄
ˆÌ, Û

2

n
    .

Aπ�δει�η

H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  (¯.Û.) ÙË˜ Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜  
–
X = 1

n
  Â

n

i=1
 Xi  Â›Ó·È:

Ê –
X(t) = Eeit

–
X = Ee

i  tn Â
n

i=1

 Xi

 = E ’
n

i=1
 e

it
n Xi

 = ’
n

i=1
 Ee

it
n Xi

 =  ’
n

i=1
 Ê

 ( )t
n 

Xi
(1.4)

ŸÌˆ˜  Xi�N(Ì, Û2)   ¤ÙÛÈ Ë  (1.4)  Á›ÓÂÙ·È:

Ê –
X(t) = ’

n

i=1
e

i  t
n

 Ì– Û2t2

2n2  = e
itÌ– Û2t

2n   (1.5)
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H Û¯¤ÛË  (1.5)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÏÏË ·fi ÙËÓ  ¯.Û. ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  N 
 Ë
Ê

 ̄
ˆÌ,  Û

2

n
     Ô.Â.‰.

Θε�ρημα 1.3.3

ŒÛÙˆ  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  Ù.‰. ·fi Î·Ù·ÓÔÌ‹ F(x)  ÌÂ E(Xi)=Ì  Î·È

varXi
 = Û2 < •  ÙfiÙÂ:

–
X–Ì

Û
 ÷̀n  

K.N
--Æ N(0, 1) .

Aπ�δει�η
TÔ ıÂÒÚËÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È ¿ÌÂÛË ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙˆÓ Lindeberg -

Lévy (K.O.£.) Î·È Ë Û‡ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È Î·Ï‹ ÁÈ·  n ≥ 30.

Θε�ρημα 1.3.4

ŒÛÙˆ  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  Ù.‰. ·fi Î·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì, Û2).

TfiÙÂ ÔÈ Ù.Ì.  
–
X  Î·È  S2  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ë Ù.Ì. 

–
X–Ì

S
 ÷̀ n  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·-

ÓÔÌ‹  tn–1  Î·È Ë Ù.Ì.  (n–1)S2

Û2   ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·ÓÔÌ‹   X 2
n–1  .

Aπ�δει�η
H ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÛÔÚ¿  S2  ÁÚ¿ÊÂÙ·È

S2 = 1
n–1

 S
n

i=1
 (Xi–

–
X)2 = 1

n–1
 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 S
n

i=1
 (Xi–Ì)2

 –n(
–
X–Ì)2  fi

fi (n–1)S2

Û2  + n(
–
X–Ì)2

Û2  = S
n

i=1
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

Xi–Ì
Û

 

2
(1.6)

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi  Yi= Xi–Ì
Û

  ÔfiÙÂ  Yi�N(0, 1)  Î·È ÔÈ Ù.Ì.

Yi  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜  i=1, 2, …, n.
MÂ ÙËÓ ·Ú·Ù‹ÚËÛË fiÙÈ:

 S
n

i=1
 Yi = 

Â
n

i=1
 Xi–nÌ

Û
 = n 

–
X–Ì

Û
 fi 

–
X–Ì

Û
 = 1

n
  S

n

i=1
 Yi

Ë  (1.6)  Á›ÓÂÙ·È:

(n–1)S2

Û2  + 1
n
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 S
n

i=1
Yi 

2

 =  S
n

i=1
 Y2

i (1.7)
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™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË ¤Ó· ÁÚ·ÌÌÈÎfi ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi:

~Z = ø ~Y       ~Y= ø¢ ~Z

fiÔ˘  ø  Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ˜ ›Ó·Î·˜  (‰ËÏ. ø¢=ø–1)  ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ë ÚÒÙË

ÁÚ·ÌÌ‹ Â›Ó·È Ë

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
÷̀n

 ,  1
÷̀n

 , …,  1
÷̀n

    .

H Û... ÙË˜ Ù.Ì. ~Z  Â›Ó·È:

g(z1, z2, …, zn) = f(y1(z1, z2, …, zn), …, yn(z1, z2, …, zn))Ø|detø| =

= 1Ø 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

n
2 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– 1

2
   ~Y¢  ~Y  = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

n
2 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– 1

2
 ~Z¢øø¢~Z  =

= 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

 

n
2 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– 1

2
 ~Z¢~Z   .

(det ø  Â›Ó·È Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ ›Ó·Î·  ø  Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ  detø = 1).
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÔÈ Ù.Ì.  Zi  ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(0, 1),

i = 1, 2, …, n  Î·È Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. E›ÛË˜

 S
n

i=1
 Z2

i  = ~Z¢~Z = ~Y¢ø¢ø ~Y = ~Y¢ ~Y =  S
n

i=1
 Y2

i (1.8)

Î·È Z1= 1
÷̀n

  S
n

i=1
 Yi = 1

÷̀n
 
–
X–Ì

Û
 = 1

n
 
–
X–Ì

Û
 ÷̀n   Î·È  Z2

1 = 1
n
 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

  S
n

i=1
 Yi

2

(1.9)

MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ  (1.8)  Î·È  (1.9)  Ë Û¯¤ÛË  (1.7)  Á›ÓÂÙ·È:

(n–1)S2

Û2  +Z2
1 = S

n

i=1
 Z2

i            (n–1)S2

Û2  =  S
n

i=2
 Z2

i (1.10)

Συμπ�ρασμα

i) Afi ÙË Û¯¤ÛË  (1.9)  ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Ù.Ì.  
–
X  Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌfiÓÔ

ÙÔ˘  Z1  Î·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË  (1.10)  fiÙÈ ÙÔ  S2  Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌfiÓÔ ÙˆÓ

Z2, Z3, …, Zn.  ÕÚ· ÔÈ Ù.Ì.  
–
X  Î·È  S2  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.

ii) (n–1)S2

Û2  � X 2
n–1    ·ÊÔ‡  Zi � N(0, 1)

ŒÙÛÈ:   ES2=Û2  Î·È  varS2 = Û4

(n–1)2 2(n–1) = 2Û4

n–1
  .
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iii) Afi ÙÔ ıÂÒÚËÌ· 1.3.2 ÈÛ¯‡ÂÈ:  
–
X–Ì

Û
 ÷̀n � N(0, 1) .

ÕÚ· Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ·  A. 3.9  ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ:

–
X–Ì

Û
 ÷̀n

  ÷̀`(n–1)S2

Û2

n–1
   

 = 
–
X–Ì

S
 ÷̀n � tn–1 Ô.Â.‰.

TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È ÔÏ‡ ¯Ú‹ÛÈÌÔ ÛÙË ‰ÔÎÈÌ·Û›· ÙˆÓ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ
‰ÈfiÙÈ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÛÙËÓ Ú¿ÍË Ë ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ‰È·ÛÔÚ¿ Â›Ó·È ¿ÁÓˆÛÙË ÔfiÙÂ ÙËÓ
·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙË ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÛÔÚ¿. A˘Ùfi fiÌˆ˜ ¤¯ÂÈ Û·Ó ·ÔÙ¤ÏÂ-

ÛÌ· Ó· ·ÏÏ¿˙ÂÈ Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙÔ˘  
–
X,  ·fi Î·ÓÔÓÈÎ‹ ÛÂ Student.

Θε�ρημα 1.4.5
AÓ  ~X  Â›Ó·È ¤Ó· Ù.‰. ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  n  ·fi Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì1, Û2

1)  Î·È ~Y Â›Ó·È
¤Ó· Ù.‰. ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  m  ·fi Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì2, Û2

2)  Î·È Ù· ‰Â›ÁÌ·Ù· Â›Ó·È ·ÓÂ-

Í¿ÚÙËÙ· ÙfiÙÂ
–
X–

–
Y � N  Ë

Ê
 ̄
ˆÌ1–Ì2 ,  

Û2
1

n
 + 

Û2
2

m
   .

Aπ�δει�η
H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ  A.3.1.  Î·È  1.3.2.

Θε�ρημα 1.4.6
AÓ  ~X  Â›Ó·È Ù.‰. ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  n  ·fi Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì1, Û2

1)  ÌÂ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹
‰È·ÛÔÚ¿  S2

1  Î·È   ~Y  Â›Ó·È Ù.‰. ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  m  ·fi Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì2, Û2
2)  ÌÂ

‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎ‹ ‰È·ÛÔÚ¿  S2
2  Î·È Ù· ‰‡Ô ‰Â›ÁÌ·Ù· Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ÙfiÙÂ:

S2
1

Û2
1

    
S2

2

Û2
2
   

 � Fn–1, m–1 .

Aπ�δει�η
H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ  A.3.7  Î·È  1.3.3.
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Θε�ρημα 1.4.7

AÓ  ~X  Î·È   ~Y  Â›Ó·È ‰‡Ô ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· Ù.‰. ·fi ÏËı˘ÛÌÔ‡˜  N(Ì1, Û2)
Î·È  N(Ì2, Û2)  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙfiÙÂ Ë Ù.Ì.

–
X–

–
Y–(Ì1–Ì2)

÷̀`````(n–1)S2
1+(m–1)S2

2
n+m–2

 ÷̀`1n +  1
m

·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·ÓÔÌ‹  tn+m–2   fiÔ˘:
–
X Â›Ó·È Ë Ì¤ÛË ÙÈÌ‹,  S2

1  Â›Ó·È Ë ‰È·ÛÔÚ¿ Î·È  n  ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·-

ÙÔ˜  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn).
–
Y Â›Ó·È Ë Ì¤ÛË ÙÈÌ‹, S2

2  Â›Ó·È Ë ‰È·ÛÔÚ¿ Î·È  m  ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·-

ÙÔ˜   ~Y¢ = (Y1, Y2, …, Ym).

Aπ�δει�η
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ıÂˆÚ‹Ì·Ù· 1.3.2  Î·È  A.3.1  ¤¯Ô˘ÌÂ

–
X�N 

 Ë
Ê

 ̄
ˆÌ1,  Û

2

n
 

–
Y�N 

 Ë
Ê

 ̄
ˆÌ2,  Û

2

m
 

                 
–
X–

–
Y� N 

 Ë
Ê

 ̄
ˆÌ1–Ì2 ,  Û2

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
n
 +  1

m
 

E›ÛË˜ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ıÂˆÚ‹Ì·Ù·  1.3.3  Î·È  A.3.4.

 ̨Ô
˝
Ô̧

 

(n–1) S2
1

Û2  � X 2
n–1

(m–1) S2
2

Û2  � X 2
m–1

   fi (n–1) S2
1+(m–2) S2

2

Û2  � X 2
n+m–2   .

ŒÙÛÈ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ·  A.3.6 Ë Ù.Ì.

–
X–

–
Y– (Ì1–Ì2)

Û ÷̀`1n +  1
m

  ÷̀```(n–1) S2
1+(m–1) S2

2

Û2

  n+m–2
    

 = 
–
X–

–
Y– (Ì1–Ì2)

÷̀```````(n–1)S2
1+(m–1)S2

2
n+m–2

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
n
 +  1

m
 

·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ  tn+m–2  – Î·Ù·ÓÔÌ‹. Ô.Â.‰.
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ΛYMENEΣ AΣKHΣEIΣ

1.1. "στω  ~X = (X1, X2, …, Xn)   τ.δ. απ� καταν�μ�  fX(x). Nα �ρε-

θε
 η καταν�μ� της στ.σ. T( ~X) =Â
n

i=1
 Xi  �ταν η καταν�μ� ε
ναι:

α) Γ�μμα  G(α, �) �) Γεωμετρικ�
γ) Bernoulli B(1, p) δ) Poisson P(λ).

Λ�ση
OÈ Ù.Ì.  X1, X2, …, Xn  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛfiÓÔÌÂ˜ Û·Ó ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘

Ù.‰.  ~X.  ™˘ÓÂÒ˜ Ë ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜  T( ~X) = Â
n

i=1
 Xi  ÈÛÔ‡Ù·È

ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ÚÔÔÁÂÓÓËÙÚÈÒÓ ÙˆÓ Ù.Ì.  Xi  ‰ËÏ·‰‹:

M™Xi
(t) = P

n

i=1
 MXi 

(t)  .

α) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·  AII  Ë ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  G(·, ‚)

Â›Ó·È:  MX(t) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– t

‚
 

–·
 .  ŒÙÛÈ:

M™Xi
(t) = P

n

i=1
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– t

‚
 

–·
 = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– t

‚
 

–n·
  .

ÕÚ· Ë ÛÙ.Û.  T( ~X) = Â
n

i=1
 Xi  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹  G(n·, ‚).

�) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·  AI , Ë ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ °ÂˆÌÂÙÚÈÎ‹˜ Î·Ù·-

ÓÔÌ‹˜ Â›Ó·È  MX(t) = pet

1–(1–p)et . ŒÙÛÈ:

M™Xi
(t) = P

n

i=1
 pet

1–(1–p)et = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

pet

1–(1–p)et 

n
  .

ÕÚ· Ë ÛÙ.Û.  T( ~X) = Â
n

i=1
 Xi  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ‰ÈˆÓ˘ÌÈÎ‹ Î·Ù·-

ÓÔÌ‹, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·  AI.



28

γ) ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·  AI  Ë ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ Bernoulli
B(1, p)  Â›Ó·È:  MX(t) = (1–p+pet). ŒÙÛÈ:

M™Xi
(t) = P

n

i=1
 (1–p+pet) = (1–p+pet)n

A˘Ù‹ Ë ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ·, ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÏÏË ·fi ÙËÓ ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ ‰Èˆ-
Ó˘ÌÈÎ‹˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  B(n, p).

δ) H ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  Poisson  P(Ï)  Â›Ó·È:

MX(t) = exp{Ï(et–1)} . ŒÙÛÈ:

M™Xi
(t) = P

n

i=1
 exp{Ï(et–1)} = exp{nÏ(et–1)}

‰ËÏ·‰‹ Ë Ù.Ì.  T( ~X) = Â
n

i=1
 Xi  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ Poisson  P(nÏ).

1.2. "στω  ~X = (X1, X2, …, Xn)¢  τ.δ. απ� �μ�ι�μ�ρ$η καταν�μ�
U(α, �). Aν  x(1) = min{xi, i=1, 2, …, n}  και  x(n) = max {xi, i=1, 2,
…, n},  να �ρεθε
 η καταν�μ� των παρακ�τω στ.σ.:

α) T1(~x) = X(1) �) T2(~x) = X(n)

γ) T3(~x) = 1
2

  (X(1)+X(n)) δ) T3(~x) = X(n)–X(1)

Λ�ση
H Û..  Î·È Ë Û.Î. ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  U(·, ‚)  Â›Ó·È ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯·:

fX(x) = 1
‚–·

    Î·È  FX(x) = x–·
‚–·

  ,    xŒ[·, ‚].

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ·  (1.3.1)  Ë Û... ÙˆÓ Ù.Ì. Y1=X(1)  Î·È  Yn=X(n)

Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·:

f1(y) = n(1–FX(y))n–1
 fX(y)

fn(y) = n(FX(y))n–1
 fX(y)

ÕÚ·:

α) f1(y) = n 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– y–·

‚–·
 

n–1
 1
‚–·

�) fn(y) = n (y–·)n–1

(‚–·)n  .
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H ÎÔÈÓ‹ Û... ÙˆÓ Ù.Ì.  Y1, Yn   Â›Ó·È:

f1n(y1, yn) = n(n–1) (yn–y1)n–2

(‚–·)n      · ≤ y1 < yn ≤ ‚

γ) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô Ó¤Â˜ Ù.Ì.  Z  Î·È  W  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ:

 ̨Ô
˝
Ô̧Z=Y1

W= 1
2
 (Y1+Yn)   fi 

 Ó
Ì
Ï

 

Y1=Z
Yn= 2W–Z   ,   · ≤ z < 2w–z ≤ ‚

J= D(Y1, Yn)
D(Z, W)

 = 

 ÔÔ
ÔÔ

 ÔÔ
ÔÔ

 

∂y1

∂z
     

∂y1

∂w

∂yn

∂z

∂yn

∂w

  =  Ô
Ô

 Ô
Ô

 

1   0
–1 2   = 2

fZ, W(z, w) = fY1, Yn
 (z, 2w–z) |J| = 2n(n–1) (2w–2z)n–2

(‚–·)n

fW(w) = Ú·

w
fZ, W (z, w) dz = 2n–1 n(n–1)

(‚–·)n Ú·

w
(w–z)n–2 dz= 2

n–1n(w–·)n–1

(‚–·)n   .

™˘ÓÂÒ˜ Ë Û... ÙË˜ ÛÙ.Û.  T3( ~X) = 1
2
 (X(1)+X(n))  Â›Ó·È Ë:

fW(w) = 2n–1 n (w–·)n–1

(‚–·)n      · < w < ‚ .

δ) °È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË Û... ÙË˜ ÛÙ.Û.  T4( ~X) = X(n)–X(1), ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô Ó¤Â˜
Ù.Ì.  Z   Î·È  R  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ:

 ̨
˝
¸

 

Z=Y1

R= Yn–Y1
   fi 

 Ó
Ì
Ï

 

Y1=Z
Yn= R+Z    ,    · ≤ z < z+r ≤ ‚  .

J = D(Y1, Yn)
D(Z, R)

 =  Ô
Ô

 Ô
Ô

 

1   0
1 1   = 1

fZ, R(z, r) = fY1, Yn
  (z, r+z) |J| = n(n–1) rn–2

(‚–·)n

fR(r) = Ú·

‚
fZ, R(z, r) dz = Ú·

‚–r
n(n–1) rn–2

(‚–·)n dz = n(n–1)rn–2
 (‚–·–r)

(‚–·)n  .

ÕÚ· Ë Û... ÙË˜ ÛÙ.Û.  T4(~x) = X(n)–X(1)  Â›Ó·È Ë:
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fR(r) = n(n–1)rn–2(‚–·–r)
(‚–·)n        0 < r < ‚–· .

1.3. "στω  ~X = (X1, X2, …, Xn)  τ.δ. απ� καταν�μ�  G(α, �), αŒƒ,

�>0. Nα δει�θε
 �τι η τ.μ.  Z= 2� Â
n

i=1
 Xi  ακ�λ�υθε
 την  X 2

2αn -

καταν�μ�.

Λ�ση

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË  1.1. Ë Ù.Ì.  W= Â
n

i=1
 Xi  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·ÓÔÌ‹

G(n·, ‚). £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi  Z=2‚W. H ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ Ù.Ì.
Z  Â›Ó·È:

MZ(t) = E(etZ) = E(e2‚tW) = E(et¢W) =  Ë
Ê

 ̄
ˆ1– 

t¢
‚

 

–n·
 =

= 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– 2‚t

‚
 

–n·
 = (1–2t)

– 2n·
2  .

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·  AII Ë  MZ(t) = (1–2t)
– 2n·

2    Â›Ó·È Ë ÚÔÔÁÂÓÓ‹-
ÙÚÈ· ÙË˜  X 2

2·n - Î·Ù·ÓÔÌ‹˜. Ô.Â.‰.

1.4. Θεωρ��με δ�� ανε��ρτητα  τ.δ.  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  και

~Y ¢ = (Y1, Y2, …, Ym) απ� καταν�μ�ς  G(1, �1)  και  G(1, �2)

αντ
στ�ι�α. Nα δει�θε
 �τι η τ.μ.  W= �1 
–
X

�2
–
Y

  , �π�υ  
–
X= 1

n
  Â

n

i=1
 Xi

και  
–
Y = 1

n
  Â

m

j=1
 Yj  , ακ�λ�υθε
  την  F2n, 2m - καταν�μ�.

Λ�ση

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¿ÛÎËÛË 1.3 Ë Ù.Ì.  Z1= 2‚1 Â
n

i=1
 Xi  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ  X 2

2n -

Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÂÓÒ Ë   Z2= 2‚2 Â
m

j=1
 Yj  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ  X 2

2m - Î·Ù·ÓÔÌ‹. ™‡Ì-

ÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ·  A.3.10  Ë Ù.Ì.  W= 

Z1
2n

  Z2
2m  

   ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ  F2n, 2m - Î·-

Ù·ÓÔÌ‹.
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ŸÌˆ˜

Z1
2n

  Z2
2m  

 = 

2‚1 Â
n

i=1
Xi

2n

  
2‚2 Â

m

j=1
Yj

2m    

 = ‚1
–
X

‚2 
–
Y

   .

ÕÚ· Ë Ù.Ì.  W= ‚1
–
X

‚2 
–
Y

   ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙËÓ  F2n, 2m - Î·Ù·ÓÔÌ‹ Ô.Â.‰.

1.5. Nα υπ�λ�γιστ��ν τα �λ�κληρ&ματα:

α) Ú 0

•
 xα–1

 e–�x dx ,   α>0,    �>0.

�) Ú0

1
xα–1

 (1–x)�–1 dx ,    α>0 ,  �>0.

Λ�ση
α) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û... ÙË˜ °¿ÌÌ· Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  G(·, ‚).

fX(x) = ‚·

°(·)
 x·–1

 e–‚x      x>0,   ·>0,   ‚>0.

°ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ: Ú0

•
 fX(x) dx = 1.

ÕÚ· Ú0

•
 ‚·

°(·)
 x·–1

 e–‚x
 dx = 1 fi Ú0

•
 x·–1

 e–‚x
 dx = °(·)

‚·    ,

fiÔ˘ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  °(·)  ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

°(·) = Ú0

•
 x·–1

 e–x
 dx      ·>0

°(·) = (·–1) °(·–1)

°(·)= (·–1)!   ·Ó  ·Œƒ

° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
2

   = ÷̀̀  .

�) H Û... ÙË˜ B‹Ù· Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  ‚(·, ‚)  Â›Ó·È:
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fX(x) = °(·+‚)
°(·) °(‚)

 x·–1
 (1–x)‚–1  ,   xŒ(0, 1) ,   ·>0, ‚>0.

ŒÙÛÈ:  Ú0

1
x·–1

 (1–x)‚–1
 dx = °(·) °(‚)

°(·+‚)
 Ô.Â.‰.

1.6. Aν  X1, X2  ε
ναι ανε��ρτητες, τ.μ. απ� καταν�μ�ς  G(α1, �),

G(α2, �)  αντ
στ�ι�α τ�τε �ι τ.μ.  Y1= X1+X2  και  Y2 = X1
(X1+X2)

ε
ναι επ
σης ανε��ρτητες και ���υν καταν�μ�  Γ(α1+α2, �)
και  �(α1, α2)  αντ
στ�ι�α.

Λ�ση
H ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ Ù.Ì.  (X1, X2)  Â›Ó·È ÏfiÁˆ ÙË˜ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›·˜ ÙˆÓ

X1  Î·È  X2:

fX1, X2
 (x1, x2) = fX1

 (x1) fX2
 (x2) = 

‚·1

°(·1)
 x

·1–1
1  e–‚x1 

‚·2

°(·2)
 x

·2–1
2  e–‚x2

ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi:

 ̨
˝
¸

 

Y1= X1+X2

Y2=  X1
X1+X2

   fi 
 Ó
Ì
Ï

 

X1= Y1 Y2

X2 = Y1–Y1Y2

H I·Îˆ‚È·Ó‹ Â›Ó·È:

J = 

 ÔÔ
ÔÔ

 ÔÔ
ÔÔ

 

∂x1

∂y1

     
∂x1

∂y2

∂x2

∂y1

∂x2

∂y2

   = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 

y2     y1

1–y2 –y1
   = –y1  .

TfiÙÂ
gY1, Y2

 (y1, y2) = |J| fX1, X2
 (y1 y2, y1(1–y2)) =

= 
‚·1+·2

°(·1) °(·2)
 (y1 y2)·1–1

 (y1(1–y2))·2–1
 e–‚y1 y1 =

= 
‚·1+·2

°(·1+·2)
 y

·1+·2–1
1  e–‚y1 Ø 

°(·1+·2)
°(·1) °(·2)

 y
·1–1
2  (1–y2)·2–1 =

= gY1
 (y1)ØgY2

 (y2)    ,     y1>0 ,  0 < y2 < 1 .

‰ËÏ·‰‹ ÔÈ Ù.Ì.  Y1  Î·È  Y2  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó Î·Ù·ÓÔÌ¤˜

°(·1+·2, ‚)   Î·È   ‚(·1, ·2)   ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. Ô.Â.‰.
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1.7. Aν η  τ.μ.  Z= mS2

σ2    ακ�λ�υθε
 την   X 2
m -  καταν�μ� και η δε-

σμευμ�νη καταν�μ� της  τ.μ.  Y  �ταν γνωρ
*�υμε τ�  S2  ε
ναι

η  N 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ0, σ2

S2    , τ�τε η τ.μ.  Y  ακ�λ�υθε
 την  tm- καταν�μ� τ�υ

Student.

Λ�ση
Afi Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ:

fZ(z) = 1

2
m
2  

° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
2

 

 z
m
2

 –1
 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– z

2
      ,  z>0 .

H Û... ÙË˜  Ù.Ì.  S2= Û
2Z
m

   Â›Ó·È:

fS2 (s
2) = fZ (s2) 

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

dz
ds2   = 1

2
m
2

 ° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
2

 

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

ms2

Û2  

m
2

 –1

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– ms2

2Û2    
m
Û2    ,   s2>0 .

H ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Û... ÙË˜ Ù.Ì.  Y  fiÙ·Ó ‰›ÓÂÙ·È ÙÔ  S2  Â›Ó·È:

fy/s2(y/s2) = S
÷̀̀ 2̀ Û

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– s

2y2

2Û2      ,  yŒR.

ŸÌˆ˜:

fy/s2(y/s2) = fY, S2 (y, s2)
fS2 (s2)

      Î·È   fY, S2 (y, s2) =  fy/s2(y/s2) Ø fS2 (s2) .

H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù.Ì.  Y  ı· ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô:

fY(y) =Ú0

•
 fY, S2 (y, s2) ds2 = Ú0

•
 fy/s2(y/s2) fS2 (s2) ds2 =

= Ú0

•
 m

m+1
2

÷̀̀ `̀m ° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
2

 

  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

 s2

2Û2 

m+1
2

 –1

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸–  s2

2Û2 (y2+m)  d s2

2Û2 =

= m
m+1

2

÷̀̀ `̀m ° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
2

 

 Ú0

•
 ˆ

m+1
2

 –1
 exp{–(y2+m)ˆ} dˆ =
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= 1

÷̀̀ `̀m ° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
2

 

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
m+y2 

m+1
2

 ° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m+1
2

   = 
° 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m+1
2

 

÷̀̀ `̀m ° 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
2

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1+ y

2

m
 

– m+1
2

,   yŒR

Ô.Â.‰.

1.8. "στω  ~X¢ = (X1, X2, …, Xn)  τ.δ. απ� καταν�μ� με σ.π.π.

f(x ; θ) = exp{–(x–θ)}  x≥θ>0.

Θεωρ��με τ� διατεταγμ�ν� δε
γμα  ~Y¢ = (Y1, Y2, …, Yn)  �π�υ
Yi=X(i)  i=1, 2, …, n. Nα δει�θε
 �τι �ι τ.μ.  Ys–Y1 , s=2, 3, …, n
και  Y1  ε
ναι ανε��ρτητες, και να υπ�λ�γισθε
 η καταν�μ�
της τ.μ.  Ys–Y1.

Λ�ση
H ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ Ù.Ì.  Ys  Î·È  Y1  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô:

f1s(x, y) = n!
(s–2)! (n–s)!

 (F(y)–F(x))s–2 (1–F(y))n–s f(x) f(y)     x<y   .

™ÙÔ Úfi‚ÏËÌ¿ Ì·˜   F(x) = Úı

x
exp{–(t–ı)} dt = 1–exp {–(x–ı)} .

OfiÙÂ:

f1s(x, y) = n!
(s–2)! (n–s)!

 (exp {–(x–ı)}–exp{–(y–ı)})s–2
 exp{–(y–ı)}n–s+1

Øexp{–(x–ı)} .
™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi:

 ̨
˝
¸

 

Z=Y1

W= YS–Y1
   fi 

 ̨
˝
¸

 

Y1=Z
Ys= Z+W   fi J =  Ô

Ô
 Ô
Ô

 

1   0
1 1   = 1.

fZ, W(z, w) = f1s(z, z+w) |J| =

= n!
(s–2)! (n–s)!

 exp{–(z–ı)}n
 (1–exp{–w})s–2

 exp{–w}n–s+1 =

= nexp{–n(z–ı)} (n–1)!
(s–2)! (n–s)!

 (1–exp{–w})s–2
 exp{–w}n–s+1 .

fW(w)= Úı

•
 fZ, W(z, w) dz = (n–1)!

(s–2)! (n–s)!
 (1–exp{–w})s–2 exp{–w}n–s+1,  0≤w<•

fZ(z) = Úı

•
 fZ, W(z, w)dw = nexp{–(z–ı)}n ,  z≥ı .
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¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  fZ, W(z, w) = fZ(z) fW(w), Û˘ÓÂÒ˜ ÔÈ Ù.Ì. Y1 Î·È Ys–Y1,
s=2, …, n  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜. Ô.Â.‰.

1.9. "στω  ~X ¢ = (X1, X2, …, Xn)  τ.δ. απ� εκθετικ� καταν�μ� με
σ.π.π.:

f(x, ~θ) = 1
θ1

 exp
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– x–θ2

θ1
    I(θ2, •)(x) .

Nα δει�θε
 �τι �ι στ.σ.  T1 =  S
n

i=1
 (Xi–X(1))  και  T2= nX(1)   �π�υ

X(1) = min{X1, X2, …, Xn}  ε
ναι ανε��ρτητες και ακ�λ�υθ��ν

καταν�μ�ς:  G
 Ë
Ê

 ̄
ˆn–1, 1

θ1
   , και εκθετικ� με σ.π.π.

f(z1, ~θ) = 1
θ1

  exp
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– z1–nθ2

θ1
   I(nθ2, •) (z1)  αντ
στ�ι�α.

Λ�ση

K·Ù’ ·Ú¯‹Ó ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  S
n

i=1
 Xi = S

n

i=1
 X(i)  fiÔ˘  X(i)  Â›Ó·È Ë  i  ·Ú·-

Ù‹ÚËÛË ÛÙÔ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ‰Â›ÁÌ·. ™˘ÓÂÒ˜

T1 = S
n

i=1
 Xi–nX(1) = S

n

i=1
 X(i)–nX(1)  ,

ÁÈ’ ·˘Ùfi ı· ÂÚÁ·ÛıÔ‡ÌÂ ÁÈ· ÙÈ˜ ÛÙ.Û.  T1 = S
n

i=1
 X(i)–nX(1)   Î·È  T2=nX(1). X¿-

ÚÈÓ ·ÏfiÙËÙ·˜ ‚¿˙Ô˘ÌÂ  X(i)=Yi   i=1, …, n. H ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙÔ˘ ‰È·ÙÂÙ·-
ÁÌ¤ÓÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜  ~Y¢ = (Y1, Y2, …, Yn)  Â›Ó·È:

fY
~

 (
~
y) = n!fX

~
(
~
y) = n! 1

ın
1
 exp 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

–  1
ı1

 S
n

i=1
 (yi–ı2)   ,  yi>ı2  , i=1, 2, …, n .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi:  ~Z=A ~Y  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ:

 ̨Ô
˝
Ô̧

 

Z1 = nY1

Z2 = (n–1) (Y2–Y1)
Z3 = (n–2) (Y3–Y2)

...
Zn = Yn–Yn–1

   fi  S
n

i=1
 Zi = S

n

i=1
 Yi  .
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O ›Ó·Î·˜ ÙÔ˘ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È:

A= 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

n    0    0    …    0
–(n–1)    n–1    0    …    0

0    –(n–2)   n–2   …    0
…    …    …    …   …
0    0    0    …    1

   fi |A|=n!

H ÎÔÈÓ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ Ù.Ì.  ~Z¢ = (Z1, Z2, …, Zn)  Â›Ó·È:

fZ
~

 (~z) = fY
~

 (~z) |A–1| = 1
ın

1
 exp 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

–  1
ı1

 Â
n

i=1
 (zi–nı2)  =

= 1
ı1

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– z1–nı2

ı1
   P

n

i=2
 1
ı1

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸–  zi

ı1
    ,  zi≥0 ,  i=2, …, n,   z1≥nı2 .

OÈ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ ÙˆÓ Ù.Ì.  Z1, Z2, …, Zn  ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

fZ1
 (z1) = 1

ı1
 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– z1–nı2

ı1
   Ú0

•
 … Ú0

•
 1
ın–1

1
 exp 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

–  1
ı1

 S
n

i=2
 zi  dz2 … dzn =

= 1
ı1

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– z1–nı2

ı1
     ,  z1≥nı2 .

fZi
 (zi) = Únı2

•
 Ú0

•
 fZ(~z) dz1 … dzi–1 dzi+1 … dzn= 1

ı1
 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸–  zi

ı1
   ,zi≥0 ,  i=2, …, n.

E‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È fiÙÈ ÔÈ Ù.Ì.  Z1, Z2, …, Zn  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜
‰ÈfiÙÈ:

fZ
~

 (~z) = P
n

i=1
 fZi 

(zi)  .

H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ Ù.Ì.  Z2, …, Zn  Â›Ó·È Ë  G 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1,   1

ı1
   .  ÕÚ· Ë Ù.Ì.  S

n

i=2
 Zi

·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·ÓÔÌ‹  G 
 Ë
Ê

 ̄
ˆn–1,  1

ı1
   .

ŸÌˆ˜:

 S
n

i=2
 Zi = S

n

i=1
 Zi–Z1 = S

n

i=1
 Yi–nY1 = S

n

i=1
 X(i)–nX(1) = T1

Z1 = nY1 = nX(1) = T2   .
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™˘ÓÂÒ˜ ÔÈ ÛÙ.Û.  T1  Î·È  T2  Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ ·ÊÔ‡ Ë  T2 Â›Ó·È Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛË ÙË˜ Ù.Ì.  Z1  Î·È Ë  T2  Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙˆÓ Ù.Ì.  Z2, …, Zn  Î·È Ë  T2

·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·ÓÔÌ‹ °¿ÌÌ·  G 
 Ë
Ê

 ̄
ˆn–1,   1

ı1
    Î·È Ë  T1  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÂÎıÂÙÈÎ‹ Î·-

Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ Û...  f(z1, ~ı) = 1
ı1

 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸– z1–nı2

ı1
    ,  z1≥nı2 . Ô.Â.‰.

1.10. "στω  (X1, Y1), (X2, Y2), …, (Xn, Yn)  τ.δ. απ� διδι�στατη κα-
ν�νικ� καταν�μ�  N(

~
μ, Σ) �π�υ  

~
μ¢ = (μX, μY)  και

Σ = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

σ2
X    σXY

σXY σ2
Y

  με σXY= ρσXσY , (μX, μY)ŒR2 ,

(σ2
X, σ2

Y)Œ(R+¥R+)  ,  ρŒ[–1, 1]. Nα δει�θε
 �τι η τ.μ.  (
–
X, 

–
Y)

ακ�λ�υθε
 διδι�στατη καν�νικ� καταν�μ�  N 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ

~
μ,  1

n
 Σ  .

Λ�ση
H ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ Î·Ù·ÓÔÌ‹˜  N (

~
Ì, ™)  Â›Ó·È:

MX, Y(t1, t2) = Eet1X+t2Y = exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸ÌXt1+ÌYt2+ 1

2
 (Û2

Xt2
1+2ÚÛXÛYt1t2+Û2

Yt2
2)    .

H ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ· ÙË˜ Ù.Ì.  (
–
X, 

–
Y)  ı· Â›Ó·È:

M–
X, 

–
Y(t1, t2) = Eet1

–
X+t2

–
Y = Eexp 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

 
t1
n

 S
n

i=1
 Xi + t2

n
 S

n

i=1
 Yi  =

= Eexp 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

 S
n

i=1
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

t1
n

 Xi+ t2
n

 Yi   .

§fiÁˆ ÙË˜ ·ÓÂÍ·ÚÙËÛ›·˜ ÙˆÓ Ù.Ì.  (X1, Y1),  (X2, Y2), …, (Xn, Yn)
ÈÛ¯‡ÂÈ:

M–
X, 

–
Y(t1, t2) = Eexp 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 ̨Ô
˝
Ô̧

 S
n

i=1
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

t1
n

 Xi + 
t2
n

 Yi  = P
n

i=1
 E exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

 
t1
n

 Xi + t2
n

 Yi  =

= P
n

i=1
 exp 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

ÌX t1
n

 + ÌY t2
n

 + 1
2
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆÛ2

X 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

t1
n

 

2
 +2ÚÛXÛY 

t1t2

n2  + Û2
Y 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

t2
n

 

2
 =

= exp 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

ÌXt1+ÌYt2+ 1
2
  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

Û2
X
n

 t1+2Ú ÛXÛY
n

 t1t2 + 
Û2

Y
n  t2

2   .
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ÕÚ· Ë Ù.Ì. (
–
X, 

–
Y)  ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ÙË ‰È‰È¿ÛÙ·ÙË Î·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹

N 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ

~
Ì,  1

n
 ™   ‰ËÏ·‰‹:

ÌX=Ì–
X , Û

2
–
X

 = 1
n
 Û2

X , Û–
X

–
Y = 1

n
 ÛXÛY

ÌY=Ì–
Y , Û

2
–
Y

 = 1
n
 Û2

Y




