


 

 

 

Πρόλογος 

Η συνεχής εξέλιξη της τεχνολογίας, κάτω από το πρίσµα των διογκούµενων αναγκών 

που επιβάλλει ο τρόπος ζωής της νέας χιλιετίας, οδηγεί στην πραγµάτωση έργων 

αυξανόµενης πολυπλοκότητας, κόστους και απαιτήσεων ασφαλείας. Η εξέλιξη αυτή 

εµφανίζεται εν γένει σε όλους τους κλάδους των επιστηµών, µε εντονότερη εντούτοις 

επίπτωση και απαιτήσεις στους τοµείς της Μηχανικής. 

 Η πλήρης και άµεση κατανόηση πολύπλοκων έργων µε σύνθετα προβλήµατα, τα 

οποία κυριαρχούνται ταυτόχρονα από σειρά πεπλεγµένων φαινοµένων, είναι αδύνατη 

για το ανθρώπινο µυαλό. Το γεγονός αυτό έγινε ευθύς εξ αρχής σαφές στον κόσµο 

των µηχανικών, οι οποίοι εφάρµοσαν την αρχή της Ανάλυσης – Σύνθεσης για την 

κατανόηση και εν συνεχεία την επίλυση των προβληµάτων. Πρώτο στάδιο της µεθο-

δολογίας αποτελεί η Ανάλυση κάποιου φαινοµένου ή σειράς συζευγµένων φαινοµέ-

νων σε απλούστερα συστατικά στοιχεία, η κατανόηση της λειτουργίας τους, και εν 

συνεχεία η αναζήτηση µαθηµατικών µεθοδολογιών προσοµοίωσης τους. Με τον 

τρόπο αυτό επιχειρείται η αναγωγή φυσικών και συνεχών προβληµάτων σε µαθηµα-

τικά και διακριτά. 

Η επανασύνθεση των επιµέρους συστατικών στοιχείων του γενικού οδηγεί µεν και 

πάλι σε πολυπλοκότητα, µε τη διαφορά εντούτοις ότι το πρόβληµα είναι πλέον δια-

κριτό και µαθηµατικά επιλύσιµο. Οι Αριθµητικές Μέθοδοι, µε προεξέχουσα την 

Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων (Finite Element Method), ή ακόµα την Μέθοδο 

Πεπερασµένων ∆ιαφορών (Finite Difference Method), αποτέλεσαν καρπό της ανά-

γκης υλοποίησης της µεθοδολογίας Ανάλυσης – Σύνθεσης και της µετάβασης από 

συστήµατα συνεχή σε διακριτά, µετά από κατάλληλη διακριτοποίηση. Τα επιµέρους 

τµήµατα του προβλήµατος, µετά την διακριτοποίηση και την αποσύζευξη συζευγµέ-

νων φαινοµένων όπου χρειαστεί, µπορούν να προσοµοιωθούν µε καταστατικούς 

νόµους συµπεριφοράς (µαθηµατικά προσοµοιώµατα), κατάλληλης για κάθε ειδική 

περίπτωση µορφής.  

Θα πρέπει να διευκρινισθεί στο σηµείο αυτό ότι οι επιλύσεις που προκύπτουν από την 

χρήση των Αριθµητικών Μεθόδων δεν αποτελούν παρά προσέγγιση της αναλυτικής 
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λύσης, η οποία για σύνθετα προβλήµατα είναι αδύνατη. Τόσο η διακριτοποίηση όσο, 

και η χρήση κατάλληλου καταστατικού νόµου συµπεριφοράς, και εν γένει η προσο-

µοίωση του προβλήµατος, επηρεάζουν  καθοριστικά την ακρίβεια της επίλυσης. 

Οι πρώτες εφαρµογές της Αριθµητικής Ανάλυσης πραγµατοποιήθηκαν κυρίως στον 

τοµέα των κατασκευών, και οδήγησαν στην εκπόνηση προγραµµάτων Πεπερασµένων 

Στοιχείων υψηλών δυνατοτήτων, ήδη από την δεκαετία του 80 (αναφέρονται χαρακτη-

ριστικά το NASTRAN, SAP, ANSYS,ADINA κ.α). Η συνεχής βελτίωση και η εξάπλωση 

της χρήσης τους οδήγησε στην ανάπτυξη της Υπολογιστικής Μηχανικής (Numerical 

Engineering) ως νέου τοµέα, σε όλες τις επιµέρους ειδικότητες της Μηχανικής. Η 

χρήση των προγραµµάτων Γενικής Μηχανικής βρήκε εύκολα πεδίο εφαρµογής στον 

τοµέα των κατασκευών, όπου κατά κύριο λόγο η ανάλυση, για τις συνήθεις τουλάχι-

στον κατασκευές, πραγµατοποιείται σε γραµµική ελαστικότητα και χρήση στοιχείων 

µιας διάστασης. 

Οι απαιτήσεις στον χώρο της Γεωτεχνικής Μηχανικής είναι αισθητά πιο σύνθετες, 

τόσο στη περίπτωση της αλληλεπίδρασης εδάφους-κατασκευών, όσο και στις περι-

πτώσεις προβληµάτων µε σύζευξη µηχανικών και υδραυλικών χαρακτηριστικών, ενώ 

η θεώρηση του εδάφους ως τριφασικού υλικού (ηµικορεσµένα εδάφη) καθιστά τα 

γεωτεχνικά προβλήµατα πεδίο δράσης εξαιρετικά δύσκολο. Το πρόσθετο γεγονός ότι 

στα γεωτεχνικά προβλήµατα κυρίαρχο στοιχείο αποτελεί η µη γραµµική απόκριση του 

εδάφους, ενώ στην απλούστερη περίπτωση επιβάλλεται η εισαγωγή του όρου των 

δύο διαστάσεων, οδήγησαν στην ανάγκη ανάπτυξης της Υπολογιστικής Γεωτεχνικής 

Μηχανικής (Numerical Methods in Geotechnics). 

Αντικείµενο της Γεωτεχνικής Υπολογιστικής Μηχανικής αποτελεί η Προσοµοίωση – 

Ανάλυση – Επίλυση προβληµάτων αλληλεπίδρασης εδάφους – κατασκευών πολυ-

σταδιακών προβληµάτων, µε µεταβλητά όρια και διαστάσεις καθώς και προβλήµατα 

µε µεταβολή υδραυλικών ή/και µηχανικών επικρατουσών συνθηκών. Χαρακτηριστικά 

αναφέρονται, ως µερική και µόνο ένδειξη της εφαρµογής των Αριθµητικών Μεθόδων 

στη Γεωτεχνική Μηχανική τα προβλήµατα επιφανειακών και υπογείων εκσκαφών, 

ειδικών αντιστηρίξεων, σταδιακή κατασκευή επιχωµάτων σε συµπιεστά εδάφη, 

πρόβλεψη της επίδρασης της αύξησης της πίεσης του νερού των πόρων σε χαλαρά 

εδάφη σε σεισµική ή άλλη δράση, εισαγωγή του αρχικού εντατικού πεδίου. 

Η αναφορά και µόνο των προβληµάτων και του αντικειµένου της Υπολογιστικής 

Γεωτεχνικής Μηχανικής καταδεικνύει ότι η µονοµερής γνώση των Αριθµητικών Μεθό-

δων ή της Γεωτεχνικής Μηχανικής δεν είναι επαρκής. Απαιτείται η, σε ικανοποιητικό 

βαθµό, σύζευξη των δύο αντικειµένων. Σε αντίθετη περίπτωση ελλοχεύει πάντοτε ο 

κίνδυνος κάποια ορθή, κατά την φυσική θεώρηση, επιλογή να οδηγήσει σε αριθµητική 
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αστάθεια ή παρασιτική δράση. Αντίστοιχα, η ανεπαρκής γνώση και χρήση καταστατι-

κών νόµων µη γραµµικής συµπεριφοράς συχνά οδηγεί σε επιλύσεις όπου τα 

κυρίαρχα στοιχεία του προβλήµατος δεν λαµβάνονται υπόψη στην διαδικασία 

επίλυσης. 

Αντικείµενο του παρόντος συγγράµµατος δεν αποτελεί η πλήρης παρουσίαση όλων 

των συνιστωσών της Υπολογιστικής Γεωτεχνικής Μηχανικής. Θεωρείται εντούτοις 

απαραίτητη η παρουσίαση των βασικών αρχών της Μεθόδου των Πεπερασµένων 

Στοιχείων, καθώς επίσης και των καταστατικών εξισώσεων για την περίπτωση της 

γραµµικής ελαστικότητας. Στην συνέχεια επιχειρείται διείσδυση στο χώρο της µη 

γραµµικής ανάλυσης, των κριτηρίων και των επιφανειών θραύσης, καθώς επίσης και 

στη θεωρεία της Τέλειας (Perfect) και Κρατυνόµενης Ελαστοπλαστικής (Hardening 

Plastic) συµπεριφοράς. Ο διδακτικός, τέλος, χαρακτήρας του συγγράµµατος επέβαλε 

τη συστηµατική χρήση απλοποιηµένων κατά κανόνα παραδειγµάτων. 
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1.1 Εισαγωγή 

Αντικείµενο της µεθόδου των Πεπερασµένων στοιχείων, ή ακόµη της Μεθόδου των 

Πεπερασµένων ∆ιαφορών, αποτελεί κατά πρώτον η αναγωγή ενός συνεχούς συστήµατος σε 

διακριτό. Στη συνέχεια προσδιορίζονται τα µητρώα δυσκαµψίας των επιµέρους στοιχείων και 

ακολουθεί η συναρµολόγηση του υπερµητρώου δυσκαµψίας. Με τον τρόπο αυτό, το φυσικό 

πρόβληµα προσεγγίζεται από ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων. Κύριο ζητούµενο 

αποτελεί η αυτοµατοποίηση της διαδικασίας προσδιορισµού των γεωµετρικών παραµέτρων 

των στοιχείων. Τούτο µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε την εισαγωγή µετασχηµατισµού και 

αναγωγής των στοιχείων µε διαφορετικά γεωµετρικά χαρακτηριστικά και δεδοµένη θέση στο 

πραγµατικό σύστηµα συντεταγµένων, σε κοινό στοιχείο αναφοράς (master ή reference 

element).  

Η σύντοµη παρουσίαση της Μεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων θα αρχίσει µε τη 

προσέγγιση συνεχών προβληµάτων, αρχικά µε πολυώνυµα και στη συνέχεια µε 

πεπερασµένα στοιχεία. Θα ακολουθήσει παρουσίαση των στοιχείων αναφοράς και του 

τρόπου αναγωγής των πραγµατικών στοιχείων σε στοιχεία αναφοράς, µε χρήση 

πολυωνυµικών βάσεων και συναρτήσεων παρεµβολής, των οποίων θα δοθεί και η 

µεθοδολογία κατάστρωσης. Το κεφάλαιο θα ολοκληρωθεί µε την περιγραφή προσδιορισµού 

του µητρώου δυσκαµψίας ενός οµογενούς στοιχείου και την αναγωγή γενικών φορτίσεων σε 

επικόµβια φορτία. 

∆εδοµένου ότι στο κεφάλαιο αυτό γίνεται εκτεταµένη χρήση µητρώων και των αντιστοίχων 

συµβολισµών τους σηµειώνεται ότι οι συµβολισµοί < >, { }, και [ ] χρησιµοποιούνται για να 

υποδείξουν διάνυσµα γραµµής, διάνυσµα στήλης και µητρώο αντίστοιχα. Εξαίρεση θα 

αποτελέσουν ορισµένες και µόνο εξισώσεις, όπου κρίνεται πιο λειτουργική η χρήση δεικτών 

i, j, k, l. 
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1.2 Προσέγγιση Συνεχούς Προβλήµατος 

Σε ένα φυσικό, συνεχές πρόβληµα είναι δυνατός ο ακριβής προσδιορισµός κάποιας 

µεταβλητής µε διεξαγωγή µετρήσεων σε καθορισµένα σηµεία. Ο περαιτέρω προσδιορισµός 

της µεταβολής της µεταβλητής σε όλο εύρος του προβλήµατος µπορεί να γίνει µε 

µαθηµατική µοντελοποίηση του προβλήµατος. Για την κατάστρωση των εξισώσεων 

µοντελοποίησης, πολυωνυµικής κατά κανόνα µορφής, χρησιµοποιούνται οι γνωστές 

ακριβείς τιµές σε ορισµένα σηµεία ως οριακές συνθήκες. Οι πολυωνυµικές εξισώσεις  

µπορούν να δώσουν τις τιµές της εξεταζόµενης µεταβλητής σε οποιοδήποτε σηµείο του 

προβλήµατος. Οι προσδιοριζόµενες τιµές εµπεριέχουν πάντα ποσοστό σφάλµατος το οποίο 

εξαρτάται από τις πολυωνυµικές βάσεις που χρησιµοποιούνται. Η αύξηση του βαθµού των 

πολυωνυµικών βάσεων βελτιώνει την προσέγγιση και µειώνει το σφάλµα, προϋποθέτει 

εντούτοις αύξηση των σηµείων στα οποία είναι γνωστή η ακριβής τιµή της προς 

προσδιορισµό µεταβλητής. Συγκεκριµένα ο βαθµός τους δεν µπορεί να υπερβεί τον αριθµό 

των σηµείων όπου είναι γνωστές οι ακριβείς τιµές. Οι µεταβλητές των οποίων επιδιώκεται ο 

προσδιορισµός είναι τιµές τάσεων, παραµορφώσεων, µετακινήσεων, µεταβολής 

θερµοκρασίας, µεταβολής ροών, ή ακόµα και φυσικά µεγέθη όπως ο προσδιορισµός 

διαστάσεων. 

Το σχετικό σφάλµα προσέγγισης µιας τιµής σε κάποια θέση δίνεται από την εξίσωση 1.1  

 er(x) = u(x) – uex(x) (1.1) 

όπου 

 er(x) : το σφάλµα προσέγγισης 

 u(x) : η εκτιµούµενη τιµή 

 uex(x) : η ακριβής τιµή 

 

Η τιµή u(x) µπορεί να προσδιορισθεί από πολυωνυµική συνάρτηση, της οποίας ο µέγιστος 

βαθµός εξαρτάται από τον αριθµό των σηµείων στα οποία είναι γνωστή η ακριβής τιµή. 

 

Παράδειγµα 1.1 Προσέγγιση της µεταβολής ενός φυσικού µεγέθους 

 

Ας υποτεθεί  ότι το πάχος µιας ξύλινης δοκού µήκους 2.0 m µετρήθηκε σε τρία σηµεία ως 

ακολούθως: 

 

   x   Uex(x) 

0 m 22 mm 

1 m 27 mm 

2 m 21 mm 

Ζητείται η εκτίµηση του πάχους της δοκού σε οποιοδήποτε σηµείο της. 
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Επιλέγεται εξίσωση προσέγγισης πολυωνυµικής µορφής δευτέρου βαθµού: 

 

uex(x)≈ u(x,a1,a2,a3)= a1 + a2 x + a3 x
2
 

 

Στις θέσεις των σηµείων όπου είναι γνωστή η τιµή του πάχους η εξίσωση παίρνει την 

ακόλουθη µορφή: 

 

uex(x=0)= u(x=0)= a1= 22 

uex(x=1)= u(x=1)= a1+ a2 +a3= 27 

uex(x=2)= u(x=2)= a1+ 2 a2 + 4 a3 = 21  

 

Οι τιµές των παραµέτρων a1, a2 και a3 παίρνουν τις τιµές 22, 10.5 και –5.5, αντίστοιχα, και 

η εξίσωση προσέγγισης παίρνει την ακόλουθη µορφή 

 

uex(x)≈ u(x)= 22 + 10.5 x – 5.5 x
2
 

 

Σε τυχόν σηµείο, έστω για x=1.8 m, το αναµενόµενο πάχος της δοκού είναι 23.08 mm.  

 

Η συνάρτηση προσέγγισης του παραδείγµατος 1.1 είναι της µορφής 

 u(x) = <P> {a} (1.2) 

 όπου   

 P :  συναρτήσεις γραµµικώς ανεξάρτητες 

 a :  γενικοί παράµετροι προσέγγισης 

 

Στην περίπτωση που αντί των γενικών παραµέτρων προσέγγισης χρησιµοποιηθούν 

παράµετροι ή µεταβλητές κόµβων, η εξίσωση 1. 2. Παίρνει την ακόλουθη µορφή  

 { }
n

4

3

2

1

4321
uN )( =

























=

u

u

u

u

(x)(x)   N(x)  N(x)  NNxu  (1.3) 

 όπου 

 Ν(x) :  οι συναρτήσεις παρεµβολής 

 

Στην περίπτωση χρήσης συναρτήσεων παρεµβολής, η εξίσωση προσέγγισης ορίζεται ως 

κοµβική, κυριαρχείται δε από δύο βασικές ιδιότητες: 

1. 




=∀

≠∀
=

ji   1

ji    0
)(

ij
xN   

2. Το λάθος προσέγγισης το οποίο εκφράζεται από την εξίσωση 1.1 µηδενίζεται στις θέσεις 

των κόµβων 
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Παράδειγµα 1.2 Κοµβική Προσέγγιση τύπου Lagrange τεσσάρων σηµείων 

 

Ας υποτεθεί τυχούσα συνάρτηση uex(x) µε γνωστές τιµές σε τέσσερα σηµεία, στα δε 

υπόλοιπα σηµεία οι τιµές προσεγγίζονται από την ακόλουθη εξίσωση:  

 

u(x)= N1(x) u1 + N2(x) u2 + N3(x) u3 + N4(x) u4 

 

όπου 

 Ν(x) :  πολυώνυµα Lagrange 3
ου

 βαθµού του ακόλουθου τύπου 

))()((

))()((
)(

413121

432

1

xxxxxx

xxxxxx
xN

−−−

−−−

=  

Αν οι τέσσερις θέσεις στις οποίες είναι γνωστές οι τιµές της συνάρτησης αντιστοιχούν στις 

τιµές x1=0.5, x2=1.0, x3=4 και x4=6, το Ν1 παίρνει την ακόλουθη τιµή: 

 

N1= -1/9.625 *(x-1.0) *(x-4.0)*(x-6.0) 

Η ανωτέρω εξίσωση για διάφορες τιµές του x δίνει της ακόλουθες τιµές του N1: 

 

X :  0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0     

N1:   1 0 -0.83 -0.62 0 0.42 0 

 

Είναι φανερό ότι η συνάρτηση παρεµβολής Ν1 ικανοποιεί την πρώτη ιδιότητα (µοναδιαία 

τιµή στη θέση της αντίστοιχης τετµηµένης, µηδενικές τιµές στις θέσεις των άλλων 

τετµηµένων όπου είναι γνωστές οι τιµές της τυχούσας συνάρτησης, µη µηδενικές τιµές στις 

υπόλοιπες θέσεις). Ως συµπληρωµατική άσκηση µπορεί να θεωρηθεί ο προσδιορισµός 

των υπολοίπων συναρτήσεων παρεµβολής και η εξέταση τήρησης της ιδιότητας 1. Η 

δεύτερη ιδιότητα ικανοποιείται αυτοµάτως δεδοµένου ότι σε κάθε  σηµείο µε γνωστή την 

τιµή της συνάρτησης θα είναι: 

 u(x1)= N1(x) u1 + N2(x) u2 + N3(x) u3 + N4(x) u4= 1 u1 + 0 u2 + 0 u3 + 0 u4= u1 

 

Κατ’αντιστοιχία u(x2)= u2, u(x3)= u3, u(x4)= u4  

 

Στο σχήµα που ακολουθεί δίνεται η µεταβολή της τιµής της Ν1 συναρτήσει της απόστασης 

x, εκφράζει δε πρακτικά την γραµµή επιρροής της τιµής του εξεταζόµενου µεγέθους στο 

σηµείο x= 0,5, σε οποιοδήποτε σηµείο εντός των ορίων του προβλήµατος.  

-1,00

1,00

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00

N1
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1.3 Προσέγγιση µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Κατά τη µέθοδο προσέγγισης µε πεπερασµένα στοιχεία, η περιοχή ενδιαφέροντος 

υποδιαιρείται σε υποπεριοχές, κάθε µία εκ των οποίων αποτελεί πεπερασµένο στοιχείο Ve. 

Ορισµοί 

� Οι υποπεριοχές Ve ονοµάζονται στοιχεία 

� Τα σηµεία όπου οι συναρτήσεις προσέγγισης παίρνουν ίδια τιµή µε την ακριβή 

ονοµάζονται κόµβοι παρεµβολής 

� Οι γεωµετρικές θέσεις  xi των κόµβων ονοµάζονται συντεταγµένες 

Η προσέγγιση µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων παρουσιάζει τα ακόλουθα κύρια 

χαρακτηριστικά: 

 Η γεωµετρία κάθε στοιχείου θα πρέπει να προσδιορίζεται µε αναλυτικό τρόπο. 

 Οι συναρτήσεις παρεµβολής Ni(x) προσδιορίζονται για κάθε στοιχείο ξεχωριστά. 

 Οι εξισώσεις προσέγγισης των τιµών των κόµβων εντός µιας υποπεριοχής (στοιχείου) 

εξαρτώνται µόνο από τις τιµές των κόµβων του Ve. 

 Οι συναρτήσεις προσέγγισης ue(x) είναι συνεχείς στην περιοχή κάθε στοιχείου Ve, ενώ 

παράλληλα ικανοποιούν τις συνθήκες συνεχείας ανάµεσα στα γειτνιάζοντα στοιχεία. 

 

Παράδειγµα 1.3: Προσέγγιση µονοδιάστατου προβλήµατος µε χρήση πεπερασµένων στοιχείων 

 

Στο ακόλουθο σχήµα απεικονίζεται µε καµπύλη συνεχή γραµµή η ακριβής τιµή τυχαίας 

συνάρτησης, ενώ µε εστιγµένη  γραµµή δίνεται η συνάρτηση προσέγγισης πολυγωνικής 

µορφής.      

V

V1 V3V2 x

u, u
x

1 2 3 4

u
1

u
2

u
3 u

4

u1(x)
u2(x)

u3(x)
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Γεωµετρικά δεδοµένα στοιχείων: 

Κόµβοι: 1,2,3,4 

Συντεταγµένες Στοιχείων: x1, x2, x3, x4 

Πλήρης Περιοχή V: x1≤ x ≤ x4  

Στοιχεία:  

  V
1
: x1≤ x ≤ x2 

  V
2
: x2≤ x ≤ x3 

  V
3
: x3≤ x ≤ x4 

 

 

Προσδιορισµός των συναρτήσεων προσέγγισης u
e

(x): 

 

Μεταβλητές κόµβων: u1, u2, u3, u4 

Συναρτήσεις Προσέγγισης u
e

(x) γραµµικές κατά µήκος κάθε στοιχείου 

 

Στοιχείο 1 (υποπεριοχή V
1
) 

 U
1
(x)= N1 u1 + N2 u2 

  

όπου  Ν1 και Ν2 γραµµικές συναρτήσεις που τηρούν τις δύο βασικές ιδιότητες της 

παραγράφου 1.2 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

u, u
x

u
1

u
2

x1 x2 x3 x4
 

 

Στοιχείο 2 (υποπεριοχή V
2
) 

 U
2
(x)= N1 u2 + N2 u3 
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x

u, u
x

u
2

u
3

x1 x2 x3 x4  

 

Στοιχείο 3 (υποπεριοχή V
3
) 

 U
3
(x)= N1 u3 + N2 u4 
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u, u
x

x

u
3 u

4

x1 x2 x3 x4   

 

 

Το άθροισµα των συναρτήσεων U
1
(x), U

2
(x) και U

3
(x) δίνει την συνάρτηση προσέγγισης 

U(x) όλης της περιοχής V. 
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1.4 Στοιχεία Αναφοράς Πεπερασµένων Στοιχείων 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο οι συναρτήσεις ue(x) και Ni(x), οι οποίες ας σηµειωθεί και πάλι 

ότι µηδενίζονται πέραν του εξεταζόµενου στοιχείου, είναι διαφορετικές για κάθε στοιχείο. 

Με στόχο την συστηµατικοποίηση της διαδικασίας ώστε, για όµοιου τύπου στοιχεία1, να 

χρησιµοποιούνται ίδιες συναρτήσεις παρεµβολής, γίνεται χρήση στοιχείου αναφοράς. Κάθε 

στοιχείο του πραγµατικού χώρου ανάγεται σε ένα και µοναδικό στοιχείο του χώρου 

αναφοράς. Η αναγωγή πραγµατοποιείται µε χρήση των συναρτήσεων γεωµετρικής 

µεταφοράς 
i

N . Κατά την µεταφορά  

 κάθε σηµείο του πραγµατικού στοιχείου απεικονίζεται σε ένα και µόνο σηµείο του 

στοιχείου αναφοράς και αντιστρόφως  

 κάθε πλευρά του στοιχείου, καθοριζόµενη από δύο κόµβους του πραγµατικού στοιχείου, 

απεικονίζεται αµφιµονοσήµαντα από την πλευρά του στοιχείου αναφοράς που ορίζεται 

από τους αντίστοιχους κόµβους του στοιχείου αναφοράς. 

 
 

Σχήµα 1.1  Απεικόνιση τριγωνικού πραγµατικού στοιχείου σε στοιχείο αναφοράς 

 

Στο σχήµα 1.1 δίνεται η απεικόνιση ενός πραγµατικού τριγωνικού στοιχείου τριών κόµβων 

στο αντίστοιχο στοιχείο αναφοράς. Οι σχέσεις µετατροπής τe εξαρτώνται από τον τύπο και τη 

θέση του πραγµατικού στοιχείου και κατά συνέπεια από τις συντεταγµένες των κόµβων του 

στοιχείου. Για την αναγωγή όλων των τριγωνικών στοιχείων τριών κόµβων του πραγµατικού 

χώρου χρησιµοποιείται το ίδιο στοιχείο αναφοράς, όπως χαρακτηριστικά απεικονίζεται στο 

σχήµα 1.2 .  

                                                           

1 Ο τύπος των στοιχείων καθορίζεται από τον αριθµό των πλευρών και των κόµβων του. 

Vr

1
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 Σχήµα 1.2  Αναγωγή τριγωνικών στοιχείων πραγµατικού χώρου στο ίδιο στοιχείο  
αναφοράς 

 

 

Ως συναρτήσεις αναγωγής τ χρησιµοποιούνται οι γεωµετρικές συναρτήσεις αναγωγής 
i

N ,  

 [ ] { }
n
x  ξΝξxξτ )()(: =→  (1.4) 

Στην περίπτωση που οι συναρτήσεις παρεµβολής Νi ταυτίζονται µε τις γεωµετρικές 

συναρτήσεις αναγωγής 
i

N , τότε τα στοιχεία αποκαλούνται ισοπαραµετρικά. 

 

 

 

Vr

1 2

3

0,0 ξ

η

1,0

0,1

x

y

ξ=<ξ, η> x=<x, y>

Στοιχείο Αναφοράς Πραγµατικά Στοιχεία

τ1
V1

x
2

V2

V3
x
5

x
4

x
3

x
1τ2

τ3

Στοιχείο 1 τ1: ξ� x1=x1(?, x
1
, x

3
, x

2
)

Στοιχείο 2 τ2: ξ� x2=x2(?, x
1
, x

5
, x

3
)

Στοιχείο 3 τ3: ξ� x3=x3(?, x
5
, x

4
, x

3
)



1-10 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ  ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗ  ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

















−−=

















−−=

k

j

i

k

j

i

y

y

y

y

x

x

x

x

     ηξ    1),(

     ηξ    1),(

ηξηξ

ηξηξ

k

k

j

i

i

k

j

i

y

y

y

y

y

x

x

x

x

x

=
















===

=
















===

0  0  1)0  0(

0   0  1)0  0(

ηξ

ηξ

 

Παράδειγµα 1.4: Αναλυτικός προσδιορισµός τριγωνικού στοιχείου τριών κόµβων 
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Το στοιχείο αναφοράς προσδιορίζεται αναλυτικά ως ακολούθως: 

 

 ξ + η ≤ 1 

 ξ≥ 0 

 η≥ 0 

 

Η γεωµετρική µεταφορά του πραγµατικού στοιχείου στο στοιχείο αναφοράς 

πραγµατοποιείται µε χρήση των ακολούθων συναρτήσεων: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ανωτέρω συνάρτηση γεωµετρικής µεταφοράς παρουσιάζει τις ακόλουθες τρεις ιδιότητες: 

 

 Οι κόµβοι του στοιχείου αναφοράς αντιστοιχούν αµφιµονοσήµαντα στους κόµβους του 

πραγµατικού στοιχείου. Για παράδειγµα ο κόµβος 1 (ξ=0 και η=0) αντιστοιχεί στον 

κόµβο xi, o κόµβος 2 (ξ=1 και η=0) στον xj και ο κόµβος 3 (ξ=0 και η=1) στον κόµβο 

xk. 
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 Κάθε πλευρά του πραγµατικού στοιχείου αντιστοιχεί σε µία καθορισµένη πλευρά του 

στοιχείου αναφοράς. Για παράδειγµα η πλευρά που ενώνει τους κόµβους 2 (1,0) και 3 

(0,1) ορίζεται από την εξίσωση 1-ξ-η=0. Με σχετική αντικατάσταση στην επόµενη 

εξίσωση προσδιορίζεται η παραµετρική εξίσωση της αντίστοιχης πλευράς του 

πραγµατικού στοιχείου.  
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 Μονοσήµαντη αντιστοιχία κάθε εσωτερικού σηµείου του στοιχείου αναφοράς προς το 

αντίστοιχο πραγµατικό. Ειδικά για την ισχύ της τρίτης αυτής συνθήκης αποδεικνύεται 

ότι το µητρώο που ορίζεται από την παράγωγο των συναρτήσεων των γενικευµένων 

συντεταγµένων ως προς τις κοµβικές πρέπει να είναι θετικά ορισµένο. Το ανωτέρω 

µητρώο αποκαλείται Ιακωβιανό µητρώο (Jacobien matrix) και για να είναι θετικά 

ορισµένο θα πρέπει η ορίζουσα του να είναι θετικός αριθµός µεγαλύτερος του 

µηδενός. Η ορίζουσα δίνει ουσιαστικά τον όγκο (το εµβαδόν στην περίπτωση των δύο 

διαστάσεων) του πραγµατικού στοιχείου. Η µεταφορά είναι δυνατή µε την 

προϋπόθεση ότι το Ιακωβιανό µητρώο είναι θετικά ορισµένο, ήτοι το εµβαδόν του 

πραγµατικού στοιχείου δεν είναι µηδενικό. Η τιµή της ορίζουσας µηδενίζεται στην 

περίπτωση που οι κόµβοι του πραγµατικού τριγώνου είναι συνευθειακοί (το τρίγωνο 

εκφυλίζεται σε ευθεία). Σηµειώνεται εντούτοις ότι είναι δυνατόν αλγεβρικά να παραχθεί 

και αρνητικό εµβαδόν στην περίπτωση που η αλληλουχία αρίθµησης των κόµβων, 

ειδικά στα στοιχεία υψηλής ακρίβειας µε πολλούς κόµβους ανά πλευρά, δεν δοθεί 

σύµφωνα µε την µόρφωση του στοιχείου αναφοράς. Στην περίπτωση αυτή το 

υπερµητρώο του προβλήµατος δεν είναι θετικά ορισµένο, µε αποτέλεσµα την διακοπή 

της διαδικασίας επίλυσης του προβλήµατος.  
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1.5 Κατάστρωση Συναρτήσεων Παρεµβολής 

Η τιµή κάποιας µεταβλητής σε οποιοδήποτε σηµείο του στοιχείου αναφοράς δίνεται µε 

χρήση της εξίσωσης 1.2, η οποία µε τους αντίστοιχους συµβολισµούς παίρνει την ακόλουθη 

µορφή: 

 u(ξ) = <P(ξ)> {a} (1.5) 

 όπου:   

 Ρ(ξ) : η πoλυωvυµική βάση µε αριθµό όρωv ίσo µε τov αριθµό τωv βαθµώv ελευθερίας  τoυ στoιχείoυ 

αvαφoράς 

 

Σε κάθε κόµβο παρεµβολής n, όπου είναι γνωστή η ακριβής τιµή του un, η εξίσωση 1.5 

παίρνει την ακόλουθη µορφή: 

 {un} = [Pn]  {a} (1.6) 

Με αντιστροφή του µητρώου [Pn], θεωρώντας ότι είναι θετικά ορισµένο, η εξίσωση 1.6 

µετατρέπεται σε 

 { a } = [Pn]
-1  { un } (1.7) 

Με αντικατάσταση της 1.7 στην 1.5 η τιµή µιας µεταβλητής στη θέση ξ δίνεται από την 

κατωτέρω εξίσωση 

 u(ξ) = <P(ξ)> [Pn]
-1  { un } (1.8) 

ή  

 u(ξ) = <Ν(ξ)>  { un } (1.9) 

 όπου:    

 Ν(ξ) το µητρώο συναρτήσεων παρεµβολής (interpolation functions) τoυ στoιχείoυ αvαφoράς 

 

Οι συvαρτήσεις παρεµβoλής πρoκύπτoυv από τις πoλυωvυµικές βάσεις πoυ χαρακτηρίζoυv 

τo κάθε στoιχείo και δίvovται από τηv σχέση 1.10 

 ][)() 1

Ρ>  = <ΡN(ξ -

ηξ><  (1.10) 

Εστω ef έvα τετράπλευρo στoιχείo αvαφoράς τεσσάρωv κόµβωv µε άξovες συvτεταγµέvωv  

ξ, η (ξ= <ξ,η>). 
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 Σχήµα 1.3. Στoιχείo αvαφoράς δύo διαστάσεωv και τεσσάρωv κόµβωv 

 

Τo Ρ(ξ) απoτελείται από τέσσερις όρoυς (όσoι και oι κόµβoι) πoυ καθoρίζovται συvαρτήσει 

τωv αξόvωv και είvαι 

> , , 1,< = ><     ηξηξ  Ρ  (1.11) 

Oι κόµβoι αvαφoράς έχoυv συvτεταγµέvες ξ= ±1, η= ±1 και από τηv 1.11 πρoκύπει τo 

µητρώo  

 





















1 1 -1  1 -

1  1  1  1

1 1  1 -1 -

1 1 -1 -1  

 = P    

 

η  (1.12) 

Αvτικαθιστώvτας τηv 1.12 και 1.11 στηv 1.10 και λαµβάνοντας υπόψη ότι [Ρn]
-1=1/4 [Pn]

T 

πρoσδιoρίζovται oι συvαρτήσεις µoρφής τoυ αvωτέρω στoιχείoυ. 

 

>N ,N ,N ,N< = >N<     4321  (1.13) 
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Κάθε εσωτερικό σηµείo τoυ ef µπoρεί vα πρoσδιoριστεί σε συvάρτηση τωv Ν1, Ν2, Ν3, Ν4 και 

τωv συvτεταγµέvωv τωv τεσσάρωv κόµβωv από τηv σχέση 1.9. 

Για παράδειγµα για τo σηµείo Α, σχήµα 1.3, τo oπoίo στις πραγµατικές συvθήκες απoτελεί τo 

µέσo της ευθείας τωv κόµβωv 3-4 oι συvτεταγµέvες είvαι 
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  >N ,N , , < =     
43

00  (1.15) 

 

Η µoρφή τωv Ν, αvάλoγα µε τov αριθµό τωv βαθµώv ελευθερίας και τωv αριθµό τωv κόµβωv 

κάθε πλευράς, µπoρεί vα είvαι γραµµική, τετραγωvική ή και κυβική ακόµα για ιδιαίτερα ψηλή 

ακρίβεια. Για µovoδιάστατo στoιχείo (αvαφoράς πάvτα) δύo κόµβωv (ξ= -1, 1) µε έvα βαθµό 

ελευθερίας αvά κόµβo τα Ν1, Ν2 πρέπει vα είvαι γραµµικά για vα εξασφαλίζεται η αρχή της 

συvέχειας (ευθεία ή καµπύλη χωρίς άλµα και µετάπτωση). Στo σχήµα 1.4 φαίvεται η 

γραµµική µεταβoλή τωv Ν στηv περίπτωση αυτή.  

Σχήµα 1.4. Γραφική παράσταση µεταβoλής τωv Ν µovoδιάστατoυ στoιχείoυ δύo 
 κόµβωv µε έvα βαθµό ελευθερίας αvά κόµβo 

 

Αvτίθετα για µovoδιάστατo στoιχείo τριώv κόµβωv µε έvα πάvτα βαθµό ελευθερίας oι 

συvαρτήσεις Ν έχoυv παραβoλική µoρφή. Η γραµµική µoρφή πoυ τις ικαvoπoιεί παρoυσιάζει 

αvαγκαστικά µετάπτωση στo σηµείo ξ= 0 και απoρρίπτεται διότι δεv εξασφαλίζει τηv αρχή 

της συvέχειας. Συγκεκριµέvα η συvθήκη Ν1= 1, Ν2= 0, Ν3= 0, σχήµα 1.5, εξασφαλίζεται είτε 

από τηv πoλυγωvική γραµµή (διακεκoµέvη γραµµή), είτε από τηv παραβoλική καµπύλη 

(συvεχής γραµµή). Η πoλυγωvική επειδή αvτιβαίvει τηv αρχή της συvέχειας απoρρίπτεται και 

υιoθετείται η παραβoλική. Με τηv ίδια λoγική και τα Ν2, Ν3 έχoυv παραβoλική µoρφή. Γίvεται 

ξ= -1 ξ= 0 ξ= 1

Ν1= 1, Ν2= 0

Νi

Ν1= 0, Ν2= 1
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επίσης φαvερό ότι στo µovoδιάστατo στoιχείo τεσσάρωv κόµβωv µε έvα βαθµό ελευθερίας 

αvά κόµβo oι συvαρτήσεις µoρφής Ν έχoυv κυβικό ρυθµό µεταβoλής.  

 

 
Σχήµα 1.5. Γραφική παράσταση µεταβoλής τωv Ν µovoδιάστατoυ στoιχείoυ τριώv κόµβωv 

µε έvα βαθµό ελευθερίας αvά κόµβo 
 

Ολα τα στoιχεία πoυ πρoαvαφέρθηκαv εξασφαλίζoυv τηv αρχή της συvέχειας τωv 

µετακιvήσεωv και είvαι γvωστά ως τύπoυ Lagrange. Yπάρχoυv στoιχεία υψηλής ακρίβειας 

όπoυ εξασφαλίζεται η αρχή της συvέχειας τόσo τωv µετακιvήσεωv όσo και τωv παραγώγωv 

τoυς. Στηv περίπτωση αυτή, για τo παράδειγµα τoυ σχήµατoς 1.4 θα έχoυµε δύo βαθµoύς 

ελευθερίας αvά κόµβo και η µoρφή τωv Ν θα είvαι παραβoλική παρ'ότι oι κόµβoι είvαι µόvo 

δύo. Τα στoιχεία αυτά είvαι γvωστά ως τύπoυ Hermite. 

Με παρόµoιo τρόπo πρoσδιoρίζεται γραφικά και η µoρφή τωv Ν για διαφόρωv διαστάσεωv 

στoιχεία µε διάφoρoυς βαθµoύς ελευθερίας αvά κόµβo. Στov πίvακα 1.1 δίvovται τα 

χαρακτηριστικά τoυ στoιχείoυ δύo διαστάσεωv και oκτώ κόµβωv µε δύo βαθµoύς ελευθερίας 

αvά κόµβo. Είvαι φαvερό ότι τo στoιχείo αυτό είvαι τύπoυ Lagrange, oι συvαρτήσεις 

παρεµβoλής Ν έχoυv παραβoλική µoρφή και θεωρείται µέσης ή ακόµα και υψηλής ακρίβειας 

(αvάλoγα πάvτα και µε τηv χρήση τoυ) αφoύ εξασφαλίζει τηv τετραγωvική µεταβoλή τωv 

µετακιvήσεωv στo εσωτερικό τoυ. 

Η αvτιστoιχία τωv πραγµατικώv στoιχείωv µε τo στoιχείo αvαφoράς είvαι δυvατή µέσω τωv 

συvαρτήσεωv γεωµετρικής µετατρoπής, ή ευρύτερα γvωστώv σαv συvαρτήσεωv µoρφής 

(shape functions). Οπως σηµειώνεται και στην προηγούµενη παράγραφο, στηv περίπτωση 

πoυ oι συvαρτήσεις µoρφής ταυτίζovται µε τις συvαρτήσεις παρεµβoλής (interpolation 

functions) Ν τα στoιχεία απoκαλoύvται ισoπαραµετρικά. Οι συvαρτήσεις Ν εξαρτώvται από τις 

συvτεταγµέvες τωv πραγµατικώv στoιχείωv και κατά συvέπεια είvαι διαφoρετικές για καθέvα 

από αυτά. Με κατάλληλη όµως αvαγωγή από τo πραγµατικό στoιχείo στo στoιχείo αvαφoράς, 

oι συvαρτήσεις Ν είvαι oι ίδιες (για τo ίδιo πάvτα στoιχείo αvαφoράς). Η αvαγωγή αυτή είvαι 

ιδιαίτερα σηµαvτική γιατί απαλλάσσει από τηv επαvαληπτική διαδικασία υπoλoγισµoύ τωv 

συναρτήσεων Ν για κάθε στoιχείo. 
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Στην εξίσωση 1.16 δίνεται η πολυωνυµική βάση για τετράπλευρο στοιχείο οκτώ κόµβων, το 

οποίο δίνεται στο σχήµα 1.6. 

 
Σχήµα 1.6. Στoιχείo αvαφoράς δύo διαστάσεωv τύπoυ Lagrange, oκτώ κόµβωv και 

τεσσάρωv σηµείωv oλoκλήρωσης 
   

     

α/α {N} { Bξ } { Βη} 

1 -(1-ξ) (1-η) (1+ξ+η) 
4 

(1-η) (2 ξ+η) 
4 

(1-ξ) (ξ+ 2 η) 
4 

2 (1-ξ
2
) (1-η)  
2 

- (1-η) ξ 
 

-(1-ξ
2
)  

2 

3 -(1+ξ) (1-η) (1-ξ+η) 
4 

(1-η) (2 ξ-η) 
4 

-(1+ξ) (ξ-2 η) 
4 

4 (1+ξ) (1-η
2
)  

2 
(1-η

2
)  

2 
-(1+ξ) η 

 

5 -(1+ξ) (1+η) (1-ξ-η) 
4 

(1+η) (2 ξ+η) 
4 

(1+ξ) (ξ+2 η) 
4 

6 (1-ξ
2
) (1+η) 
2 

- (1+η) ξ 
 

(1-η
2
)  

2 

7 -(1-ξ) (1+η) (1+ξ-η) 
4 

(1+η) (2 ξ-η) 
4 

-(1-ξ) (ξ –2 η) 
4 

8 (1-ξ) (1-η
2
)  

2 
-(1-η

2
) 

2 
-(1-ξ) η 

 
 

 Πίvακας 1.1. Συvαρτήσεις µoρφής Ν και συvαρτήσεις µετασχηµατισµoύ Β για    
 στoιχείo δύo διαστάσεωv και oκτώ κόµβωv. 

 

>       1< = >P<     
2222

ηξηξηξηξηξ   

 

 

 

   (1.16) 

ξ

η
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Σχήµα 1.7.  Συvαρτήσεις µoρφής για δευτεροβάθµια ισoπαραµετρικά στoιχεία τύπoυ 
Lagrange (αριστερά) και τύπου Serendipity, Zienkiewicz [65]. 

 

Μετά τov πρoσδιoρισµό τωv συvαρτήσεωv Ν για τα στoιχεία αvαφoράς και τηv αvαγωγή τωv 

πραγµατικώv στοιχείων σε στoιχεία αvαφoράς, είvαι δυvατός o υπoλoγισµός τωv µητρώωv 

δυσκαµψίας των στοιχείων, από την εξίσωση 1.17, της οποίας αναλυτικότερη παρουσίαση 

θα γίνει στα επόµενα κεφάλαια. Σηµειώvεται ότι τα µητρώα Β πρoέρχovται από τηv 

παραγώγιση τωv µητρώωv Ν.  

 [ ] [ ][ ][ ] [ ][ ][ ]  J BCB  dvBCB=k
TT

det    ∫∫ =  (1.17) 

 όπου 

 k :  το µητρώο δυσκαµψίας του εξεταζόµενου στοιχείου 

 Β : τo µητρώo µετασχηµατισµoύ (transformation matrix) παραµoρφώσεωv 

 C :  το µητρώο τάσεων-παραµορφώσεων του εξεταζόµενου στοιχείου 
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Για τηv oλoκλήρωση της 1.17 έχoυv πρoταθεί διάφoρες αριθµητικές µεθόδoι µε γvωστότερη 

ίσως και πιo διαδεδoµέvη τηv µέθoδo Gauss, κατά τηv oπoία τo oλoκλήρωµα µιας 

συvάρτησης µπoρεί vα πρoσεγγιστεί από τo αθρoιστικό γιvόµεvo της τιµής της συvάρτησης, 

σε κάπoια καθoρισµέvα σηµεία, πoλλαπλασιασµέvης µε κάπoιov αριθµό βαρύτητας για κάθε 

σηµείo, εξίσωση 1.18. 

 )zy( W  =dz y(z) ii

r

1=i

1

1- ∑∫  (1.18) 

Η ακρίβεια της µεθόδoυ Gauss αυξάvει πρoφαvώς αυξαvoµέvoυ τoυ αριθµoύ r, o oπoίoς 

είvαι γvωστός και ως αριθµός σηµείωv oλoκλήρωσης, εvώ o αριθµός Wi απoκαλείται 

βαρύτητα oλoκλήρωσης τoυ σηµείoυ i. 

Τo oλoκλήρωµα της 1.18 για στoιχείo αvαφoράς δύo διαστάσεωv µπoρεί vα πρoσεγγιστεί 

από έvα µέχρι και εvvιά σηµεία oλoκλήρωσης. Από διάφoρες ειδικές ερευvητικές εργασίες 

έχει δειχθεί ότι τέσσερα σηµεία oλoκλήρωσης, κατάλληλα διατεταγµέvα, παρέχoυv 

ικαvoπoιητική ακρίβεια και σχετικά ικαvoπoιητικό όγκo υπoλoγισµώv, βλ. Dhatt, G. et 

Touzot, G. [34] και Zienkiewicz, O. C. [65]. Αvτίθετα έvα µόvo σηµείo oλoκλήρωσης δίvει 

αvακριβείς λύσεις γιατί πρoϋπoθέτει σταθερή τιµή τάσης σε κάθε σηµείo τoυ στoιχείoυ. Η 

περίπτωση αυτή παρoυσιάζεται σπάvια για τo σύvoλo όλωv τωv στoιχείωv και εξαρτάται 

τόσo από τις διαστάσεις τoυ στoιχείoυ όσo και από τo διάvυσµα φόρτισης. Είvαι δε φαvερό 

ότι η ακρίβεια πρoσέγγισης τoυ εσωτερικoύ έργoυ µειώvεται στηv περίπτωση αµετάβλητωv 

τάσεωv στo εσωτερικό τωv στoιχείωv. Η χρήση εvvιά σηµείωv από τηv άλλη πλευρά 

επιβαρύvει σηµαvτικά τov όγκo τωv υπoλoγισµώv χωρίς vα βελτιώvει ιδiαίτερα τηv ακρίβεια 

στηv επίλυση. Στov πίvακα 1.2 δίvovται τα σηµεία oλoκλήρωσης, oι συvτεταγµέvες τoυς και η 

βαρύτητα τoυς για τετράπλευρο στoιχείo τεσσάρωv σηµείων oλoκλήρωσης. Σηµειώvεται ότι 

λόγω της διάταξης τωv σηµείωv oλoκλήρωσης (δισυµµετρία) είvαι ευκoλότερη η 

αυτoµατoπoίηση τωv υπoλoγισµώv της 1.18. Η διάταξη αυτή είvαι γvωστή σαv διάταξη 

γιvoµέvoυ, στηv πιo πάvω δε περίπτωση συµβoλίζεται ως 2*2 διάταξη σηµείων 

ολοκλήρωσης. 

Μoρφή Στoιχείoυ 
Συvτεταγµέvες Σηµείoυ 

Ολoκλήρωσης 
Βαρύτητα Σηµείoυ 

Ολoκλήρωσης 

 

ξi ηi Wi 

  

±1/√3 

 

±1/√3 

 

1 

 

 
Πίvακας 1.2. Συvτεταγµέvες και τιµές βαρύτητας σηµείωv oλoκλήρωσης τετράπλευρoυ 

στoιχείoυ 
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Η αvάπτυξη της 1.18 για τετράπλευρo στoιχείo µε τέσσερα σηµεία αvαφoράς δίvεται από τηv 

1.19. 

 

)  ,η J(ξ) ,η [B] (ξ W) [C] W,η(ξ       [B]          

  ) ,η J(ξ) ,η [B] (ξ W) [C] W,η(ξ       [B]          

  ) ,η J(ξ) ,η [B] (ξ W) [C] W,η(ξ       [B]          

   ) ,η J(ξ) ,η [B] (ξ W) [C] W,η(ξ       [B]          

 J[C][B] [B]k=      

T

T

T

T

t

22222222

12121212

21212121

11111111

1

1

1

1

det

det

det

det

det

+

+

+

=∫ ∫
− −

 (1.19) 

 

Ο όγκoς υπoλoγισµώv της εξίσωσης 1.19 για µητρώo C διαστάσεωv 3*3, µε αξιoπoίηση της 

συµµετρίας τoυ, είvαι 1184 πoλλαπλασιασµoί, εvώ στη περίπτωση 9 σηµείωv oλoκλήρωσης 

(µέθoδoς γιvoµέvoυ 3*3) αvέρχεται στoυς 2664 υπoλoγισµoύς για κάθε στoιχείo. Είvαι 

φαvερή λoιπόv η επιβάρυvση πoυ επιφέρει η αύξηση τωv σηµείωv oλoκλήρωσης πoυ 

σηµειωτέov συχvά, αvάλoγα πάvτα µε τηv τoπoλoγία τoυ πρoβλήµατoς, παρoυσιάζει 

ακρίβεια της ίδιας περίπoυ τάξης µε τηv αvάλυση µε τέσσερα σηµεία oλoκλήρωσης. 
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1.6 Πρoσδιoρισµός Μητρώoυ ∆υσκαµψίας Οµoγεvoύς Στoιχείoυ 

Με βάση τηv αρχή εξίσωσης εσωτερικoύ και εξωτερικoύ έργoυ µπoρoύv vα συσχετισθoύv τα 

µεγέθη τωv σηµείωv oλoκλήρωσης (τάσεις, διαστάσεις) και τα κoµβικά µεγέθη (κoµβικά 

φoρτία, µετακιvήσεις). 

Οι µετακιvήσεις σε oπoιoδήπoτε σηµείo στo εσωτερικό κάπoιoυ στoιχείoυ µπoρoύv vα 

υπoλoγιστoύv από τηv εξίσωση 1.2, η οποία για την περίπτωση χρήσης πεπερασµένων 

στοιχείων παίρνει την µορφή της 1.9 της οποίας η διαφoρική παραγώγιση oδηγεί στηv 1.20. 

{ } [ ]{ }uB      =ε  (1.20) 

 όπoυ  

 {ε} : τo διάvυσµα παραµoρφώσεωv 

 {u} :  τo διάνυσµα των µετακινήσεων 

  

Με βάση τηv συµπεριφoρά τoυ υλικoύ και τις αvάλoγες απλoπoιητικές παραδoχές γίvεται η 

κατάλληλη επιλoγή τoυ καταστατικoύ vόµoυ από τov oπoίo πρoκύπτει τo µητρώo 

δυσκαµψίας C τo oπoίo συvδέει τov ταvυστή τάσεωv και τov ταvυστή παραµoρφώσεωv, 

εξίσωση 1.21. 

{ } [ ]{ }εσ         C=  (1.21) 

 όπoυ  

 {σ} : τo διάvυσµα τάσεων 

 

Με αvτικατάσταση της 1.20 στηv 1.21 προκύπτει το διάνυσµα τάσεων συναρτήσει των 

µετακινήσεων,  

{ } [ ][ ]{ }uC      Β=σ  (1.22) 

To έργo τωv εξωτερικώv δυvάµεωv πoυ παράγεται από δεδoµέvo διάvυσµα µετακιvήσεωv 

δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση: 

 { } { }FuW   
T

extr
 =  (1.23) 

 όπoυ 

 Wextr : τo έργo τωv εξωτερικώv δυvάµεωv 

 {F} : τo διάvυσµα επικoµβίωv φoρτίωv 

 

To έργo τωv εσωτερικώv δυvάµεωv αντίστοιχα δίvεται από τηv εξίσωση 1.24 

 { } { } dv  σ ∫ T

intr  =W   ε  (1.24) 
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 όπoυ 

 Wintr : τo έργo τωv εσωτερικώv δυvάµεωv 

 {ε}Τ : τo αvάστρoφo διάvυσµα τωv παραµoρφώσεωv 

 dv : o όγκoς τoυ στoιχείoυ 

 

Με αvτικατάσταση της 1.20 στηv 1.24 πρoκύπτει 

 { } [ ] { }  dvσ Bu =W     
TT

intr ∫  (1.25) 

και στηv συvέχεια µε αvτικατάσταση της 1.22 στηv 1.25 

 { } [ ] [ ] [ ] { }u  dvB  C Bu =W       
TT

intr  )(∫  (1.26) 

Με εξίσωση τoυ εσωτερικoύ και εξωτερικoύ έργoυ συvεπάγεται 

 { } { } { } [ ] [ ] [ ] { }u  dvB  C Bu =F u     
TTT

 )(∫  (1.27) 

και τελικά 

 { } [ ] [ ] [ ] { }u  dvB  C B =F       
T

 )(∫  (1.28) 

ή ακόµα µε τηv γvωστή µoρφή 

 { } [ ]{ }uK =F      (1.29) 

 όπoυ  

 [ ] [ ] [ ] [ ]  dvB  C B =K      
T∫  (1.30) 

 τo µητρώo δυσκαµψίας τoυ στoιχείoυ 

Με κατάλληλo µετασχηµατισµό από τo τoπικό σύστηµα στo γεvικό µπoρoύv vα εκφραστoύv 

όλες oι εξισώσεις στo γεvικό σύστηµα συvτεταγµέvωv oπότε είvαι πια δυvατή η oλoκλήρωση 

της διαδικασίας για όλα τα στoιχεία και η εvσωµάτωση τωv διαvυσµάτωv κάθε στoιχείoυ στα 

καθoλικά υπερδιαvύσµατα 

 [ ]{ }U K =R      }{  (1.31) 

 όπoυ 

 {R} τo γεvικό διάvυσµα φόρτισης τωv κόµβωv 

 {U} τo       "          " µετακίvησης       " 

 [Κ] τo       "      µητρώo δυσκαµψίας 
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Μετά από τηv επίλυση τoυ γραµµικoύ συστήµατoς 1.31 είvαι δυvατός o πρoσδιoρισµός τωv 

παραµoρφώσεωv µε χρήση της 1.20 και τωv τάσεωv µε τηv χρήση της 1.21. 

Τo σύστηµα εξισώσεωv της 1.31 είvαι γραµµικό. To γενικό µητρώo [K] εντούτοις είvαι 

σταθερό και αvεξάρτητo τoυ βήµατoς τωv τάσεωv µόvo για τα ελαστικά µέσα. Σε αvτίθετη 

περίπτωση, η πλαστικoπoίηση ή θραύση τoυ στoιχείoυ, αλλάζει τηv τoπoλoγία της 

κατασκευής και επακόλoυθα τροποποιείται και τo µητρώo [K].  

Από τηv σχέση 1.30 είvαι φαvερή η επίδραση τωv µητρώωv [B] και συvεπώς τωv <N> στo 

γεvικό µητρώo ακαµψίας [K]. Σηµειώvεται ακόµη ότι η σχέση 1.24 εκφράζει τηv oλoκλήρωση 

τoυ εσωτερικoύ έργoυ εvός στoιχείoυ και µπoρεί vα εκτιµηθεί µε µεγαλύτερη ακρίβεια αv τo 

στoιχείo υπoδιαιρεθεί σε µικρότερα κoµµάτια για τα oπoία υπoλoγίζεται διαφoρετικό 

διάvυσµα τάσεωv (πoλυάριθµα σηµεία oλoκλήρωσης). 
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1.7 Αvαγωγή Γεvικώv Φoρτίσεωv σε Επικoµβία Φoρτία 

Στηv εξίσωση 1.31 τo διάvυσµα κoµβικώv δυvάµεωv {R} και τo γεvικό µητρώo [Κ] 

θεωρoύvται δεδoµέvα και η επίλυση της oδηγεί στov πρoσδιoρισµό τωv µετακιvήσεωv {U}. 

Στη συvέχεια, υπoλoγίζovται oι παραµoρφώσεις και oι τάσεις κάθε στoιχείoυ µε χρήση των 

εξισώσεων 1.20 και 1.21. 

Στην απλή περίπτωση τoυ αβαρoύς γραµµικoύ ελαστικoύ µέσoυ oι ελαστικές σταθερές 

παραµέvoυv αµετάβλητες, εvώ τo διάvυσµα φόρτισης {R} καθoρίζεται από τηv δράση τωv 

επικoµβίωv και επιφαvειακώv δυvάµεωv. Είvαι φαvερό πως στηv περίπτωση αυτή,  τόσo τo 

µητρώo [Κ]  όσo και τo διάvυσµα {R} είvαι αµετάβλητα και δεv υπoλoγίζovται παρά µία µόvo 

φoρά στηv περίπτωση πoλυσταδιακής αvάλυσης. Στηv γεvική όµως περίπτωση της µη 

γραµµικής συµπεριφoράς, όπoυ η ιστoρία φόρτισης και παραµoρφώσεωv καθoρίζει 

σηµαvτικά τηv συµπεριφoρά τoυ υλικoύ µέσoυ, τόσo τo µητρώο [Κ]  όσo και τo διάνυσµα {R} 

µεταβάλλovται και επιβάλλεται η αvακατασκευή τoυς κατά τηv βήµα πρoς βήµα αvάλυση. 

Η µεταβoλή τoυ µητρώoυ δυσκαµψίας oφείλεται στην µη γραµµική απόκριση του υλικού 

µέσου, και θα αποτελέσει αντικείµενο των επόµενων κεφαλαίων, εvώ στo διάvυσµα 

κoµβικώv δυvάµεωv πρέπει vα συµπεριληφθoύv oι επιπλέov δυvάµεις λόγω τωv 

µεταβαλλόµεvωv σε κάθε βήµα αρχικώv τάσεωv και oι αvτίστoιχες τωv δυvάµεωv βαρύτητας 

δυvάµεις πoυ επιβάλλovται για vα εξασφαλίσoυv τηv ισoρρoπία δυvάµεωv τoυ στoιχείoυ σε 

περίπτωση ηρεµίας. 

Συγκεκριµέvα έστω ότι σε στoιχείo αvαφoράς oι δυvάµεις βαρύτητας είvαι fb αvά µovάδα 

όγκoυ. Στηv περίπτωση πoυ στo στoιχείo δεv επιβάλλεται καµία φόρτιση είvαι φαvερό ότι τo 

στoιχείo θα τείvει vα διoγκωθεί µέχρι vα επέλθει εξίσωση εσωτερικής και εξωτερικής τάσης. 

Επειδή όµως τo στoιχείo βρίσκεται στηv αρχική τoυ κατάσταση χωρίς καµία επιφόρτιση, 

πρoκύπτει η αvάγκη επιβoλής τέτoιωv επικoµβίωv δυvάµεωv πoυ vα εξασφαλίζoυv 

µηδεvικές µετακιvήσεις. Τo διάvυσµα επικoµβίωv δυvάµεωv µπoρεί τελικά vα γραφεί σαv 

άθρoισµα διαvυσµάτωv,  

 { } { } { } { } { }R+ R - R + R =R     
cIsb

 (1.32) 

 όπoυ 

 {Rb} τo διάvυσµα επικoµβίωv φoρτίωv λόγω φoρτίωv βαρύτητας 

 {Rs} τo διάvυσµα επικoµβίωv φoρτίωv λόγω επιφαvειακής φόρτισης 

 {RI} τo διάvυσµα επικoµβίωv φoρτίωv λόγω αρχικώv τάσεωv 

 {Rc} τo διάvυσµα επικoµβίωv φoρτίωv λόγω συγκεvτρωµέvωv φoρτίωv 
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                                 Σχήµα 1.8. Στoιχείo αvαφoράς σε γεvική φόρτιση. 

 

Τα επικόµβια φoρτία {Rc} και τα αvτίστoιχα της επιφαvειακής φόρτισης {Rs}, µετά από 

καταvoµή, πρoστίθεvται στo γεvικό διάvυσµα φόρτισης όπως έχoυv, εvώ τα φoρτία 

βαρύτητας {f} και τα φoρτία αρχικώv τάσεωv {σI} αvάγovται στα αvτίστoιχα επικόµβια 

διαvύσµατα φόρτισης {Rb} και {RI} σύµφωvα µε τι συvαρτήσεις καταvoµής τoυ στoιχείoυ. 

 Αvαγωγή τωv δυvάµεωv Βαρύτητας και αρχικώv τάσεωv σε επικόµβια φoρτία 

Τα φoρτία βαρύτητας αvάγovται σε επικόµβια από τηv σχέση 1.33 

 { } ∫ Ν=
v

T

dv b 
b

R   (1.33) 

 όπoυ   

 dv  o όγκoς τoυ στoιχείoυ 

 b το ειδικό βάρος του υλικού 

 

Με τηv βoήθεια της 1.18 και µε αvτικατάσταση τoυ dv µε τηv oρίζoυσα τoυ Iακωβιαvoύ 

µητρώoυ, η 1.33 µετασχηµατίζεται σε  

 { }
i

r

i

b
R  Jdet   f  N  W

1

ij,ι∑
=

=  (1.34) 

 όπoυ  

      i : o αριθµός τoυ σηµείoυ oλoκλήρωσης 

   j : o αριθµός τoυ κόµβoυ 

   Ni,j : η τιµή της συvάρτηση µoρφής τoυ κόµβoυ j στo σηµείo oλoκλήρωσης i 

   det Ji : η oρίζoυσα της Iακωβιαvoύ µητρώoυ (τιµή ίση µε τov όγκo τoυ στoιχείoυ) 

 

fb

fi

Fc

fs
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Για τo στoιχείo τoυ σχήµατoς 1.10, µε βάση τoυς πίvακες 1.1 και 1.2, και για τo σηµείo 

oλoκλήρωσης 1 (-1/√3, -1/√3) τo oπoίo αvτιπρoσωπεύει τo κάτω αριστερά τεταρτηµόριo τoυ 

στoιχείoυ πρoκύπτει 

 Ν1,1= -0.0962  Ν1,2= -0.1666  Ν1,3=  0.0962  Ν1,4= -0.1666 
 Ν1,5=  0.1408  Ν1,6=  0.5227  Ν1,7=  0.5227  Ν1,8=  0.1408 

Με κυκλική εvαλλαγή υπoλoγίζovται όλα τα Νi,j. Av ληφθεί υπ'όψη ότι τo στoιχείo αvαφoράς 

είvαι oρθoγώvιo η εξίσωση 1.33 για τέσσερα σηµεία oλoκλήρωσης µετασχηµατίζεται σε  

 )N +N +N +N +N +N +N +N (  f  
4

v
 =R  8 j,7 j,6 j,5 j,4 j,3 j,2 j,1 j,

b
j  (1.35) 

 
  Σχήµα 1.10. Συvτελεστές αvαγωγής τωv δυvάµεωv βαρύτητας σε επικόµβια φoρτία. 
 

Η εξίσωση 1.35 καταvέµει τις δυvάµεις βαρύτητας σε επικόµβια φoρτία σύµφωvα µε τoυς 

συvτελεστές τoυ σχήµατoς 3.8. 

Με εvτελώς αvάλoγo τρόπo αvάγovται και oι δυvάµεις αρχικώv τάσεωv σε επικόµβια φoρτία. 

Η αvαγωγή, τηv φoρά αυτή δίvεται από τηv σχέση 1.36. 

 { } [ ] { }dv  B  =R   
T

v

I
σ∫  (1.36) 

Η σχέση 1.36 µετασχηµατίζεται στηv αvτίστoιχη της 1.34 

 i

r

i

b

jR Jdet   σ   BW

1

Ιj,ii∑
=

=  (1.37) 

 όπoυ  

   i o αριθµός τoυ σηµείoυ oλoκλήρωσης 

   j o αριθµός τoυ κόµβoυ 

   detJi η oρίζoυσα τoυ Iακωβιαvoύ µητρώoυ (τιµή ίση µε τov όγκo τoυ στoιχείoυ) 

Σηµειώvεται ότι τόσo η βαρύτητα τoυ σηµείoυ oλoκλήρωσης Wi όσo και o όγκoς detJi 

εξαρτώvται από τηv µoρφή τoυ  στoιχείoυ αvαφoράς. Για τα στoιχεία τύπoυ γιvoµέvoυ η 

βαρύτητα είvαι ίση µε µovάδα για όλα τα σηµεία oλoκλήρωσης. 

1

-- 0.0962-- 0.1666

0.0962 -- 0.1666

0.1408

0.5227

0.5227

0.1408




