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¶ PO §O ° O ™

M��ρι τ� 4� ε	
μην� σπ�υδ�ν �ι ��ιτητ�ς τ�υ Tμ�ματ�ς Mαθη-
ματικ�ν τ�υ Πανεπιστημ��υ Θεσσαλ�ν�κης διδ
σκ�νται τ� Δια��-
ρικ� και Oλ�κληρωτικ� Λ�γισμ� για συναρτ�σεις μιας και περισσ�-
τ�ρων μετα"λητ�ν. Στα μαθ�ματα αυτ
 η μελ�τη περι�ρ�$εται κυ-
ρ�ως στις συνε�ε�ς, τις παραγωγ�σιμες και τις συνε�ε�ς �λ�κληρ�σιμες
κατ
 Riemann συναρτ�σεις και δ�νεται μεγαλ%τερη "αρ%τητα στ�υς
υπ�λ�γισμ�%ς και τις ε�αρμ�γ�ς παρ
 στη θεωρ�α.

&μως �ι παραπ
νω κατηγ�ρ�ες συναρτ�σεων ε�ναι μ
λλ�ν η ε	α�-
ρεση παρ
 � καν�νας μ�σα στ� σ%ν�λ� των πραγματικ�ν συναρτ�-
σεων. Γι’ αυτ� �να μ
θημα αυστηρ
 θεμελιωμ�νης πραγματικ�ς
Aν
λυσης ε�ναι απαρα�τητ� για καθ�να π�υ σπ�υδ
$ει τα Mαθημα-
τικ
. (να τ�τ�ι� μ
θημα εκτ�ς τ�υ �τι διδ
σκει την αυστηρ� μαθη-
ματικ� σκ�ψη, δ�νει γενικε%σεις γνωστ�ν ενν�ι�ν π�λλ�ς απ� τις
�π��ες �δωσαν τερ
στια �θηση στην αν
πτυ	η της Mαθηματικ�ς
Aν
λυσης και των ε�αρμ�γ�ν της, �πως π.�. η �νν�ια τ�υ μ�τρ�υ και
τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Lebesgue.

Στ� "ι"λ�� αυτ� αναπτ%σσ�νται διε	�δικ
 π�λλ
 κε�
λαια της
Πραγματικ�ς Aν
λυσης, �πως �ι μ�ν�τ�νες συναρτ�σεις, �ι συναρ-
τ�σεις περατωμ�νης μετα"�λ�ς, �ι απ�λυτα συνε�ε�ς συναρτ�σεις, �ι
κυρτ�ς και κ��λες συναρτ�σεις, �ι ακ�λ�υθ�ες συναρτ�σεων και τ�
�λ�κλ�ρωμα τ�υ Riemann. Kεντρικ� �μως θ�ση τ�σ� στ� "ι"λ�� αυτ�
�σ� και στ� αντ�στ�ι�� μ
θημα των Πραγματικ�ν Συναρτ�σεων για
τ� �π��� απ�τελε� "��θημα, κατ���υν τα κε�
λαια τ�υ μ�τρ�υ, των
μετρητ�ν συναρτ�σεων και τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Lebesgue.

Για την εισαγωγ� τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Lebesgue �ρησιμ�-
π��ησα τη μ�θ�δ� των 
νω και κ
τω αθρ�ισμ
των εν� 
�ησα τη μ�-
θ�δ� των απλ�ν συναρτ�σεων για τ� κατ’ επιλ�γ�ν μ
θημα "θεωρ�α
μ�τρ�υ και Oλ�κλ�ρωσης" η %λη τ�υ �π���υ περι��εται στ� �μ�νυμ�
"ι"λ�� μ�υ π�υ ��ει κυκλ���ρ�σει �δη απ� πενταετ�ας. Aυτ� �γινε
για τ� λ�γ� �τι η μ�θ�δ�ς των αθρ�ισμ
των ε�ναι, κατ
 τη γν�μη
μ�υ, πι� ε%ληπτη απ� τ�υς ��ιτητ�ς π�υ διδ
σκ�νται για πρ�τη
��ρ
 τ� �λ�κλ�ρωμα τ�υ Lebesgue και ���υν ως μ�ναδικ� ε��δι� τ�
�λ�κλ�ρωμα τ�υ Riemann. N�μ�$ω �τι η �μ�ι�τητα των �ρισμ�ν των
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δ%� �λ�κληρωμ
των "�ηθ
 π�λ% περισσ�τερ� τ� ��ιτητ� να κατα-
ν��σει τη ν�α �νν�ια, απ� τ�ν �ρισμ� με τη �ρ�ση των απλ�ν συναρ-
τ�σεων π�υ "ρ�σκεται στα �ρια εν�ς μεταπτυ�ιακ�% μαθ�ματ�ς.

H ν�α αυτ� �κδ�ση τ�υ "ι"λ��υ δια��ρει σημαντικ
 της πρ�ηγ�υ-
μ�νης. Δι�ρθ�θηκαν �ρισμ�νες τυπ�γρα�ικ�ς α"λεψ�ες και πρ�στ�-
θηκαν ν�ες παρ
γρα��ι. Στ� κε�
λαι� 6 πρ�στ�θηκε η §6.9.6 με τ�
Kριτ�ρι� των Cauchy-Maclaurin π�υ συνδ�ει τη σ%γκλιση αριθμητι-
κ�ν σειρ�ν και μη γνησ�ων �λ�κληρωμ
των και η §6.10 �π�υ δ�ν�νται
εναλλακτικ�� �ρισμ�� τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Riemann και απ�δει-
κν%εται η ισ�δυναμ�α τ�υς. Στ� κε�
λαι� 7 πρ�στ�θηκαν η §7.7 π�υ
περι��ει τ� σημαντικ� θε�ρημα πρ�σ�γγισης τ�υ Weierstrass και η
§7.8 με τ� θε�ρημα των Arzela-Ascoli των ισ�συνε��ν συναρτ�σεων.
Στ� κε�
λαι� 8 πρ�στ�θηκε η §8.3.6 με μια συντ�μ�τερη απ�δει	η
τ�υ θεωρ�ματ�ς τ�υ Lusin. Στ� κε�
λαι� 9 πρ�στ�θηκε η §9.9.7 με
�να θε�ρημα σ�ετικ� με τ� "ασικ� θε�ρημα τ�υ �λ�κληρωτικ�% λ�-
γισμ�%. T�λ�ς πρ�στ�θηκε �λ�κληρ� τ� κε�
λαι� 10 στ� �π��� ανα-
πτ%σσεται μια ακ�μη γεν�κευση τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Riemann, τ�
�λ�κλ�ρωμα τ�υ Stieltjes. Eκε� γενικε%�υμε τ�υς 3 �ρισμ�%ς της
§6.10. και παρατηρ�%με με �κπλη	η �τι τρεις ισ�δ%ναμ�ι �ρισμ�� �δη-
γ�%ν σε τρεις μη ισ�δ%ναμες γενικε%σεις, δηλαδ� σε τρ�α δια��ρε-
τικ
 �λ�κληρ�ματα τ%π�υ Stieltjes.

Kατε"λ�θη πρ�σπ
θεια �στε τα δι
��ρα απ�τελ�σματα να δια-
τυπωθ�%ν με τις λιγ�τερες (κατ
 τ� δυνατ�) πρ�ϋπ�θ�σεις.

Aρκετ
 παραδε�γματα και 
λυτες ασκ�σεις πλαισι�ν�υν τα δι
-
��ρα κε�
λαια.

Eκτ�ς �μως απ� τις ασκ�σεις των δια��ρων κε�αλα�ων υπ
ρ�ει
στ� τ�λ�ς τ�υ "ι"λ��υ παρ
ρτημα με 92 λυμ�νες ασκ�σεις. Σε �ρισμ�-
νες απ� τις λ%σεις παραλε�π�νται κ
π�ιες λεπτ�μ�ρειες. Aν � ανα-
γν�στης συμπληρ�σει μ�ν�ς τ�υ τις λεπτ�μ�ρειες αυτ�ς θα ��ει απ�
τις λυμ�νες αυτ�ς ασκ�σεις τ� μεγαλ%τερ� δυνατ� ��ελ�ς.

Oι ασκ�σεις των δια��ρων κε�αλα�ων π�υ σημει�ν�νται με τ� ση-
με��  ●  λ%ν�νται π�σω στ� παρ
ρτημα ��ι αναγκαστικ
 με την �δια
σειρ
. Στ� παρ
ρτημα �μως υπ
ρ��υν συ�ν
 και 
λλες ασκ�σεις
π�υ δεν εμ�αν�$�νται στα δι
��ρα κε�
λαια.

Tελει�ν�ντας θ�λω να ευ�αριστ�σω και απ� τη θ�ση αυτ� τ� τυ-
π�γρα�ε�� της κ. Π. Z�τη για την ωρα�α εμ�
νιση τ�υ "ι"λ��υ.

Θεσσαλ�ν�κη Iαν�υ
ρι�ς 1996 Π. Iακ. :ενικ
κης
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T� �λ�κλ�ρωμα τ�υ Stieltjes   10

10.1. Eισαγωγ�

™ÙÔ KÂÊ¿Ï·ÈÔ  6  ÔÚ›Û·ÌÂ Î·È ÌÂÏÂÙ‹Û·ÌÂ ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ¿ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘
Riemann. OÈ ‰È¿ÊÔÚÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› ‚·Û›ÛÙËÎ·Ó ÛÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·
ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

Â
n

i=1
 mil(Ii) ,   Â

n

i=1
 Mil(Ii)

Ô˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ ˆ˜ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ Darboux. OÈ ·ÚÈıÌÔ›  l(Ii)  Ô˘ ÂÌÊ·-
Ó›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ, Â›Ó·È Ù· Ì‹ÎË
ÙˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  Ii   Î·È ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÛËÌÂÈˆıÔ‡Ó Â›ÛË˜ ÌÂ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi
Δxi = xi–xi–1 . AÓ ÛÙ· ·Ú·¿Óˆ ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· ÂÈÛ·Á¿ÁÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
Δgi = g(xi)–g(xi–1)  ÛÙË ı¤ÛË ÙˆÓ  l(Ii) = Δxi = xi–xi–1, fiÔ˘ g  Ì›· ÂÚÈÛÛfi-

ÙÂÚÔ ‹ ÏÈÁfiÙÂÚÔ ·˘ı·›ÚÂÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÁÂÓ›ÎÂ˘ÛË ÙË˜ Î·Ù·-
ÛÎÂ˘‹˜ ÙÔ˘ Riemann Ë ÔÔ›· ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÁÓˆÛÙÔ‡ ÔÏÔ-
ÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Riemann ÛÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË
g(x)=x .

XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ·˘Ù¿ Ù· ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‰Ò-
ÛÔ˘ÌÂ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ·Ó¿ÏÔÁÔ˘˜ ÌÂ ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Riemann,
ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÂ ÁÂÓÈÎÂ‡ÛÂÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ ˆ˜ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ÙÔ˘ Stieltjes(1).

™Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ÙÔ˘ Stieltjes ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �λ�-
κληρωτ
α συν�ρτηση, ÔÏÔÎÏËÚÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ¿ÏÏË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g

Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �λ�κληρωτ�ς. OÈ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂÓÔÈ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ›  Úα

b
fdg

________
(1) O Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894) ‹Ù·Ó OÏÏ·Ó‰fi˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi˜ Î·È ·ÛÙÚÔÓfi-

ÌÔ˜. ™Ô‡‰·ÛÂ ÛÙÔ ¶·Ú›ÛÈ ÎÔÓÙ¿ ÛÙÔÓ Hermite Î·È ¤ÁÈÓÂ Î·ıËÁËÙ‹˜ ÛÙËÓ TÔ˘ÏÔ‡˙Ë.
OÈ Î˘ÚÈfiÙÂÚÂ˜ ÂÚÁ·Û›Â˜ ÙÔ˘ ‹Ù·Ó, ¤Ó· ˘fiÌÓËÌ· ÛÙ· Û˘ÓÂ¯‹ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·, ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·
ÙˆÓ ÚÔÒÓ Î·È ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Stieltjes Ô˘ ‰ËÌÔÛÈÂ‡ıËÎÂ ÙÔÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ¯ÚfiÓÔ
ÙË˜ Û‡ÓÙÔÌË˜ ˙ˆ‹˜ ÙÔ˘.



298

Î·È  Úα

b
f(x) dg(x)  ÁÈ· Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ·˘Ù¿, ÙÔÓ›˙Ô˘Ó ·˘Ùfi ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÔ

Ú¿ÁÌ·.
™ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ  6  Â›‰·ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Riemann ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈ-

ÛÙÂ› ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡˜ ÙÚfiÔ˘˜ Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜
(A), (B)  Î·È (C). E›Ó·È fiÌˆ˜ ·ÍÈÔÛËÌÂ›ˆÙÔ Î·È ·ÚfiÛÌÂÓÔ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ
ÂÓÒ ÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔÈ ÁÈ· ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Riemann, ÛÙË ÁÂ-
Ó›ÎÂ˘ÛË Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÂ ÙÚ›· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· Ù‡Ô˘ Stieltjes Ù·
ÔÔ›· ‰ÂÓ ··ÈÙÔ‡Ó ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÁÈ· ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f  Î·È  g.
Ÿˆ˜ ı· Ê·ÓÂ› ÈÔ Î¿Ùˆ, ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi
(C)  Â›Ó·È ÙÔ ÈÔ ÁÂÓÈÎfi ·fi Ù· ÙÚ›·.

AÓÙ›ıÂÙ· ·’ fiÙÈ ¤ÁÈÓÂ ÛÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 6, Â‰Ò ı· ·Ú¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÌÂÏ¤ÙË Ì·˜
ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  (B)  Ô˘ ‚·Û›˙ÂÙ·È ÛÂ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ Î·È ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜.

10.2. T� �λ�κλ�ρωμα τ�υ Stieltjes

10.2.1. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô Ù˘¯·›Â˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f  Î·È  g  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ ‰È¿-
ÛÙËÌ·  [α, b]  Î·È Ì›· ‰È·›ÚÂÛË

D : α = x0 < x1 < … < xn = b

ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [α, b]. ™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÌÂ  [xi–1, xi]  i=1, 2, …, n  Ù· ‰È·ÛÙ‹-
Ì·Ù· ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜  D  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ  i=1, 2, …, n  ÂÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ù˘¯fiÓ ÛË-
ÌÂ›Ô  �iŒ[xi–1, xi] . TÔ Û‡ÓÔÏÔ  P = {�1, �2, …, �n}  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ενδι�μεση
δια�ρεση ÙË˜  D. TÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·

(10.2.1·) S(f, g, D, P) = Â
n

i=1
 f(�i)Δgi

fiÔ˘  Δgi = g(xi)–g(xi–1)  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �θρ�ισμα Stieltjes (‹ Û‡ÓÙÔÌ·
S-¿ıÚÔÈÛÌ·) ÙË˜  f  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙË ‰È·›ÚÂÛË  D  Î·È ÙËÓ
ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P.

H ÔÌÔÈfiÙËÙ· ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ  (10.2.1·) ÌÂ Ù· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· Riemann
Ô˘ Û˘Ó·ÓÙ‹Û·ÌÂ ÛÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  (B)  ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Riemann
(KÂÊÏ. 6 ¨6.10) Î·È ÙÔ ıÂÒÚËÌ· 6.2.2. Â›Ó·È Ê·ÓÂÚ‹. TÔ ÌfiÓÔ ÂÈÏ¤ÔÓ ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô Â›Ó·È Ë ·ÚÔ˘Û›· ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  g. £· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙÔÓ
ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Stieltjes ÙÔÓ ÔÔ›Ô ı· ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ ÔÚÈÛÌfi
(B) ÁÈ· Ó· ı˘ÌfiÌ·ÛÙÂ ÙËÓ ÔÌÔÈfiÙËÙ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  (B)  ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·-
ÙÔ˜ ÙÔ˘ Riemann.

Oρισμ�ς (B).  §¤ÌÂ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜  IB  Â›Ó·È ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Stieltjes
ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g  ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]  Î·È Ë  f  ı·
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Ï¤ÁÂÙ·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙÔ  [α, b]  ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙfiÙÂ
fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ
λ(D)<δ  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

|S(f, g, D, P)–IB| < ε  .

TÔÓ ·ÚÈıÌfi  IB  ı· ÙÔÓ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ  
α

b
fdg .

TÔ ÁÚ¿ÌÌ·  S  ÛÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ Ì·›ÓÂÈ ÁÈ· Ó· ‰È·ÎÚ›-
ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ·˘Ùfi ·fi ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Riemann Î·ıÒ˜ Î·È
·fi ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô ÌÔÚÊ¤˜ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ı· ÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÈÔ Î¿Ùˆ ÌÂ
ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜  (A) Î·È  (C).

Ÿˆ˜ Î·È ÛÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Riemann ¤ÙÛÈ Î·È Â‰Ò ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂˆ-
Ú‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  IB  ˆ˜ ÙÔ fiÚÈÔ ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ  10.2.1·  Î·È Ó· ÁÚ¿-

„Ô˘ÌÂ

(10.2.1‚)  
α

b
fdg = lim

λ(D)Æ0
S(f, g, D, P)  .

¶Ú¤ÂÈ Ó· ÙÔÓ›ÛÔ˘ÌÂ Â‰Ò fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ Î¿ÔÈ· ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ (10.2.1‚). H ‰È·ÊÔÚ¿ ·˘Ù‹ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È
ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ù· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· 10.2.1·  ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ÌfiÓÔ ·fi ÙË ‰È·›-
ÚÂÛË  D  ·ÏÏ¿ Î·È ·fi ÙËÓ ·˘ı·›ÚÂÙË ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P.

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ˆ˜ fiÚÈÔ ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ, ÁÈ·Ù› ÙÔ
fiÚÈÔ ·˘Ùfi Û˘ÌÂÚÈÊ¤ÚÂÙ·È fiˆ˜ ÙÔ fiÚÈÔ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È Ì·˜ ‰›ÓÂÈ Ù· ÂÈı˘-
ÌËÙ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·, ÂÓ ÁÓÒÛÂÈ Ì·˜ fiÙÈ ‰ÂÓ Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ·fiÏ˘Ù· ÌÂ ÙÔ fiÚÈÔ
Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

OÔÙÂ‰‹ÔÙÂ ¯ÚÂÈ·˙fiÌ·ÛÙÂ ÙËÓ ·ÎÚÈ‚‹ ÛËÌ·Û›· ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜
(10.2.1‚) Ú¤ÂÈ Ó· ·Ó·ÙÚ¤¯Ô˘ÌÂ ÛÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡  (B).

T¤ÏÔ˜ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ   
b

·
fdg = –  

α

b
fdg  Î·È   

α

α
fdg = 0   fiÙ·Ó   α<b .

10.2.2. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ıÂÒÚËÌ·:

Θε�ρημα. H συν�ρτηση  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως
πρ�ς τη  g  στ� δι�στημα  [α, b]  ακρι��ς τ�τε �ταν υπ�ρ�ει 
νας
αριθμ�ς  IŒó  τ
τ�ι�ς �στε για κ�θε ακ�λ�υθ�α διαιρ
σεων  {Dn}  τ�υ
διαστ�ματ�ς  [α, b]  με  lim

nÆ•
λ(Dn) = 0  να ε�ναι

lim
nÆ•

S(f, g, Dn, Pn) = I

�π�ιαδ�π�τε κι αν ε�ναι η ενδι�μεση δια�ρεση  Pn της Dn.
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Aπ�δει�η. ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g
ÛÙÔ  [α, b]. TfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  IŒó  ÒÛÙÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0  Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  ÒÛÙÂ
fiÙ·Ó  λ(D)<δ  Î·È ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  Ó· Â›Ó·È

(1) |S(f, g, D, P)–I| < ε .

AÓ  {Dn}  ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ  lim
nÆ•

λ(Dn) = 0  Î·È  Pn

ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  Dn, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  n0Œƒ  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥n0  Ó·
Â›Ó·È λ(Dn) < δ  Î·È ¯¿ÚË ÛÙËÓ  (1) Â›Ó·È  |S(f, g, Dn, Pn)–I| < ε . ™˘ÓÂÒ˜
lim
nÆ•

S(f, g, Dn, Pn) = I .

AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜
·ÏÏ¿ fiÙÈ Ë  f  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g ÛÙÔ [α, b].
TfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ε0>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ δ>0  Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ ‰È·›ÚÂÛË  Dδ  ÙÔ˘  [α, b]
με  λ(Dδ)<δ  Î·È ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  Pδ  ÙË˜  Dδ  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È

(2) |S(f, g, Dδ, Pδ)–I| ≥ ε0 .

AÓ ı¤ÛÔ˘ÌÂ  δ = 1
n

 ,  nŒƒ  ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÎÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·È-

Ú¤ÛÂˆÓ  {Dn}  ÌÂ  λ(Dn) < 1
n

   Î·È ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  Pn  ÙË˜  Dn  ÒÛÙÂ,

¯¿ÚË ÛÙË  (2), Ó· Â›Ó·È

|S(f, g, Dn, Pn)–I| ≥ ε0 ,   " nŒƒ .

A˘Ùfi fiÌˆ˜ ¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ ·ÓÙ›Ê·ÛË ÌÂ ÙËÓ ˘fiıÂÛË fiÙÈ ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÙÔ˘
ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ¤¯ÂÈ ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ›. ▲

10.2.3. £· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ‰‡Ô ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÔÏÔ-
ÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ Stieltjes Ô˘ Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌ· ÁÈ· Ù· ÂfiÌÂÓ·.

Παρ�δειγμα 1. A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Î·È ÌÈ·
ÛÙ·ıÂÚ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g=k. OÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]. °È· Ù˘¯·›· ‰È·›-
ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  Î·È Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  ¤¯Ô˘ÌÂ,

S(f, g, D, P) = Â
n

i=1
f(�i)Δgi =  Â

n

i=1
 f(�i) [g(xi)–g(xi–1)] = 0  .

ÕÚ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Î¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes
ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó· ÛÙ·ıÂÚfi ÔÏÔÎÏËÚˆÙ‹ Î·È Â›Ó·È
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α

b
fdk = 0  .

Παρ�δειγμα 2. A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÌÈ· ÛÙ·ıÂÚ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f=k  ÛÙÔ
‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b] Î·È ÌÈ· Ù˘¯·›· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g ÛÙÔ ›‰ÈÔ ‰È¿ÛÙËÌ·. °È· Ù˘¯·›·
‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]   Î·È Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  ¤¯Ô˘ÌÂ

S(f, g, D, P) =  Â
n

i=1
 f(�i)  [g(xi)–g(xi–1)] = k  Â

n

i=1
 [g(xi)–g(xi–1)] =

= k[g(b)–g(α)] .

ÕÚ· fiÏÂ˜ ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÙÔ  [α, b]  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌÂ˜ Î·Ù¿

Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ Ù˘¯·›Ô ÔÏÔÎÏËÚˆÙ‹ Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ   
α

b
kdg = k[g(b)–g(α)] .

EÈ‰ÈÎ¿ ÁÈ·  k=1  ¤¯Ô˘ÌÂ

 
α

b
dg = g(b)–g(α) .

Afi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÚÔÎ‡ÂÈ Ë È‰ÈfiÙËÙ·

 
α

b
kdg = k 

α

b
dg

ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ  kŒó  Î·È ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË g  ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ  [α, b] .

10.3. H σ�γκλιση κατ� Cauchy

Oρισμ�ς. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ‰›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f, g  ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜
ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]  Î·È ·˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ  S-·ıÚÔÈÛÌ¿-
ÙˆÓ (‚Ï. 10.2.1·). £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ S-·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿
Cauchy  ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙfiÙÂ fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ ÁÈ·
Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ  D1, D2  ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [α, b] ÌÂ  λ(D1)<δ  Î·È
λ(D2)<δ  Î·È ÁÈ· ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  P1, P2  ÙˆÓ  D1  Î·È
D2   ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

|S(f, g, D1, P1)–S(f, g, D2, P2)| < ε  .

10.3.1. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ıÂÒÚËÌ·:

Θε�ρημα. Mια συν�ρτηση  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως
πρ�ς μια συν�ρτηση  g  στ� δι�στημα  [α, b]  ακρι��ς τ�τε �ταν τ�
σ!ν�λ� των αθρ�ισμ�των  S(f, g, D, P)  συγκλ�νει κατ� Cauchy.
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Aπ�δει�η. ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g
ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]. TfiÙÂ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  (B), ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0
˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ  λ(D)<δ  Î·È Ù˘-
¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ,

(1)
 Ô
Ô

 Ô
ÔS(f, g, D, P)– 

α

b
fdg  < ε

2
  .

AÓ ÙÒÚ·  D1, D2  Â›Ó·È Ù˘¯·›Â˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÌÂ  λ(D1)<δ  Î·È  λ(D2)<δ  Î·È
P1, P2  Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ  D1  Î·È  D2  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ

¯¿ÚË ÛÙËÓ  (1)  ¤¯Ô˘ÌÂ

(2)   
 Ô
Ô

 Ô
ÔS(f, g, D1, P1) –

α

b
 fdg  < ε

2
     Î·È  

 Ô
Ô

 Ô
ÔS(f, g, D2, P2) –

α

b
 fdg  < ε

2
   .

™˘ÓÂÒ˜ Û˘Ó‰˘¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜  (2)  ¤¯Ô˘ÌÂ

|S(f, g, D1, P1)–S(f, g, D2, P2)| < ε

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  S - ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy.
AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  S - ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ Û˘ÁÎÏ›-

ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy. ¢ËÏ·‰‹ ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Ù˘¯·›Â˜
‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  D1, D2  ÌÂ  λ(D1)<δ ,  λ(D2)<δ   Î·È Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤-
ÛÂÈ˜  P1, P2  ÙˆÓ  D1, D2 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ó· Â›Ó·È

(3) |S(f, g, D1, P1)–S(f, g, D2, P2)| < ε
2

  .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ  Dn = {x0, x1, …, xn}  fiÔ˘

xi = α+ i(b–α)
n

   Î·È ÙËÓ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ·ÎÔÏÔ˘ı›·  Pn = {�1, �2, …, �n}  fiÔ˘

�i=xi,  i=1, 2, …, n.

H ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  {S(f, g, Dn, Pn)}•
n=1  ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ

ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ  S - ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy, Â›Ó·È ÌÈ·
·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ Cauchy Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ (¯¿ÚË ÛÙËÓ ÏËÚfiÙËÙ· ÙÔ˘  ó)  Û˘Á-

ÎÏ›ÓÂÈ Û’ ¤Ó· Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi  L. ÕÚ· ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  n0Œƒ

ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È

(4) |S(f, g, Dn, Pn)–L| < ε
2

ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥n0. A˜ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÒÚ·  δ¢ = min 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸δ,  1

n0
, b–α

n0
    Î·È ·˜ ıÂˆÚ‹-

ÛÔ˘ÌÂ  n > 1
δ¢

 . TfiÙÂ Â›Ó·È  n>n0  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÁÈ· Ù·  Dn, Pn  ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  (4).
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EÈÏ¤ÔÓ  λ(Dn) = 1
n

 < δ¢ .

AÓ ÙÒÚ·  D  Ù˘¯·›· ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ  λ(D)<δ¢  Î·È  P  Ù˘¯·›· ÂÓ-
‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D, ÙfiÙÂ ÁÈ· ÙÈ˜  D, Dn  Î·È ÙÈ˜  P, Pn  ÈÛ¯‡ÂÈ (ÂÂÈ‰‹

δ¢<δ) Ë   (3). ¢ËÏ·‰‹

(5) |S(f, g, D, P)–S(f, g, Dn, Pn)| < ε
2

  .

AÓ Û˘Ó‰˘¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ  (5)  ÌÂ ÙËÓ  (4)  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

|S(f, g, D, P)–L| < ε

ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÌÂ  λ(D)<δ¢  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜
D. ÕÚ· Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi  (B)  Ë  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙÔ  [α, b]. ▲

10.4. Oρισμ�νες συνθ�κες π�υ συνεπ�γ�νται την �παρ�η
τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Stieltjes

™ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ·˘Ù‹ ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ıÂˆÚ‹Ì·Ù·, fiÔ˘ Î¿ÔÈÂ˜ ·Ï¤˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÛÙËÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÙ¤· Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÙ‹ Û˘ÓÂ¿ÁÔÓÙ·È
ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Stieltjes.

10.4.1. Θε�ρημα. Aν  f  ε�ναι συνε��ς συν�ρτηση και  g  α!��υσα
συν�ρτηση στ�  [α, b], τ�τε η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως
πρ�ς τη  g  στ� δι�στημα  [α, b].

Aπ�δει�η. EÂÈ‰‹ Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ Û˘Ì·Á¤˜ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]  Â›-
Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ·˘Ùfi. ŒÙÛÈ ‰Ôı¤ÓÙÔ˜  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  ÒÛÙÂ
ÁÈ· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ÛËÌÂ›ˆÓ  � ¢, � ¢¢Œ[α, b]  ÁÈ· Ù· ÔÔ›· Â›Ó·È  |� ¢–� ¢¢| < δ  Ó ·

ÈÛ¯‡ÂÈ
|f(� ¢)–f(� ¢¢)| < ε   .

A˜ Â›Ó·È ÙÒÚ·  D¢, D¢¢  ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Ù˘¯·›Â˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘  [α, b]

D¢ : α = x¢0 < x¢1 < … < x¢n  = b
D¢¢ : α = x¢¢0  < x¢¢1  < … < x¢¢m = b

ÌÂ ÏÂÙfiÙËÙ· ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÙÔ˘  δ, Î·È

 P¢ = {�¢1, �¢2 , …, �¢n}   P¢¢ = {� ¢¢1 , � ¢¢2 , …, � ¢¢m}

Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ  D¢  Î·È  D¢¢ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË
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‰È·›ÚÂÛË
D¢¢¢ : α = y0 < y1 < … < yν = b

fiÔ˘   D¢¢¢ = D¢»D¢¢  Î·È  P¢¢¢ = {t1, t2, …, tν}   Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜

D¢¢¢. T· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· Stieltjes ÙˆÓ  D¢  Î·È  D¢¢

S(f, g, D¢, P¢) =  Â
n

i=1
 f(� ¢i) (g(x¢i)–g(x¢i–1)),

Î·È

S(f, g, D¢¢, P¢¢) =  Â
m

k=1
 f(� ¢¢k)(g(x¢¢k)–g(x¢¢k–1))

ÌÔÚÔ‡Ó, ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÚÔÛı·Ê·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ Ì¤Û· ÛÙÈ˜ ·ÚÂÓı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ‚¢ Ì¤-

ÏÔ˘˜, Ó· ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÙÔ‡Ó ÒÛÙÂ Ó· ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜
D¢¢¢. ŒÙÛÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ

S(f, g, D¢, P¢) = Â
ν

j=1
 f(�1

j ) (g(yj)–g(yj–1))
(1)

S(f, g, D¢¢, P¢¢) = Â
ν

j=1
 f(�2

j ) (g(yj)–g(yj–1))

fiÔ˘ ÙÔ  �1
j   Â›Ó·È ¤Ó· ·fi Ù·  � ¢i  Î·È ÙÔ  �2

j   ε�ναι 
να απ� τα   �¢¢k  , j=1, 2,
…, ν  Î·È fiÔ˘ Á›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÂ˜ Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜.

TÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô  S - ¿ıÚÔÈÛÌ· ÁÈ· ÙËÓ  D¢¢¢  Î·È ÙËÓ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË

P¢¢¢  Â›Ó·È

(2) S(f, g, D¢¢¢, P¢¢¢) =  Â
ν

j=1
 f(tj) (g(yj)–g(yj–1))  .

Afi ÙÈ˜  (1)  Î·È  (2)  ¤¯Ô˘ÌÂ ¯¿ÚË ÛÙËÓ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Û˘Ó¤¯ÂÈ·,

(3) |S(f, g, D¢, P)–S(f, g, D¢¢¢, P¢¢¢)| £ Â
ν

j=1
 |f(�1

j )–f(tj)| (g(yj)–g(yj–1)) <

< ε[g(b)–g(α)]
Î·È

(4) |S(f, g, D¢¢, P¢¢)–S(f, g, D¢¢¢, P¢¢¢)| ≤ Â
ν

j=1
 |f(�2

j )–f(tj)| (g(yj)–g(yj–1)) <

< ε [g(b)–g(α)] .

™˘Ó‰˘¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜  (3)  Î·È  (4)  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ
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|S(f, g, D¢, P¢)–S(f, g, D¢¢, P¢¢)| < 2ε[g(b)–g(α)]

‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  S - ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy. ÕÚ· Û‡Ì-

ÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜  ¨10.3.1  ÙÔ   
α

b
fdg  ˘¿Ú¯ÂÈ. ▲

Παρ�δειγμα 1. EÂÈ‰‹ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=x  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È Ë

g(x)=x2  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 1] , ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·  
0

1
xdx2

˘¿Ú¯ÂÈ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ıÂÒÚËÌ·. °È· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ ıÂ-

ˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ  {Dn}  fiÔ˘,

Dn : 0 < 1
n

 < 2
n

 < … < n–1
n

 < 1

ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È  
 Î
È

 ̊
˘ν–1

n
, ν

n
 ,  ν=1, 2, …, n, Î·È ÙËÓ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË

·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ  {Pn}  fiÔ˘  Pn = 
 Ó

Ì
Ï

 ̨
˝
¸ν

n
: ν=1, 2, …, n  . ¢ËÏ·‰‹ Ë  Pn

·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿ ¿ÎÚ· ÙˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜  Dn. Œ¯Ô˘ÌÂ,

S(x, x2, Dn, Pn) = Â
n

ν=1
 ν
n

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆν2

n2 – (ν–1)2

n2  = 1
n3  Â

n

ν=1
 (2ν2–ν)

= 1
n3 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

2 Â
n

ν=1
 ν2– Â

n

ν=1
 ν   = 1

n3 
 Î
È

 ̊
˘ 

2n(n+1) (2n+1)
6

– n(n+1)
2

 =

= (n+1) (4n–1)
6n2   .

™˘ÓÂÒ˜    
0

1
xdx2 = lim

nÆ•
 (n+1) (4n–1)

6n2   = 2
3
   .

E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]  Â›Ó·È
ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Riemann ÛÙÔ  [α, b]. EÂÈ‰‹ ¤Ó· ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·
Riemann ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛË  g(x)=x , ÌÔÚÂ› Î·ÓÂ›˜ Ó· ‰ÈÂÚˆÙËıÂ› ·Ó ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ
ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Û˘ÓÂ¯‹ ÔÏÔÎÏËÚˆÙ‹. E›Ó·È
›Ûˆ˜ ÂÎÏËÎÙÈÎfi fiÙÈ ·˘Ùfi ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ fiˆ˜ Ì·˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈ-
ÁÌ·.

Παρ�δειγμα 2. A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓÂ¯Â›˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È
ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 1]  ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË
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f(x) = g(x) = ÷̀x ημ 1
x
    fiÙ·Ó   xπ0  Î·È  f(0)=g(0)=0 .

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒƒ, ÙË ‰È·›ÚÂÛË  D1  Î·È ÙËÓ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›-
ÚÂÛË  P1, fiÔ˘

D1 = 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸0,  1

2nπ
, 1

n
, 2

n
, …, 1      Î·È   P1 = 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸1

2nπ
 , 1

n
, 2

n
, …, 1    .

H ÏÂÙfiÙËÙ· ÙË˜  D1  Â›Ó·È   λ(D1) = 1
n

  Î·È ÂÂÈ‰‹  g(0) = g(1/2nπ) = 0

ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô  S - ¿ıÚÔÈÛÌ· Â›Ó·È

S(f, g, D1, P1) =  Â
n

ν=1
 f 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

ν
n

  
 Î
È

 ̊
˘g

 Ë
Ê

 ̄
ˆν

n
 – g

 Ë
Ê

 ̄
ˆν–1

n
   .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ·, ¿ÏÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒƒ,  ÌÈ· ‰Â‡ÙÂÚË ‰È·›ÚÂÛË  D2  Î·È ÌÈ·
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P2  fiÔ˘ Ë  D2  ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ  D1  ÌÂ

ÂÚ·ÈÙ¤Úˆ ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ùfi˜ ÙË˜.

D2 = 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸0,  2

(8n+1)π
 ,  2

8nπ
 , 2

(8n–1)π
 , …,  2

(4n+1)π
 , 2

4nπ
 , 1

n
, 2

n
, …, 1

P2 = 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

 
2

(8n+1)π
 ,  2

8nπ
 ,  2

(8n–1)π
 , … ,  2

(4n+1)π
 ,  2

4nπ
 , 1

n
, 2

n
, … 1   .

EÂÈ‰‹  g(0) = g 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
4nπ

   = g 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ2

(8n+2)π
   = 0 ,

ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒƒ  ÈÛ¯‡ÂÈ:

S(f, g, D2, P2)–S(f, g, D1, P1) =

= Â
4n+1

ν=0
 f 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ2

(4n+ν)π
   

 Î
È

 ̊
˘g

 Ë
Ê

 ̄
ˆ2

(4n+ν)π
   – g

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
(4n+ν+1)π

    .

Afi ÙË Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘
Stieltjes ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÌfiÓÔ ·fi fiÚÔ˘˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙËÓ ˘Ô‰È·›ÚÂÛË
ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜  D1, ÂÓÒ fiÏÔÈ ÔÈ ¿ÏÏÔÈ fiÚÔÈ ÊÂ‡ÁÔ˘Ó Î·Ù¿ ÙËÓ

·Ê·›ÚÂÛË.

EÂÈ‰‹  f 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ2

2pπ
   = g 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ2

2pπ
    = 0    ÁÈ· Î¿ıÂ ·Î¤Ú·ÈÔ  p   Î·È ÂÂÈ‰‹ ÂÍ

ÔÚÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È  f(x)=g(x)  ÁÈ· Î¿ıÂ  x, ÙÔ ‰ÂÍÈfi Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ ÈÛfiÙË-
Ù·˜ ·ÏÔÔÈÂ›Ù·È Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ
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S(f, g, D2, P2)–S(f, g, D1, P1) = Â
2n

p=0
  

 Î
È

 ̊
˘f

 Ë
Ê

 ̄
ˆ2

(4n+2p+1)π

2
 =

= 2
π

  Â
2n

p=0
  1

4n+2p+1
 ≥ 2

π
  
2n+1
8n+1

 >  1
2π

ÁÈ· Î¿ıÂ  n. ŒÙÛÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ Stieltjes ‰ÂÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿

Cauchy Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÙÔ   
0

1
fdg  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

10.4.2. TÔ ÂÔÌ¤ÓÔ ıÂÒÚËÌ· Ì·˜ Ï¤ÂÈ fiÙÈ ¤Ó· ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Ù‡Ô˘
Stieltjes ·Ó¿ÁÂÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ ÛÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘
Riemann.

Θε�ρημα . Aν η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Riemann στ� δι�-
στημα  [α, b]  και η  g  
�ει συνε�� παρ�γωγ�  g¢  στ� �δι� δι�στημα,

τ�τε τα �λ�κληρ�ματα  Úα

b
fg¢  και   

α

b
fdg  υπ�ρ��υν και ε�ναι �σα.

Aπ�δει�η. EÂÈ‰‹ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  g¢  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ Û˘Ì·Á¤˜ ‰È¿-
ÛÙËÌ·  [α, b]  ‰Ôı¤ÓÙÔ˜  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ1>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ ÛËÌÂ›ˆÓ

�, �*Œ[α, b]  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

(1) |g¢(�)–g¢(�*)| < ε    fiÙ·Ó    |�–�*| < δ1  .

EÍ¿ÏÏÔ˘ ÂÂÈ‰‹ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f, g¢ Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌÂ˜ Î·Ù¿ Riemann
ÛÙÔ [α, b], ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ  fg¢  Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Riemann ÛÙÔ
[α, b]. ÕÚ· ÁÈ· ÙÔ ·Ú·¿Óˆ  ε  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ2>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D
ÌÂ  λ(D)<δ2  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  Ó· Â›Ó·È

(2)
 Ô
Ô

 Ô
ÔS(fg¢, D, P) – Úα

b
fg¢ < ε   .

AÓ  δ = min{δ1, δ2}  ÙfiÙÂ ÔÈ  (1)  Î·È  (2)  ÈÛ¯‡Ô˘Ó ·Ó Ù·  δ1, δ2  ·ÓÙÈÎ·Ù·-
ÛÙ·ıÔ‡Ó ÌÂ ÙÔ  δ.

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· Ù˘¯·›· ‰È·›ÚÂÛË  D = {α, x1, x2, …, xn–1, b}  ÌÂ
λ(D)<δ  Î·È Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P = {�1, �2, …, �n}  ÙË˜  D. TfiÙÂ ÙÔ
¿ıÚÔÈÛÌ· Stieltjes Î·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Riemann Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙË  D  Î·È
ÙËÓ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,

(3) S(f, g, D, P) =  Â
n

i=1
 f(�i) (g(xi)–g(xi–1))
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Î·È

(4) S(fg¢, D, P) =  Â
n

i=1
 f(�i) g¢(�i) (xi–xi–1)  .

X¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜ Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜ ÙÔ˘ ‰È·ÊÔÚÈÎÔ‡ ÏÔÁÈÛÌÔ‡, ÛÂ Î¿ıÂ
‰È¿ÛÙËÌ·  [xi–1, xi]  ÙË˜  D  ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  �*i   ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È

(5) g(xi)–g(xi–1) = g¢(�*i ) (xi–xi–1) .

H  (3)  ¯¿ÚË ÛÙËÓ  (5)  Á›ÓÂÙ·È:

(6) S(f, g, D, P) =  Â
n

i=1
 f(�i) g¢(�*i ) (xi–xi–1)  .

Afi ÙÈ˜  (4)  Î·È  (6)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·-
ÙÔ˜  [α, b]  ÌÂ  λ(D)<δ  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  ÈÛ¯‡ÂÈ,

(7) |S(f, g, D, P)–S(fg¢, D, P)| £  Â
n

i=1
 |f(�i)| |g¢(�i)–g¢(�*i )| (xi–xi–1) £ M(b–α)ε

Afi ÙÈ˜  (2)  Î·È  (7)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ
λ(D)<δ  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  ÈÛ¯‡ÂÈ

| |S(f, g, D, P) – Úα

b
fg¢  < [M(b–α)+1]ε  .

Afi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Stieltjes 
α

b
fdg ˘¿Ú-

¯ÂÈ Î·È Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Riemann  Úα

b
 fg¢ . ▲

10.5. Iδι�τητες τ�υ �λ�κληρ�ματ�ς τ�υ Stieltjes

T· ‰‡Ô ÚÒÙ· ıÂˆÚ‹Ì·Ù· ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó fiÙÈ ÙÔ
ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Stieltjes Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÔÏÔ-
ÎÏËÚˆÙ¤· Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÙ‹. E›Ó·È ‰ËÏ·‰‹, fiˆ˜ Ï¤-
ÌÂ, ÌÈ· ‰ÈÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.

10.5.1. Θε�ρημα. Aν �ι συναρτ�σεις  f1, f2  ε�ναι �λ�κληρ�σιμες
κατ� Stieltjes ως πρ�ς τη συν�ρτηση  g  στ� δι�στημα  [α, b], τ�τε για
κ�θε "ε!γ�ς σταθερ�ν  k1, k2  η συν�ρτηση  k1f1+k2f2   ε�ναι �λ�κλη-
ρ�σιμη κατ� Stieltjes ως πρ�ς τη  g  στ�  [α, b]  και ισ�!ει



309

α

b
(k1f1+k2f2)dg = k1 

α

b
f1dg+ k2 

α

b
f2dg   .

Aπ�δει�η: AÓ   D = {α, x1, x2, …, xn–1, b}   Â›Ó·È Ù˘¯·›· ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘
[α, b]  Î·È  P = {�1, �2, …, �n}  Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D  ÙfiÙÂ Â›Ó·È,

fiˆ˜ Â‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È,

S(k1f1+k2f2, g, D, P) = k1S(f1, g, D, P)+k2S(f2, g, D, P)  .

EÂÈ‰‹ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ‰‡Ô ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ‰ÂÍÈÔ‡ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜
·Ú·¿Óˆ ÈÛfiÙËÙ·˜, ¤ÂÙ·È fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ fiÚÈÔ ÙÔ˘ ‰ÂÍÈÔ‡ Ì¤ÏÔ˘˜. ŒÙÛÈ
·›ÚÓÔÓÙ·˜ Ù· fiÚÈ· Î·È ÙˆÓ ‰‡Ô ÌÂÏÒÓ ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ ·˘Ù‹˜, ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÔÙ¤-
ÏÂÛÌ·. ▲

10.5.2. Θε�ρημα. Aν η συν�ρτηση  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ�
Stieltjes ως πρ�ς κ�θε μια απ� τις συναρτ�σεις  g1  και  g2  στ� δι�-
στημα  [α, b]  τ�τε η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη και ως πρ�ς τη συν�ρτηση
k1g1+k2g2, �π�υ  k1, k2  σταθερ
ς, και επιπλ
�ν ισ�!ει

α

b
fd[k1g1+k2g2] = k1 

α

b
fdg1+k2 

α

b
fdg2  .

Aπ�δει�η. °È· Ù˘¯·›· ‰È·›ÚÂÛË  D = {α, x1, x2, …, xn–1, b}  ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹-
Ì·ÙÔ˜  [α, b]  Î·È Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·,

S(f, k1g1+k2g2, D, P) = k1S(f, g1, D, P)+k2S(f, g2, D, P) .

¶·›ÚÓÔÓÙ·˜ fiÚÈ· ÛÙËÓ ÈÛfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·. ▲

Παρατ�ρηση: YÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g  Â›Ó·È ÂÚ·ÙˆÌ¤ÓË˜

ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÛÙÔ  [α, b]  ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙfiÙÂ fiÙ·Ó  g = g1–g2  fiÔ˘  g1, g2  Â›Ó·È ·‡-
ÍÔ˘ÛÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜. AÓ ÏÔÈfiÓ Ë  g  Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÂÚ·ÙˆÌ¤ÓË˜ ÌÂÙ·‚Ô-
Ï‹˜ ÛÙÔ  [α, b]  ÙfiÙÂ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜ ¨10.4.1. Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·

α

b
fdg1  Î·È   

α

b
fdg2  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ó Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  [α, b]. ™˘ÓÂÒ˜,

¯¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· 10.5.2, Î¿ıÂ Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË
Î·Ù¿ Stieltjes ÛÙÔ  [α, b]  ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g  ÂÚ·ÙˆÌ¤ÓË˜ ÌÂÙ·‚Ô-
Ï‹˜.

10.5.3. E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ Ë ÔÏÔÎÏËÚˆÛÈÌfiÙËÙ· Î·Ù¿ Riemann ÌÈ·˜ Û˘Ó-
¿ÚÙËÛË˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [α, b]  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙËÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÛÈÌfiÙËÙ· ÙË˜ ÛÙ·
˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  [α, c]  Î·È  [c, d]  Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, fiÔ˘  α<c<b. M¿ÏÈÛÙ·
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ÈÛ¯‡ÂÈ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ë ·Ï‹ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û¯¤ÛË ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜
¨6.3.3.

TÔ ıÂÒÚËÌ· ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ ÌÂÚÈÎÒ˜ ÌfiÓÔ ÁÈ· ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Stieltjes.

Θε�ρημα. Aν η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως πρ�ς τη  g
στ� δι�στημα  [α, b]  και αν  α<c<b, τ�τε η  f ε�ναι �λ�κληρ�σιμη ως
πρ�ς τη  g  σε καθ
να απ� τα διαστ�ματα  [α, c]  και  [c, b]  και ισ�!ει,

 
α

b
fdg = 

α

c
fdg + 

c

b
fdg  .

Aπ�δει�η. EÂÈ‰‹ Ë  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g
ÛÙÔ  [α, b], ¯¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜ ¨10.3.1, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  S-·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ
Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy. ÕÚ· ‰Ôı¤ÓÙÔ˜  ε>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  δ>0  ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

(1) |S(f, g, D, P)–S(f, g, D*, P*)| < ε

ÁÈ· ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  D, D*  ÌÂ  λ(D)<δ  Î·È  λ(D*)<δ  Î·È ÔÔÈÂÛ-
‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  P, P*  ÙˆÓ  D  Î·È  D*  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

A˜ Â›Ó·È ÙÒÚ·  D1, D*1   ‰‡Ô Ù˘¯·›Â˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘  [α, c]  ÌÂ  λ(D1)<δ
Î·È λ(D*1 ) < δ  Î·È  P 1, P*1   ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ·˘ÙÒÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
EÈÏ¤ÔÓ, ·˜ Â›Ó·È  D2  ÌÈ· ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  [c, b]  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ  λ(D2) < λ(D1)
Î·È  λ(D2) < λ(D*1 )   Î·È  P2  ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D2.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ë  D = D1»D2  Î·È  D* = D*1 »D2   Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ [α, b]
ÌÂ  λ(D) = λ(D1) < δ  Î·È  λ(D*) = λ(D*1 ) < δ .

E›ÛË˜ Ë  P = P1» P 2  Â›Ó·È ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D   Î·È Ë

P* = P*1 »P2  Â›Ó·È ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D*.

E‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È fiÙÈ:

S(f, g, D, P) = S(f, g, D1, P1)+S(f, g, D2, P2)
(2)

S(f, g, D*, P*) = S(f, g, D*1 , P*1 )+S(f, g, D2, P2)

ÕÚ·    S(f, g, D, P)–S(f, g, D*, P*) = S(f, g, D1, P1)–S(f, g, D*1 , P*1 )

Î·È ÂÂÈ‰‹  λ(D)<δ  Î·È  λ(D*)<δ   ÙÔ ·ÚÈÛÙÂÚfi Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜ ÙÂÏÂ˘Ù·›·˜ ÈÛfiÙË-
Ù·˜ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ  (1)  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

|S(f, g, D1, P1)–S(f, g, D*1 , P*1 )| < ε .

™˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ ÂÔÌ¤Óˆ˜ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  S-·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ ÙË˜  f  ˆ˜

ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙÔ  [α, c]  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy Î·È ¿Ú· ÙÔ   
α

c
fdg ˘¿Ú¯ÂÈ.

MÂ fiÌÔÈÔ ÙÚfiÔ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î·È ÙÔ   
c

b
fdg  ˘¿Ú¯ÂÈ.
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A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ  {D¢n}  ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

[α, c]  Î·È ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÈÚ¤ÛÂˆÓ  {D¢¢n}  ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [c, b]  Î·ıÒ˜

Î·È Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  {P¢n}  Î·È  {P¢¢n}  ÙˆÓ  {D¢n}  Î·È  {D¢¢n}
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ  lim

nÆ•
λ(D¢n) = lim

nÆ•
λ(D¢¢n) = 0 . AÓ  Dn = D¢n»D¢¢n   Î·È

Pn = P¢n»P¢¢n   ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜  lim
nÆ•

λ(Dn) = 0   Î·È Ë  Pn  Â›Ó·È ÂÓ‰È¿ÌÂÛË

‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  Dn. E›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ

(3) S(f, g, Dn, Pn) = S(f, g, D¢n, P¢n)+S(f, g, D¢¢n, P¢¢n)  .

EÂÈ‰‹ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ÙË˜  f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·
[α, b], [α, c]  Î·È  [c, d]  ·›ÚÓÔÓÙ·˜ Ù· fiÚÈ· ÙˆÓ ‰‡Ô ÌÂÏÒÓ ÙË˜  (3) ¤¯Ô˘ÌÂ,
¯¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜ ¨10.2.2., ÙËÓ ·Ô‰ÂÈÎÙ¤· ÈÛfiÙËÙ·. ▲

Π�ρισμα.  Aν η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως πρ�ς τη  g
στ� δι�στημα  [α, b]  και  [c, d]Ã[α, b]  τ�τε η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη
κατ� Stieltjes ως πρ�ς τη  g  στ�  [c, d].

AÓÙ›ıÂÙ· ÌÂ fiÙÈ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Riemann Ë ‡·ÚÍË ÙˆÓ

ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ   
α

c
fdg  και    

c

b
fdg  ‰ÂÓ Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘

α

b
fdg  fiˆ˜ Ì·˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·.

Παρ�δειγμα. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f  Î·È  g  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ
‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 2]  ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:

f(x) = 
 Ó
Ì
Ï0  αν  0£x<1
1  αν  1£x£2    g(x) = 

 Ó
Ì
Ï0  αν  0£x£1
1  αν  1<x£2 .

EÂÈ‰‹ Ë  g Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÙÔ  [0, 1], ¯¿ÚË ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·  1 ÙË˜  ¨10.2.3

ÙÔ   
0

1
fdg  ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È  0.

E›ÛË˜ Ë  f  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÙÔ  [1, 2]  Î·È ¯¿ÚË ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·  2  ÙË˜

¨10.2.3.  ÙÔ   
1

2
fdg  ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È  g(2)–g(1) = 1 .

£· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘  
0

2
fdg.  A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÔÔÈ·-

‰‹ÔÙÂ ‰È·›ÚÂÛË  D = {x0=0, x1, …, xn=2}  ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [0, 2]  Ô˘ ‰ÂÓ
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ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  1. TfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ νŒ{0, 1, 2, …, n}  ÒÛÙÂ  xν–1<1<xν. ŒÛÙˆ
ÙÒÚ· Ë ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P = {�1, �2, …, �n}  ÙË˜  D  fiÔ˘  �i = xi–1 i=1, 2,
…, n. TfiÙÂ  g(xν)–g(xν–1) = 1   Î·È  g(xi)–g(xi–1) = 0  ÁÈ·  iπν . TÔ  S-¿ıÚÔÈ-

ÛÌ· Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÈ˜  D  Î·È  P  Â›Ó·È  S(f, g, D, P) = 0 .  ¶·›ÚÓÔÓÙ·˜
ÙÒÚ· ˆ˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙËÓ  P* = {�*1 , �*2 , …, �*n}   fiÔ˘  �*i  = xi  ¤¯Ô˘ÌÂ

S(f, g, D, P*) = 1. ŒÙÛÈ ÔÛÔ‰‹ÔÙÂ ÌÈÎÚ‹ ÎÈ ·Ó Â›Ó·È Ë ÏÂÙfiÙËÙ· ÙË˜  D  ı·
¤¯Ô˘ÌÂ  |S(f, g, D, P)–S(f, g, D, P*)| = 1 . A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ
·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ Stieltjes ‰ÂÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·Ù¿ Cauchy Î·È ¯¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒ-

ÚËÌ· ÙË˜  ¨10.3.1  ÙÔ   
0

2
fdg  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

¶·Ú·Î¿Ùˆ ı· ‰Ô‡ÌÂ fiÙÈ Ë ÌË ‡·ÚÍË ÙÔ˘   
0

2
fdg  ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙËÓ ‡·ÚÍË

ÎÔÈÓÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ·Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙˆÓ  f  Î·È  g.

10.6. Oλ�κλ�ρωση κατ� παρ�γ�ντες

™ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Stieltjes ÈÛ¯‡ÂÈ ¤Ó· ıÂÒÚËÌ· Ô˘ ı˘Ì›˙ÂÈ ÙÔÓ Ù‡Ô
ÙË˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜ Î·Ù¿ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜. TÔ ıÂÒÚËÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔ ÁÈ·Ù›
ÂÓ·ÏÏ¿ÛÛÂÈ ÙÔ ÚfiÏÔ ÙË˜ ÔÏÔÎÏËÚˆÙ¤·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚˆÙ‹.

10.6.1. Θε�ρημα. Aν η  f  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ω ς
πρ�ς τη  g  στ� δι�στημα  [α, b], τ�τε και η  g  ε�ναι �λ�κληρ�σιμη κα-
τ� Stieltjes ως πρ�ς την  f  στ� [α, b]  και ισ�!ει

 
α

b
fdg = f(b) g(b)–f(a) g(a)–  

α

b
gdf  .

Aπ�δει�η. A˜ Â›Ó·È  D = {x0, x1, …, xn}  ÌÈ· ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
[α, b]  Î·È  P = {�1, �2, …, �n}  ÌÈ· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D. £¤ÙÔ˘ÌÂ

�0=α   Î·È  �n+1 = b   Î·È ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  P* = P»{�0, �n+1} . TfiÙÂ ÙÔ
P*  ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  [α, b]. (™ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· ÙÔ  P*  ‰ÂÓ Â›-
Ó·È ¿ÓÙ· ‰È·›ÚÂÛË ÁÈ·Ù› Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Î¿ÔÈ· ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Ó·
Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È. ™Â ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ· ÂÚ›ÙˆÛË ·Ú·ÏÂ›Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜.
E‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È ÙfiÙÂ fiÙÈ Ë ·fi‰ÂÈÍË ‰ÂÓ ‚Ï¿ÙÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Ï‹-
„ÂÈ˜ ·˘Ù¤˜, ÁÈ·Ù› ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ Ù·˘ÙÈ˙fiÌÂÓ· ÛËÌÂ›· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡Ó ÂÎÊ˘ÏÈÛÌ¤Ó·
‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ‰›ÓÔ˘Ó ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜ ÛÙ· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·).

IÛ¯‡ÂÈ  �i–1 £ xi–1 £ �i , i=1, 2, …, n+1 .  ÕÚ· Ë  P*  ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜
‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  [α, b]  Î·È Ë  D  ˆ˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  P*. T· ·ıÚÔ›-
ÛÌ·Ù·  S(f, g, P*, D)  Î·È  S(g, f, D, P)  Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË
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KEºA§AIO 10

�σκηση 71. �στω  g  α��	υσα συν�ρτηση στ	  [α, b]. Δε��τε �τι αν
ισ��ει μ�α απ� τις παρακ�τω υπ	θ�σεις

(i) H  f  ε�ναι 	λ	κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως πρ	ς τη  g.

(ii) " ε>0 $ δ>0  �στε  |S(f, g, D, P)–S(f, g, D, P*)| < ε

για κ�θε δια�ρεση  D  με  λ(D)<δ  και τυ�α�ες ενδι�μεσες διαιρ�σεις
P, P*  της  D.

T�τε υπ�ρ�ει  δ0>0   και �ραγμ�νη συν�ρτηση  h  στ	  [α, b]  �στε
να ισ��	υν
(1) S(f, g, D, P) = S(h, g, D, P)

(2) S(|f|, g, D, P) = S(|h|, g, D, P)

(3) S(f2, g, D, P) = S(h2, g, D, P)

για κ�θε δια�ρεση  D  με  λ(D) < δ0  και για κ�θε ενδι�μεση δια�ρεση
P  της  D.

Λ�ση. X¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜  ¨10.3.1. Ë ˘fiıÂÛË (i) Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙË  (ii).
™˘ÓÂÒ˜ ·ÚÎÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ˘fiıÂÛË  (ii) Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·.

AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ˘fiıÂÛË  (ii) ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  δ1>0  ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D
ÌÂ  λ(D)<δ1  Î·È ÁÈ· ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  P  Î·È  P*  ÙË˜  D
Ó· Â›Ó·È

(4) |S(f, g, D, P)–S(f, g, D, P*)| < 1 .

A˜ ÛËÌÂÈÒÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  A  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  xŒ[α, b] ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ‰ÂÓ
˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹ Â› ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë  f  Ó· Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË. AÓ Ë  f  Â›Ó·È ÊÚ·-
ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  [α, b]  ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜  A = Δ. ŸÌˆ˜ ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ı¤ÛÔ˘ÌÂ
h=f   Î·È ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÈÛ¯‡ÂÈ.

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ Ë  f  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  [α, b]. TfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  xŒA.

¢È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿  " xŒ[α, b]  ı· ˘‹Ú¯Â ·ÓÔÈÎÙ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x  fiÔ˘ Ë  f  ı·
‹Ù·Ó ÊÚ·ÁÌ¤ÓË. EÂÈ‰‹ ÙÔ  [α, b]  Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜, ı· ˘‹Ú¯·Ó ÂÂÚ·-
ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈÔ¯¤˜ Ô˘ ı· ÂÎ¿Ï˘Ù·Ó ÙÔ  [α, b], Î·È ÙfiÙÂ Ë  f
ı· ‹Ù·Ó ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  [α, b].

ŒÛÙˆ  cŒA«(α, b)  Î·È ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  g  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÙËÓ

ÂÚÈÔ¯‹  Π 
 Ë
Ê

 ̄
ˆc,

δ1

2
   «[α, b] .

TfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛËÌÂ›·  s, tŒ[α, b]  ÌÂ  c– 
δ1

2
 < s < c < t < c+ 

δ1

2
  Ù¤ÙÔÈ·

ÒÛÙÂ  g(s) π g(t). ¢È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜, ı· ‹Ù·Ó ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÙËÓ
ÂÚÈÔ¯‹ ·˘Ù‹. ™ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [s, t]  Ë  f  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË.
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AÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·fi ¿Óˆ ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  c*Œ[s, t]  ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È

f(c*) > f(c)+1 / |g(t)–g(s)|  .

AÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·fi Î¿Ùˆ ÙÔ  c*  ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÏÂÁÂ› Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ
Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

f(c*) < f(c)–1 /  |g(t)–g(s)|  .

™Â Î¿ıÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

(5) |f(c*)–f(c)| |g(t)–g(s)| > 1  .

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÌÈ· ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ù· ÛËÌÂ›·
s, t  ˆ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ ÛËÌÂ›· Î·È  λ(D) < δ1  Î·È ·˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜
‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙË˜  D, ÙËÓ  P  Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÂÈÏÂÁfiÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜
[s, t]  ÙÔ  c  Î·È ÙËÓ  P*  Ô˘ ¤¯ÂÈ Ù· ›‰È· ÛËÌÂ›· ÌÂ ÙËÓ  P  ÂÎÙfi˜ ÙÔ˘  c  Ô˘
ÙÔ ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÔ  c*. TfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

(6) |S(f, g, D, P)–S(f, g, D, P*)| = |f(c)–f(c*)| |g(t)–g(s)| > 1

¯¿ÚË ÛÙËÓ  (5). H  (6)  ¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ ·ÓÙ›Ê·ÛË ÌÂ ÙËÓ  (4).

™˘ÓÂÒ˜ Ë  g  Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹  Π 
 Ë
Ê

 ̄
ˆc,

δ1

2
  «[α, b]

‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  (4)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë ˘fiıÂÛË  (ii).
EÏ·ÊÚ¿ ÙÚÔÔÔ›ËÛË ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ ·˘Ù‹˜ ‰›ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·

fiÙ·Ó  c=α  ‹  c=b.
EÔÌ¤Óˆ˜ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ˘fiıÂÛË  (ii), ÙfiÙÂ Ë  g  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË

ÂÚÈÔ¯‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘  xŒA.

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  B = »
cŒA

 Π(c, δ1 / 4)  .

TÔ  B  Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ  A. ™ÙÔ Û˘Ì·Á¤˜ Û‡ÓÔÏÔ
ÃB«[α, b], Ë  f  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ¯¿ÚË ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙˆÓ Heine-Borel.

OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË,

h(x) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ f(x) αν  xŒÃB«[α, b]

0   αν  xŒB«[α, b]     .

ŒÛÙˆ ÙÒÚ· Ù˘¯·›· ‰È·›ÚÂÛË    D = {x0, x1, …, xn}  ÙÔ˘   [α, b]   ÌÂ

λ(D) < 
δ1

4
 = δ0    Î·È   P = {�1, �2, …, �n}   Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË ÙË˜  D.

Œ¯Ô˘ÌÂ,
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(7) S(|f|, g, D, P)–S(|h|, g, D, P) =  Â
n

ν=1
 [|f(�ν)|–|h(�ν)|] Δgν =

=  Â
�νŒÃB«[·, b]

[|f(�ν)|–|h(�ν)|] Δgν+  Â
�νŒB«[·, b]

[|f(�ν)|–|h(�ν)|] Δgν =

=  Â
�νŒB«[·, b]

|f(�ν)|Δgν  .

°È· Î¿ıÂ   �νŒB«[α, b]  ˘¿Ú¯ÂÈ  cŒA  ÒÛÙÂ  |�ν–c| < δ1 / 4 . EÂÈ‰‹

[xν–1, xν] Ã Π(�ν, δ1 / 4)Ã Π(c, δ1 / 2)  .

Î·È Ë  g  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹  Π(c, δ1 / 2)  .¤ÂÙ·È fiÙÈ  Δgν=0. ÕÚ·

·fi ÙËÓ  (7)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

S(|f|, g, D, P) = S(|h|, g, D, P)

ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ  λ(D) < δ1 / 4 = δ0  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿-
ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D.

ŒÙÛÈ ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ Ë Û¯¤ÛË  (2).
OÈ  (1)  Î·È  (3)  ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÚfiÔ ÌÂ ÂÏ·ÊÚ¿

ÙÚÔÔÔ›ËÛË ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜  (7). ¢¤ÛÙÂ Î·È ÙËÓ ·Ô‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜
¨10.9.2.

�σκηση 72. Aς ε�ναι  g  α��	υσα συν�ρτηση στ	  [α, b]. Nα δει�θε�
�τι η  f  ε�ναι 	λ	κληρ�σιμη κατ� Stieltjes ως πρ	ς τη  g  στ	  [α, b]  αν
και μ�ν	 αν για κ�θε  ε>0  υπ�ρ�ει  δ>0  τ�τ	ι	 �στε να ισ��ει

(1) |S(f, g, D, P)–S(f, g, D, P*)| < ε

για κ�θε δια�ρεση  D  με  λ(D)<δ  και για τυ�α�ες ενδι�μεσες διαιρ�-
σεις  P  και  P*  της  D.

Λ�ση. AÓ Ë  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g ÛÙÔ  [α, b], ÙfiÙÂ Ù·
·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·  S(f, g, D, P)  Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó Î·Ù¿ Cauchy (‚Ï. ıÂÒÚ. ¨10.3.1) Î·È
ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  (1).

AÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ¤ÛÙˆ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  (1). TfiÙÂ, ¯¿ÚË ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ¿ÛÎËÛË
˘¿Ú¯ÂÈ  δ0>0  Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  h  ÛÙÔ  [α, b]  ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ,

(2) S(f, g, D, P) = S(h, g, D, P)

ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D ÌÂ λ(D)<δ0  Î·È Ù˘¯·›· ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D.
ŒÛÙˆ  ε>0, δ1 = min{δ0, δ}  Î·È  D = {x0, x1, …, xn}  ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  [α, b]
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ÌÂ  λ(D)<δ1. AÓ  mν, Mν  ÙÔ Î·ÙÒÙÂÚÔ Î·È ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÙË˜  h  ÛÙÔ

[xν–1, xν]  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  � ¢ν, �¢¢ν Œ[xν–1, xν]  ÒÛÙÂ,

(3) h(� ¢ν) < mν + ε
2K

     Î·È   h(� ¢¢ν ) > Mν– ε
2K

    ν=1, 2, …, n,

fiÔ˘  K = max{1, g(b)–g(α)} .

£¤ÙÔ˘ÌÂ      P¢ = {� ¢1, � ¢2, …, � ¢n}   Î·È   P¢¢ = {� ¢¢1 , � ¢¢2 , …, � ¢¢n}

ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜  (3)  Â›  Δgν = g(xν)–g(xν–1)  Î·È ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜

Î·Ù¿ Ì¤ÏË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

(4) S(h, g, D, P¢) < Â
n

ν=1
 mνΔgν + ε

2
 £ 

α

b
hdg+ ε

2
         Î·È

(5) S(h, g, D, P¢¢) > Â
n

ν=1
 MνΔgν – ε

2
 ≥  

α

b
hdg – ε

2
     .

Afi ÙÈ˜  (2), (4)  Î·È  (5) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ,

(6) S(f, g, D, P¢) < Â
n

ν=1
 mνΔgν + ε

2
 £ 

α

b
hdg+ ε

2
            Î·È

(7) S(f, g, D, P¢¢) > Â
n

ν=1
 MνΔgν – ε

2
 ≥  

α

b
hdg – ε

2

Î·È Û˘ÓÂÒ˜

(8) S(f, g, D, P¢¢)–S(f, g, D, P¢) >  
α

b
hdg –  

α

b
hdg–ε  .

X¿ÚË ÛÙËÓ  (1)  ÙÔ ·¢ Ì¤ÏÔ˜ ÙË˜  (8)  Â›Ó·È  <ε  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

 0 ≤ 
α

b
hdg – 

α

b
hdg < 2ε.

EÂÈ‰‹ ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  ε>0, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë  h  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒ-
ÛÈÌË Î·Ù¿ Riemann-Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g ÛÙÔ  [α, b].

Afi ÙÈ˜  (6) Î·È  (7) ÚÔÎ‡ÙÂÈ,

(9) S(f, g, D, P¢)– ε
2

 <  RS
����

(h, g, D) £ RS
����

(h, g, D) < S(f, g, D, P¢¢) + ε
2

Î·È ÂÂÈ‰‹ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P ÙË˜  D  ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·
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S(f, g, D, P) = S(h, g, D, P)  Î·ıÒ˜ Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜   
α

b
hdg  Â›Ó·È ·Ó¿ÌÂÛ·

ÛÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  RS
����

(h, g, D)  Î·È   RS
����

(h, g, D), Ë  (9)  ‰›ÓÂÈ

 Ô
Ô

 Ô
ÔS(f, g, D, P)|–  

α

b
fdg  £ S(f, g, D, P¢¢)–S(f, g, D, P¢)+ε

Î·È ¯¿ÚË ÛÙËÓ  (1)  Â›Ó·È

 Ô
Ô

 Ô
ÔS(f, g, D, P)–

α

b
fdg  < 2ε

ÁÈ· Î¿ıÂ  D  ÌÂ  λ(D)<δ1  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜  D.
™˘ÓÂÒ˜ Ë  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙÔ  [α, b].

�σκηση 73. �στω  g  α��	υσα και  f, �  	λ	κληρ�σιμες συναρτ#-
σεις ως πρ	ς τη   g στ	 [α, b]. Δε��τε �τι 	ι συναρτ#σεις  |f|, f 2, f�  ε�ναι
	λ	κληρ�σιμες ως πρ	ς τη  g  στ	  [α, b]  και ισ��ει

 Ô
Ô

 Ô
ÔÚα

b
fdg  £ Úα

b
|f| dg  .

Λ�ση. £· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÁÈ· ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ Stieltjes. °È· ÙÔ
ÁÂÓÈÎÂ˘Ì¤ÓÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Ë ÔÚÂ›· Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ
¿ÛÎËÛË 10.3, ÂÓÒ ÁÈ· ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Riemann-Stieltjes Ë ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È
·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ·Ó ÏËÊıÂ› ˘fi„Ë Ë ¿ÛÎËÛË 10.14.

ŒÛÙˆ  f   ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË Î·Ù¿ Stieltjes ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙÔ  [α, b]. TfiÙÂ (‚Ï.
¿ÛÎ. 72) " ε>0 $ δ1>0  ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

(1) |S(f, g, D, P¢)–S(f, g, D, P¢¢)| < ε
2

ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÌÂ λ(D)<δ1  Î·È Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  P¢, P¢¢
ÙË˜  D.

X¿ÚË ÛÙËÓ  (1)  $ δ0>0   Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  h  ÛÙÔ  [α, b]  ÒÛÙÂ Ó·

¤¯Ô˘ÌÂ,

(2) S(f, g, D, P) = S(h, g, D, P),  S(|f|, g, D, P) = S(|h|, g, D, P)

Î·È S(f 2, g, D, P) = S(h2, g, D, P) ,

ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÌÂ  λ(D)<δ0  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P  ÙË˜
D (‚Ï. ¿ÛÎ. 71).

£¤ÙÔ˘ÌÂ  δ = min{δ0, δ1}. AÓ  λ(D)<δ  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÔÈ  (1)

Î·È  (2)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ
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(3) |S(h, g, D, P¢)–S(h, g, D, P¢¢)| < ε
2

fiÙ·Ó  λ(D)<δ    Î·È  P¢, P¢¢  Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙË˜  D.

EÂÈ‰‹ Ù·   RS
����

(h, g, D) Î·È  RS
����

(h, g, D)  Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ Î·È Î·ÙÒÙÂÚÔ

¤Ú·˜ ÙˆÓ  S(h, g, D, P)  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜  P
ÙË˜  D, ·›ÚÓÔÓÙ·˜ ·ÓÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÛÙËÓ  (3)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ,

(4) RS
����

(h, g, D)–RS
����

(h, g, D) ≤ ε
2
 < ε

ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË  D  ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ  λ(D)<δ .
AÓ  M¢ν, m¢ν   Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ Î·È Î·ÙÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÙË˜  |h|  Î·È  Mν, mν

ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ Î·È Î·ÙÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÙË˜  h ÛÙÔ  [xν–1, xν]  ν=1, 2, …, n, ·›ÚÓÔ-

ÓÙ·˜ ·ÓÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÛÙË Û¯¤ÛË

||h(x)|–|h(y)|| £ |h(x)–h(y)|  ÁÈ·  x, yŒ[xν–1, xν]

ÚÔÎ‡ÙÂÈ,

(5) M¢ν–m¢ν £ Mν–mν   ν=1, 2, …, n .

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜  (5)  Â›  Δgν  Î·È Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·˜ ˘fi„Ë ÙËÓ  (4)

¤¯Ô˘ÌÂ

(6) RS
����

(|h|, g, D)–RS
����

(|h|, g, D) < ε

fiÙ·Ó  λ(D)<δ.
H  (6)  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ ·Ó  λ(D)<δ  Î·È  P¢, P¢¢  Ù˘¯·›Â˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙË˜

D, ÙfiÙÂ
|S(|h|, g, D, P¢)–S(|h|, g, D, P¢¢)| < ε

Î·È ¯¿ÚË ÛÙËÓ  (2),

|S(|f|, g, D, P¢)–S(|f|, g, D, P¢¢)| < ε

fiÙ·Ó  λ(D)<δ   Î·È  P¢, P¢¢  Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙË˜  D. TfiÙÂ, ¯¿ÚË
ÛÙËÓ ¿ÛÎËÛË  72, Ë  |f|   Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ÛÙÔ  [α, b].

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· fiÙÈ Ë  f 2  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  ÛÙÔ  [α, b].
¶ÚÔ¯ˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË fiˆ˜ ·Ú·¿Óˆ Ì¤¯ÚÈ ÙË Û¯¤ÛË  (4). A˜ Â›Ó·È

ÙÒÚ·  D  ‰È·›ÚÂÛË ÙÔ˘  [α, b]  ÌÂ  λ(D)<δ. AÓ  M = sup
[α, b]

|h(x)|, ÙfiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ

h2  ÈÛ¯‡ÂÈ,

(7) |h2(x)–h2(y)| £ 2M|h(x)–h(y)|  .
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AÓ ÛËÌÂÈÒÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  M¢¢ν , m¢¢ν   ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ Î·È ÙÔ Î·ÙÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÙË˜  h2

ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [xν–1, xν]  ν=1, 2, …, n,  Î·È  Mν, mν  Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙË˜  h,

ÙfiÙÂ ·›ÚÓÔÓÙ·˜ ·ÓÒÙÂÚÔ ¤Ú·˜ ÛÙË Û¯¤ÛË  (7)  ¤¯Ô˘ÌÂ,

(8) M¢¢ν –m¢¢ν  ≤ 2M [Mν–mν] ,   ν=1, 2, …, n

Î·È ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ Â›  Δgν  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

RS
����

(h2, g, D)–RS
����

(h2, g, D) ≤ 2M [RS
����

(h, g, D)–RS
����

(h, g, D)]

Î·È ¯¿ÚË ÛÙËÓ  (4)  ı· Â›Ó·È

(9) RS
����

(h2, g, D)–RS
����

(h2, g, D) ≤ 2Mε   fiÙ·Ó   λ(D)<δ  .

H  (9)  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ ·Ó  λ(D)<δ  Î·È  P¢, P¢¢  Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·È-
Ú¤ÛÂÈ˜ ÙË˜  D, ÙfiÙÂ

|S(h2, g, D, P¢)–S(h2, g, D, P¢¢)| < 2Mε

Î·È ¯¿ÚË ÛÙËÓ  (2)

|S(f2, g, D, P¢¢)–S(f2, g, D, P¢¢)| < 2Mε

fiÙ·Ó  λ(D)<δ  Î·È  P¢, P¢¢  Ù˘¯·›Â˜ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÂ˜ ‰È·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙË˜  D. ŒÙÛÈ ¯¿ÚË
ÛÙËÓ ¿ÛÎËÛË 72, Ë  f 2  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ÛÙÔ  [α, b].

°È· Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  f�  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

f� = 1
4

 [(f+�)2–(f–�)2]  .

AÊÔ‡ ÔÈ  f, �  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌÂ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g, ÔÈ  f+�   Î·È  f–�  Â›Ó·È
Â›ÛË˜ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌÂ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g  Î·È ¯¿ÚË ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÚ›ÙˆÛË
ÔÈ  (f+�)2  Î·È  (f–�)2 Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌÂ˜. ÕÚ· Î·È Ë  f�  Â›Ó·È
ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË  g.

T¤ÏÔ˜ ÁÈ· Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰È·›ÚÂÛË
D  Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÓ‰È¿ÌÂÛË ‰È·›ÚÂÛË  P ÙË˜  D  ÈÛ¯‡ÂÈ

|S(f, g, D, P)| = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
ÔÂ

n

ν=1
 f(�ν) Δgν  ≤  Â

n

ν=1
 |f(�ν)| Δgν = S(|f|, g, D, P)

Î·È ·›ÚÓÔÓÙ·˜ fiÚÈ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ·ÓÈÛfiÙËÙ·.

�σκηση 74. �στω  α<c<b. Oρ�$	υμε μια κλιμακωτ# συν�ρτηση
g : [α, b]Æ ó  ως ε�#ς: Oι τιμ�ς  g(α), g(c)  και  g(b)  ε�ναι αυθα�ρετες.
Στα υπ�λ	ιπα σημε�α θ�τ	υμε




