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¶ÚfiÏÔÁÔ˜

TÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ·Â˘ı‡ÓÂÙ·È ÛÂ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ∞.∂.π. - ∆.∂.π. Î·È ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ ‡ÏË
ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ ∞Ó·Ï˘ÙÈÎ‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜.
™ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ §ÔÁÈÛÌfi˜) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ·

ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜, ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô Î·È ÙÔ ¯ÒÚÔ, Ù· ‰È¿ÊÔÚ· ÁÈÓfi-
ÌÂÓ· ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ Î·È Ë ·ÏÏ·Á‹ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ.

™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∞Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ °ÂˆÌÂÙÚ›· ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô-
ÓÙ·È ÔÈ ÁÓˆÛÙ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘, Ô˘ Â›Ó·È Ë Â˘ıÂ›·, Ô Î‡ÎÏÔ˜, Ë ·Ú·-
‚ÔÏ‹, Ë ¤ÏÏÂÈ„Ë Î·È Ë ˘ÂÚ‚ÔÏ‹.

™ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∆Ô Â›Â‰Ô ÛÙÔ ¯ÒÚÔ), ·Ú¯ÈÎ¿ Á›ÓÂÙ·È ÌÈ· Û‡ÓÙÔÌË
·Ó·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ™ÙÂÚÂÔÌÂÙÚ›·˜, Ô˘ Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯ÂÈ Ô ÊÔÈÙË-
Ù‹˜, Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¿ ÔÈ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÁÈ·
ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÂÈ¤‰Ô˘ ÌÂ ÙÈ˜ Û¯ÂÙÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜.

™ÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∏ Â˘ıÂ›· ÛÙÔ ¯ÒÚÔ) Á›ÓÂÙ·È ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ‹ ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ
‰È·ÊfiÚˆÓ ÌÔÚÊÒÓ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Â˘ıÂ›·˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ, ÙˆÓ Û¯ÂÙÈÎÒÓ ı¤ÛÂˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ
Î·È ÂÈ¤‰ˆÓ, ÙË˜ ÎÔÈÓ‹˜ Î¿ıÂÙË˜ ·Û‡Ì‚·ÙˆÓ Â˘ıÂÈÒÓ Î·È ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜
ÛËÌÂ›Ô˘ ·fi Â˘ıÂ›·.

™ÙÔ ¤ÌÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∏ ÛÊ·›Ú·) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ Û¯ÂÙÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÌÂ ÙË
ÛÊ·›Ú· ÛÙÔ ¯ÒÚÔ.

™ÙÔ ¤ÎÙÔ Î·È ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∂ÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡) ·ÚÔ˘-
ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜, ÔÈ ÎˆÓÈÎ¤˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜ Î·È ÔÈ ÂÈÊ¿ÓÂÈÂ˜
ÂÎ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜. ∂›ÛË˜, Á›ÓÂÙ·È ÌÈ· Ù·ÍÈÓfiÌËÛË ÙˆÓ ÂÈÊ·ÓÂÈÒÓ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘
‚·ıÌÔ‡.

™Â Î¿ıÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Ï‡ÓÔÓÙ·È ÔÏÏ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË
fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È. ∂›ÛË˜, ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ˘ÙÈ-
Î¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Ï‡ÓÔÓÙ·È Û˘ÓÔÙÈÎ¿ ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

∆¤ÏÔ˜, ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÈ Â˘ÚÂÙ‹ÚÈÔ fiÚˆÓ ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ∞Ó·Ï˘ÙÈ-
Î‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜.

£·Ó¿ÛË˜ •¤ÓÔ˜
£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, ∞Ú›ÏÈÔ˜ 2004.
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1.1.1. B·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜

◆ ŒÓ· ÚÔÛ·Ó·ÙÔÏÈÛÌ¤ÓÔ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ
ÙÌ‹Ì·, ‰ËÏ·‰‹ ¤Ó· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹-
Ì· ÌÂ ÔÚÈÛÌ¤ÓË ·Ú¯‹ Î·È ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Ù¤-
ÏÔ˜, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰È¿Ó˘ÛÌ·. ∆Ô ‰È¿Ó˘-
ÛÌ· ÌÂ ·Ú¯‹ ∞ Î·È Ù¤ÏÔ˜ (‹ ¤Ú·˜) µ
Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ∞ ‚µ ‹

—
∞B. ∞Ó Ù· ¿ÎÚ·

ÂÓfi˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó, ÙfiÙÂ ÙÔ
‰È¿Ó˘ÛÌ· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌË‰ÂÓÈÎfi Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ B0. TÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Â˘-
ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ∞µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ì¤ÙÚÔ ÙÔ˘ ∞ ‚µ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ
|∞‚µ|.

∏ Â˘ıÂ›· ∞µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÊÔÚ¤·˜ ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ∞‚µ.

∆Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· ∞ ‚∞ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÊÔÚ¤· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Â˘ıÂ›· ‰È¤Ú¯ÂÙ·È
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞.

◆ ¢‡Ô ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÌÂ ÙÔÓ
›‰ÈÔ ÊÔÚ¤· ‹ ·Ú¿ÏÏËÏÔ˘˜ ÊÔÚÂ›˜
ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ·Ú¿ÏÏËÏ· ‹ Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈ-
Î¿ ‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ‰ÈÂ‡ı˘Ó-
ÛË. ∞Ó ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ÊÔÚ¿ ÔÓÔÌ¿˙Ô-
ÓÙ·È ÔÌfiÚÚÔ·, ÂÓÒ ·Ó ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ıÂÙË
ÊÔÚ¿ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ·ÓÙ›ÚÚÔ·.

∆Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· ıÂˆÚÂ›Ù·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ (ÔÌfiÚÚÔÔ ‹ ·ÓÙ›ÚÚÔÔ)
ÚÔ˜ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ·. ŒÙÛÈ, ·Ó Ù· b· Î·È B‚ ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈÎ¿
(b· //— B‚), ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ b·πB0 Î·È B‚πB0 .

A B

° ¢ Z E

AB °¢, AB EZ  Î·È °¢ EZ

A

B

H ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È Ú¿ÍÂÈ˜ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ1.1
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◆ ¢‡Ô ÔÌfiÚÚÔ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÌÂ ›Û· Ì¤ÙÚ· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ›Û·, ÂÓÒ ‰‡Ô ·ÓÙ›Ú-
ÚÔ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÌÂ ›Û· Ì¤ÙÚ· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ·ÓÙ›ıÂÙ·. ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

i) b·= B‚ ¤ b·≠≠ B‚ Î·È    |b· |= |B‚ |.

ii) b·=– B‚ ¤ b·≠ØB‚ Î·È    |b· |= |B‚ |.

◆ ∞Ó b·, B‚ Â›Ó·È ‰‡Ô ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ‰È·Ó‡-
ÛÌ·Ù· ÌÂ √ ‚∞= b· Î·È √ ‚µ= B‚, ÙfiÙÂ Ë
Î˘ÚÙ‹ ÁˆÓ›· Ê=∞7 √µ ÙˆÓ ËÌÈÂ˘ıÂÈÒÓ
√∞ Î·È √µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÁˆÓ›· ÙˆÓ b·
Î·È B‚, Ë ÔÔ›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ( b·7 , B‚).

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÈÛ¯‡ÂÈ 0≤ ( b·7 , B‚)≤.

E›ÛË˜, ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

·) b·≠≠ B‚ ¤ ( b·7 , B‚) = 0.

‚) b·≠ØB‚ ¤ ( b·7 , B‚) = .

Á) ( b·7 , B‚) + (–b·7 , B‚) = .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ·
Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÁˆÓ›· Ê�[0,
] ÌÂ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·.

1.1.2. ¶ÚfiÛıÂÛË Î·È ·Ê·›ÚÂÛË ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ

◆ ∞Ó √ ‚∞= b· Î·È ∞ ‚µ= B‚, ÙfiÙÂ ÙÔ ‰È¿Ó˘-
ÛÌ· √ ‚µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¿ıÚÔÈÛÌ· ‹ Û˘ÓÈ-
ÛÙ·Ì¤ÓË ÙˆÓ b·, B‚ Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ
√‚µ=√‚∞+ ∞‚µ= b·+ B‚.

∆Ô ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ b·, B‚ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Î·È
ÌÂ ÙÔ ÏÂÁfiÌÂÓÔ ÎÎ··ÓÓfifiÓÓ··  ÙÙÔÔ˘̆  ··ÚÚ··ÏÏÏÏËË--
ÏÏÔÔÁÁÚÚ¿¿ÌÌÌÌÔÔ˘̆.

∞Ó √ ‚∞= b· Î·È √ ‚µ= B‚ Î·È Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘-
ÌÂ ÙÔ ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ √∞°µ, ÙfiÙÂ
ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ √‚°= b·+ B‚.

◆ ∏ ‰‰ÈÈ··ÊÊÔÔÚÚ¿¿ ÙÔ˘ B‚ ·fi ÙÔ b· ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜
ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙÔ˘ b· ÌÂ ÙÔ – B‚, ‰ËÏ·‰‹

b· – B‚ = b· + (– B‚) 

O

B

A

°

·

‚
· + ‚

O
B

· ‚

· + ‚

O

B

AA′

‚

·-·

O

B

A

Ê
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b· – B‚ = √‚∞ + √‚° = √‚¢ = µ‚∞, 

ÂÊfiÛÔÓ Ù· ÙÂÙÚ¿ÏÂ˘Ú· √∞¢° Î·È
√µ∞¢ Â›Ó·È ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌ·. 

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÈÛ¯‡ÂÈ

√‚∞ – √‚µ = µ‚∞

◆ ∞Ó √ Â›Ó·È ¤Ó· ÛÙ·ıÂÚfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ª ÔÚ›-
˙ÂÙ·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· √ ‚ª, ÙÔ ÔÔ›Ô ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰È¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ‹ ‰È·Ó˘ÛÌ·-
ÙÈÎ‹ ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ª, ÂÓÒ ÙÔ √ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛËÌÂ›Ô ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÛÙÔ
¯ÒÚÔ.

◆ πÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜.

1.1.3. TÚÈÁˆÓÈÎ‹ ·ÓÈÛfiÙËÙ·

·) ∞Ó Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· b·, B‚ ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘Á-
ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ Î·È ı¤ÛÔ˘ÌÂ √ ‚∞= b· Î·È
∞‚µ= B‚, ÙfiÙÂ ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ √∞µ ÈÛ¯‡ÂÈ

||√‚∞|– |∞‚µ|| < |√‚µ| < |√‚∞| + |∞‚µ|,

‰ËÏ·‰‹

·Ó b· //— B‚, ÙfiÙÂ ||b·|– |B‚|| < |b·+ B‚| < |b·| + |B‚|

‚) ∞Ó b·≠≠ B‚, ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

|b·+ B‚|= |b·|+ |B‚| Î·È |b·+ B‚|> ||b·|– |B‚||, 

‰ËÏ·‰‹

·Ó b·≠≠ B‚, ÙfiÙÂ ||b·|– |B‚|| < |b·+ B‚| = |b·| + |B‚|

O

O A B· ‚

·+‚

· ‚

BO

A

·+‚

i) b· + B‚ = B‚ + b·
ii) (b·+ B‚) + bÁ = b· + ( B‚+ bÁ)

iii) b· + B0 = b·
iv) b· + (–b·) = B0
v) b· + B‚ = b· + bÁ ¤ B‚ = bÁ
vi) b· + bx = B‚ ¤ bx = B‚ – b·

O

A¢

B°

·

‚-‚

· –‚
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Á) ∞Ó b·≠ØB‚, ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

|b·+ B‚|= ||b·|– |B‚|| Î·È |b·+ B‚|< |b·|+ |B‚|, 

‰ËÏ·‰‹

·Ó b·≠ØB‚, ÙfiÙÂ ||b·|– |B‚|| = |b·+ B‚| < |b·| + |B‚|

‰) ∞Ó b·= B0 ‹ B‚= B0, ÙfiÙÂ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

||b·|– |B‚|| = |b·+ B‚| = |b·| + |B‚|

Â) ∂ÂÈ‰‹ b·– B‚= b·+(–B‚) Î·È |–B‚|= |B‚|, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È

||b·|– |B‚|| ≤ |b·– B‚| ≤ |b·| + |B‚|.

∞Ó b·≠≠ B‚, ÙfiÙÂ |b·– B‚|= ||b·|– |B‚||, ÂÓÒ ·Ó b·≠ØB‚, ÙfiÙÂ  |b·– B‚|= |b·|+ |B‚|.
°ÂÓÈÎ¿, ÏÔÈfiÓ, ¤¯Ô˘ÌÂ

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ

|b·1+ b·2+…+ b·Ó| ≤ |b·1| + |b·2| + … + |b·Ó|

1.1.4. ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ ÌÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

◆ °ÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ Ïπ0 Â› ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· b·πB0 ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·
ÏØb· , ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È ÔÌfiÚÚÔÔ ÙÔ˘ b· ·Ó Ï>0 Î·È ·ÓÙ›ÚÚÔÔ ÙÔ˘ b· ·Ó
Ï<0. ∆Ô Ì¤ÙÚÔ ÙÔ˘ ÏØb· ÈÛÔ‡ÓÙ·È ÌÂ |Ï|Ø|b·|.

∞Ó Ï=0 ‹ b·= B0, ÙfiÙÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÏØb·= B0.

◆ ∞Ó Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· b· Î·È B‚ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂ B‚πB0 Î·È ı¤ÛÔ˘ÌÂ = Î,
‰ËÏ·‰‹ |b·|=Î|B‚|, ÙfiÙÂ:

i) ·Ó  b·≠≠ B‚, ÈÛ¯‡ÂÈ  b· = Î B‚

ii) ·Ó  b·≠ØB‚, ÈÛ¯‡ÂÈ  b· = –ÎB‚

EÔÌ¤Óˆ˜, ˘¿Ú¯ÂÈ Ï�� ÌÂ b·=Ï B‚. πÛ¯‡ÂÈ Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ
‰È¿Ó˘ÛÌ· Ï B‚, ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi, Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔ ÚÔ˜ ÙÔ B‚. Œ¯Ô˘ÌÂ, ÏÔÈ-
fiÓ, ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·

b·//B‚ ¤ b· = Ï B‚ (B‚πB0)

|b·|
�
|B‚|

||b·|– |B‚|| ≤ |b·± B‚| ≤ |b·| + |B‚|

·

BO A·+‚

‚
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°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ¤¯Ô˘ÌÂ

b·//B‚ ¤ Ïb· = ÌB‚ (|Ï|+ |Ì|π0)

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ Ï b·=Ì B‚ Î·È b· //— B‚, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ï=0

Î·È Ì=0, ·ÊÔ‡, ·Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ .¯. fiÙÈ Ïπ0. ÙfiÙÂ b· = �
Ì

Ï
� B‚, ‰ËÏ·‰‹ b·// B‚,

Ô˘ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ.

Œ¯Ô˘ÌÂ, ÏÔÈfiÓ Î·È ÙÔ ÂÍ‹˜ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·

◆ πÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜

◆ ∞Ó Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ·Ú·ÏÏËÏfi-
ÁÚ·ÌÌÔ √∞°µ, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

√‚∞ + √‚µ = √ ‚° = 2√ ‚ª,

fiÔ˘ ª ÙÔ Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ ∞µ.

∞ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó ª Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÛÔ ÙÔ˘
∞µ, ÙfiÙÂ

∞‚ª = ª ‚µ   ‹   √ ‚ª – √ ‚∞ = √‚µ – √‚ª

‹ 2√‚ª = √‚∞ + √‚µ

ª Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ ∞‚µ ¤ √‚ª = �
1

2
� (√‚∞+√‚µ)� ™˘Ì¤Ú·ÛÌ·:

M

O

BA

O

°

A
B

M

i) ÏØ(b·+ B‚) = Ï b· + Ï B‚
ii) (Ï+Ì) b· = Ï b· + Ì b·
iii) Ï(Ì b·) = (ÏÌ) b·
iv) Ïb· = B0 ¤ Ï = 0  ‹   b· = B0
v) ·Ó  Ï b· = Ï B‚  Î·È  Ïπ0,  ÙfiÙÂ  b· = B‚
vi) ·Ó  Ïb· = Ì b·  Î·È  b· π B0,  ÙfiÙÂ  Ï = Ì

·Ó  Ï b· = Ì B‚   Î·È   b· //— B‚,  ÙfiÙÂ  Ï = Ì = 0
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1.1.5. °Ú·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· Î·È ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·

◆ °Ú·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘-
ÛÌ¿ÙˆÓ b· Î·È B‚ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ‰È¿-
Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ bÁ=Ï b·+Ì B‚ ÌÂ Ï,
Ì��. ∞Ó Ù· b·, B‚ Â›Ó·È ÌË Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈ-
Î¿, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘
ÙÔ˘˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ
ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ b· Î·È
B‚.

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi, fiÙÈ Î·È fiÙ·Ó b·// B‚, ÙfiÙÂ
ÙÔ bÁ=Ïb·+ÌB‚ Â›Ó·È Û˘ÓÂ›Â‰Ô ÌÂ Ù· b·, B‚.

Œ¯Ô˘ÌÂ, ÏÔÈfiÓ, ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·:

∆· b·, B‚, bÁ Â›Ó·È Û˘ÓÂ›Â‰·, ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·’ ·˘Ù¿
ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ¿ÏÏˆÓ ‰‡Ô.

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ ÔÓÔ-
Ì¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ï1 bÓ1+Ï2 bÓ2+…+ÏÎ bÓÎ ÌÂ Ï1, Ï2, …,
ÏÎ��.

◆ ∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·, fiÙ·Ó
Î¿ıÂ ÈÛfiÙËÙ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ Ï1 bÓ1+Ï2 bÓ2+…+ÏÎ bÓÎ= B0 ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó
Ï1=Ï2=…=ÏÎ=0.

™Â ·ÓÙ›ıÂÙË ÂÚ›ÙˆÛË, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÈÛfiÙËÙ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
Ï1 bÓ1+Ï2 bÓ2+…+ÏÎ bÓÎ= B0 ÌÂ ¤Ó·Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ Ï1,
Ï2, …, ÏÎ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi, Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙË-
Ì¤Ó·.

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ:

i) ¢‡Ô ·Ú¿ÏÏËÏ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·.

ii) ¢‡Ô ÌË ·Ú¿ÏÏËÏ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.

iii) ∫¿ıÂ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· ıÂˆÚÂ›Ù·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ (·ÊÔ‡
Ë ÈÛfiÙËÙ· Ïb·= B0 ÌÂ b·πB0 ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó Ï=0).

iv) ∆Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ· ıÂˆÚÂ›Ù·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÔ.

v) ∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·, ·Ó Î·È
ÌfiÓÔÓ ·Ó ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·’ ·˘Ù¿ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·-
ÛÌfi˜ ÙˆÓ ˘ÔÏÔ›ˆÓ.

vi) ∞Ó Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· Î·È Ù· bÓ1, bÓ2, …,
bÓÎ , bÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·, ÙfiÙÂ ÙÔ bÓ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜
Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ.

Ï·

‚

Ì‚

·

Á
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vii) ∞Ó Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·, ÙfiÙÂ Î·È Ù· bÓ1, bÓ2,
…, bÓÎ, bÓÎ+1, …, bÓÏ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·.

viii) ∞Ó Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ, bÓÎ+1, …, bÓÏ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·, ÙfiÙÂ
Î·È Ù· bÓ1, bÓ2, …, bÓÎ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ·.

ix) ∆Ú›· ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ›-
Â‰·, ÂÓÒ ÙÚ›· ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È
Û˘ÓÂ›Â‰·. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÚ›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ Â›Ó·È ÁÚ·Ì-
ÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·, fiˆ˜ Î·È Ù¤ÛÛÂÚ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.

1.1.6. AÏfi˜ Î·È ‰ÈÏfi˜ ÏfiÁÔ˜ ÛËÌÂ›ˆÓ

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· ∞‚µ Î·È ÙÔ ÛË-
ÌÂ›Ô ª ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ ∞ ‚ª=Ïª ‚µ,
Ï��. √ ·ÚÈıÌfi˜ Ï ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·Ïfi˜
(‹ ÌÂÚÈÎfi˜) ÏfiÁÔ˜ ÙË˜ ÙÚÈ¿‰·˜ (∞, µ,
ª) Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ Ï=(∞µª).

¢ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ

∞Ó Ï>0, ÙÔ ª Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ∞µ (Û¯. ·), ÂÓÒ ·Ó Ï<0, ÙÔ ª
Â›Ó·È ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ∞µ (Û¯. ‚).

◆ ¢ÈÏfi˜ ÏfiÁÔ˜ ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ∞, µ, °, ¢ ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜, ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿
Ô˘ ‰fiıËÎ·Ó, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ô ·ÚÈıÌfi˜

(∞µ°¢) = �
(

(

∞

∞

µ

µ

¢

°)

)
�

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ ∞µ°, ÌÂ
∞µ<∞°, Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¯Ô-
ÙfiÌÔ ∞¢ Î·È ÙËÓ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¯ÔÙfiÌÔ
∞∂.

∂ÂÈ‰‹ �
µ

¢°

¢
� = �

Á

‚
� , 

ÈÛ¯‡ÂÈ µ‚¢ = �
Á

‚
� ¢‚°, ‰ËÏ·‰‹ (µ°¢) = �

Á

‚
� .

BE
¢ °

A

Á
‚

(∞µª) = Ï ¤ ∞‚ª = Ïª ‚µ

M

Û¯. ·

Û¯. ‚

A B

MA B
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∂›ÛË˜, ÂÂÈ‰‹ �
µ

∂

∂

°
� = �

Á

‚
� Î·È µ‚∂≠Ø∂‚°, ÈÛ¯‡ÂÈ µ‚∂ = – �

Á

‚
� ∂‚°, ‰ËÏ·‰‹

(µ°∂) = – �
Á

‚
� .

ŒÙÛÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

(µ°¢∂) = �
(

(

µ

µ

°

°

∂

¢)

)
� = –1.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ (∞µ°¢)=–1, Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ù· ∞, µ, °, ¢ ·ÔÙÂ-
ÏÔ‡Ó ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ÙÂÙÚ¿‰· ‹ fiÙÈ Ù· ∞, µ Â›Ó·È ·ÚÌÔÓÈÎ¿ Û˘˙˘Á‹ ÙˆÓ °, ¢.

1.2.1. ÕÍÔÓ·˜

∞Ó ÛÂ ÌÈ· Â˘ıÂ›· x¢x ÂÎÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ‰‡Ô
ÛËÌÂ›· √ Î·È ∞ ÌÂ √ ‚∞= B i Î·È | B i |=1,
fiÔ˘ ÙÔ ∞ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ËÌÈÂ˘ıÂ›· Ox,
ÙfiÙÂ Ë Â˘ıÂ›· ·˘Ù‹ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¿ÍÔÓ·˜
ÌÂ ·Ú¯‹ ÙÔ √ Î·È ÌÔÓ·‰È·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ· B i. ∏ ËÌÈÂ˘ıÂ›· Ox Ï¤ÁÂÙ·È ıÂÙÈ-
Îfi˜ ËÌÈ¿ÍÔÓ·˜, ÂÓÒ Ë Ox¢ Ï¤ÁÂÙ·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ËÌÈ¿ÍÔÓ·˜.

°È· ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ª ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· x¢x, ÂÂÈ‰‹ √ ‚ª// B i, ˘¿Ú¯ÂÈ
ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ x ÌÂ √ ‚ª=x B i, Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÂÙÌËÌ¤ÓË ÙÔ˘ ª
Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ M(x).

1.2.2 OÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ

∞Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ‰‡Ô Î¿-
ıÂÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x Î·È y¢y ÌÂ ÎÔÈÓ‹
·Ú¯‹ √, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ¤Ó· ÔÚ-
ıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È
ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ √xy.

√ ¿ÍÔÓ·˜ x¢x ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ¿ÍÔÓ·˜ ÙˆÓ
ÙÂÙÌËÌ¤ÓˆÓ, ÂÓÒ Ô y¢y ¿ÍÔÓ·˜ ÙˆÓ ÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓˆÓ.

∞Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ª ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ Î·È ∞, µ Â›Ó·È
ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜ ÙÔ˘ ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x, y¢y ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌÔÓ·‰È-
ÎÔ› Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› x Î·È y ÌÂ √ ‚∞=x B i Î·È √ ‚µ=y B j. √È ·ÚÈıÌÔ› ·˘ÙÔ›

O

B
M

A

y

y′

xx′

·

j

i

MAO i
xx′

™˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô1.2
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ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª (ÙÂÙÌËÌ¤ÓË Î·È ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË) Î·È ÁÚ¿-
ÊÔ˘ÌÂ M(x, y).

°È· ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· b·=√‚ª ÈÛ¯‡ÂÈ O‚ª=√‚∞+√‚µ=xB i+yB j.
√È ·ÚÈıÌÔ› x, y Ï¤ÁÔÓÙ·È, Â›ÛË˜, Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ b· Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ
b·=(x, y). ŒÙÛÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

1.2.3. ™˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ‡ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ

∞Ó b·=(x1, y1) Î·È B‚=(x2, y2), ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

i) b· + B‚ = (x1+x2, y1+y2)

ii) b· – B‚ = (x1–x2, y1–y2)

iii) Ïb· = (Ïx1, Ïy1), Ï��

iv) Ïb· + Ì B‚ = (Ïx1+Ìx2, Ïy1+Ìy2), Ï, Ì��.

1.2.4. ™˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Î·È Ì¤ÙÚÔ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ·fi Ù· ¿ÎÚ· ÙÔ˘

°È· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›· ∞(x1, y1) Î·È µ(x2, y2) ÈÛ¯‡Ô˘Ó

i) ∞‚µ = (x2–x1, y2–y1)

ii) |A‚B| = (AB) = �(x�2�–�x�1)�2�+�(y�2�–�y�1)�2�

∂›ÛË˜, ·Ó b·=(x, y), ÙfiÙÂ |b·|= �x�2�+� y�2�.

1.2.5. ™˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Ì¤ÛÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜

∆Ô Ì¤ÛÔ ÙÔ˘ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜
ÌÂ ¿ÎÚ· Ù· ÛËÌÂ›· A(x1, y1), B(x2, y2)
Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô

ª��x1

2

+ x2� , �
y1

2

+ y2�� .

°ÂÓÈÎ¿, ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ª ‰È·ÈÚÂ› ÙÔ ∞ ‚µ ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ‹ ÂÍˆÙÂÚÈÎ¿ ÛÂ ÏfiÁÔ Ï,
ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

∞‚ª = Ïª ‚µ   ‹   (xM–x1, yM–y1) = Ï(x2–xª, y2–yM)

A

M

B

b· = (x, y) = x B i + yB j
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Î·È ¤ÙÛÈ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

xª = �
x1

1

+

+

Ï

Ï

x2� ,    yM = �
y1

1

+

+

Ï

Ï

y2�

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ‚·Ú‡ÎÂÓÙÚÔ ÙÔ˘
ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° ‰È·ÈÚÂ› ÙÔ ∞ ‚ª ÛÂ ÏfiÁÔ
2 Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

��x1

1

+

+

2

2

xM� , �
y1

1

+

+

2

2

yM��

= ��x1 + x

3
2 + x3� , �

y1 + y

3
2 + y3��

1.2.6. ™˘Óı‹ÎË Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·˜ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘

∞Ó b·=(x1, y1) Î·È B‚=(x2, y2), ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

i) b·//B‚ ¤ � � = 0

ii) b· //— B‚ ¤ � � π 0

™ÙËÓ ÚÒÙË ÂÚ›ÙˆÛË ÈÛ¯‡ÂÈ x1y2=x2y1 ÎÈ ·Ó Â›Ó·È x1Øx2π0, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘-

ÌÂ �
x

y1

1
� = �

x

y2

2
� .

O ·ÚÈıÌfi˜ Ï = �
x

y
� ÁÈ· ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

b·=(x, y) ÌÂ xπ0 ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û˘ÓÙÂÏÂ-

ÛÙ‹˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ b· Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ

Ï=ÂÊˆ, fiÔ˘ ˆ Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›· Ô˘

Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÙÔ b· ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Ox.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ‰‡Ô Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·, ÌË ·Ú¿ÏÏËÏ· ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
Oy, ¤¯Ô˘Ó ÙÔÓ ›‰ÈÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜.

ŒÓ· ‰È¿Ó˘ÛÌ· ·Ú¿ÏÏËÏÔ ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Ox ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
(x, 0), ÂÓÒ ¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· ·Ú¿ÏÏËÏÔ ÛÙÔÓ Oy ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙË˜
ÌÔÚÊ‹˜ (0, y).

y

x

ˆ
·

O

x1 y1

x2 y2

x1 y1

x2 y2

M

A(x1,y1)

°(x3,y3)B(x2,y2)

K
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1.2.7. ™‡ÛÙËÌ· ÔÏÈÎÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ¤Ó·Ó ¿ÍÔÓ·
x¢x ÌÂ ·Ú¯‹ √. ∫¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ª ÙÔ˘
ÂÈ¤‰Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·fi-
ÛÙ·ÛË r=(OM) Î·È ÙË ÁˆÓ›· Ê=ª7√x
Ô˘ ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ Ô ıÂÙÈÎfi˜ ËÌÈ¿ÍÔÓ·˜
Ox, fiÙ·Ó ÂÚÈÛÙÚ·ÊÂ› Á‡Úˆ ·fi ÙÔ √,
Î·Ù¿ ÙË ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿, Ì¤¯ÚÈ Ó· Û˘Ì¤-
ÛÂÈ ÌÂ ÙËÓ ËÌÈÂ˘ıÂ›· √ª.

√È ·ÚÈıÌÔ› r, Ê ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÔÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ
r≥0 Î·È 0≤Ê<2.

∆Ô r ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÔÏÈÎ‹ ·ÎÙ›Ó·, ÂÓÒ ÙÔ Ê ÔÏÈÎ‹ ÁˆÓ›·.

∆Ô ÛËÌÂ›Ô √ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È fiÏÔ˜ Î·È Ô x¢x ÔÏÈÎfi˜ ¿ÍÔÓ·˜.

∏ ·Ú¯‹ √ ¤¯ÂÈ ÔÏÈÎ‹ ·ÎÙ›Ó· r=0 Î·È ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÔÏÈÎ‹ ÁˆÓ›·. ™Â
Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ª ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘, ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÔ‡ ÙÔ˘ fiÏÔ˘ √, ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÌÔ-
Ó·‰ÈÎfi ˙Â‡ÁÔ˜ (r, Ê) ÔÏÈÎÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È ·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜.

◆ √È ÔÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (r, Ê) Î·È ÔÈ
Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y) ÂÓfi˜
ÛËÌÂ›Ô˘ ª Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

1.3.1. TÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ÌË Û˘ÓÂ›Â‰Ô˘˜ ¿ÍÔ-
ÓÂ˜ x¢x, y¢y, z¢z ÌÂ ÎÔÈÓ‹ ·Ú¯‹ √, Î¿-
ıÂÙÔ˘˜ ·Ó¿ ‰‡Ô Î·È ÌÂ ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·-
Ó‡ÛÌ·Ù· B i, B j, bÎ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. §¤ÌÂ ÙfiÙÂ
fiÙÈ ÔÚ›˙ÂÙ·È ¤Ó· ÙÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙË-
Ì· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ Î·È Û˘Ì-
‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ Oxyz.

O

z

y
x

Î

jÈ

™˘ÓÙÂÙaÁÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ1.3

x = rÛ˘ÓÊ,   y = rËÌÊ

O

y

y

xxx′

y′

Ê

r

M

xx′
Ê

r

O

M
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√È ¿ÍÔÓÂ˜ Ox, Oy, Oz Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ¿ÍÔÓÂ˜ ÙˆÓ ÙÂÙÌËÌ¤ÓˆÓ, ÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓˆÓ, Î·ÙËÁÌ¤ÓˆÓ.

∆· ÙÚ›· Â›Â‰· Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi Ù· ˙Â‡ÁË (Ox, Oy), (Oy, Oz), (Oz, Ox)
Ï¤ÁÔÓÙ·È Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Â›Â‰· Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ Oxy, Oyz, Ozx
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

◆ ŒÓ· ÙÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ
(Û¯. ·) ‹ Î·È ·ÚÈÛÙÂÚfiÛÙÚÔÊÔ (Û¯. ‚)

£· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌfiÓÔ ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Î·È Â›-
Ó·È ·˘Ùfi ÛÙÔ ÔÔ›Ô Ë ıÂÙÈÎ‹ ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· Oz Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙËÓ Î·ÙÂ‡-
ı˘ÓÛË Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È Ô ¿ÍÔÓ·˜ ÂÓfi˜ ÎÔ¯Ï›·, fiÙ·Ó ÛÙÚ¤ÊÂÙ·È ÛÙÔ Â›Â‰Ô
Oxy Î·Ù¿ ÙËÓ ·ÓÙ›ıÂÙË ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ÙÔ˘ ÚÔÏÔÁÈÔ‡.

1.3.2. ™˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÛËÌÂ›Ô˘ Î·È ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÙÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙË-
Ì· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Oxyz Î·È ¤Ó· ÛË-
ÌÂ›· ª ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘. ∏ ·Ú¿ÏÏËÏË
·fi ÙÔ ª ÛÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Oz Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ
Â›Â‰Ô Oxy ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ƒ (‰ËÏ·‰‹
ªƒ^ Oxy), ÂÓÒ ÔÈ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ·fi ÙÔ
ƒ ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Oy, Ox Ù¤ÌÓÔ˘Ó ÙÔ˘˜
Ox, Oy ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÛÙ· ∞, µ. ∏ ·-
Ú¿ÏÏËÏË ·fi ÙÔ ª ÛÙËÓ √ƒ Ù¤ÌÓÂÈ
ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Oz ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô °.

À¿Ú¯Ô˘Ó ÌÔÓ·‰ÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› x, y, z ÌÂ √ ‚∞=x B i, O ‚µ=x B j, √ ‚°=z bÎ. √È ·ÚÈı-
ÌÔ› ·˘ÙÔ› ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ M(x, y, z). ∆Ô
x Ï¤ÁÂÙ·È ÙÂÙÌËÌ¤ÓË, ÙÔ y ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Î·È ÙÔ z Î·ÙËÁÌ¤ÓË.

πÛ¯‡ÂÈ

b· = √ ‚ª = √‚ƒ + ƒ ‚ª = √‚∞ + √ ‚µ + √ ‚° = xB i + xB j + z bÎ

O

z

M

P

B

A

°

y

x

·Î

j

i

O

z

y

x

Û¯. ‚

O

z

y
x

Û¯. ·
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∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· x B i, y B j, z bÎ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ b· Î·Ù¿ ÙË ‰ÈÂ‡-
ı˘ÓÛË ÙˆÓ B i, B j, bÎ, ÂÓÒ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ x, y, z ÙÔ˘ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ‡
x B i +y B j +z bÎ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ b· Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ b·=(x, y, z).
ŒÙÛÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ:

i) B0 = (0, 0, 0),   B i = (1, 0, 0),   B j = (0, 1, 0),   bÎ = (0, 0, 1).

ii) ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· Ox ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, 0, 0), ÙÔ˘ Oy ¤¯ÂÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (0, y, 0) Î·È ÙÔ˘ Oz Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (0, 0, z).

iii) ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ Oxy ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, 0), ÙÔ˘ ÂÈ-
¤‰Ô˘ Oyz ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (0, y, z) Î·È ÙÔ˘ Ozx ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓÂ˜ (x, 0, z).

◆ °È· Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· b·=(x1, y1, z1) Î·È B‚=(x2, y2, z2) ¤¯Ô˘ÌÂ:

i) b· + B‚ = (x1+x2, y1+y2, z1+z2)

ii) b· – B‚ = (x1–x2, y1–y2, z1–z2)

ii) Ïb· = (Ïx1, Ïy1, Ïz1)

iv) b· = B‚ ¤ x1 = x2, y1 = y2 Î·È  z1 = z2

v) |b·| = �x�1
2� +� y�1

2� +� z�1
2�

vi) b·//B‚ ¤ � � = � � = � � = 0

∞Ó Â›Ó·È x2y2z2π0, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

b·//B‚ ¤ �
x

x
1

2
� = �

y

y
1

2
� = �

z

z
1

2
�

∏ Û˘Óı‹ÎË ·Ú·ÏÏËÏ›·˜ (‹ Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·˜) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› Î·È ˆ˜
ÂÍ‹˜:

b·//B‚ ¤ x1 = Ïx2,   y1 = Ïy2,   z1 = Ïz2 (Ï��)

£˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ‰‡Ô Û˘ÁÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó·.

◆ ∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›· ∞(x1, y1, z1) Î·È µ(x2, y2, z2), ÙfiÙÂ

i) ∞‚µ = (x2–x1, y2–y1, z2–z1)

ii) (∞µ) = �(x�2�–�x�1)�2�+� (�y�2�–�y�1)�2�+� (�z2�–�z1�)2�

iii) ª¤ÛÔ ÙÔ˘ ∞µ Â›Ó·È ÙÔ ª��x1

2

+ x2� , �
y1

2

+ y2� , �
z1

2

+ z2��

z1 x1

z2 x2

y1 z1

y2 z2

x1 y1

x2 y2

b· = x B i +yB j +zbÎ = (x, y, z)
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◆ ∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· b·=(x1, y1, z1), B‚=(x2, y2, z2), bÁ=(x3, y3, z3) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈ-
ÎÒ˜ ÂÍ·ÚÙËÌ¤Ó· (ÂÔÌ¤Óˆ˜ Û˘ÓÂ›Â‰·), ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ

D = � � = 0.

∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ·˘Ù¿ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· (‰ËÏ·‰‹ ÌË Û˘ÓÂ›Â-
‰·), ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Dπ0.

◆ ∆¤ÏÔ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ Î·È ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜

1) b·//Ox ¤ b· = (x, 0, 0)

b·//Oy ¤ b· = (0, y, 0)

b·//Oz ¤ b· = (0, 0, z)

2) b·//Oxy ¤ b· = (x, y, 0)

b·//Oyz ¤ b· = (0, y, z)

b·//Ozx ¤ b· = (x, 0, z)

1.3.3. ™Ê·ÈÚÈÎ¤˜ (‹ ÁÂˆÁÚ·ÊÈÎ¤˜) Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

∏ ·fiÛÙ·ÛË r=(OM) Î·È ÔÈ ÁˆÓ›Â˜

Ê=P7Ox Î·È ı=M7Oz

ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘ M(x, y, z) Î·È ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜

,

ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È Â‡ÎÔÏ·, ·ÊÔ‡ ÛÙ· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÙÚ›ÁˆÓ· √∞ƒ Î·È
ª√ƒ ÈÛ¯‡ÂÈ 

Û˘ÓÊ = �
(O

x

P)
� ,   ËÌÊ = �

(√

y

ƒ)
� ,   ËÌ��



2
� – ı� = Û˘Óı = �

(M

r

P)
� = �

z

r
� ,

Î·È Û˘Ó��


2
� – ı� = ËÌı = �

(√

r

ƒ)
� .

x = rËÌıÛ˘ÓÊ, y = rËÌıËÌÊ, z = rÛ˘Óı

r ≥ 0, Ê�[0, 2), ı�[0, ]

O

z

zrı

Ê

M(x,y,z)

P

B

A

y

y
x

x

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3
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1.3.4. K˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

∏ ·fiÛÙ·ÛË r=(OP)=x2 + y2, Ë ÁˆÓ›· Ê=ƒ7√x
Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ z ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘-
ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ M(x, y, z) Î·È ÈÛ¯‡-
Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜

∂ÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ b· Î·È B‚ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ô
·ÚÈıÌfi˜

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó |b·|=3, |B‚|=2 Î·È ( b·7 , B‚) = �
2

3


� , ÙfiÙÂ

b·ØB‚ = 3Ø2ØÛ˘Ó �
2

3


� = 6Ø�– �

1

2
�� = –3

π‰ÈfiÙËÙÂ˜: 1) b·ØB‚ = B‚Øb·

2) b·Ø(B‚+ bÁ) = b·ØB‚ + b·ØbÁ

3) Ï( b·ØB‚) = (Ïb·)ØB‚ = b·Ø(ÏB‚), Ï��

4) ∞Ó b· = B0 ‹ B‚ = B0, ÙfiÙÂ b·ØB‚ = 0

5) b·ØB‚ = 0 ¤ b·^ B‚

6) b·≠≠ B‚ ¤ b·ØB‚ = |b·||B‚|

7) b·≠ØB‚ ¤ b·ØB‚ = –|b·||B‚|

8) b·Øb· = b·2 = |b·|2

b·ØB‚ = |b·||B‚|Û˘Ó( b·7 , B‚)

■ OÚÈÛÌfi˜

EÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ1.4

x = rÛ˘ÓÊ, y = rËÌÊ, z = z

z��, r ≥ 0 Ê�[0, 2)

O

z

z

rÊ

M(x,y,z)

P

B

A

y

y
x

x
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9) ∞Ó b·=(x1, y1) Î·È B‚=(x2, y2), ÙfiÙÂ

b·ØB‚ = x1x2 + y1y2

Î·È   Û˘Ó( b·7 , B‚) = = 

10) ∞Ó b·=(x1, y1, z1) Î·È B‚=(x2, y2, z2), ÙfiÙÂ

b·ØB‚ = x1x2 + y1y2 + z1z2

11) ∞Ó ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· 

b·=(x, y, z)

Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÁˆÓ›Â˜ ˆ1,
ˆ2, ˆ3 ÌÂ Ù· ÌÔÓ·‰È·›·
‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· B i, B j, bÎ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

Û˘Óˆ1 = �
|b·
b·

|
Ø
|
B
B
i

i|
�

= �
�x�2�+�

x

y�2�+� z�2�
� , 

Û˘Óˆ2 = �
�x�2�+�

y

y�2�+� z�2�
� ,

Û˘Óˆ3 = �
�x�2�+�

z

y�2�+� z�2�
�

ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÓËÌ›ÙÔÓ· Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ b·. √È ·ÚÈıÌÔ›
·˘ÙÔ› Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

Û˘Ó2ˆ1 + Û˘Ó2ˆ2 + Û˘Ó2ˆ3 = 1.

12) ∞Ó Ë ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙÔ˘ ‰È·-
Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ b· ¿Óˆ ÛÙÔ
ÊÔÚ¤· ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜
B‚ Â›Ó·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· bÁ,
‰ËÏ·‰‹ bÁ=ÚÔ B‚ b‚ b·, ÙfiÙÂ
ÈÛ¯‡ÂÈ b·ØB‚= bÁØB‚.

¢ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÛÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ
‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ.

� ¶ÚÔÛÔ¯‹:

O

A

B

·

Á ‚

x

O

z

y
ˆ2

ˆ3

ˆ1

·

x1x2 + y1y2���
�x�1

2� +� y�1
2� Ø �x�2

2�+� y�2
2�

b·ØB‚
�
|b·||B‚|
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£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· b·=√ ‚∞ Î·È B‚=√ ‚µ.

∂ÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ b· Â› ÙÔ B‚ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· bÁ= b·¥ B‚, ÌÂ

bÁ=√‚°, Ô˘ ¤¯ÂÈ:

i) ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË Î¿ıÂÙË ÚÔ˜ ÙË ‰ÈÂ‡-
ı˘ÓÛË ÙˆÓ b· Î·È B‚,

ii) ÊÔÚ¿ Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ Ë ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË
ÙÚÈ¿‰· ( b·, B‚, bÁ) Ó· ÔÚ›˙ÂÈ ‰ÂÍÈfi-
ÛÙÚÔÊÔ Û‡ÛÙËÌ· Î·È

iii) Ì¤ÙÚÔ ›ÛÔ ÌÂ |b·||B‚|ËÌ( b·7 , B‚), ‰ËÏ·‰‹

|b·¥B‚| = |b·||B‚|ËÌ( b·7 , B‚)

∞Ó b·= B0 ‹ B‚= B0, ÙfiÙÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ b·¥B‚= B0.

π‰ÈfiÙËÙÂ˜: 1) b·¥B‚ = – B‚¥b·

2) b·//B‚ ¤ b·¥B‚ = B0 (.¯. b·¥b·= B0)

3) B i¥B j = bÎ, B j¥bÎ = B i, bÎ¥B i = B j

4) Ï( b·¥B‚) = (Ïb·)¥B‚ = b·¥(ÏB‚)

5) b·¥(B‚+ bÁ) = ( b·¥B‚) + (b·¥bÁ)

6) ∆Ô ·Ú·ÏÏËÏfiÁÚ·ÌÌÔ
√∞°µ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·‰fiÓ
∂= |b·¥B‚|

7) ∞Ó b·=(x1, y1, z1)

Î·È B‚=(x2, y2, z2), ÙfiÙÂ

b·¥B‚  = �� �, � �, � ��
Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

b·¥B‚ = � �
B i B j bÎ

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x1 y1

x2 y2

z1 x1

z2 x2

y1 z1

y2 z2

O · A

°B

‚

O ·
A

°

B‚

Á = · ×‚

■ OÚÈÛÌfi˜

EÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ1.5
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ªÈÎÙfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ b·, ‚ Î·È bÁ, ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿ ·˘Ù‹,
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ b·Ø( B‚¥ bÁ) Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ [ b·   B‚   bÁ]. ¢ËÏ·‰‹
ÈÛ¯‡ÂÈ

[b·   B‚   bÁ] = b·Ø(B‚¥bÁ)
‹ ·ÏÏÈÒ˜

[b·   B‚   bÁ] = |b·||B‚||bÁ|ØËÌ( B‚7 , bÁ)ØÛ˘Ó( b·7 , B‚¥bÁ)

π‰ÈfiÙËÙÂ˜: 1) ∏ ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘
·ÚÈıÌÔ‡ [ b·   B‚   bÁ] Â›-
Ó·È fi fiÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ·Ú·Ï-
ÏËÏÂÈ¤‰Ô˘ ÌÂ ·ÎÌ¤˜
√∞, √µ, √°, fiÔ˘
√‚∞= b·, √‚µ= B‚, √‚°= bÁ.

2) b·Ø(B‚¥bÁ) = (b·¥B‚)ØbÁ

3) ∞Ó ‰‡Ô ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ
·fi Ù· b·, B‚, bÁ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏ·, ÙfiÙÂ [ b·   B‚   bÁ]=0. ¶.¯.
Â›Ó·È [b·   b·   B‚]=0.

4) b·Ø(B‚¥bÁ) = B‚Ø(bÁ¥b·) = bÁØ(b·¥B‚), ‰ËÏ·‰‹

[b·   B‚   bÁ] = [B‚   bÁ   b·] = [ bÁ   b·   B‚]

5) [b·   B‚   bÁ] = –[B‚   b·   bÁ]

6) [b·   B‚   bÁ] = 0 ¤ b·, B‚, bÁ Û˘ÓÂ›Â‰·

7) ∞Ó b·=(x1, y1, z1), B‚=(x2, y2, z2) Î·È bÁ=(x3, y3, z3), ÙfiÙÂ

[b·   B‚   bÁ] = � �
8) √ fiÁÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙÂÙÚ·¤-

‰ÚÔ˘ ÌÂ ÎÔÚ˘Ê¤˜ Ù· ÌË
Û˘ÓÂ›Â‰· ÛËÌÂ›·

A(x1, y1, z1), 

B(x2, y2, z2), 

°(x3, y3, z3)

Î·È ¢(x4, y4, z4)

A

°

¢B

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

·

‚

‚

Á

Á×

■ OÚÈÛÌfi˜

MÈÎÙfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÚÈÒÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ1.6
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ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ �
1

6
� ÙÔ˘ fiÁÎÔ˘ ÙÔ˘ ·Ú·ÏÏËÏÂÈ¤‰Ô˘ ÌÂ ·Î-

Ì¤˜ ∞µ, ∞°, ∞¢. ∂ÔÌ¤Óˆ˜

V = �
1

6
� |[∞‚µ   ∞ ‚°   ∞ ‚¢]| = �

1

6
� |� �|

= �
1

6
� |� �|.

¢ÈÛÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ b·, B‚ Î·È bÁ, ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿
·˘Ù‹, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ b· Â› ÙÔ B‚¥bÁ, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ‰È¿-
Ó˘ÛÌ· b·¥(B‚¥bÁ).

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ b·¥(B‚¥bÁ) π (b·¥B‚)¥bÁ.

π‰ÈfiÙËÙÂ˜: 1)

2) ∞Ó b·=(x1, y1, z1), B‚=(x2, y2, z2) Î·È bÁ=(x3, y3, z3), ÙfiÙÂ

b·¥(B‚¥bÁ) =

1.8.1. ¶·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ·ÍfiÓˆÓ

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ‰‡Ô ÔÚıÔÁÒÓÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Oxy
Î·È √¢ÃÀ, fiÔ˘ Ë ·Ú¯‹ √¢ ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x0, y0) ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔ ÚÒÙÔ Î·È ÔÈ ¿ÍÔÓÂ˜ Ã¢Ã, À¢À Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔÈ Î·È ÔÌfiÚÚÔÔÈ
ÚÔ˜ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x, y¢y ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

AÏÏ·Á‹ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ1.8

�
B i B j bÎ

x1 y1 z1

�
y2

y3

z2

z3
� �

z2

z3

x2

x3
� �

x2

x3

y2

y3
��

b·¥(B‚¥bÁ) = (b·ØbÁ)B‚ – ( b·ØB‚)bÁ

■ OÚÈÛÌfi˜

¢ÈÛÂÍˆÙÂÚÈÎfi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÚÈÒÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ1.7

x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1
x4 y4 z4 1

x2 – x1 y2 – x1 z2 – z1

x3 – x1 y3 – y1 z3 – z1

x4 – x1 y4 – y1 z4 – z1
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∞Ó ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ª ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ¤¯ÂÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Û‡-
ÛÙËÌ· Oxy Î·È (Ã, À) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ
√¢ÃÀ, ÙfiÙÂ ·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·

√‚ª=√‚√¢+√¢‚ª ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

(x, y) = (x0, y0) + (X, Y)

‹ x = x0 + X   Î·È   y = y0 + Y

‹

◆ ∞Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ‰‡Ô ÔÚıÔÁÒÓÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ
Oxyz Î·È √¢ÃÀ∑, fiÔ˘ ÙÔ √¢ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x0, y0, z0) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ
Oxyz Î·È ÔÈ ¿ÍÔÓÂ˜ Ã¢Ã, À¢À, ∑¢∑ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÔÈ Î·È ÔÌfiÚÚÔÔÈ ÚÔ˜
ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x, y¢y, z¢z ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z) Î·È (Ã,
À, ∑) ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ª ˆ˜ ÚÔ˜ Ù· ‰‡Ô Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤-
ÛÂÈ˜

1.8.2. ™ÙÚÔÊ‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ

·) ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x Î·È y¢y
ÛÙÚ¤ÊÔÓÙ·È Á‡Úˆ ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹ √
Î·Ù¿ ÁˆÓ›· ı Î·È ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜
ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ Ã¢Ã Î·È À¢À ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
∞Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÙÂÙ·Á-
Ì¤ÓˆÓ (x, y) Î·È (Ã, À) ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘
ª ˆ˜ ÚÔ˜ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓˆÓ Oxy Î·È √ÃÀ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

∞Ó Ú, Ê Â›Ó·È ÔÈ ÔÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓÂ˜ ÙÔ˘ ª, ÙfiÙÂ

x = ÚÛ˘ÓÊ Î·È  y = ÚËÌÊ

πÛ¯‡ÂÈ

ñ X = ÚÛ˘ÓÃ7√ª = ÚÛ˘Ó(Ê–ı) = Ú(Û˘ÓÊÛ˘Óı+ËÌÊËÌı)

= (ÚÛ˘ÓÊ)Û˘Óı + (ÚËÌÊ)ËÌı = xÛ˘Óı + yËÌı

y

ı

xO

M

X

Y

ı

Ê

Ú

x – x0 = X,   y – y0 = Y,   z – z0 = Z

x – x0 = X   Î·È   y – y0 = Y  

y

y′

Y

Y′

XX′

xx′ O

M

O′(xo,yo)
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ñ À = ÚËÌÃ7√ª = ÚËÌ(Ê–ı) = Ú(ËÌÊÛ˘Óı–ËÌıÛ˘ÓÊ)

= (ÚËÌÊ)Û˘Óı – (ÚÛ˘ÓÊ)ËÌı = yÛ˘Óı – xËÌı

ŒÙÛÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

∆Ô Û‡ÛÙËÌ· � ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË

x = �
D

D
x� = = XÛ˘Óı – ÀËÌı

y = = = YÛ˘Óı + XËÌı

ÕÚ·, ÈÛ¯‡ÂÈ

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·: £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ˘ÂÚ‚Ô-
Ï‹ y = �

1

x
� Î·È ı· ·Ó·˙ËÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ

ÂÍ›ÛˆÛ‹ ÙË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· Û˘-
ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ √ÃÀ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ
·fi ÙÔ Oxy ÌÂ ÛÙÚÔÊ‹ Á‡Úˆ ·fi ÙÔ
√ Î·Ù¿ ÁˆÓ›· ı=45Æ.

∂›Ó·È

x = XÛ˘Ó45Æ – ÀËÌ45Æ = �
�
2

2�
� (Ã–À)

y = ÃËÌ45Æ + ÀÛ˘Ó45Æ = �
�
2

2�
� (Ã+À)

ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô M(x, y) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ˘ÂÚ‚ÔÏ‹ y = �
1

x
� , ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ

y

xO

x = ÃÛ˘Óı – ÀËÌı,   y = ÃËÌı + ÀÛ˘Óı
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� Û˘Óı

–ËÌı  

ËÌı

Û˘Óı �

xÛ˘Óı + yËÌı = Ã

–xËÌı + yÛ˘Óı = À

Ã = xÛ˘Óı + yËÌı,   À = yÛ˘Óı – xËÌı
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y = �
1

x
� ¤ xy = 1 ¤ �

�
2

2�
� (X–Y) Ø �

�
2

2�
� (X+Y) = 1

¤ �
1

2
� (X2–Y2) = 1 ¤ X2 – Y2 = 2

ÕÚ·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ˘ÂÚ‚ÔÏ‹˜ ÛÙÔ Ó¤Ô Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ¤¯ÂÈ ÂÍ›-
ÛˆÛË Ã2–À2=2.

‚) ∞Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ÔÚıÔÁÒÓÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Oxy Î·È √¢ÃÀ, fiÔ˘
ÙÔ √¢ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x0, y0) ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔ Oxy Î·È ı Â›Ó·È Ë ÁˆÓ›· ÙˆÓ
O¢X, Ox, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

Î·È ·˘Ùfi ÂÂÈ‰‹ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ¤ÁÈÓÂ ÚÒÙ· ·Ú¿ÏÏËÏË
ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÛÙÚÔÊ‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ Î·Ù¿ ÁˆÓ›· ı.

1.8.3. H ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÛÙÔ ¯ÒÚÔ

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ‰‡Ô ‰ÂÍÈfiÛÙÚÔÊ·
ÙÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓˆÓ Oxyz Î·È O¢x¢y¢z¢, fiÔ˘ Ë ·Ú¯‹
√¢ ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
(x0, y0, z0) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÚÒÙÔ.

∞Ó ÔÈ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÔÓ¿‰Â˜ B i¢, B j¢, bÎ¢
ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ¤¯Ô˘Ó Û˘-
ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (·1, ·2, ·3), (‚1, ‚2, ‚3),
(Á1, Á2, Á3) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Oxyz, ÙfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ

B i¢= ·1B i + ·2B j + ·3bÎ,   B j¢= ‚1B i + ‚2B j + ‚3bÎ,   bÎ¢= Á1B i + Á2B j + Á3bÎ (1)

∞Ó ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ª ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x, y, z) Î·È (x¢, y¢, z¢)
ˆ˜ ÚÔ˜ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Oxyz Î·È O¢x¢y¢z¢ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ·fi ÙËÓ ÈÛfiÙË-
Ù· √‚ª=√‚√¢+√¢‚ª ¤¯Ô˘ÌÂ

z

y

x

O

z′

y′

x′
O′

x = x0 + XÛ˘Óı – ÀËÌı,   

y = y0 + ÃËÌı + ÀÛ˘Óı

y

xO

X

Y

ı

O′(xo,yo)
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xB i + xB j + z bÎ = (x0B i+y0B j+z0bÎ) + (x¢B i¢+y¢B j¢+z¢bÎ¢)

Î·È ÏfiÁˆ ÙˆÓ ÈÛÔÙ‹ÙˆÓ (1) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

�
∂›ÛË˜, ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜

·1
2 + ·2

2 + ·3
2 = 1,   ‚1

2 + ‚2
2 + ‚3

2 = 1, Á1
2 + Á2

2 + Á3
2 = 1

(·ÊÔ‡ |B i¢|=|B j¢|= |bÎ¢|=1)

·1‚1 + ·2‚2 + ·3‚3 = 0,   ·1Á1 + ·2Á2 + ·3Á3 = 0,

‚1Á1 + ‚2Á2 + ‚3Á3 = 0   (·ÊÔ‡ B i¢ØB j¢= B i¢ØbÎ¢= B j¢ØbÎ¢=0)

Î·È

[B i¢ B j¢ bÎ¢] =  � � = 1.
·1 ·2 ·3

‚1 ‚2 ‚3

Á1 Á2 Á3

x = x0 + ·1x¢+ ‚1y¢+ Á1z¢

y = y0 + ·2x¢+ ‚2y¢+ Á2z¢

z = z0 + ·3x¢+ ‚3y¢+ Á3z¢
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∞Ó √ Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ‚·Ú˘Î¤ÓÙÚÔ˘ ∫ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° Â›Ó·È √‚∫ = �
1

2
� (√‚∞+√‚µ+√‚°).

∆Ô ‚·Ú‡ÎÂÓÙÚÔ ∫ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ°
Â›Ó·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ‰È·Ì¤ÛÔ˘ ∞ª, ÁÈ·
ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ ∞ ‚∫=2∫ ‚ª ÎÈ ÂÔÌ¤-
Óˆ˜

√‚∫ – √‚∞ = 2(√ ‚ª–√‚∫)

‹ 3√‚∫ = √ ‚∞ + 2√ ‚ª

‹ 3√ ‚∫ = √ ‚∞ + (√‚µ+√‚°)   

[·ÊÔ‡ √‚µ+√‚°=2√‚ª]

‹ √‚∫ = �
1

3
� (√‚∞+√‚µ+√‚°)

∏ ÈÛfiÙËÙ· √ ‚∫ = �
1

3
� (√‚∞+√‚µ+√‚°) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

3√‚∫ = √ ‚∞ + √‚µ + √ ‚°

‹ 3√‚∫ = (√‚∫+∫‚∞) + (√‚∫+∫‚µ) + (√‚∫+∫‚°)

‹ ∫ ‚∞ + ∫ ‚µ + ∫‚° = B0

∞ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó ÛÙÔ ÙÚ›ÁˆÓÔ AB°

ÈÛ¯‡ÂÈ K‚A+K‚B+K‚°= B0, 

ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ K‚A+2K‚M= B0, 

‰ËÏ·‰‹ K ‚A=–2K‚M. 

A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ K ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ
‰È¿ÌÂÛÔ AM Î·È ÂÂÈ‰‹ (KA)=2(KM),
Â›Ó·È ÙÔ ‚·Ú‡ÎÂÓÙÚÔ ÙÔ˘ ÙÚÈÁÒÓÔ˘.
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