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¶ÚfiÏÔÁÔ˜

TÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ·Â˘ı‡ÓÂÙ·È ÛÂ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ∞.∂.π. - ∆.∂.π. Î·È ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ ‡ÏË
ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ °Ú·ÌÌÈÎ‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜.
™ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∞ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ¢ÔÌ¤˜) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜

Ú¿ÍË˜, ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜, ÙÔ˘ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘ Î·È ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜.
™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (¶›Ó·ÎÂ˜) ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÛÙÔ˘˜ ›-

Ó·ÎÂ˜, Ù· Â›‰Ë ÈÓ¿ÎˆÓ, Î·ıÒ˜ Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘˜.
™ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (OÚ›˙Ô˘ÛÂ˜) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ Î·È

ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ ›Ó·Î· Î·È Á›ÓÂÙ·È ÂÎÙÂÓ‹˜ ·Ó·ÊÔÚ¿ ÛÙÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ÌÂ-
Ù·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ ÈÓ¿ÎˆÓ.

™ÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (°Ú·ÌÌÈÎ¿ ™˘ÛÙ‹Ì·Ù·) ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ
Â›Ï˘ÛË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ¤ÌÊ·ÛË ÛÙË Ì¤ıÔ‰Ô ··ÏÔÈÊ‹˜ ÙÔ˘
Gauss.

™ÙÔ ¤ÌÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ) ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙÔ˘ ‰È·-
Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Î·È ˘fi¯ˆÚÔ˘, ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒ˜ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ Î·È ÂÍ·ÚÙË-
Ì¤ÓˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ, Î·ıÒ˜ Î·È ÙË˜ ‚¿ÛË˜ Î·È ‰È¿ÛÙ·ÛË˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯Ò-
ÚÔ˘.

™ÙÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (°Ú·ÌÌÈÎ¤˜ ™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È Ë ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜ ÌÂ ›Ó·Î·, Î·ıÒ˜ Î·È Ë ¤ÓÓÔÈ·
ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ÌÔÚÊ‹˜ Î·È ÙÔ˘ ‰˘˚ÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘. 

™ÙÔ ¤‚‰ÔÌÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (X·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ MÂÁ¤ıË) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Ù· ¯·Ú·-
ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·, ÔÈ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ Î·È ÙÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi Ô-
Ï˘ÒÓ˘ÌÔ ÂÓfi˜ ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌÔ‡ ‹ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·, Î·ıÒ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÔÈ È‰ÈfiÙËÙ¤˜
ÙÔ˘˜. ∞ÎfiÌË, ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙˆÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ Î·È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
ÂÓfi˜ ›Ó·Î·.

™Â Î¿ıÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Ï‡ÓÔÓÙ·È ÔÏÏ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË
fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È. ∂›ÛË˜, ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ˘ÙÈ-
Î¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Ï‡ÓÔÓÙ·È Û˘ÓÔÙÈÎ¿ ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

∆¤ÏÔ˜, ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÂÚÈ¤¯ÂÈ Â˘ÚÂÙ‹ÚÈÔ fiÚˆÓ ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ °Ú·ÌÌÈ-
Î‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜.

£·Ó¿ÛË˜ •¤ÓÔ˜
£ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, ª¿ÚÙÈÔ˜ 2004.
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◆ ŒÓ· ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ, fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ

(x, y) = (·, ‚) ¤ x = · Î·È y = ‚

◆ ∫·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ÌË ÎÂÓÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ∞ Î·È µ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ˙Â˘ÁÒÓ (x, y) ÌÂ xŒA Î·È yŒB. ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ·˘Ùfi
Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ∞¥µ. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ

∞¥µ = {(x, y)/xŒA Î·È yŒB}

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù· ∞, µ Â›Ó·È ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ
(∆ ), ÙfiÙÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ ∞ Î·È µ ÙÔ ∆ .

™ÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ∞=µ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ∞¥∞=∞2. ŒÙÛÈ, .¯. ¤¯Ô˘ÌÂ

∞Ó ÛÙÔ Â›Â‰Ô ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ
Oxy, ÙfiÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y)
Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜. °È’ ·˘Ùfi ÙÔ Â›Â‰Ô Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
ÌÂ �2.

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÚ›· ÌË ÎÂÓ¿ Û‡ÓÔÏ· ∞, µ Î·È °. ∫¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: A¥BÆ°
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÓfiÌÔ˜ Û‡ÓıÂÛË˜ ‹ Ú¿ÍË ·fi ÙÔ ∞¥µ ÛÙÔ ° .
£· ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ú¿ÍÂˆÓ:

i) AÓ A=B=°, ÙfiÙÂ Ë f: A¥AÆA ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ ∞.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÚfiÛıÂÛË Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÌÈ· ÂÛˆÙÂÚÈ-
Î‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ �, ·ÊÔ‡ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜ (·, ‚) Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÙ·È Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·+‚.

�2 = �×�2 = {(x, y)/x∈� Î·È y∈�}

KaÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ - ¶Ú¿ÍÂÈ˜1.1

11

1 AÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ‰ÔÌ¤˜
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°È· ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÌÈ·˜ ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹˜ Ú¿ÍË˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ¤Ó· ·fi Ù·
Û‡Ì‚ÔÏ· *, �, +, Ø, � Î.Ï. 

ii) ∞Ó µ=°, ÙfiÙÂ Ë f: A¥BÆB ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ µ.

°È· ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÌÈ·˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ Ú¿ÍË˜ ÛÙÔ µ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û˘Ó‹-
ıˆ˜ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ Ø (Â›). ŒÙÛÈ, ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÛÌ· ÙË˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ Ú¿ÍË˜ ÌÂÙ·Í‡
ÙÔ˘ ÏŒ∞ Î·È ÙÔ˘ xŒB Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ·Øx.

∞ÎÚÈ‚¤ÛÙÂÚ·, Ë ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË f: A¥BÆB ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË
ÛÙÔ µ ÌÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙÂÏÂÛÙÒÓ ÙÔ ∞.

™ÙÔ ÂÍ‹˜, ÛÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, ı· ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ ÌfiÓÔÓ ÌÂ ÙÈ˜
ÂÛˆÙÂÚÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi, ¯¿ÚÈÓ ·fiÙËÙ·˜, ı· ÙÈ˜ Ï¤ÌÂ ·ÏÒ˜ Ú¿-
ÍÂÈ˜. ªÂ ÙÈ˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ı· ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ.

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· (ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹) Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞ Î·È ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ
ª ÙÔ˘ ∞. £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ª Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË *,
fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œª ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·*‚ Â›Ó·È ¿ÏÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ª.

◆ ªÈ· Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È

i) ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ

·*‚ = ‚*·

I‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ1.2

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ·Î¤Ú·ÈˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ, Ô˘ Â›Ó·È
ÌÈ· ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ �. ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ª={xŒ�/x ¿ÚÙÈÔ˜} Â›Ó·È
ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ÛÙÔ �, ·ÊÔ‡ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ‰‡Ô ¿ÚÙÈˆÓ
·Î¤Ú·ÈˆÓ Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜. ∞ÓÙ›ıÂÙ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ª¢={xŒ�/x ÂÚÈÙ-
Ùfi˜} ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ÛÙÔ �, ·ÊÔ‡ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·
‰‡Ô ÂÚÈÙÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜ Î·È fi¯È ÂÚÈÙÙfi˜.

� ™ËÌÂ›ˆÛË:

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÂÓfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Â›
¤Ó· ‰È¿Ó˘ÛÌ· Â›Ó·È ‰È¿Ó˘ÛÌ· Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â˘Á¿ÚÈ (·, ‚) Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·ÓÙÈ-
ÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi ·2+‚2, ÙfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ � ÌÈ·
ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË * ÌÂ ·*‚=·2+‚2.
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12

12

12



ii) ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚, ÁŒ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ

(·*‚)*Á = ·*(‚*Á)

◆ £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô Ú¿ÍÂÈ˜ * Î·È � Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞. £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë * Â›Ó·È
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ �, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚, ÁŒ∞ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

·*(‚�Á) = (·*‚)� (·*Á) (1)

Î·È (‚ �Á)*· = (‚*·)� (Á*·) (2)

∞Ó Ë * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ, ÚÔÊ·ÓÒ˜, ·ÚÎÂ› ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜
(1) Î·È (2).

∞Ó ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔÓ Ë (1) [·ÓÙ›ÛÙ. (2)], ÙfiÙÂ Ë * Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ � (·ÓÙÈÛÙ. ·fi ‰ÂÍÈ¿ ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹).

◆ ŒÛÙˆ ÌÈ· Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞. ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô e ÙÔ˘ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·Œ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ ·*e=e*·=·.
(∞Ó Ë * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ ·ÚÎÂ› Ë ÈÛfiÙËÙ· ·*e=·).

∂‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ (‚Ï. Ú‰. 1.5)
·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· Ú¿ÍË, ÙfiÙÂ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.

◆ ŒÛÙˆ fiÙÈ ÌÈ· Ú¿ÍË * ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ¤¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô e. ¢‡Ô ÛÙÔÈ-
¯Â›· · Î·È ·¢ ÙÔ˘ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *, fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ

·*·¢=·¢*·=e.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Ú·ÁÌ·ÙÈ-
ÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 0, ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ ·Œ� ÈÛ¯‡ÂÈ ·+0=·.

™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ �* ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ, fiÌˆ˜, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÂÈÌÂÚÈ-
ÛÙÈÎ‹ Ú¿ÍË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ, ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ z1, z2,
z3Œ� ÈÛ¯‡ÂÈ z1Ø(z2+z3)=z1Øz2+z1Øz3.

∏ ÚfiÛıÂÛË ÛÙÔ �, fiÌˆ˜, ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ Ú¿ÍË ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÛÙÔ �, ·ÊÔ‡ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌÈÁ·‰ÈÎÔ› z1, z2, z3 ÌÂ
z1+(z2Øz3)π(z1+z2)Ø(z1+z3).

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÚfiÛıÂÛË Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈ-
Î‹ Î·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ �, ÂÓÒ Ë ·Ê·›ÚÂÛË ÛÙÔ � ‰ÂÓ Â›Ó·È
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, Ô‡ÙÂ ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

A§°EBPIKE™ ¢OME™ M ¤ Ú Ô ˜  1
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∆Ô ·¢ Ï¤ÁÂÙ·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ · ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ * Î·È ·ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜.

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ (‚Ï. Ú‰. 1.6)

·Ó Ë Ú¿ÍË * ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Î·È ¤¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·Œ∞ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô.

∞Ó Ë Ú¿ÍË Â›Ó·È ÚfiÛıÂÛË, ÙfiÙÂ ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ Ï¤ÌÂ
ÌË‰ÂÓÈÎfi, ÂÓÒ ÙÔ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ · ÙÔ Ï¤ÌÂ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÙÔ˘ ·. ∞Ó Ë Ú¿ÍË
Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜, ÙfiÙÂ ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ Ï¤ÌÂ ÌÔÓ·‰È·›Ô, ÂÓÒ
ÙÔ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ · ÙÔ Ï¤ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙÔ˘ ·.

◆ ŒÛÙˆ ÌÈ· Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞. ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô · ÙÔ˘ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
·ÏÔÔÈ‹ÛÈÌÔ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ‚, ÁŒ∞ ÈÛ¯‡Ô˘Ó(*)

i) ·Ó ·*‚ = ·*Á, ÙfiÙÂ ‚ = Á

Î·È ii) ·Ó ‚*· = Á*·, ÙfiÙÂ ‚ = Á

∞Ó Ù· ·Ú·¿Óˆ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· · ÙÔ˘ ∞, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡-
ÂÈ Ô ÓfiÌÔ˜ ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÙË˜ ‰È·ÁÚ·Ê‹˜ ÁÈ· ÙËÓ Ú¿ÍË *.

i) ™’ ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ ∞ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÔÚÈÛÙÔ‡Ó ‰È¿ÊÔÚÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜. ∞Ó *
Â›Ó·È ÌÈ· ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË ÛÙÔ ∞, ÙfiÙÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (∞, *) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÏÁÂ-
‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ ‹ ·ÏÒ˜ ‰ÔÌ‹. ∞Ó ÛÙÔ ∞ ¤¯Ô˘Ó ÔÚÈÛÙÂ› ‰‡Ô ÂÛˆÙÂÚÈÎ¤˜ Ú¿-
ÍÂÈ˜ * Î·È �, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (∞, *, �).

OÌ¿‰Â˜ - HÌÈÔÌ¿‰Â˜ - YÔÔÌ¿‰Â˜1.3

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Î¿ıÂ ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ · Â›Ó·È ·ÏÔÔÈ‹ÛÈÌÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜
ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ÛÙÔ Q, ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ ‚, ÁŒQ ÌÂ ·+‚=·+Á, ÈÛ¯‡ÂÈ
‚=Á.

� ™ËÌÂ›ˆÛË:

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, Î¿ıÂ
Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·π0 ¤¯ÂÈ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-

ÛÌfi ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi �
1

·
� , ·ÊÔ‡ ·Ø �

1

·
� = 1 (1 Â›Ó·È ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘

ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÛÙÔ �). √ ·ÚÈıÌfi˜ 0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÛÙÔ �.
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ii) ªÈ· ‰ÔÌ‹ (G, *) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÔÌ¿‰·, fiÙ·Ó

·) ∏ Ú¿ÍË * Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

‚) À¿Ú¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô eŒG ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

Á) ∫¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·ŒG ¤¯ÂÈ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·¢ŒG ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

∞Ó ÂÈÏ¤ÔÓ Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ Ë ÔÌ¿‰· G ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·(*).

∞Ó Ë Ú¿ÍË ÛÙÔ G Â›Ó·È ÚfiÛıÂÛË, ÙfiÙÂ Ë ÔÌ¿‰· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÚÔÛıÂÙÈÎ‹,
ÂÓÒ ·Ó Ë Ú¿ÍË Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜, ÙfiÙÂ Ë ÔÓ¿‰· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹.

™Â ÌÈ· ÔÌ¿‰· G ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË * ÈÛ¯‡Ô˘Ó

1) (·¢)¢= ·, ÁÈ· Î¿ıÂ ·ŒG.

2) (·*‚)¢= ‚¢*·¢, ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚ŒG.

3) ·) ·*x = ‚ ¤ x = ·¢*‚.

‚) x*· = ‚ ¤ x = ‚*·¢.

4) ·) ∞Ó ·*‚ = ·*Á, ÙfiÙÂ ‚ = Á.

‚) ∞Ó ‚*· = Á*·, ÙfiÙÂ ‚ = Á.

iii) MÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (G, *) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ËÌÈÔÌ¿‰·, fiÙ·Ó Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È
ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹. ∞Ó Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È Î·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ Ë (G, *)
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ËÌÈÔÌ¿‰·.

iv) ∞Ó Ë ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (G, *) Â›Ó·È ÔÌ¿‰· Î·È ∞ ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ
ÙÔ˘ G, ÙfiÙÂ ÙÔ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G, fiÙ·Ó Î·È Ë ‰ÔÌ‹ (∞, *) Â›-
Ó·È ÔÌ¿‰·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ‰ÔÌ‹ (�, +) Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ËÌÈÔÌ¿‰·.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Q ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÌÈ· ÚÔÛıÂÙÈÎ‹
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·, ÂÓÒ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ �* (ÙˆÓ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎÒÓ Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ) Â›Ó·È ÌÈ· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.
∆Ô Û‡ÓÔÏÔ G1={0} Â›Ó·È ÌÈ· ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· Î·È Ï¤ÁÂÙ·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹
ÔÌ¿‰·, ÂÓÒ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ G2={1} Â›Ó·È ÌÈ· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· Î·È
Ï¤ÁÂÙ·È ÌÔÓ·‰È·›· ÔÌ¿‰·.
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* ∏ ÔÓÔÌ·Û›· «·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·» ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ fiÓÔÌ· ÙÔ˘ ¡ÔÚ‚ËÁÔ‡ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ Niels
Henrik Abel (1802-1829). √ Abel, ·Ó Î·È ¤ı·ÓÂ ÔÏ‡ Ó¤Ô˜, ¤Î·ÓÂ ¤ÚÂ˘ÓÂ˜ ÛÙÈ˜ ˘ÂÚ‚·ÙÈ-
Î¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ÙÂÏÂÈÔÔ›ËÛÂ ÙË ıÂˆÚ›· ÙˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (fiˆ˜ .¯. ·¤‰ÂÈÍÂ ÙÔ
·‰‡Ó·ÙÔ ÙË˜ Ï‡ÛË˜ ÙˆÓ ÁÂÓÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ·ÓˆÙ¤ÚÔ˘ ÙÔ˘ Ù¤Ù·ÚÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡), ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ
ÙË ıÂˆÚ›· ÙˆÓ ÂÏÏÂÈÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, Î.Ï.



◆ °È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ∞ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ G, ·ÚÎÂ›:

·) ∆Ô ∞ Ó· Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË *, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞
ÈÛ¯‡ÂÈ ·*‚Œ∞.

‚) ∆Ô Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô eŒG ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ * ·Ó‹ÎÂÈ Î·È ÛÙÔ ∞.

Á) ∆Ô Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ·¢ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ ·Œ∞ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞.

◆ ∫¿ıÂ ÔÌ¿‰· G Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙÔ˘ Â·˘ÙÔ‡ ÙË˜. ∂›ÛË˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ {e} Â›-
Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G. ∫¿ıÂ ¿ÏÏË ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G, ‰ËÏ·‰‹ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹
ÙˆÓ G Î·È {e}, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÁÓ‹ÛÈ· ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.

◆ ∆¤ÏÔ˜, ¤Ó· ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÁÈ· ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ Â›Ó·È Î·È ÙÔ ÂÍ‹˜ (‚Ï¤Â ·fi‰ÂÈÍË ÛÙÔ
·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.9):

ŒÓ· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ ∞, ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÚfiÛıÂÛË Î·È
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜, fiÙ·Ó
·) ÙÔ ∞ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· Î·È

‚) Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎfi˜ Î·È ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜
ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË.

∞Ó ÂÈÏ¤ÔÓ Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ∞ Ï¤ÁÂÙ·È
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜.

∂›ÛË˜, ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙfiÙÂ ÙÔ ∞ Ï¤ÁÂÙ·È ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ
ÌÔÓ¿‰·.

1) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ � ÙˆÓ ·Î¤Ú·ÈˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜
ÌÂ ÌÔÓ¿‰·.

2) ∆Ô ›‰ÈÔ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· Q Î·È � ÙˆÓ ÚËÙÒÓ Î·È ÙˆÓ Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

� ¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ‰·ÎÙ˘Ï›ˆÓ

■ OÚÈÛÌfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘

¢·ÎÙ‡ÏÈÔÈ - ™ÒÌ·Ù·1.4

ŒÓ· ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ∞ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ (G, *) Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G,
fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ ·*‚¢Œ∞.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· Û‡ÓÔÏ· � Î·È � Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙË˜ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹˜
ÔÌ¿‰·˜ �, ÂÓÒ ÙÔ � ‰ÂÓ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ·˘Ù‹˜.

∂›ÛË˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Q* ÙˆÓ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎÒÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ˘Ô-
ÔÌ¿‰· ÙË˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜ �*.
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3) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ FA ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È
¤Ó·˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ÌÔÓ¿‰·. ªË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·˘ÙÔ‡
Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x)=0, ÂÓÒ ÌÔÓ·‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È Ë
ÛÙ·ıÂÚ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË g(x)=1.

4) ∫¿ıÂ ÌÔÓÔÛ‡ÓÔÏÔ ∞={·} ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ·+·=· Î·È ·Ø·=· Â›Ó·È ¤Ó·˜
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ÌÔÓ¿‰· Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ‰·-
ÎÙ‡ÏÈÔ˜. ∆· ‰‡Ô Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È (0=1=·) Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi
ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ∞={0}.

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ (‚Ï. Ú‰. 1.20)

1) ·Ø0 = 0Ø· = 0, ÁÈ· Î¿ıÂ ·Œ∞.

2) –(·+‚) = (–·) + (–‚), ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞.

3) (–·)Ø‚ = –·Ø‚ = ·Ø(–‚), ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞.

ªÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (∞, +, Ø) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·Î¤Ú·È·
ÂÚÈÔ¯‹, fiÙ·Ó Â›Ó·È ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ÌÔÓ¿‰·
Î·È ÂÈÏ¤ÔÓ ÈÛ¯‡ÂÈ: ·Ó ·Ø‚=0, ÙfiÙÂ ·=0 ‹ ‚=0.

◆ ∞Ó Û’ ¤Ó· ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ ∞ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÂ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ ÌË-
‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙfiÙÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ·˘Ù¿ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.
ŒÙÛÈ, ·Î¤Ú·È· ÂÚÈÔ¯‹ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜
ÌÂ ÌÔÓ¿‰·, ¯ˆÚ›˜ ‰È·Ú¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.

◆ ŒÓ·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ÌÔÓ¿‰·, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Î¿ıÂ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ¤¯ÂÈ
·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ‰È·›ÚÂÛË.

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ (‚Ï. Ú‰. 1.21)

Î¿ıÂ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ‰È·›ÚÂÛË ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ‰È·Ú¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.

◆ ™’ ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙËÓ ·Ê·›ÚÂÛË ˆ˜ ÂÍ‹˜:

· – ‚ = · + (–‚)

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (�, +, Ø) Â›Ó·È ·Î¤Ú·È· ÂÚÈÔ¯‹, ÂÓÒ
Ë ‰ÔÌ‹ (FA, +, Ø), Ô˘ ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ·Ú·¿Óˆ, ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Î¤Ú·È· ÂÚÈÔ-
¯‹, ·ÊÔ‡ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙË
ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË. ∆¤ÙÔÈÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ �, Â›Ó·È

.¯.ÔÈ f(x)=
3x, ·Ó x≥1 

Î·È  g(x) =
0, ·Ó x≥1� 0, ·Ó x<1 � 5x–3, ·Ó x<1 

.

■ OÚÈÛÌfi˜ ·Î¤Ú·È·˜ ÂÚÈÔ¯‹˜

� I‰ÈfiÙËÙÂ˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘

Î¿ıÂ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›·, 
·ÊÔ‡ Ù· ‰‡Ô Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿.

A§°EBPIKE™ ¢OME™ M ¤ Ú Ô ˜  1

17

17

17



◆ ™’ ¤Ó· ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ ÌÂ ‰È·›ÚÂÛË ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙË ‰È·›ÚÂÛË ˆ˜ ÂÍ‹˜:

· :‚ = ·Ø‚–1,   ‚π0

ŒÓ·˜ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÌÂ ‰È·›ÚÂÛË
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛÒÌ·.

ŒÙÛÈ, ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (∞, +, Ø) Â›Ó·È ÛÒÌ·, fiÙ·Ó

·) ∂›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÚÔÛıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

‚) ∆Ô ∞*=∞–{0} Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

Á) √ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›Ó·È ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË.

◆ ∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÒÌ· ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜. ∂›ÛË˜,
Î¿ıÂ ÛÒÌ· Â›Ó·È ·Î¤Ú·È· ÂÚÈÔ¯‹.

◆ ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ µ ÙÔ˘ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ˘Ô‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ÙÔ˘ ∞,
fiÙ·Ó ÙÔ µ Â›Ó·È ÎÈ ·˘Ùfi ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÔ˘ ∞.
√ÌÔ›ˆ˜, ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ µ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ∞ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘ ∞,
fiÙ·Ó Î·È ÙÔ µ Â›Ó·È ÛÒÌ· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ∞.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ÛÒÌ· Q ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ˘fiÛˆÌ· ÙÔ˘
ÛÒÌ·ÙÔ˜ � ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. ŒÓ· ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ˘Ô‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘ ‹
˘ÔÛÒÌ·ÙÔ˜ ı· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.22.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· Û‡ÓÔÏ· � Î·È � Â›Ó·È ÛÒÌ·Ù·. ∂›ÛË˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
� ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÛÒÌ·, ÂÓÒ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � ÙˆÓ ·Î¤Ú·ÈˆÓ
·ÚÈıÌÒÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÒÌ·, ·ÊÔ‡ Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ Î¿ıÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˘ ·π0 ‰ÂÓ

·Ó‹ÎÂÈ Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË ÛÙÔ � �.¯. 3Œ� Î·È �
1

3
� œ��.

■ OÚÈÛÌfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜

M ¤ Ú Ô ˜  1A§°EBPIKE™ ¢OME™

18

18

18



¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ· ÙÚ›· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û‡ÓÔÏ· ∞, µ Î·È ° ÈÛ¯‡ÂÈ
∞¥(µ» °)=(∞¥µ)» (∞¥°).

∞ÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ

(x, y)ŒA¥(B» °) ¤ (x, y)Œ(A¥B)» (A¥°)

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

(x, y)ŒA¥(B» °) ¤ xŒA  Î·È  yŒ(µ» °)

¤ xŒA  Î·È  (yŒB ‹ yŒ°)

¤ (xŒA Î·È yŒB)  ‹  (xŒA Î·È yŒ°)

¤ (x, y)Œ(A¥B)  ‹  (x, y)Œ(A¥°)

¤ (x, y)Œ(A¥B)» (A¥°)

¡· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ = � / Î. ÏŒ�� Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÚËÙÒÓ
·ÚÈıÌÒÓ.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞, ¤ÛÙˆ Ù·

x = �
1

4

+

– 3

2

Ï

Î
� Î·È   y = �

1

4

+

–

2

3

Ì

Ó
� ,   fiÔ˘ Î, Ï, Ì, ÓŒ�.

£· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ·Ó ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ xØy ·Ó‹ÎÂÈ ‹ fi¯È ÛÙÔ ∞. Œ¯Ô˘ÌÂ:

§‡ÛË

1 + 2Î
�
4 – 3Ï

1.2¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

Afi‰ÂÈÍË

1.1¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·
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xØy = �
1

4

+

–

2

3

Î

Ï
� Ø �

1

4

+

–

2

3

Ì

Ó
� = 

= = = �
1

4

=

– 3

2

‚

·
� ,

fiÔ˘ ·=Î+Ì+2ÎÌŒ� Î·È ‚=–4+4Ï+4Ó–3ÏÓŒ�, ‰ËÏ·‰‹ xØyŒA. ÕÚ·, ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÛÙÔ Q.

™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË � ÌÂ
x�y=x+y–2x2y2.

·) ∂›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Ë Ú¿ÍË ·˘Ù‹;

‚) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ � ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ �;

Á) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ Ú¿ÍË˜ ·˘Ù‹˜.

‰) ¡· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ � Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿-
ÍË ·˘Ù‹.

·) °È· Î¿ıÂ x, y, zŒ� ¤¯Ô˘ÌÂ:

(x�y)�z = (x+y–2x2y2)�z = (x+y–2x2y2) + z – 2(x+y–2x2y2)Øz2 Î·È

x� (y�z) = x�(y+ z–2y2z2) = x + (y+z–2y2z2) – 2x2Ø(y+z–2y2z2)2,

‰ËÏ·‰‹ ÁÂÓÈÎ¿ ÈÛ¯‡ÂÈ (x �y) �zπx � (y �z) Î·È ¿Ú· Ë Ú¿ÍË ‰ÂÓ Â›Ó·È ÚÔÛÂ-
Ù·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

‚) ∞Ó x, yŒ�, ÙfiÙÂ Ô ·ÚÈıÌfi˜ x+y–2x2y2 ‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· Ê˘ÛÈÎfi˜,
·ÊÔ‡ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó x=2 Î·È y=3, ÙfiÙÂ Ô

x + y – 2x2y2 = 2 + 3 – 2Ø4Ø9 = –67

‰ÂÓ Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

ÕÚ·, ÙÔ � ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË �.

Á) ∏ Ú¿ÍË � Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÂÂÈ‰‹ ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒ� ÈÛ¯‡ÂÈ

x�y = x + y – 2x2y2 = y + x – 2y2x2 = y�x.

§‡ÛË

1.3¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

1 + 2Ø(Î+Ì+2ÎÌ)
���
4 – 3Ø(–4+4Ï+4Ó–3ÏÓ)

1 + 2(Î+Ì+2ÎÌ)
���
4 + 12 – 12Ï – 12Ó + 9ÏÓ

1 + 2Î + 2Ì + 4ÎÌ
���
16 – 12Ï – 12Ó + 9ÏÓ
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∞Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô eŒ� Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ xŒ� Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

x �e = x   ‹   x + e – 2x2e2 = x   ‹   e(1–2x2e) = 0

∞˘Ùfi Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÚÔÊ·ÓÒ˜ fiÙ·Ó e = 0. ÕÚ·, Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜
ÙËÓ � Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜ 0.

‰) ∞Ó Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· x Î·È x¢ ÙÔ˘ � Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ �, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

x�x¢= e   ‹   x + x¢– 2x2x¢2 = 0   ‹   2x2x¢2 – x¢– x = 0 (1)

ñ ∞Ó x=0, ÙfiÙÂ Ë (1) ‰›ÓÂÈ x¢=0.

ñ ∞Ó xπ0 , Ë (1) Â›Ó·È ÂÍ›ÛˆÛË ‰Â˘Ù¤ÚÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ˆ˜ ÚÔ˜ x¢ ÌÂ ‰È·ÎÚ›-
ÓÔ˘Û· ¢=1+8x3 ÎÈ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ ÂÚÙÒÛÂÈ˜:

i) ∞Ó ¢>0, ‰ËÏ·‰‹ x3 > – �
1

8
� ‹ x > – �

1

2
� , ÙfiÙÂ Ë (1) ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Ú›˙Â˜

x¢1,2 = �
1 ± �

4

1�
x2

+� 8�x�3�
� .

ÕÚ·, Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô x > – �
1

2
� ÌÂ xπ0 ¤¯ÂÈ ‰‡Ô Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ �, Ù· x¢1,2 = �
1 ± �

4

1�
x2

+� 8�x�3�
� .

ii) ∞Ó ¢=0, ‰ËÏ·‰‹ x = – �
1

2
� , ÙfiÙÂ ÙÔ x ¤¯ÂÈ ¤Ó· Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ � , ÙÔ x¢= �
4

1

x2� = = 1.

iii) ∞Ó ¢<0, ‰ËÏ·‰‹ x < – �
1

2
� ,

ÙfiÙÂ Ë (1) ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË, ‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô x < – �
1

2
� ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ

Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ �.

ªÈ· ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞ ¤¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô eŒA Î·È
ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚, ÁŒ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ

(·*‚)*Á = ·*(Á*‚) (1)

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Ú¿ÍË ·˘Ù‹ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ Î·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

ñ ∂ÂÈ‰‹ Ë (1) ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚, ÁŒ∞, ı· ·ÏËıÂ‡ÂÈ Î·È ÁÈ· ·=eŒA,
ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

Afi‰ÂÈÍË

1.4¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

1
�

4Ø�– �
1

2
��

2

A§°EBPIKE™ ¢OME™ M ¤ Ú Ô ˜  1

21

21

21



(e*‚)*Á = e*(Á*‚),   ‰ËÏ·‰‹   ‚*Á = Á*‚   ÁÈ· Î¿ıÂ   ‚, ÁŒ∞.

∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹.

ñ ∂ÂÈ‰‹ Á*‚=‚*Á, Ë (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(·*‚)*Á = ·*(‚*Á)

Î·È ·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë * Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

∞Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÈ· ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡-
ÓÔÏÔ ∞, ÙfiÙÂ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.

ŒÛÙˆ fiÙÈ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË * ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· e1, e2 Œ∞.
∆fiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

e1*e2 = e2 (·ÊÔ‡ ÙÔ e1 Â›Ó·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô)

e1*e2 = e1 (·ÊÔ‡ ÙÔ e2 Â›Ó·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô).

ÕÚ·, ÈÛ¯‡ÂÈ e1=e2.

AÓ Ë ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Ú¿ÍË * Û’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Î·È ¤¯ÂÈ
Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô eŒA, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·Œ∞ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· Û˘ÌÌÂ-
ÙÚÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô.

∞Ó ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·Œ∞ ¤¯ÂÈ ˆ˜ Û˘ÌÌÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ * Ù· ·¢ Î·È
·¢¢, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

·*·¢= ·¢*· = e   Î·È   ·*·¢¢= ·¢¢*· = e.

∂ÂÈ‰‹ Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹, ¤¯Ô˘ÌÂ

·¢¢= ·¢¢*e = ·¢¢*(·*·¢) = (·¢¢*·)*·¢= e*·¢= ·¢.

Afi‰ÂÈÍË

1.6¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

Afi‰ÂÈÍË

1.5¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË * ˆ˜ ÂÍ‹˜:

x*y = �
1

x

+

+

x

y

y
�

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

·) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞={xŒ�/|x|<1} Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

‚) ∏ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (∞, *) Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·.

·) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›· x, yŒA, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ |x|<1 Î·È
|y|<1. 

ñ πÛ¯‡ÂÈ |x|Ø|y|<1 ‹ |xy|<1 ‹ –1<xy<1 ÎÈ ÂÔÌ¤Óˆ˜ 1+ xy>0. ÕÚ·, Ô

·ÚÈıÌfi˜ �
1

x

+

+

x

y

y
� ¤¯ÂÈ ÓfiËÌ·.

ñ °È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ x*yŒ∞, ·ÚÎÂ› |x*y|<1 ‹ � � < 1 ‹
|x+y|< |1+xy|.

∏ ·ÓÈÛfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(x+y)2 < (1+xy)2 ¤ x2 + y2 + 2xy < 1 + x2y2 + 2xy

¤ x2 + y2 – 1 – x2y2 < 0

¤ x2(1–y2) – (1–y2) < 0

¤ (1–y2)Ø(x2–1) < 0

Ô˘ ·ÏËıÂ‡ÂÈ, ÂÂÈ‰‹ x2<1 Î·È y2<1.

‚) °È· Î¿ıÂ x, y, zŒA ¤¯Ô˘ÌÂ

(x*y)*z = ��1
x

+

+

x

y

y
�� *z = = �

1

x

+

+

x

y

y

+

+

z

x

+

z +

xy

y

z

z
� Î·È

x*(y*z) = x*��1
y

+

+

y

z

z
�� = = �

1

x

+

+

y

x

z

y

+

z +

xy

y

+

+

x

z

z
� ,

x + �1

y

+

+

y

z

z�

��

1 + xØ��1
y

+

+

y

z

z
��

�
1

x

+

+

x

y

y
� + z

��

1 + ��1
x

+

+

x

y

y
��Øz

x + y
�
1 + xy

Afi‰ÂÈÍË

1.7¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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‰ËÏ·‰‹ (x*y)*z=x*(y*z) ÎÈ ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë * Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

∏ * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ÂÂÈ‰‹ x*y = �
1

x

+

+

x

y

y
� = �

1

y

+

+

y

x

x
� = y*x.

∞Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô eŒA ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ xŒA
¤¯Ô˘ÌÂ

x*e = x ¤ �
1

x

+

+

x

e

e
� = x ¤ x + e = x + x2e ¤ e(1–x2) = 0 ¤ e = 0.

ÕÚ·, ÙÔ 0 Â›Ó·È ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

∞Ó Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· x, x¢ŒA Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

x*x¢= e ¤ �
1

x

+

+

x

x

x

¢
¢

� = 0 ¤ x + x¢= 0 ¤ x¢= –x,

ÕÚ·, Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô xŒA ¤¯ÂÈ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ * ÙÔ x¢=–xŒA.

ŒÙÛÈ, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ·Ï‚ÂÁÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (∞, *) Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·.

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ G={(·2+‚2)1/2/·, ‚Œ� ÌÂ |·|+ |‚|π0} Â›Ó·È
·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ÌÂ Ú¿ÍË ÙÔ Û˘Ó‹ıË ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ÛÙÔ �.

ñ ∞Ó x=(·2+‚2)1/2 Î·È y=(Á2+‰2)1/2 Â›Ó·È ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ G, ÙfiÙÂ

xØy = �(·�2�+�‚�2)�Ø(�Á�2�+�‰�2)� = �·�2Á�2�+� ‚�2‰�2�+� ·�2‰�2�+� ‚�2Á�2�

= �(·�Á�+�‚�‰�)2� +� (�·�‰�–�‚�Á�)2� = (Î2+Ï2)1/2, 

fiÔ˘ Î=·Á+‚‰Œ� Î·È Ï=·‰–‚ÁŒ�.

∞Ó Î=Ï=0, ÙfiÙÂ xØy=0, Ô˘ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ, ·ÊÔ‡ x, y>0. 

∂ÔÌ¤Óˆ˜ |Î|+ |Ï|π0 Î·È ¿Ú· xØyŒG, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ G Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜
ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi.

ñ √ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ Î·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Ú¿ÍË.
ñ ªÔÓ·‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô Â›Ó·È ÙÔ 1 Î·È ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ G, ·ÊÔ‡ 1= (12+02)1/2.

ñ ∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ˘ x=(·2+‚2)1/2ŒG Â›Ó·È ÙÔ �
1

x
� Î·È ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ G, ·ÊÔ‡

ÈÛ¯‡ÂÈ

Afi‰ÂÈÍË

1.8¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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�
1

x
� = �

(·2+

1

‚2)1/2� = ��
·	2	1

+	 ‚	2�	 = ����	·�	2

1

�	+�	 ‚�	2�
�	�

2

	 +	 0	2	 .

ÕÚ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ G Â›Ó·È ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ∞ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ (G, *) Â›Ó·È
˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ ·*‚¢Œ∞.

ñ °È· ‚=· ¤¯Ô˘ÌÂ ·*·¢Œ∞, ‰ËÏ·‰‹ eŒA.

ñ °È· ·=eŒA Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ‚Œ∞ ¤¯Ô˘ÌÂ e*‚¢Œ∞, ‰ËÏ·‰‹ ‚¢Œ∞. ∂ÔÌ¤Óˆ˜,
ÙÔ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ ÙÔ˘ ∞ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ∞.

ñ °È· Î¿ıÂ ·, ‚Œ∞ ¤¯Ô˘ÌÂ ·, ‚¢Œ∞ ÎÈ ÂÔÌ¤Óˆ˜ ·*(‚¢)¢Œ∞, ‰ËÏ·‰‹ ·*‚Œ∞.
∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ∞ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

ÕÚ·, ÙÔ ∞ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.

∞Ó G Â›Ó·È ÌÈ· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· Î·È ·ŒG, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ

∞ = {·Ó/ÓŒ�}

Â›Ó·È ÌÈ· ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G Î·È Ï¤ÁÂÙ·È Î˘ÎÏÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ·Ú·ÁfiÌÂÓË ·fi
ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·, ÂÓÒ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô · Ï¤ÁÂÙ·È ÁÂÓÓ‹ÙÔÚ·˜ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ ∞.

∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ∞ (ÁÈ· Ó=0 Â›Ó·È ·0=1Œ∞).
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›· x=·Ó Î·È y=·Ì ÙÔ˘ ∞, fiÔ˘ Ó, Ì
·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›. ∞ÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ xØy–1ŒA (Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÎÚÈ-
Ù‹ÚÈÔ ÁÈ· ˘ÔÔÌ¿‰Â˜).
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

xØy–1 = ·ÓØ(·Ì)–1 = ·ÓØ·–Ì = ·Ó–ÌŒ∞

Afi‰ÂÈÍË

(K˘ÎÏÈÎ‹ ÔÌ¿‰·)1.10¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

Afi‰ÂÈÍË

(KÚÈÙ‹ÚÈÔ ˘ÔÔÌ¿‰·˜)1.9¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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ª›· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î˘ÎÏÈÎ‹, fiÙ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÔÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ Ó· Â›Ó·È ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜
ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ ·˘ÙÔ‡. ™Â ÌÈ· ÔÌ¿‰· (G, Ø) Ë ‰‡Ó·ÌË ·Ó, fiÔ˘ ·ŒG
Î·È ÓŒ�, ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ÁÓˆÛÙfi ÙÚfiÔ

·Ó = �

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÙÔÌ‹ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ˘ÔÔÌ¿‰ˆÓ ÌÈ·˜ ÔÌ¿-
‰·˜ G Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ G1, G2, …, GÎ ÙË˜ G Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

G¢= G1« G2« …« GÎ = «
Î

i=1

Gi.

∫·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ Gi ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô e ÙË˜ G,
ÔfiÙÂ eŒG¢ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi G¢π∆.

°È· Î¿ıÂ x, yŒG¢ ¤¯Ô˘ÌÂ x, yŒGi ÁÈ· Î¿ıÂ i=1, 2, … Î.

∂ÂÈ‰‹ ÔÈ Gi Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙË˜ G, ÈÛ¯‡ÂÈ x*y¢ŒGi ÎÈ ÂÔÌ¤Óˆ˜
x*yŒG¢.

ÕÚ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ G¢ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.

∞Ó Ë ‰ÔÌ‹ (G, *) Â›Ó·È ÔÌ¿‰· Î·È ·ŒG, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

G¢= {xŒG/x*·=·}

Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.

Afi‰ÂÈÍË

1.12¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

Afi‰ÂÈÍË

1.11¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

·Ø·Ø·…· (Ó ÊÔÚ¤˜) , ·Ó  Ó > 0

1 , ·Ó  Ó = 0

(·–1)|Ó| , ·Ó  Ó < 0

� ™ËÌÂ›ˆÛË:
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ñ ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ G¢ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ G. ∂ÂÈ‰‹ e*·=·, ÈÛ¯‡ÂÈ
eŒG¢ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi G¢π∆.

ñ °È· Î¿ıÂ x, yŒG¢ ¤¯Ô˘ÌÂ x*·=· Î·È y*·=·. °È· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ
G¢ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G, ·ÚÎÂ› Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ x*y¢ŒG¢, ‰ËÏ·‰‹ (x*y¢)*·=·.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

(x*y¢)*· = x*(y¢*·)   [·ÊÔ‡ Ë * Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹]

= x*·   [·ÊÔ‡ y¢*·=y¢*(y*·)=(y¢*y)*·=e*·=·]

= ·.

ÕÚ·, ÙÔ G¢ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ G.

™Â ÌÈ· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· G, ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚ŒG Ë ÈÛfiÙËÙ·
(·Ø‚)Ó=·ÓØ‚Ó ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÙÚÂÈ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ıÂÙÈÎ¤˜ ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ó. ¡·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÔÌ¿‰· ·˘Ù‹ Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹.

°È· Î¿ÔÈÔÓ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Î ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜

(·Ø‚)Î = ·ÎØ‚Î (1)

(·Ø‚)Î+1 = ·Î+1Ø‚Î+1 (2)

(·Ø‚)Î+2 = ·Î+2Ø‚Î+2 (3)

ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›· · Î·È ‚ ÙÔ˘ G.

ñ H (2) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(·Ø‚)ÎØ(·Ø‚) = (·ÎØ·)Ø(‚ÎØ‚)

Î·È ÏfiÁˆ ÙË˜ (1) ¤¯Ô˘ÌÂ

·ÎØ‚ÎØ·Ø‚ = ·ÎØ·Ø‚ÎØ‚

ÔfiÙÂ ÌÂ ‰È·ÊÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ·Î Î·È ‚ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

‚ÎØ· = ·Ø‚Î (4)

ñ √ÌÔ›ˆ˜, ·fi ÙËÓ (3) Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ (2), ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

‚Î+1Ø· = ·Ø‚Î+1

Afi‰ÂÈÍË

1.13¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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‹ ‚Ø‚ÎØ· = ·Ø‚Î+1

‹ ‚Ø·Ø‚Î = ·Ø‚Ø‚Î [ÏfiÁˆ ÙË˜ (4)]

‹ ‚Ø· = ·Ø‚   [‰È·ÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ‚Î]

ÕÚ·, Ë ÔÌ¿‰· G Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹.

∞Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞={·1, ·2, …, ·Ó} Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹
ÔÌ¿‰·, ÙfiÙÂ, ÁÈ· Î¿ıÂ xŒA, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

·) ∞ = {xØ·1, xØ·2, …, xØ·Ó} Î·È 

‚) xÓ = 1.

·) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ
fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ xŒ∞ Ù· xØ·1, xØ·2, …, xØ·Ó Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ∞. ∆· ÛÙÔÈ¯Â›·
·˘Ù¿ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·Ó¿ ‰‡Ô, ·ÊÔ‡ ·Ó xØ·Ó=xØ·Ï ÌÂ ÎπÏ, ÙfiÙÂ

·Ó=·Ï, ¿ÙÔÔ. 

ŒÙÛÈ, Ù· xØ·1, xØ·2, …, xØ·Ó Â›Ó·È Ó ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ∞ Î·È ÂÔ-
Ì¤Óˆ˜ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó ÌÂ Ù· ·1, ·2, …, ·Ó (fi¯È Î·Ù·Ó¿ÁÎË ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿
·˘Ù‹). ÕÚ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ∞={xØ·1, xØ·2, …, xØ·Ó}.

‚) πÛ¯‡ÂÈ (xØ·1)Ø(xØ·2)…(xØ·Ó)=·1Ø·2…·Ó ÎÈ ÂÂÈ‰‹ Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›-
Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜, ¤¯Ô˘ÌÂ

(xØx…x)Ø(·1Ø·2…·Ó) = ·1Ø·2…·Ó

‹ xÓØ(·1Ø·2…·Ó) = 1Ø(·1Ø·2…·Ó)

‹ xÓ = 1   (È‰ÈfiÙËÙ· ‰È·ÁÚ·Ê‹˜).

¡· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› ÔÌ¿‰· ÌÂ ÙÚ›· ÛÙÔÈ¯Â›·.

§‡ÛË

1.15¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

Afi‰ÂÈÍË

1.14¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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ŒÛÙˆ (G, *) Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÔÌ¿‰·. ŒÓ· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ G ı· Â›Ó·È
ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô e ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË *. ∞˜ ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ · Î·È ‚ Ù·
¿ÏÏ· ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ G, ‰ËÏ·‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ

G = {e, ·, ‚}

£· Ú¤ÂÈ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ fiÏ· Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙË˜ Ú¿ÍË˜ ÌÂÙ·Í‡ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ
ÙÔ˘ G.
ñ e*e = e,   e*· = ·   Î·È   e*‚ = ‚
ñ ·*e = ·

∞Ó ·*‚=·, ÙfiÙÂ ·*‚=·*e, ‰ËÏ·‰‹ ‚=e, ¿ÙÔÔ.
∞Ó ·*‚=‚, ÙfiÙÂ ·*‚=e*‚, ‰ËÏ·‰‹ ·=e, ¿ÙÔÔ.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·*‚=e.

∞Ó ·*·=·, ÙfiÙÂ ·=e, ¿ÙÔÔ.
∞Ó ·*·=e, ÙfiÙÂ ·*·=·*‚, ‰ËÏ·‰‹ ·=‚, ¿ÙÔÔ.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·*·=‚.

ñ √ÌÔ›ˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ ‚*e=‚, ‚*·=e Î·È ‚*‚=·.

™˘ÁÎÂÓÙÚˆÙÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ‰ÈÏ·Ófi ›Ó·Î· ‰ÈÏ‹˜ ÂÈÛfi‰Ô˘ ÌÂ fiÏ· Ù· ·Ô-
ÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·.

∂‡ÎÔÏ·, ÙÒÚ·, ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
G={e, ·, ‚} Â›Ó·È (·‚ÂÏÈ·Ó‹) ÔÌ¿‰·.

∞Ó Ë ·Ú·¿Óˆ ÔÌ¿‰· Â›Ó·È
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹, ÙfiÙÂ ‚=·Ø·=·2 ‰Ë-
Ï·‰‹ ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ G={1, ·, ·2}.

∞Ó¿ÏÔÁ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹
ÔÌ¿‰· ÌÂ Ó ÛÙÔÈ¯Â›· (Ó≥1) ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ G={1, ·, ·2, …, ·Ó–1}.

∞Ó ∞, µ Â›Ó·È ‰‡Ô ˘ÔÔÌ¿‰Â˜ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ (G, *), Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ∞» µ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G, ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ ∞Õµ ‹ µÕ∞.

∞Ó ∞Õµ, ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞» µ=µ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.
∞Ó µÕ∞, ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞» µ=∞ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G.
∞ÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜: ‘∂ÛÙˆ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞» µ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G. £· ·Ô-

Afi‰ÂÈÍË

1.16¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∞Õµ ‹ µÕ∞. ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ, ‰ËÏ·‰‹ Î·Ó¤Ó· ·fi
Ù· Û‡ÓÔÏ· ∞, µ ‰ÂÓ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘. ∆fiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Œ∞ ÌÂ
·œµ, Î·ıÒ˜ Â›ÛË˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ‚Œµ ÌÂ ‚œ∞. ∆· ÛÙÔÈ¯Â›· ·, ‚ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ∞» µ Î·È ÂÂÈ‰‹ ÙÔ ∞» µ Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G, ÈÛ¯‡ÂÈ

·*‚Œ∞» µ, 

‰ËÏ·‰‹ ·*‚Œ∞ ‹ ·*‚Œµ.

ñ ∞Ó ·*‚=ÁŒ∞, ÙfiÙÂ ‚=·¢*ÁŒ∞ (·ÊÔ‡ ·¢, ÁŒ∞) Î·È ·˘Ùfi Â›Ó·È ¿ÙÔÔ,
ÂÂÈ‰‹ ‚œ∞.

ñ ∞Ó ·*‚=‰Œµ, ÙfiÙÂ ·=‰*‚¢ Œµ, ¿ÙÔÔ.

∞ÊÔ‡ Î·Ù·Ï‹Í·ÌÂ ÛÂ ¿ÙÔÔ, Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ∞Õµ ‹ µÕ∞.

ªÈ· ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜ ÚfiÙ·ÛË˜ Ô˘ ·Ô‰Â›Í·ÌÂ ·Ú·-
¿Óˆ Â›Ó·È Ë ÂÍ‹˜:

∞Ó ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (G, *) Â›Ó·È ËÌÈÔÌ¿‰·, ˘¿Ú¯ÂÈ eŒG ÌÂ e*·=·
ÁÈ· Î¿ıÂ ·ŒG Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ·ŒG ˘¿Ú¯ÂÈ ·¢ŒG ÌÂ ·¢*·=e, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂ-
ÙÂ fiÙÈ Ë ‰ÔÌ‹ ·˘Ù‹ Â›Ó·È ÔÌ¿‰·.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜, ·ÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó
Î·È ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜ ·*e=· Î·È ·*·¢=e.

ñ ·*e = ·*(·¢*·) = (·*·¢)*· = e*· = ·.

ñ °È· ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·¢ŒG ˘¿Ú¯ÂÈ ·¢¢ŒG ÌÂ ·¢¢*·¢=e.

Œ¯Ô˘ÌÂ

·¢¢= ·¢¢*e (·ÊÔ‡ ·¢¢ŒG, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ·)
= ·¢¢*(·¢*·) [·ÊÔ‡ e=·¢*·]
= (·¢¢*·¢)*· [Ë * Â›Ó·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹]
= e*· = ·.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ ·*·¢=e. ÕÚ·, Ë ∞ Â›Ó·È ÔÌ¿‰·.

Afi‰ÂÈÍË

1.17¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

ªÈ· ÔÌ¿‰· ‰Â ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ¤ÓˆÛË 
‰‡Ô ÁÓ‹ÛÈˆÓ ˘ÔÔÌ¿‰ˆÓ ÙË˜.
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£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÔÌ¿‰Â˜ (G, *), (G¢, �) Î·È ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: GÆG¢ Ù¤ÙÔÈ·,
ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚ŒG Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

f(·*‚)=f(·)� f(‚).

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ f(G) Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ G¢.

ñ ∞Ó Á=f(·) Î·È ‰=f(‚) Â›Ó·È ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ f(G), fiÔ˘ ·, ‚ŒG,
ÙfiÙÂ

Á�‰ = f(·) � f(‚) = f(·*‚)Œf(G),   ·ÊÔ‡   ·*‚ŒG.

ÕÚ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ f(G) Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË � ÙË˜ G¢.

ñ ∞Ó e1 Î·È e2 Â›Ó·È Ù· Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙˆÓ ÔÌ¿‰ˆÓ G Î·È G¢ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ-
¯·, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ·ŒG ¤¯Ô˘ÌÂ

f(·*e1) = f(·) � f(e1)   ‹   f(·) = f(·) � f(e1)   ‹   f(e1) = e2 [·ÊÔ‡ f(·)ŒG¢]

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô e2 ÙË˜ Ú¿ÍË˜ � ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ f(G),
·ÊÔ‡ e2=f(e1) Î·È e1ŒG.

ñ ∞Ó ·¢ Â›Ó·È ÙÔ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ ·ŒG ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Ú¿ÍË *, ÙfiÙÂ ·fi ÙË
Û¯¤ÛË ·¢*·=e1 ¤¯Ô˘ÌÂ

f(e1) = f(·¢*·) = f(·¢)� f(·)   ‹   e2 = f(·¢)� f(·),

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ f(·) ÙÔ˘ f(G) Â›Ó·È ÙÔ f(·¢),
ÙÔ ÔÔ›Ô ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ f(G), ·ÊÔ‡ ·¢ŒG.

ÕÚ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ f(G) Â›Ó·È ˘ÔÔÌ¿‰· ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ G¢.

H ·Ú·¿Óˆ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: GÆG¢ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌÔÚÊÈÛÌfi˜
‹ ÔÌÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÔÌ¿‰ˆÓ. ∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È «Â›», ‰ËÏ·‰‹
ÈÛ¯‡ÂÈ f(G)=G¢, ÙfiÙÂ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÈÌÔÚÊÈÛÌfi˜. ∞Ó G¢=G, ÙfiÙÂ Ë f
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÙË˜ G. ∂›ÛË˜, ·Ó Ë f Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË
«1–1», ÙfiÙÂ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ‹ ÌÔÓÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÔÌ¿‰ˆÓ.

∞Ó Ë f Â›Ó·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÈÛÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÂÓ‰ÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ Î·È ÂÈ-
ÌÔÚÊÈÛÌfi˜, ÙfiÙÂ Ï¤ÁÂÙ·È ·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ G. ∂ÔÌ¤Óˆ˜,
·˘ÙÔÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÔÌ¿‰·˜ G ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î¿ıÂ «1–1» Î·È «Â›» Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË f: GÆG, Ô˘ Â›Ó·È ÌÔÚÊÈÛÌfi˜ ÔÌ¿‰ˆÓ.

� ™ËÌÂ›ˆÛË:

Afi‰ÂÈÍË

(MÔÚÊÈÛÌfi˜ ÔÌ¿‰ˆÓ)1.18¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

F = {x+y�Ó�/x, yŒQ, ÓŒ�* Î·È �Ó�œQ},   Ó ÛÙ·ıÂÚfi˜,

ÌÂ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈı-
ÌÒÓ, Â›Ó·È ÛÒÌ·.

ñ ∞Ó ·=x1+y1�Ó� Î·È ‚=x2+y2�Ó� Â›Ó·È ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ F, ÙfiÙÂ

· + ‚ = (x1+x2) + (y1+y2)�Ó�ŒF   

Î·È ·Ø‚ = (x1x2+Óy1y2) + (x1y2+x2y1)�Ó�ŒF.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ F Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ + Î·È Ø ÙÔ˘ �.

ñ √È Ú¿ÍÂÈ˜ + Î·È Ø ÛÙÔ �, ¿Ú· Î·È ÛÙÔ FÕ�, Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ¤˜ Î·È
ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ¤˜. ∂›ÛË˜, Ë Ú¿ÍË Ø Â›Ó·È ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ +.

ñ ∆Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô 0=0+0�Ó� ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ F, Î·ıÒ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÙÔ ÌÔ-
Ó·‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô 1=1+0�Ó�.

ñ ∞ÓÙ›ıÂÙÔ˜ ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ x+y�Ó�ŒF Â›Ó·È ÙÔ –x–y�Ó�=(–x)+(–y)�Ó� ŒF.

ñ ∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ x+y�Ó�ŒF* Â›Ó·È ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô

= = ��x2 –

x

Óy2�� + ��x2

–

–

y

Óy2���Ó�ŒF*.

ÕÚ·, Ë ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ (F, +, Ø) Â›Ó·È ÛÒÌ·.

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ (∞, +, Ø) ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ
‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›·.

∞Ó Ù· ‰‡Ô Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· 0 Î·È 1 ÙÔ˘ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘ ‹Ù·Ó ›Û·, ÙfiÙÂ ÁÈ·
Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô · ÙÔ˘ ∞ ı· Â›¯·ÌÂ ·=·Ø1=·Ø0=0, ‰ËÏ·‰‹ Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ ı·
‹Ù·Ó ÌË‰ÂÓÈÎfi˜, Ô˘ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ. ÕÚ· 0π1 Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ ¤¯ÂÈ
ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ‰‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›·.

Afi‰ÂÈÍË

1.20¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

x – y�Ó�
�
x2 – Óy2

1
�
x + y�Ó�

Afi‰ÂÈÍË

1.19¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
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°È· ÙÚ›· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û‡ÓÔÏ· ∞, µ Î·È ° Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

·) ∞Ó ∞Õµ, ÙfiÙÂ ∞¥°Õµ¥°.

‚) ∞¥(µ« °) = (∞¥µ)« (∞¥°).

Á) ∞¥(µ–°) = (∞¥µ) – (∞¥°).

¡· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ù· Û‡ÓÔÏ·

∞ = {2Ó+1 / ÓŒ�}   Î·È   µ = {x+y�3� / x, yŒQ*}

Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi Ú·ÁÌ·ÙÈ-
ÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË * ÌÂ x*y=x+y–xy.

·) N· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ù· Û‡ÓÔÏ· �, � Î·È � Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙ¿ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

‚) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ Î·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹.

Á) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *.

‰) ¶ÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ � ¤¯Ô˘Ó Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *;

Â) ¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ Â˘Ú‡ÙÂÚÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ∞ ÙÔ˘ � Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ Ë ‰ÔÌ‹ (∞, *)
Ó· Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·;

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ = ��45
·

–

+

4

1

‚
� / ·, ‚Œ�� Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÏÏ·-

Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

1.4ÕÛÎËÛË

1.3ÕÛÎËÛË

1.2ÕÛÎËÛË

1.1ÕÛÎËÛË

AÛÎ‹ÛÂÈ˜AÛÎ‹ÛÂÈ˜
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™ÙÔ � ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË � ÌÂ x �y=log·(·x+·y), fiÔ˘ · ÛÙ·ıÂÚfi˜ ıÂÙÈ-
Îfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ ·π1. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ‰ÔÌ‹ (�, �) Â›Ó·È ËÌÈÔÌ¿‰·,
·ÏÏ¿ fi¯È ÔÌ¿‰·.

∞Ó ÛÂ ÌÈ· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· G ÈÛ¯‡ÂÈ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘Ó-
ı‹ÎÂ˜, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÔÌ¿‰· ·˘Ù‹ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹.

·) (·Ø‚)2 = ·2Ø‚2, ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚ŒG.

‚) (·Ø‚)3 = ·3Ø‚3, (·Ø‚)4 = ·4Ø‚4 Î·È (·Ø‚)5 = ·5Ø‚5, ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚ŒG.

Á) ·–1 = ·, ÁÈ· Î¿ıÂ ·ŒG.

‰) ‚–1Ø·–1Ø‚Ø· = 1, ÁÈ· Î¿ıÂ ·, ‚ŒG.

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

f: AÆA, ÌÂ AÕ�

Â›Ó·È ÔÌ¿‰· ÌÂ Ú¿ÍË ÙË Û‡ÓıÂÛË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ.

™’ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ∞π∆ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ÂÛˆÙÂÚÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ * Î·È � ÌÂ Ô˘‰¤ÙÂ-
Ú· ÛÙÔÈ¯Â›· e1 Î·È e2 ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. 

∞Ó ÁÈ· Î¿ıÂ x, y, z, ˆŒ∞ ÈÛ¯‡ÂÈ

(x*y)� (z*ˆ) = (x� z)*(y�ˆ),

Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

·) e1 = e2,

‚) x*y = x�y, ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒA Î·È

Á) ÔÈ ‰‡Ô Ú¿ÍÂÈ˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ¤˜ Î·È ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ¤˜.

1.8ÕÛÎËÛË

1.7ÕÛÎËÛË

1.6ÕÛÎËÛË

1.5ÕÛÎËÛË
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°È· Î¿ıÂ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· G ÌÂ 4 ÛÙÔÈ¯Â›· Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ·
Î¿ıÂ xŒG ÈÛ¯‡ÂÈ ·) x4 = 1  

Î·È ‚) G = {1, x, x2, x3}.

ŒÛÙˆ ÌÈ· ÔÌ¿‰· (G, *) Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f: GÆG ÌÂ f(x)=x¢ (x¢ ÙÔ Û˘Ì-
ÌÂÙÚÈÎfi ÙÔ˘ x ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ *). 

∞Ó ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒG ÈÛ¯‡ÂÈ f(x*y)=f(x)*f(y), Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÔÌ¿‰· Â›-
Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹.

∞Ó ·, ‚ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÈ·˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜ G ÌÂ ·Ø‚=‚Ø·, Ó·
·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

·) ·–1Ø‚ = ‚Ø·–1.

‚) ·ÓØ‚ = ‚Ø·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Ó.

Á) ·ÓØ‚Ó = ‚ÓØ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ÓŒ�*.

‰) ·ÓØ‚Ì = ‚ÌØ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ Ì, ÓŒ�.

∞Ó ·, ‚ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÈ·˜ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹˜ ÔÌ¿‰·˜ G, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

·) (·–1Ø‚Ø·)Ó=·–1Ø‚ÓØ·, ÁÈ· Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ·Î¤Ú·ÈÔ Ó.

‚) ∞Ó ·Ø‚=‚4Ø· Î·È ‚6=1, ÙfiÙÂ ‚3=1 Î·È ·Ø‚=‚Ø·.

∞Ó ·, ‚ŒG Î·È Ë ‰ÔÌ‹ (G, Ø) Â›Ó·È ÔÌ¿‰·, Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙËÓ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·:

(·‚)3=1 ¤ (‚Ø·)3=1.

1.13ÕÛÎËÛË

1.12ÕÛÎËÛË

1.11ÕÛÎËÛË

1.10ÕÛÎËÛË

1.9ÕÛÎËÛË
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