


3

ΠPOΛOΓOΣ

Tα τελευτα�α �ρ	νια στη M�ση Eκπα�δευση ���υν πραγµατ�π�ιηθε� �ρι-
σµ�νες αλλαγ�ς στη διδασκαλ�α των Mαθηµατικ�ν.

T�τ�ιες αλλαγ�ς, για παρ�δειγµα, ε�ναι:

➧ η κατ�ργηση των συµ�	λων  fi, ", $

➧ τ� σ�µ��λ�  ÷̀
ν

α  �ρ��εται µ	ν� 	ταν  ·≥0
➧ η µη συστηµατικ� µελ�τη των ακ�λ�υθι�ν

➧ η µη �παρ�η στ�ι�ε�ων Mαθηµατικ�ς Λ�γικ�ς

➧ η σε ��θ�ς µελ�τη τ�υ ∆ια!�ρικ�� και Oλ�κληρωτικ�� Λ�γισµ��.

Παρακ�λ�υθ�ντας την Πανεπιστηµιακ� �ι�λι�γρα!�α της ��ρας µας,
διαπ�στωσα 	τι, στην πλει�ν	τητ� τ�υς, �ι πανεπιστηµιακ�� µας δ�σκαλ�ι
δεν ���υν λ��ει υπ	ψη τ�υς τις αλλαγ�ς αυτ�ς, µε απ�τ�λεσµα �ι !�ιτητ�ς
να µη µπ�ρ��ν να πρ�σαρµ�στ��ν ε�κ�λα στ� ν�� γι’ αυτ��ς ε�δ�ς γρα!�ς.

Aπ�!�σισα λ�ιπ	ν να παρ�υσι�σω µια σειρ� ��ηθηµ�των για τ�υς !�ι-
τητ�ς των A.E.I και T.E.I, �εκιν�ντας απ	 τη Mαθηµατικ� Aν�λυση. T� �ι-
�λ�� αυτ	 περι��ει τ�σσερα κε!�λαια (Aκ�λ�υθ�ες, Σειρ�ς, Παρ�γωγ�ι, Oλ�-
κληρ�µατα). Στ� κε!�λαι� των Σειρ�ν η θεωρ�α παρ�υσι��εται διε��δικ�,
α!�� � !�ιτητ�ς συναντ� για πρ�τη !�ρ� την �νν�ια αυτ�.

Στα �λλα κε!�λαια η θεωρ�α παρ�υσι��εται συν�πτικ�, α!��, σ�εδ	ν στ�
σ�ν�λ	 της, ε�ναι γνωστ� απ	 τ� Λ�κει�. Aκ�λ�υθ��ν π�λλ� λυµ�να παρα-
δε�γµατα, µε την απαιτ��µενη κ�θε !�ρ� µεθ�δ�λ�γ�α, π�υ καλ�πτ�υν την
�λη µε κ�θε λεπτ�µ�ρεια.

Στ� τ�λ�ς κ�θε κε!αλα��υ υπ�ρ��υν ασκ�σεις, πρ�τειν	µενες για λ�ση,
των �π��ων �ι υπ�δε��εις � απαντ�σεις δ�ν�νται στ� τ�λ�ς τ�υ �ι�λ��υ.

Θεσσαλ�ν�κη, Σεπτ�µ�ρι�ς 1998 Θαν�σης &�ν�ς
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1.1 BA™IKE™ ENNOIE™ ™TI™ AKO§OY£IE™

● AÓ ÛÙÔ˘˜ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ 1, 2, 3, …, Ó, Ó+1, … ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  ·1, ·2, ·3, …, ·Ó, ·Ó+1, …, ÙfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÈ·  Û˘Ó¿ÚÙËÛË
·: ƒ*Æó,  Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ακ�λ�υθ�α πραγµατικ�ν αριθµ�ν Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Â-

Ù·È ÌÂ
·Ó  ÌÂ  Ó = 1, 2, …   ‹   (·Ó)  ÓŒƒ*   ‹   (·Ó)

OÈ ·ÚÈıÌÔ›  ·1, ·2, …, ·Ó, … Ï¤ÁÔÓÙ·È �ρ�ι ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ (ÚÒÙÔ˜, …., ÓÈÔÛÙfi˜,
… ).  O  ·Ó  Ï¤ÁÂÙ·È Â›ÛË˜ γενικ�ς �ρ�ς ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜.
Παρ�δειγµα: ŸÙ·Ó ‰›ÓÂÙ·È Ô ÁÂÓÈÎfi˜ fiÚÔ˜  ·Ó   ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (·Ó ),  ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  Ó,
ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ fiÚÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Î·È Ï¤ÌÂ fiÙÈ η ακ�λ�υθ�α �ρ��εται.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó Â›Ó·È  ·Ó  = (–1)ÓØÓ
Ó2+1

 ,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

·1 = – 1
2
 ,   ·2 = 2

5
 ,  ·3 = –  3

10
 ,   ·4 = 4

17
   Î.Ô.Î

Γεν�κευση τ�υ �ρισµ��:  AÓ  E  Â›Ó·È ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË
·:  ƒ*ÆE  Ï¤ÁÂÙ·È ακ�λ�υθ�α στ�ι�ε�ων τ�υ  E.  ŒÙÛÈ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘-

ÌÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÔÏ˘ÁÒÓˆÓ, ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÎÏ. E›ÛË˜, ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÈ·
Û˘Ó¿ÚÙËÛË  ·: AÆó,  fiÔ˘  AÕƒ*,  ÙfiÙÂ ·˘Ù‹ Ï¤ÁÂÙ·È ακ�λ�υθ�α �ρισµ"νη
στ�  A.  AÓ  ÙÔ  A  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ, ÙfiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ï¤ÁÂÙ·È πεπε-
ρασµ"νη.
™Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ ı· ·Û¯ÔÏËıÔ‡ÌÂ ÌfiÓÔ ÌÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

● Γρ��ηµα ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (·Ó)  Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

G = {(Ó, ·Ó)/ ÓŒƒ*}

Î·È Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·˘ÙÔ‡ ÛÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙË γρα�ικ# παρ�-
σταση της ακ�λ�υθ�ας.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì· ‰›ÓÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ·Ó= (–1)Ó

Ó
 ,

Ë ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›· (1, –1),  ( )2, 1
2

   ,  ( )3, – 1
3

   ,  ( )4, 1
4

   , …

1/2

y

x

–1

1O 2 3 4

1/4

1/3
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● MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó)  Ï¤ÌÂ fiÙÈ �ρ��εται επαγωγικ�, fiÙ·Ó ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ  Î
ÚÒÙÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ Î·È ÌÈ· ·Ó·‰ÚÔÌÈÎ‹ Û¯¤ÛË (αναδρ�µικ�ς τ�π�ς) Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ
ÙÔÓ fiÚÔ  ·Ó+Î  ÌÂ ÙÔ˘˜  ·Ó+Î–1,  ·Ó+Î–2, …,  ·Ó.

MÈ· Ù¤ÙÔÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ï¤ÁÂÙ·È Â›ÛË˜ αναδρ�µικ#  κ  τ�$ης.

X·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·Ó·‰ÚÔÌÈÎÒÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ Â›Ó·È:

i) η αριθµητικ# πρ��δ�ς  (·Ó),  fiÔ˘ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ

·Ó+1 = ·Ó+ˆ  (ˆŒó  ÛÙ·ıÂÚfi˜)

ii) η γεωµετρικ# πρ��δ�ς  (·Ó),  fiÔ˘ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ ·Óπ0  Î·È

·Ó+1 = ·ÓØÏ  (ÏŒó* ÛÙ·ıÂÚfi˜)

iii) η αρµ�νικ# πρ��δ�ς  (·Ó),  fiÔ˘ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ  ·Óπ0  Î·È

1
·Ó+1

 = 1
·Ó

 + ˆ  (ˆŒó ÛÙ·ıÂÚfi˜)

iv) η ακ�λ�υθ�α Fibonacci  (·Ó),  Ë ÔÔ›· ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜

·1=1,   ·2=1    Î·È    ·Ó+2 = ·Ó+1+·Ó,

‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ fiÚÔ˘˜  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, …

Σηµε�ωση: ™ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô  (·Ó)  ÈÛ¯‡ÂÈ

·Ó = ·1+(Ó–1)ˆ   Î·È   SÓ = ·1+·2+ … +·Ó = (·1+·Ó)ØÓ
2

 ,

ÂÓÒ ÛÙË ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô ÌÂ ÏfiÁÔ  Ïπ1  ÈÛ¯‡ÂÈ

·Ó = ·1 ØÏÓ–1  Î·È  SÓ = ·1(ÏÓ–1)
Ï–1

 .

ŒÙÛÈ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ

1+2+3+ … +Ó = Ó(Ó+1)
2

  Î·È  1+Ï+Ï2+ … + ÏÓ–1 = Ï
Ó–1

Ï–1
  (Ïπ1)

● AÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó),  ÙfiÙÂ Î¿ıÂ ÂÈÏÔÁ‹ ¿ÂÈÚˆÓ fiÚˆÓ, ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿
Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È, Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÌÈ· υπακ�λ�υθ�α ÙË˜  (·Ó).

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ·fi ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ·1, ·2, ·3, …,  ·Ó, … ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ ÌÂ ‰Â›ÎÙË
ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘ 3,  ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ˘˜  ·3, ·6, ·9,…, ·3Ó, …, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  ÙËÓ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·3Ó)
ÙË˜  (·Ó) .  X·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¤˜ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (·Ó)   Â›Ó·È ÔÈ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (·2Ó)
Î·È  (·2Ó–1)  ÙˆÓ ¿ÚÙÈˆÓ Î·È ÂÚÈÙÙÒÓ ‰ÂÈÎÙÒÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
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Παραδε�γµατα - E�αρµ�γ"ς

11
Nα �ρ�σετε επαγωγικ� τις ακ�λ�υθ�ες

αν = 1
ν

    και   %ν = 2ν–3
ν+1

  .

Λ�ση:
™˘Ó‹ıˆ˜ fiÙ·Ó Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÔÚ›˙ÂÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿, ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÂÚ›-

ÙˆÛË ÙË˜ ·Ó·‰ÚÔÌÈÎ‹˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ 1Ë˜ Ù¿ÍË˜.

i) E›Ó·È

·Ó+1 = 1
Ó+1

 = 1

  1
·Ó

 +1
  

 Î
È

 ̊
˘·ÊÔ‡  ·Ó = 1

Ó
  Î·È  Ó =  1

·Ó
   ,

‰ËÏ·‰‹  ·Ó+1 = ·Ó
1+·Ó

 .

ÕÚ·  ÏÔÈfiÓ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÔÚ›˙ÂÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

·1=1  Î·È  ·Ó+1 = ·Ó
1+·Ó

  .

ii) Œ¯Ô˘ÌÂ:

‚Ó+1 = 2(Ó+1)–3
(Ó+1)+1

 = 2Ó–1
Ó+2

 .

H ÈÛfiÙËÙ·  ‚Ó = 2Ó–3
Ó+2

  ‰›ÓÂÈ ÙÂÏÈÎ¿  Ó = 3+‚Ó
2–‚Ó

  (‚Óπ2)  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

‚Ó+1 = 
2 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

3+‚Ó
2–‚Ó

   –1

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

3+‚Ó
2–‚Ó

   + 2
 = 4+3‚Ó

7–‚Ó
 .

ÕÚ· Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (‚Ó)  ÔÚ›˙ÂÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿ ˆ˜ ÂÍ‹˜

‚1 = – 1
2
   Î·È  ‚Ó+1 = 4+3‚Ó

7–‚Ó
 .

22
Aν  α1=1  και  αν+1 = ν+αν,  να %ρε�τε τ� γενικ� �ρ�  αν  ως συν�ρτηση τ�υ ν.

Λ�ση:
°È· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ¤¯Ô˘ÌÂ  ·Ó+1–·Ó = Ó  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

·2–·1 =1,   ·3–·2 = 2,   ·4–·3 = 3, …, ·Ó –·Ó–1 = Ó–1.
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¶ÚÔÛı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜  Ó  ÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

·Ó–·1 = 1+2+3+ … + (Ó–1)   ‹   ·Ó–1 = (Ó–1)Ó
2

    ‹   ·Ó = Ó
2–Ó+2

2
 .

33
∆�νεται η ακ�λ�υθ�α (αν) µε  α1=α  και  αν+1 = λαν+µ,  �π�υ λ, µŒó και  λπ1.
i) Nα απ�δει�τε� �τι η ακ�λ�υθ�α µε γενικ� �ρ�  %ν = αν–ρ  ε�ναι γεωµε-

τρικ# πρ��δ�ς, �π�υ  ρ  η ρ��α της ε$�σωσης  x = λx+µ.
ii) Nα %ρεθε� �  αν  ως συν�ρτηση τ�υ  ν.
iii) Aν  α1=–3  και  5αν+1 = 3αν–4,  να %ρεθε� �  αν  ως συν�ρτηση τ�υ  ν.

Λ�ση:

i) H ÂÍ›ÛˆÛË  x = Ïx+Ì  ¤¯ÂÈ Ú›˙· ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  Ú = Ì
1–Ï

 .   EÂÈ‰‹

‚Ó+1 = ·Ó+1–Ú = Ï·Ó+Ì– Ì
1–Ï

 = Ï·Ó – ÏÌ
1–Ï

 = Ï  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ·Ó–  Ì

1–Ï
   = ÏØ‚Ó,

Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (‚Ó)  Â›Ó·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô˜ ÌÂ ÏfiÁÔ  Ï.

ii) EÂÈ‰‹ ‚Ó = ‚1ØÏÓ–1 = (·1–Ú)ØÏÓ–1 = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ· –  Ì

1–Ï
   ØÏÓ–1

Î·È ‚Ó = ·Ó–Ú,  Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

·Ó = Ú+‚Ó = Ì
1–Ï

 + 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ· –  Ì

1–Ï
   ØÏÓ–1

iii) H ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·˘Ù‹ ¤¯ÂÈ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÌÔÚÊ‹ ÌÂ  ·=–3,  Ï = 3
5
  Î·È  Ì = – 4

5
 .

EÔÌ¤Óˆ˜ ·Ó = 
– 4

5

1– 3
5

 + 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

– 3 + 

4
5

1– 3
5

   Ø 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

3
5

 
Ó–1

 = –2 – 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

3
5

 
Ó–1

.

44
Mια ακ�λ�υθ�α  (αν)  �ρ��εται επαγωγικ� ως ε$#ς

α1=α, α2=%   και   αν+2 = καν+1+λαν (κ, λŒó*).

Θεωρ��µε και την ε$�σωση
x2 = κx+λ (1)

i) Aν η (1) "�ει δ�� ρ��ες  ρ1, ρ2  πραγµατικ"ς �νισες, να απ�δε�$ετε �τι �
αν  γρ��εται ως �θρ�ισµα των νι�στ�ν �ρων δ�� γεωµετρικ�ν πρ��-
δων µε λ�γ�υς  ρ1  και  ρ2.

ii) Aν η (1) "�ει διπλ# ρ��α  ρ,  να απ�δε�$ετε �τι �  αν  ε�ναι γιν�µεν� των
νι�στ�ν �ρων αριθµητικ#ς και γεωµετρικ#ς πρ��δ�υ µε λ�γ�  ρ.

iii) Bρε�τε τ� νι�στ� �ρ� της ακ�λ�υθ�ας  1, 1, 2, 3, 5, 8, …
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Λ�ση:

i) £· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  Á, ‰Œó  Ù¤ÙÔÈÔÈ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

·Ó = ÁØÚÓ–1
1 +‰ØÚÓ–1

2 (2)

Afi ÙË (2), ÁÈ·  Ó=1  Î·È  Ó=2,  ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜

Á+‰ = ·1=·   Î·È  ÁÚ1+‰Ú2 = ‚,

·’ fiÔ˘ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

Á = ·Ú2–‚
Ú2–Ú1

   Î·È  ‰ = ‚–·Ú1
Ú2–Ú1

 .

Y¿Ú¯Ô˘Ó ÏÔÈfiÓ  Á, ‰Œó  ÒÛÙÂ Ë  (2)  Ó· ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ·  Ó=1  Î·È  Ó=2.

AÓ Ë  (2) ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ·  Ó=Ì  Î·È  Ó = Ì+1,  ÙfiÙÂ ·ÏËıÂ‡ÂÈ Î·È ÁÈ·  Ó = Ì+2,  ÁÈ·Ù›

·Ì+2 = Î·Ì+1+Ï·Ì = Î(ÁÚÌ
1+‰ÚÌ

2)+Ï(ÁÚÌ–1
1 +‰ÚÌ–1

2 ) =

= (Ú1+Ú2)(ÁÚÌ
1+‰ÚÌ

2)–Ú1Ú2(ÁÚÌ–1
1 +‰ÚÌ–1

2 ) = ÁÚÓ+1
1 +‰ÚÓ+1

2

ÕÚ· Ë (2) ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*.

ii) OÌÔ›ˆ˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ  ·Ó = [Á+(Ó–1)‰]ØÚÓ–1,  fiÔ˘  Á=·,  ‰ = 2‚
Î

 –·  Î·È  Ú = Î
2
 .

iii) ¶ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  Fibonacci  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜

·1=1,  ·2=1  Î·È  ·Ó+2 = ·Ó+1+·Ó

°È·  Î=1  Î·È  Ï=1,  Ë ÂÍ›ÛˆÛË  x2 = Îx+Ï,  ‰ËÏ·‰‹  x2–x–1 = 0,  ¤¯ÂÈ Ú›˙Â˜

Ú1 = 1+÷̀5
2

    Î·È   Ú2 = 1–÷̀5
2

ŒÙÛÈ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ (i),  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔÓ Ù‡Ô ÙÔ˘ Binet

·Ó = ÷̀5
5

 Ø  Î
È

 ̊
˘

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1+÷̀5
2

 
Ó–1

 –  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1–÷̀5
2

 
Ó–1

 ,  ÓŒƒ*.

55

Nα %ρε�τε τ�υς �ρ�υς της ακ�λ�υθ�ας  αν = 3ν+2
4

 ,  π�υ ε�ναι �υσικ�� αριθ-

µ��.

Λ�ση:

O Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ó,  ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂÓÔ˜ ÌÂ ÙÔ 4  ·›ÚÓÂÈ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÌÔÚÊ¤˜

4Î,  4Î+1,  4Î+2  Î·È 4Î+3 (ÎŒƒ).

AÓ  Ó=4Î, ÙfiÙÂ  ·Ó = 12Î+2
4

 = 3Î +1
2
 œƒ.

AÓ  Ó=4Î+1, ÙfiÙÂ  ·Ó  = 12Î+5
4

 = 3Î + 5
4
 œƒ.
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AÓ  Ó=4Î+2, ÙfiÙÂ  ·Ó = 12Î+8
4

 = 3Î+2Œƒ.

AÓ  Ó=4Î+3, ÙfiÙÂ  ·Ó = 12Î+11
4

 = 3Î + 11
4

 œƒ.

ÕÚ·, Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› Â›Ó·È ÔÈ fiÚÔÈ  ·4Î+2  ÌÂ  ÎŒƒ,  ‰ËÏ·‰‹ ÔÈ ·2, ·6, ·10, ·14, …

66
Nα ε$ετ�σετε αν "��υν κ�ιν��ς �ρ�υς �ι ακ�λ�υθ�ες µε γενικ��ς �ρ�υς

αν = ν–1  και  %ν = 8
ν+1

 .

Λ�ση:
ŒÛÙˆ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  Î, ÌŒƒ* Ù¤ÙÔÈÔÈ, ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ ·Î=‚Ì,  ‰ËÏ·‰‹

Î–1 = 8
Ì+1

(1)

EÂÈ‰‹ Ô  Î–1  Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ˜, ı· Ú¤ÂÈ Î·È Ô  8
Ì+1

  Ó· Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔ˜, ‰ËÏ·‰‹ Ô

Ì+1  Ó· Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ 8.

AÓ  Ì+1 = 2, ‰ËÏ·‰‹  Ì=1,  ÙfiÙÂ Ë  (1)  ‰›ÓÂÈ  Î=5  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  ·5=‚1.

AÓ  Ì+1=4, ‰ËÏ·‰‹  Ì=3,  ÙfiÙÂ Ë (1)  ‰›ÓÂÈ  Î=3  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ·3=‚3.

AÓ  Ì+1=8, ‰ËÏ·‰‹  Ì=7,  ÙfiÙÂ  Î=2  Î·È  ·2=‚7.

ÕÚ· ÏÔÈfiÓ ÔÈ ÌÔÓ·‰ÈÎÔ› ÎÔÈÓÔ› fiÚÔÈ ÙˆÓ ‰‡Ô ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ Â›Ó·È ÔÈ

·2=‚7=1,   ·3=‚3=2   Î·È  ·5=‚1=4.

77
Nα υπ�λ�γ�σετε τ� �θρ�ισµα των  ν  πρ�των �ρων της µικτ#ς πρ��δ�υ

 α, 2αλ, 3αλ2, 4αλ3, … (αŒó,  λŒó*)

Λ�ση:
£· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·

SÓ = ·+2·Ï+3·Ï2+4·Ï3+ … + Ó·ÏÓ–1 (1)

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· Ì¤ÏË ÙË˜  (1)  ÌÂ ÙÔ  Ï  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

ÏØSÓ = ·Ï+2·Ï2+3·Ï3+4·Ï4+ … + Ó·ÏÓ (2)

AÊ·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜  (1), (2)  Î·Ù¿ Ì¤ÏË Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ

SÓ–ÏØSÓ = ·+(2·Ï–·Ï)+(3·Ï2–2·Ï2) + … + (Ó·ÏÓ–1–(Ó–1)·ÏÓ–1)–Ó·ÏÓ

‹ (1–Ï)ØSÓ = (·+·Ï+·Ï2+ … + ·ÏÓ–1)–Ó·ÏÓ (3)
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TÔ  ·+·Ï+·Ï2+ … + ·ÏÓ–1  Â›Ó·È ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ  Ó  ÚÒÙˆÓ fiÚˆÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹˜

ÚÔfi‰Ô˘ Î·È ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ  ·(ÏÓ–1)
Ï–1

 ,  fiÙ·Ó  Ïπ1.

● AÓ  Ï=1,  ÙfiÙÂ  SÓ = ·+2·+3·+ … + Ó· = ·(1+2+ … +Ó) = ·Ó(Ó+1)
2

● AÓ   Ïπ1,   Ë (3)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(1–Ï)ØSÓ = ·(ÏÓ–1)
Ï–1

 – Ó·ÏÓ

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

SÓ = ·(1–ÏÓ)
(1–Ï)2  – Ó·ÏÓ

1–Ï
 .
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1.2 MONOTONE™ AKO§OY£IE™

● MÈ· ·ÎfiÏÔ˘ı›·  (·Ó)  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È:

i) γνησ�ως α�$�υσα, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ  ·Ó+1>·Ó

ii) γνησ�ως �θ�ν�υσα,  fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ  ·Ó+1<·Ó

iii) α�$�υσα, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ ·Ó+1≥·Ó

iv) �θ�ν�υσα, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ  ·Ó+1≤·Ó.

MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·‡ÍÔ˘Û· ‹ Êı›ÓÔ˘Û· Ï¤ÁÂÙ·È µ�ν�τ�νη, ÂÓÒ ÌÈ· ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡-
ÍÔ˘Û· ‹ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ï¤ÁÂÙ·È γνησ�ως µ�ν�τ�νη.

● H ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Á›ÓÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ·-
Ú·Î¿Ùˆ ÙÚfiÔ˘˜.

α) BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜  ·Ó+1–·Ó.

%) AÓ ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (·Ó)  ¤¯Ô˘Ó ÛÙ·ıÂÚfi ÚfiÛËÌÔ, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂÙÔ ËÏ›ÎÔ
·Ó+1
·Ó

  Î·È ÙÔ Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ 1.

AÓ .¯. Â›Ó·È ·Ó < 0  Î·È  ·Ó+1
·Ó

 <1,  ÙfiÙÂ  ·Ó+1>·Ó.

γ) AÓ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÔÚ›˙ÂÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿, ÙfiÙÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÈÛfi-
ÙËÙ·  ·Ó+1>·Ó  ‹  ·Ó+1<·Ó  ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ Â·ÁˆÁ‹˜.

Παραδε�γµατα - E�αρµ�γ"ς

11
Nα µελετηθ��ν ως πρ�ς τη µ�ν�τ�ν�α �ι ακ�λ�υθ�ες

αν = 2ν+(–1)ν,  %ν = 1
ν

 + 1
ν+1

 + 1
ν+2

 + … + 1
2ν

   και   γν = ν
2+3
ν

 .

Λ�ση:

● ·Ó+1–·Ó = [2(Ó+1)+(–1)Ó+1]–[2Ó+(–1)Ó] = 2–2(–1)Ó = 
 Ó
Ì
Ï

 
0, ·Ó Ó  ¿ÚÙÈÔ˜
4, ·Ó Ó ÂÚÈÙÙfi˜

ŒÙÛÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ¤¯Ô˘ÌÂ  ·Ó+1–·Ó≥0  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó)  Â›Ó·È

·‡ÍÔ˘Û·.

● ‚Ó+1–‚Ó = 
 Î
È

 ̊
˘ 

1
Ó+1

 +  1
Ó+2

 + … +  1
2(Ó+1)

   – 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
Ó
 +  1

Ó+1
 +  1

Ó+2
 + … +  1

2Ó
   =
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= 1
2Ó+1

 + 1
2Ó+2

 – 1
Ó
 = –(3Ó+2)

Ó(2Ó+1)(2Ó+2)
 < 0

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (‚Ó)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·.

● ÁÓ+1–ÁÓ = (Ó+1)2+3
Ó+1

 – Ó
2+3
Ó

 = Ó
2+Ó–3

Ó(Ó+1)

°È·  Ó=1  Â›Ó·È  Ó2+Ó–3<0,  ÂÓÒ ÁÈ·  Ó≥2  Â›Ó·È  Ó2+Ó–3>0.

ÕÚ· Ë ‰È·ÊÔÚ¿  ÁÓ+1–ÁÓ  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi ÚfiÛËÌÔ, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·
(ÁÓ)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÔÓË ‹ ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË.

22
Mελετ#στε ως πρ�ς τη µ�ν�τ�ν�α τις ακ�λ�υθ�ες

αν = ν!
νν   και   %ν = – 

1/3/5 …  (2ν–1)
2/4/6 … (2ν)

  .

Λ�ση:

● °È· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  Â›Ó·È  ·Ó>0  Î·È  ·Ó+1
·Ó

 = (Ó+1)! 
(Ó+1)Ó+1 : Ó!

ÓÓ = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

Ó
Ó+1

 
Ó
 <1.

EÔÌ¤Óˆ˜  ·Ó+1<·Ó,  Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  (·Ó)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·.

● E›ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ  ‚Ó<0  Î·È

  ‚Ó+1
‚Ó

  = 1Ø3Ø5 … (2Ó–1 ) Ø (2Ó+1)
2 Ø 4Ø6 … (2Ó) Ø (2Ó+2)

 : 1Ø3Ø5 … (2Ó–1)
2Ø4Ø6 … (2Ó)

 = 2Ó+1
2Ó+2

 <1,

ÔfiÙÂ  ‚Ó+1>‚Ó  Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi Ë  (‚Ó)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·.

33
Nα µελετ#σετε ως πρ�ς τη µ�ν�τ�ν�α τις ακ�λ�υθ�ες π�υ �ρ���νται ως
ε$#ς:

i) α1=5  και  αν+1  = ÷̀````
3

3+4αν  ,

ii) α1 = λ>0  και  αν+1 = λ+α2
ν,

iii) α1=3  και  αν+1 = 
3αν–4
αν–1

 .

Λ�ση:

i) E›Ó·È  ·2 = ÷̀````
3

3+4·1 = ÷̀̀ `
3

23 < ·1  Î·È ·Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ·Î+1<·Î,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

4·Î+1 < 4·Î  ‹  3+4·Î+1 < 3+4·Î   ‹   ÷̀`````
3

3+4·Î+1 < ÷̀````
3

3+4·Î  ‹  ·Î+2 < ·Î+1.

ÕÚ· ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ  ·Ó+1 < ·Ó,  Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  (·Ó)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜

Êı›ÓÔ˘Û·.
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ii) E›Ó·È  ·2 = Ï+·2
1 > Ï=·1  Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ  ·Î+1> ·Î.

E‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ  (ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ Â·ÁˆÁ‹˜) fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ¤¯ÂÈ ıÂ-
ÙÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜.
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

·Î+1 > ·Î   ‹   ·2
Î+1 > ·2

Î   ‹   Ï+·2
Î+1 > Ï+·2

Î   ‹   ·Î+2>·Î+1

ÕÚ·  ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*  Â›Ó·È  ·Ó+1>·Ó  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (·Ó)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡-

ÍÔ˘Û·.

iii) ·Ó+1–·Ó = 3·Ó–4
·Ó–1

 –·Ó = – (·Ó–2)2

·Ó–1

£·  Û˘ÁÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ  ·Ó  ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  1  Î·È  2.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  ·1 = 3>2  Î·È  ·Ó  ·Î>2,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

·Î+1>2 ¤ 3·Î–4
·Î–1

 > 2 ¤ 3·Î–4 > 2(·Î–1)     [·ÊÔ‡ ·Î–1 > 1 > 0]

¤ ·Î>2,  Ô˘ ·ÏËıÂ‡ÂÈ

ÕÚ· ÁÈ· Î¿ıÂ ÓŒƒ*  ÈÛ¯‡ÂÈ ·Ó>2,  ÔfiÙÂ

·Ó+1–·Ó = – (·Ó–2)2

·Ó–1
 < 0,

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  (·Ó)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·.
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A ™ K H ™ E I ™

1. N· ÔÚ›ÛÂÙÂ Â·ÁˆÁÈÎ¿ ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

·Ó=Ó2,  ‚Ó= 1
3
 Ø2Ó–1,  ÁÓ= Ó

4Ó–1
   Î·È   ‰Ó = ÷̀````3 ÷̀````3 … ÷̀3  (Ó ÚÈ˙ÈÎ¿).

2. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi fiÚÔ  ·Ó,  ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  Ó,  ÛÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜

i) ·1=1 Î·È ·Ó+1 = Ó2+·Ó

ii) ·1=1 Î·È ·Ó+1 = Ó
Ó+1

 ·Ó

iii) ·1=·π0 Î·È ·Ó+1 = ( )1 + 1
Ó

   ·Ó

iv) ·1=1 Î·È ·Ó+1 = ·Ó+2Ó

v) ·1=1 Î·È ·Ó+1 = (Ó+1)·Ó.

3. MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó)  ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜  ·1=2  Î·È  ·Ó+1 = 1
3
 (2·Ó+7)

i) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ‚Ó = ·Ó–7  Â›Ó·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô˜.
ii) N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi fiÚÈÔ ·Ó ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  Ó.
iii) N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ  lim·Ó.

4. °È· ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó)  ÌÂ   ·1=1  Î·È  ·Ó+1 = 6(1+·Ó)
7+·Ó

 , Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ

i) Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ‚Ó = ·Ó–2
·Ó+3

  Â›Ó·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô˜ Î·È   ii) lim·Ó=2.

5. AÓ  ·1=3  Î·È  ·Ó+1 = 3·Ó–4
·Ó–1

 ,  Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ÙÂ›  fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ‚Ó = 1
·Ó–2

  Â›Ó·È ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÚfiÔ-

‰Ô˜ Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ lim·Ó, ·ÊÔ‡ ÚÒÙ· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› Ô  ·Ó  ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ Ó.

6. AÓ  ·Ó = 2
Ó–1

4Ó–1
  ,  Ó· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ lim

ÓÆ+•
  (·1+·2+ … + ·Ó) = 8

3
 .

7. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ·Ó = 4Ó+3
8

  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ fiÚÔ˘˜.

8. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  ·Ó=Ó2  Î·È  ‚Ó=12Ó+5  ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓÔ‡˜ fiÚÔ˘˜.

9. N· ÌÂÏÂÙ‹ÛÂÙÂ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

i) ·Ó = Ó–1
Ó+1

 , ii)  ·Ó = 1
Ó+1

 + 1
Ó+2

 + … + 1
2Ó

 , iii) ·Ó = 
3Ó

Ó
 ,

iv) ·Ó=1–(–1)Ó, v)   ·Ó = { 
3Ó,  ·Ó  Ó   ¿ÚÙÈo˜
3Ó–5, ·Ó  Ó   ÂÚÈÙÙfi˜

.

10. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

i) Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ·Ó = 2Ø4Ø6 … 2Ó
3Ø5Ø7 … (2Ó–1)

 Ø  
1
Ó2

   Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·

ii) Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ·Ó = 

 Ó
Ì
Ï

 

1 – 1
Ó
  ,  ·Ó  Ó  ÂÚÈÙÙfi˜

     Ó
Ó+1

 ,  ·Ó  Ó  ¿ÚÙÈÔ˜
  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·.
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11. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ  fiÙÈ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

i) ·Ó = 2Ó2+Ó–1
4Ó2+5

 , ii) ·Ó = 
·ËÌÓ+‚Û˘ÓÓ

÷̀̀ `̀Ó2+1
 , iii) ·Ó =  1+2+3+ … +Ó

Ó2+Ó+1

iv) ·Ó = (–1)ÓØ÷̀Ó
2Ó+3

  , v) ·Ó = 1
2+22+ … +Ó2

Ó2Ø(–5)Ó
 , vi) ·Ó = ÷̀̀ `

3
Ó+1–÷̀

3
Ó

vii) ·Ó = 1
Ó+1

 + 1
Ó+2

 + … + 1
2Ó

 , viii) ·Ó = 1
Ó
  Ø ÷̀̀ `̀ `̀ `̀ `̀ `̀

Ó
1Ó+2Ó+ … +ÓÓ  , ix) ·Ó = ÷̀

Ó
Ó,

x)  ·Ó = ( )1 – 1
Ó

 
Ó
.

12. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

i) ·Ó = 2Ó–1,   ii) ·Ó=3Ó,   iii) ·Ó=2Ó+(–1)Ó,   iv) ·Ó = Ó2

Ó+2
 .

13. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓÂ˜ Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜

i) ·1=1  Î·È  ·Ó+1 = ÷̀̀ `̀1+·Ó , ii) ·1=2  Î·È  ·Ó+1 = 2·Ó,

iii) ·1=2  Î·È   ·Ó+1 = 1
2
 ( )·Ó+  1

·Ó
   , iv) ·1 = ·Œ

 Ë
Ê

 ̊
˘0, 1

2
    Î·È  ·Ó+1 = ·+ 1

2
 ·2

Ó.

E›ÛË˜ Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ fiÚÈÔ ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ·˘ÙÒÓ.

14. MÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó)  ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜

·1=1,  ·2=2   Î·È  2·Ó+2 = ·Ó+1+·Ó

i) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ‚Ó = ·Ó+1–·Ó  Â›Ó·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô˜ .
ii) N· ÂÎÊÚ¿ÛÂÙÂ ÙÔ ÁÂÓÈÎfi fiÚÔ  ·Ó  ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  Ó  Î·È Ó· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ  lim·Ó.
iii) N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë  (·Ó)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÔÓË, ·ÏÏ¿ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË.

15. °È· ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· (·Ó)  ÈÛ¯‡ÂÈ  Ó
Ó+1

 <·Ó< Ó+1
Ó+2

  ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒƒ*.  N· ·Ô‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ Ë  (·Ó)  Â›Ó·È

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·, ÊÚ·ÁÌ¤ÓË Î·È Ó· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ fiÚÈfi ÙË˜.

16. N· ·Ô‰ÂÈ¯ÙÂ› fiÙÈ Ë Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ·Ó = P
Ó

Î=0
 ( ) 

3Î+1
3Î+2

    Â›Ó·È Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û·.

(TÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ  P
Ó

Î=0
 ‚Î  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ  ‚0 Ø‚1Ø‚2 … ‚Ó).

17. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

i) ·Ó = Ó
2

3Ó
  , ii) ·Ó = (–1)ÓØÛ˘ÓÓ–2÷̀ÓØËÌÓ

3Ó+5
 ,

iii) ·Ó = (–2)Ó

Ó!
  , iv) ·Ó = ÷̀̀ `̀ `1+4–Ó – 2(–1)ÓØËÌ5Ó

2Ó+3
 .

18. N· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ·Ó= Ó!
ÏÓ

   (ÏŒó  ÌÂ  Ï>1)  ¤¯ÂÈ fiÚÈÔ ÙÔ +•,  ÂÓÒ Ë  ‚Ó = ÓÓ

(–3)Ó
  ‰ÂÓ

¤¯ÂÈ fiÚÈÔ.

19. N· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ fiÚÈÔ ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ

i) ·Ó = ÓØ(÷̀
Ó

e–1)Ó, ii) ·Ó = ( )1 + 3
Ó2

 
Ó
, iii) ·Ó = ( ) 

Ó+2
Ó–1

 
Ó
,




