


 
 
 
 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ Γ′ ΕΚ∆ΟΣΗΣ 
Μετά την τρίτη έκδοση του βιβλίου µου µε τα προβλήµατα Μηχανικής για το 

µάθηµα Γενική Φυσική Ι, ήταν επόµενο να ακολουθήσει η τρίτη έκδοση και του 
παρόντος βιβλίου µε προβλήµατα Θερµότητας και Ηλεκτρισµού, που καλύπτει πλή-
ρως τη διδασκαλία του µαθήµατος Γενική Φυσική ΙΙ στο Β′ Εξάµηνο του Τµήµατος 
Φυσικής του Α.Π.Θ. Παρ’ όλο που και εδώ χρησιµοποιούνται µαθηµατικά από το 
διανυσµατικό, διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισµό, το βιβλίο δεν παύει να είναι 
χρήσιµο και στους µαθητές και στους καθηγητές της Μέσης Εκπαίδευσης. 

Η διάρθρωση της ύλης και ο χωρισµός της σε κεφάλαια ακολουθεί πάλι το 
αντίστοιχο πανεπιστηµιακό βιβλίο θεωρίας «ΦΥΣΙΚΗ, Θερµότητα – Ηλεκτρισµός», 
που έχω γράψει σε συνεργασία, και στο οποίο µπορεί να ανατρέξει όποιος θέλει για 
περισσότερες πληροφορίες, µελέτη και κατανόηση των αντιστοίχων θεµάτων. Στο 
βιβλίο υπάρχουν 147 λυµένα προβλήµατα, χωρισµένα σε 12 κεφάλαια και 147 άλυ-
τα προβλήµατα. Υπάρχουν επίσης 21 λυµένα προβλήµατα για ηλεκτρονικό υπολο-
γιστή και 15 προτεινόµενα για λύση. ∆εν θα µπω στη διαδικασία του χαρακτηρι-
σµού των προβληµάτων, αν είναι δηλαδή πολλά ή λίγα, εύκολα ή δύσκολα. Η 
κυρίαρχη σκέψη κατά τη συγγραφή του παρόντος ήταν να δώσω στο µελετητή να 
καταλάβει τη φυσική που αντιπροσωπεύουν και να καλύψω κατά το εφικτό την 
ποικιλία των περιπτώσεων που µπορούν να παρουσιαστούν στο επίπεδο αυτό. Γι’ 
αυτό και πολλά προβλήµατα είναι συµπυκνωµένα στο περιεχόµενο τους. Επίσης τα 
άλυτα προβλήµατα δεν είναι γενικώς µια επανάληψη παροµοίων προβληµάτων µε 
τα λυµένα, αλλά απαιτούν και αυτά προσοχή και µελέτη. Στο σύνολο τους τα 
προβλήµατα προσφέρουν µια καλή γενική αντίληψη και γνώση του τι συµβαίνει. 
 Θα επιµείνω λίγο στα προβλήµατα του ηλεκτρονικού υπολογιστή. Θα µπο-
ρούσα να τα χαρακτηρίσω όλα πρωτότυπα, για να µη θεωρηθώ όµως υπερβολικός 
είναι σχεδόν όλα πρωτότυπα. Για παράδειγµα στη σχεδίαση του πεδίου ηλεκτρικού 
διπόλου, δεν σχεδιάζονται µόνον οι δυναµικές γραµµές αλλά και το ίχνος των ισο-
δυναµικών επιφανειών. Επίσης, δεν γίνεται χρήση µόνον της τετριµµένης αριθµη-
τικής ολοκλήρωσης, αλλά υπάρχουν και παραδείγµατα προσέγγισης της παραγώ-
γισης. Πέρα όµως από το υπολογιστικό µέρος, έµφαση δίνεται και στη σχεδίαση και 
παρουσίαση διαγραµµάτων σε συνδυασµό πολλές φορές µε λογιστικά αποτελέ-
σµατα. Πρέπει να καταλάβει ο φοιτητής ότι τα διαγράµµατα αποτελούν ζωντανό 
µέρος της δουλειάς του ερευνητή και µερικές φορές «µιλούν» πολύ περισσότερο 
από τις εξισώσεις.  
 Το καινούργιο σ’ αυτήν την έκδοση αφορά ακριβώς τα προβλήµατα για ηλεκ-
τρονικό υπολογιστή. Στις προηγούµενες εκδόσεις, για τη λύση τους είχε προτιµηθεί 
η γλώσσα προγραµµατισµού η BASIC, η οποία είναι αρκετά εύκολη στη χρήση της 
είναι όµως παράλληλα ένα ευφυές προϊόν λογισµικού και όπως αναφερόταν σε 
αντίστοιχα ξένα βιβλία, εθεωρείτο ως µια γλώσσα υψηλού επιπέδου. Επειδή όµως 
όλα τα πράγµατα εξελίσσονται, ιδιαίτερα δε στους υπολογιστές, στην παρούσα 
έκδοση γίνεται χρήση της VISUAL BASIC, την οποία θα µπορούσαµε να θεωρή-



σουµε σαν προέκταση της BASIC, αν και αυτό δεν είναι απόλυτα αλήθεια. Εξακο-
λουθούν όµως, οι εντολές της είναι περιγραφικές και η ίδια µια γλώσσα πολύ 
περισσότερο ευέλικτη. Και κάτι τελευταίο, σκοπός µας δεν είναι να φτιάξουµε το 
τέλειο πρόγραµµα, αλλά να λύσουµε το συγκεκριµένο πρόβληµα που έχουµε και να 
πάρουµε αµέσως αποτελέσµατα. Όσο περισσότερο δουλεύετε τόσο θα βελτιώ-
νονται και τα προγράµµατα σας. Ο γράφων είναι αυτοδίδακτος, κατάφερε όµως να 
γράψει ολόκληρο το βιβλίο στον υπολογιστή δια ιδίας χειρός. 
 Θα επαναλάβω τις ευχαριστίες µου προς όλους τους φοιτητές µου, που είχα 
σε όλα αυτά τα χρόνια (δεκαετίες) και αυτούς που είχαν ενεργό παρουσία και συµ-
µετοχή και αυτούς που δεν είχαν. Η ιδέα ότι πρέπει να τους αντιµετωπίσω εξακο-
λουθεί να µε τροµάζει, αποτελεί ταυτόχρονα όµως µια συνεχή ώθηση για προσω-
πική βελτίωση. Ευχαριστώ επίσης τους καλούς συναδέλφους µε τους οποίους 
συζήτησα και προβληµατιστήκαµε πολλές φορές µαζί. Τέλος ευχαριστώ τις εκδό-
σεις ΖΗΤΗ για την όπως πάντα επιµεληµένη και άψογη εκδοτική εργασία. 
 
Θεσσαλονίκη, Ιούνιος 2003         ∆.Σ. Κυριάκος     
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ΘΕΜΕΛΕΙΩ∆ΕΙΣ ΦΥΣΙΚΕΣ ΣΤΑΘΕΡΕΣ 
 
 

Σταθερή Σύµβολο Τιµή (SI µονάδες) 

Ταχύτητα του φωτός c 2,9979 × 108 m s−1 

Ηλεκτρική διαπερατότητα κενού εο 8,8544 × 10−12 Ν−1 m−2 C2 

Μαγνητική διαπερατότητα κενού µο 4π × 10−7 Ν Α−2 

Στοιχειώδες ηλεκτρικό φορτίο e 1,6021 × 10−19 C 

Μονάδα ατοµικής µάζας u 1,6606 × 10−27 kg 

Μάζα ηρεµίας ηλεκτρονίου me 9,1091 × 10−31 kg 

Μάζα ηρεµίας πρωτονίου mp 1,6725 × 10−27 kg 

Μάζα ηρεµίας νετρονίου mn 1,6748 × 10−27 kg 

Ειδικό φορτίο ηλεκτρονίου 
em

e  1,7588 × 1011 kg−1 C 

Σταθερή του Planck 
 

h 

π
h

2
=h  

6,6256 × 10−34 J s 
 
1,055 × 10−34 J s 

Σταθερή Faraday F 9,6487 × 104 C mol−1 

Πρώτη ακτίνα Bohr 
2

2

o πme
hα =  5,2917 × 10−11 m 

Μήκος κύµατος Compton 
του ηλεκτρονίου 
 
 
του πρωτονίου 

 

em
hλ
e

ec, =  

em
hλ
p

c,p =  

 

2,4262 × 10−12 m 

 
1,3214 × 10−15 m 

Σταθερή Rydberg R 1,0974 × 107 m−1 

Μαγνητόνη του Bohr 
e

Β π4 me
ehµ = 9,2732 × 10−24 J T−1 

Αριθµός Avogadro NA 6,0225 × 1023 mol−1 

Σταθερή Boltzmann k 1,3805 × 10−23 J K−1 

Παγκόσµια σταθερή αερίων R 8,3143 J K−1 mol−1 
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Σταθερή Σύµβολο Τιµή (SI µονάδες) 

Γραµµοµοριακός όγκος ιδανικού 
αερίου σε κ.σ. Vmol 2,2414 × 10−2 m3 mol−1 

Σταθερή Stefan – Boltzmann σ 5,6697 × 10−8 J K−4 m−2 s−1 

Νόµος Wien ακτινοβολίας λmaxT 2,8978 × 10−3 m K 

Τριπλό σηµείο νερού  273,16 Κ 

Σηµείο πάγου  273,15 Κ 
Μέγιστη πυκνότητα νερού 
(στους 3,98° C και 1 atm)  9,9997 × 102 kg m−3 

Σταθερή παγκόσµιας έλξης G 6,670 × 10−11 N m2 kg−2 
Επιτάχυνση της βαρύτητας στην 
επιφάνεια της θάλασσας 
Στον Ισηµερινό 
Σε πλάτος 45° 

 
 

g 
g 

 
 
9,7805 m s−2 

9,8067 m s−2 
Ατµοσφαίρικη πίεση (1 atm)  1,013 × 105 N m−2 

Πυκνότητα αέρα  1,293 kg m−3 

Ταχύτητα ήχου σε κ.σ.  331,4 m s−1 

Ισηµερινή ακτίνα γης  6,378 × 106 m 

Πολική ακτίνα γης  6,357 × 106 m 

Μέση πυκνότητα γης  5552 kg m−3 

Μάζα γης  5,983 × 1024 kg 

Ογκος γης  1,087 × 1021 m3 

Απόσταση γης – ήλιου  1,49 × 1011 m 

Μηχανικό ισοδύναµο θερµότητας j 4,1855 J cal−1 
 



1 

 
 

1. ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ 
 
 
1. Το µηδέν αυθαίρετης θερµοµετρικής κλίµακας αντιστοιχεί στους −150° C και 
το 100 στους +200° C. Σε ποια θερµοκρασία είναι ίδιες οι ενδείξεις των δύο κλιµά-
κων και σε ποια ένδειξη της αυθαίρετης κλίµακας βράζει το νερό; 
 
 Λύση: Υποθέτουµε ότι και τα δύο θερµόµετρα λειτουργούν µε την ίδια θερµο-
µετρική ιδιότητα x και ότι υπάρχει γραµµική εξάρτηση της x από τη θερµοκρασία. 
Αν λοιπόν συµβολίσουµε µε t τις µονάδες της αυθαίρετης κλίµακας και µε θ τους 
βαθµούς της κλίµακας Κελσίου, ισχύουν οι γνωστές σχέσεις 
 

x = xo[1 + α (θ )(θ − θο)]        και x = xo[1 + α (t )(t − tο)].             (α) 

Αντίστοιχα ο θερµικός συντελεστής της θερµοµετρικής ιδιότητας εκφράζεται µε τις 
σχέσεις 
 

              
οτ

oτ

o

1)(
θθ
xx

x
θα

−
−

=         και      
oτ

oτ

o

1)(
tt
xx

x
tα

−
−

= .     (β) 

Από τις εξισώσεις (α) και (β) προκύπτει ότι 

       
οτ

ο

οτ

ο

tt
tt

θθ
θθ

−
−

=
−
− .        (γ) 

 
Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλή-
µατος είναι tο = 0, tτ = 100 µονάδες, θο = 
−150° C, θτ = 200° C. Αντικαθιστώντας  
στην (γ) βρίσκουµε τη σχέση ανάµεσα 
στις ενδείξεις των δύο κλιµάκων, 
 

        θ + 150 = 3,5t .      (δ) 

Στο σχήµα 1 εικονίζεται η γραµµική 
µεταβολή της ιδιότητας x µε τη θερµο-
κρασία, που αντιπροσωπεύεται από τις 
δύο θερµοµετρικές κλίµακες. Από τα σχη-
µατιζόµενα όµοια τρίγωνα είναι προφα-
νής η εξαγωγή της σχέσης αναλογίας (γ). 
 Αν θκ είναι η κοινή ένδειξη των δύο 
θερµοµέτρων, τότε από τη (δ) βρίσκουµε 
 

 θκ + 150 = 3,5θκ , 

και συνεπώς θκ = 60. Τέλος, από την ίδια σχέση βρίσκουµε τη θερµοκρασία βρα-
σµού του νερού στην κλίµακα t , δηλαδή 
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100 + 150 = 3,5t          και   t = 71,5 

µονάδες της αυθαίρετης κλίµακας. 
 
 
2. Σε θερµόµετρο ιδανικού αερίου και στη θερµοκρασία του τριπλού σηµείου του 
νερού η πίεση είναι po. Το θερµόµετρο θερµαίνεται µέχρι την άγνωστη θερµοκρασία 
Τ, που θέλουµε να µετρήσουµε και η νέα πίεση είναι p. Αραιώνοντας το αέριο, η 
µέτρηση επαναλαµβάνεται για διάφορες τιµές της po, οπότε παίρνουµε τον πίνακα: 
 

po 

(Pa) 1,333×104   2,666×104  3,999×104   5,332×104  6,664×104  7,997×104 

p 

(Pa) 2,335×104   4,678×104  7,030×104   9,389×104  1,176×105  1,413×105 
 

Να προσδιοριστεί η άγνωστη θερµοκρασία Τ.  
 
 Λύση: Με το θερµόµετρο του ιδανικού αερίου η θερµοκρασία µετρείται από τη 
σχέση 

o0o

lim16,273
p
pT

p →
=  ,       (α) 

όπου p η πίεση του αερίου, που αποτελεί τη θερµοµετρική ιδιότητα και po η πίεση 
στη θερµοκρασία του τριπλού σηµείου του νερού, δηλαδή η Το = 273,16 Κ. Στην 
πράξη, η θερµοκρασία προσδιορίζεται µε επανειληµµένες µετρήσεις από τη σχέση 
 

                     
o

16,273
p
pT =          (β) 

για διαρκώς µικρότερες τιµές της πίεσης. Επει-
δή ο όγκος παραµένει σταθερός, αυτό σηµαί-
νει ότι αραιώνουµε το πραγµατικό αέριο του 
θερµοµέτρου λιγοστεύοντας τη µάζα του. Η 
κατάσταση του ιδανικού αερίου προσεγγίζεται 
µε την προεκβολή της ευθείας του διαγράµ-
µατος (po,Τ) της εξίσωσης (β) σε µηδενική πί-
εση (po = 0). Αυτή είναι και η σηµασία του ορί-
ου στην εξίσωση (α). 

Από τα δεδοµένα του πίνακα και την εξί-
σωση (β) βρίσκουµε τις ακόλουθες τιµές θερ-
µοκρασίας σε Kelvin: 478,49, 479,31, 480,20, 
481,00, 482,05, 482,65. Κατασκευάζουµε το 
διάγραµµα po,T (Σχ. 2). Η πραγµατική τιµή της 

µετρούµενης θερµοκρασίας είναι το σηµείο τοµής της ευθείας του διαγράµµατος και 
του άξονα των θερµοκρασιών, όπου η po είναι µηδέν. Όπως φαίνεται είναι Τ = 477,65 
Κ περίπου. 
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3. H αντίσταση ενός θερµοµέτρου θερµίστορ (οι θερµίστορς έχουν αρνητικό θερ-
µικό συντελεστή ηλεκτρικής αντίστασης) δίνεται σαν συνάρτηση της απόλυτης θερ-
µοκρασίας από τη σχέση 









−

= o

11

oe TT
α

RR , 

όπου Ro η αντίσταση στους Το Κ και α µια σταθερή χαρακτηριστική του θερµίστορ. 
Να υπολογιστούν: α) Η σταθερή α, όταν R = 48 Ω στους 100° C και Rο = 3980 Ω 
στους 0° C, β) ο θερµικός συντελεστής 
 

T
R

R
k

d
d1

=  

στη θερµοκρασία των 100° C και γ) η ευαισθησία του θερµοµέτρου θερµίστορ στους 
100° C, αν η ευαισθησία της µέτρησης της αντίστασης µε τη γέφυρα Wheatstone 
είναι 10−3. 
 
 Λύση: α) Λογαριθµίζοντας τη δοθείσα εξίσωση βρίσκουµε 

    







−=

oo

11ln
ΤΤ

α
R
R ,        (α) 

από την οποία προκύπτει ότι 

64,4498
1082,9

418,4

273
1

373
1

3980
48ln

11

ln

4

o

o =
×−

−
=

−
=

−
=

−

ΤΤ

R
R

α  Κ. 

 β) Με παραγώγιση ως προς Τ της εξίσωσης (α) (ή και της δοθείσας) προσδι-
ορίζεται ο θερµικός συντελεστής της αντίστασης. Έτσι παίρνουµε 
 

2
o

o

d
d1

Τ
α

T
R

RR
R

−=  

και συνεπώς 

2d
d1

Τ
α

T
R

R
k −== . 

Στη θερµοκρασία των 100° C είναι 

12
2 K1023,3

373
64,4498 −−×−=−=k . 

 γ) Η δοθείσα ευαισθησία της γέφυρας είναι καθαρός αριθµός. Πρόκειται λοι-
πόν για το λόγο ∆R / R. Ώστε έχουµε 
 

( ) K031,010
1023,3

1∆1∆ 3
2 =−×

×−
== −

−R
R

k
Τ . 
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Η ∆Τ  είναι η µικρότερη διαφορά θερµοκρασίας που µπορεί να µετρηθεί και φυσικά 
αντιστοιχεί στη µικρότερη διαφορά αντίστασης ∆R που µετράει η γέφυρα. Επειδή η 
αντίσταση µειώνεται όταν αυξάνει η θερµοκρασία, τα ∆Τ και ∆R έχουν αντίθετα 
πρόσηµα, όπως άλλωστε φαίνεται και στην τελευταία σχέση. 
 
 
4. Στους 15° C µία χάλκινη και µία ξύλινη ράβδος µετρώνται µε χαλύβδινη µετρο-
ταινία και βρίσκονται να έχουν το ίδιο µήκος ίσο µε 2,5 m. Υποθέτοντας ότι η µετρο-
ταινία µετράει σωστά στους 15° C, τί θα δείχνει κατά τη µέτρηση των ιδίων ράβδων 
στους 35° C; Συντελεστές γραµµικής διαστολής χαλκού αc = 1,7 × 10−5 K−1, χάλυβα 
αs = 1,2 × 10−5 K−1.     
 
 Λύση: Το µήκος της µετροταινίας και της χάλκινης ράβδου µεταβάλλονται µε 
τη θερµοκρασία σύµφωνα µε τις ακόλουθες αντίστοιχα σχέσεις 
 

ls = lso[1 + αs(θ − θο)]       και  lc = lco[1 + αc(θ − θο)]. 

Η φαινοµένη διαστολή της χάλκινης ράβδου βρίσκεται από τη σχέση 

(∆lc)φ = ∆lc − ∆ls = lcoαc(θ − θο) − lsoαs(θ − θο) 

          = 2,5 × 1,7 × 10−5(35 − 15) − 2,5 × 1,2 × 10−5(35 − 15) = 2,5 × 10−4 m = 0,025 cm. 

Συνεπώς το φαινόµενο µήκος της χάλκινης ράβδου είναι 

lcφ = lco + (∆lc)φ = 2,5 + 2,5 × 10−4 m = 250,025 cm. 

 Επειδή το πραγµατικό µήκος της ξύλινης ράβδου παραµένει αµετάβλητο µε τη 
θερµοκρασία, η ένδειξη της µετροταινίας κατά τη µέτρηση της στους 35° C είναι 
µικρότερη των 2,5 m. Όπως φαίνεται από τη σχέση 
 

ls = lso[1 + αs(θ − θο)] , 

πραγµατικό µήκος ls στους θ° C αντιστοιχεί σε φαινόµενη ένδειξη lso. Εποµένως το 
πραγµατικό µήκος lξο της ράβδου αντιστοιχεί σε φαινόµενη ένδειξη της µετροταινίας 
 
 

cm94,249m4944,2
)1535(102,11

5,2
)(1 5

οs

ξο
ξφ ==

−×+
=

−+
=

−θθα
l

l . 

 
 
5. Ένα γυάλινο δοχείο όγκου 500 cm3 είναι γεµάτο µε υδράργυρο στους 20° C. 
Στη συνέχεια το σύστηµα θερµαίνεται στους 100° C. Πόση µάζα υδραργύρου θα 
εκρεύσει από το δοχείο; Συντελεστής γραµµικής διαστολής γυαλιού αg = 9 × 10−6 K−1, 
συντελεστής κυβικής διαστολής υδραργύρου βΗ = 1,8 × 10−4 K−1, πυκνότητα υδραρ-
γύρου στους 0° C ρο = 1,36 × 104 kg/m3. 
  

Λύση: Ο υδράργυρος έχει µεγαλύτερο συντελεστή κυβικής διαστολής από το 
γυαλί και γι’ αυτό κατά τη θέρµανση του συστήµατος υπερχειλίζει. Ο όγκος που εκ-
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ρέει (µετρούµενος στη θερµοκρασία θ2) είναι ίσος µε τη διαφορά κυβικής διαστολής 
των δύο υλικών. Ώστε 
 

VΗ = VH2 − Vg2 = VH1[1 + β Η(θ2 − θ1)] − Vg1[1 + 3αg(θ2 − θ1)] 

                        = 500[1 + 1,8 × 10−4(100 − 20)] − 500[1 + 3 × 9 × 10−6(100 − 20)] 

                        = 500(1,8 × 10−4 − 3 × 9 × 10−6)(100 − 20) = 6,12 cm3. 

 Βρίσκουµε τώρα την πυκνότητα του υδραργύρου στους 100° C. Επειδή για τη 
µάζα m του υδραργύρου που χύθηκε ισχύει η ισότητα 
 

m = VΗoρο = VΗρ2 
προκύπτει ότι 

( )[ ]
34

4

4

ο2HHo

οHo

H

οHo
2 kg/m10336,1

100108,11
1036,1

1
×=

××+
×

=
−+

== −θθβV
ρV

V
ρVρ . 

Συνεπώς 
m = VΗρ2 = 6,12 × 10−6

 × 1,336 × 104 = 8,176 × 10−2 kg = 81,76 g. 
 
 
6. Σιδηροτροχιά κατασκευάζεται µια χειµωνιάτικη ηµέρα µε θερµοκρασία −5° C 
και αποτελείται από τµήµατα που έχουν µήκος 10 m. Πόσο πρέπει να είναι το κενό 
διάστηµα ανάµεσα τους, ώστε µία καλοκαιρινή ηµέρα θερµοκρασίας 40° C να εφά-
πτονται χωρίς να αναπτύσσεται τάση συµπίεσης (θλίψης); Αν υποθέσουµε ότι κατά 
την ηµέρα κατασκευής εφάπτονται ακριβώς, πόση είναι η θερµική τάση στους 40° C; 
Συντελεστής γραµµικής διαστολής 1,2 × 10−5 Κ−1, µέτρο του Young 2,28 × 1011 N/m2. 
 
 Λύση: Επειδή το πρόσθετο µήκος εξαιτίας της διαστολής κάθε τµήµατος δια-
µοιράζεται στα εκατέρωθεν κενά, το κενό ανάµεσα σε δύο τµήµατα της σιδηροτρο-
χιάς πρέπει να είναι ίσο µε την επιµήκυνση που υφίσταται κάθε τµήµα, δηλαδή ίσο 
µε 
 

∆l = l2 − l1 = l1α (θ2 − θ1) = 10 × 1,2 × 10−5
 × (40 + 5) = 5,4 × 10−3 m = 5,4 mm. 

 Αν αρχικά τα τµήµατα εφάπτονται, τότε η συµπιεστική τάση που αναπτύσσε-
ται τις θερµές µέρες πρέπει να παρεµποδίζει την επιµήκυνση τους από τη θερµική 
διαστολή, δηλαδή να προκαλεί επιβράχυνση ∆l. Συνεπώς η τάση είναι 
 

26
3

11

2
N/m1005,123

0054,10
104,51028,2∆

×=
×

×===
−

l
lE

S
Fσ . 

 
 
7. Το εκκρεµές ρολογιού είναι κατασκευασµένο από κράµα invar. Το ρολόι είναι 
ρυθµισµένο να δείχνει την ακριβή ώρα σε θερµοκρασία 20o C. Αν το ρολόι χρησι-
µοποιηθεί σε τόπο, όπου η µέση θερµοκρασία του είναι 30° C, πόση πρέπει να είναι 
η διόρθωση στο χρόνο που θα δείχνει το ρολόι ύστερα από 30 µέρες; Συντελεστής 
διαστολής α = 7 × 10−7 K−1.  
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 Λύση: Η αύξηση της θερµοκρασίας προκαλεί επιµήκυνση της ράβδου του εκ-
κρεµούς και εποµένως αύξηση της περιόδου του (µε την προϋπόθεση ότι η επιτά-
χυνση g παραµένει ίδια). Στους δύο τόπους το εκκρεµές έχει περίοδο αντίστοιχα 
 

g
T 1

1 π2 l
=             και   

g
T 2

2 π2 l
=      (Τ2 > Τ1 ). 

Επιπλέον είναι 
l2 = l1[1 + α(θ2 − θ1)]. 

 Επειδή σε κάθε πλήρη αιώρηση ο µηχανισµός του ρολογιού µετακινεί τους  
δείκτες κατά 2 s, είναι φανερό ότι το ρολόι στο θερµότερο τόπο καθυστερεί, δηλαδή 
µένει πίσω. Η καθυστέρηση στη µονάδα του χρόνου είναι 
 

( ) 2/1

122

1

2

1

2

12 ∆11
)(1

1111 −+−=
−+

−=−=−=
−

= θα
θθαT

T
T

TTτ
l
l . 

Αλλά το γινόµενο α∆θ είναι πολύ µικρότερο της µονάδας, γι’ αυτό αναπτύσσουµε το 
διώνυµο µέχρι την πρώτη δύναµη. Ώστε 
 

 ( ) θαθα ∆
2
11∆1 2/1 −=+ −   

και συνεπώς 

θατ ∆
2
1

= . 

Μετά πάροδο τριάντα ηµερών η καθυστέρηση στη µέτρηση του χρόνου είναι 

( ) ( ) s072,92030107
2
160602430∆ 7

ολολ =−×××××== −τtt . 

 
 
8. Οµογενής ράβδος µάζας m, µήκους lo και θερµοκρασίας θο, αιωρείται από τη 
µία άκρη της. Αν η θερµοκρασία της ράβδου ανεβεί στους θ βαθµούς, πόση είναι η 
µεταβολή στη ροπή αδράνειας της και στην περίοδο αιώρησης της; Ροπή αδράνειας 
Ι = ml2/ 3. 
 
 Λύση: Η περίοδος και το ανηγµένο µήκος του φυσικού εκκρεµούς, σε οποια-
δήποτε θερµοκρασία, είναι 
 

g
T ανπ2 l

= ,   
l

l
m

I
mr
I 2

αν == , 

όπου r = l / 2 η απόσταση του κέντρου µάζας από τον άξονα εξάρτησης. Επειδή η 
ροπή αδράνειας Ι είναι ανάλογη του τετραγώνου του µήκους της ράβδου, η αύξηση 
της θερµοκρασίας προκαλεί αύξηση της ροπής αδράνειας, του ανηγµένου µήκους 
και συνεπώς και της περιόδου του εκκρεµούς. 
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 Από τη γραµµική διαστολή έχουµε 
 

l = lo(1 + α∆θ ), 

( ) ( ) ( )θαIθαIθαmmI ∆21∆1∆1
3
1

3
1

o
2

o
22

o
2 +=+=+== ll  

( ) ( )θαθα
m

m

m
I ∆1∆1

3
2

3
23

122
οανo

2

αν +=+==== lll
l

l

l
l ,  

( ) 






 +=+=
+

== θαTθαT
g

θα
g

T ∆
2
11∆1)∆1(π2π2 o

2/1
o

οαναν ll .  

Εποµένως, η µεταβολή της ροπής αδράνειας και της περιόδου είναι αντίστοιχα 

∆Ι = Ι − Ιο = 2Ιοα∆θ,   θαTTTT ∆
2
1∆ oo =−= . 
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2. ΘΕΡΜΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΑΕΡΙΩΝ 
 
 
9. Κατακόρυφο κυλινδρικό δοχείο µε ύψος Η = 1 m και διατοµή S = 50 cm2, 
περιέχει αέρα και επάνω είναι κλεισµένο αεροστεγώς µε έµβολο αµελητέας µάζας, 
το οποίο µπορεί να γλιστρά χωρίς τριβές. Η θερµοκρασία του αέρα είναι 22° C. Πάνω 
στο έµβολο ρίχνουµε µε βραδύ ρυθµό υδράργυρο και το έµβολο αρχίζει να κατε-
βαίνει συµπιέζοντας τον αέρα στο δοχείο, ο οποίος και θερµαίνεται ελαφρά. Όταν ο 
υδράργυρος έχει ξεχειλίσει από το δοχείο, η θερµοκρασία του αέρα έχει γίνει 25° C. 
Πόσα γραµµοµόρια αέρα περιέχονται στο δοχείο και πόσο έχει κατέβει το έµβολο; 
Πυκνότητα υδραργύρου 13600 kg/m3,  g = 9,8 m/s2. 
 
 Λύση: Θεωρούµε τον αέρα σαν ιδανικό αέριο και εφαρµόζουµε την καταστα-
τική εξίσωση για την αρχική του κατάσταση, 
 

p1V1 = nRT1. 

Επειδή το έµβολο είναι αβαρές, η αρχική πίεση είναι ίση µε την εξωτερική, δηλαδή 
p1 = 1 atm. Εποµένως 
 

mol206,0
295314,8

1050110013,1 45

1

1

1

11 =
×

××××
===

−

RT
HSp

RT
Vpn . 

 
Στην τελική κατάσταση η πίεση του αέρα p2 πρέ-

πει να ισορροπεί την εξωτερική ατµοσφαιρική και την 
υδροστατική στήλης Hg ύψους h. Ώστε, αν ρ είναι η 
πυκνότητα του Hg τότε 
 

p2 = p1 + ρgh,  V2 = V1 − hS = (H − h)S. 

Συνδυάζουµε τις δύο καταστάσεις, 

2

22

1

11

T
Vp

T
Vp

=  

ή 

                    ( )( )
2

1

1

1

T
ShHghρp

T
HSp −+

= .      (α) 

Για ευκολία µπορούµε να εκφράσουµε την πίεση σε cm 
Hg. Έτσι είναι 

 

( ) Hg cm76100
8,913600

10013,1100Pa Hg) (cm
5

1
1 =

×
×

=×=
gρ

pp . 

Συνεπώς η σχέση (α) γράφεται  

 

p2 , V2 ,T2 

H 

h Hg 

Αέρας 

Σχήµα 3 

S 
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( )( )
298

10076
295

10076 hh −+
=

× . 

Αυτή είναι µια δευτεροβάθµια εξίσωση ως προς h (σε cm). ∆εκτές από φυσική άπο-
ψη είναι και οι δύο ρίζες, που έχουν τιµή 3,83 cm και 20,17 cm.   
 
 
10. Η πυκνότητα του He είναι 0,179 kg/m3 σε κανονικές συνθήκες πίεσης και θερ-
µοκρασίας. Πόση είναι η πιο πιθανή ταχύτητα, η µέση ταχύτητα και η τετραγωνική 
ρίζα της µέσης τιµής του τετραγώνου της ταχύτητας των µορίων του He σε θερµο-
κρασία 0° C και 200° C; Πόση είναι η µέση κινητική ενέργεια των µορίων του; 
 
 Λύση: Η γραµµοµοριακή µάζα του He είναι 

Μ = ροVo = 0,179 × 22,4 × 10−3 = 4 × 10−3 kg = 4 g. 

Οι ζητούµενες ταχύτητες προσδιορίζονται από τους ακόλουθους γνωστούς τύπους 
αντίστοιχα (R = kNA, M = mNA): 
 

M
RT

m
kTυ 22

π == ,   
M

RT
m

kTυ
π
8

π
8

==〉〈 ,    
M
RT

m
kTυ 332/12 ==〉〈 . 

Θέτοντας R = 8,314 J mol−1 K−1 , T = θ + 273 Κ βρίσκουµε ότι: 

 α) Στους 0° C: 

υπ = 1,065 × 103 m/s, 〈υ〉 = 1,202 × 103 m/s,   〈υ2 〉1/2 = 1,305 × 103 m/s 

και 

6
23

3
2

A

2 10703,1
10023,6

104
2
1

2
1

2
1

2
3

×
×

×
=〉〈=〉〈==

−

υ
N
MυmkTE  

     = 3,321 × 10−27
 × 1,703 × 106 = 5,655 × 10−21 J = 3,534 × 10−2 eV.            

 β) Στους 200° C: 

υπ = 1,402 × 103 m/s, 〈υ〉 = 1,582 × 103 m/s,   〈υ2 〉1/2 = 1,717 × 103 m/s 
και 

Ε = 3,321 × 10−27
 × 2,950 × 106 = 9,789 × 10−21 J = 6,118 × 10−2 eV.        

 
 
11.  ∆είξτε ότι ο συντελεστής κυβικής διαστολής ιδανικού αερίου είναι ίσος µε β = 
1/Τ, όταν η πίεση του διατηρείται σταθερή. Τι τιµή έχει ο β στο σηµείο πάγου; 
 
 Λύση: Όταν η πίεση του αερίου διατηρείται σταθερή, τότε η εξάρτηση του όγ-
κου του από τη θερµοκρασία ακολουθεί τη γενική έκφραση της διαστολής, δηλαδή 
 

( )βθVV += 1o , 
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όπου θ η θερµοκρασία σε βαθµούς C. 
 Σύµφωνα µε τον ορισµό του θερµικού συντελεστή είναι 

Τ
V

Vθ
Τ

Τ
V

Vθ
V

V
β

d
d1

d
d

d
d1

d
d1

=== , 

γιατί από την Τ = θ + 273,15 προκύπτει ότι dT / dθ = 1. 
Από την καταστατική εξίσωση 

pV = nRT 
µε παραγώγιση παίρνουµε 

T
V

p
nR

T
V

==
d
d . 

Εποµένως 

TΤ
V

VT
V

V
β 11

d
d1

=== . 

 Στο σηµείο πάγου είναι Τ = 273,15 Κ, ώστε β = 3,66 × 10−3 Κ−1. 
 
 
12. ∆οχείο περιέχει άζωτο σε θερµοκρασία 100 Κ. Εξαιτίας της θερµικής κίνησης 
των µορίων, σ’ ένα τοίχωµα του δοχείου, εµβαδού επιφάνειας 10 cm2, προσπίπτουν 
n = 4 × 1023 µόρια υπό γωνία 45° σε χρόνο ∆t = 1 s. Υποθέτοντας ότι τα µόρια αυτά 
έχουν την ενεργό ταχύτητα, πόση δύναµη και πίεση ασκούν στο τοίχωµα; Υποθέστε 
επίσης ελαστικές κρούσεις των µορίων µε το τοίχωµα. Μ = 28 g/mol. 
 
 Λύση: Βρίσκουµε την ενεργό ταχύτητα των µορίων 

m/s5,298
1028

100314,833
3

2/12 =
×

××
==〉〈= −M

RTυυ . 

Για ελαστική κρούση το µέτρο της ταχύτητας παραµένει σταθερό, η γωνία 
πρόσπτωσης είναι ίση µε τη γωνία ανάκλασης και εποµένως µεταβολή της ορµής 
προκαλείται µόνο από την κάθετη προς το τοίχωµα συνιστώσα της ταχύτητας, µε-
τρου 

υκ = υ συν45° = 211 m/s. 

Μετά την κρούση αποκτά αντίθετη φορά. Έτσι η συνολική µεταβολή της ορµής είναι 

m/s kg85,7211
10023,6

1028104222∆ 23

3
23

κ
A

κκ =
×

×
××===

−

υ
N
Mnυnmp . 

Η ασκούµενη ώση στο τοίχωµα είναι 

J = F ∆t = ∆pκ. 
Εποµένως 

85,7
1
85,7

∆
∆ κ ===

t
pF N      και     Pa7850

1010
85,7

4 =
×

==
−A

Fp . 
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13. Η µέση ελεύθερη διαδροµή των µορίων αερίου, δηλαδή η µέση απόσταση που 
διανύουν µεταξύ των κρούσεων εκφράζεται µε τη σχέση 
 

2π24 Nr
V

=l , 

όπου r η ακτίνα του µορίου, V ο όγκος του αερίου και N o αριθµός των µορίων. Να 
βρείτε τη µέση ελεύθερη διαδροµή των µορίων του αέρα στην κορυφή του Ολύµπου 
(h = 2918 m), µια καλοκαιρινή µέρα µε θερµοκρασία 22° C. ∆ίνεται η ακτίνα των 
µορίων του αέρα r = 2 × 10−10 m και η γραµµοµοριακή του µάζα Μ = 2,896 × 10−2 kg, 
g = 9,81 m/s2. 
 
 Λύση: Από το βαροµετρικό τύπο του Laplace υπολογίζουµε την ατµοσφαιρική 
πίεση στην κορυφή του Ολύµπου (po = 1 atm), 
 

atm 713,0295314,8/291881,910896,2/
o

2
=== ××××−− −

eepp RTMgh . 

Eξ άλλου η καταστατική εξίσωση γράφεται 

NkTTkN
N
NnRTpV === A

A
. 

Εποµένως 

m 1093,7
10410013,1713,0π24

2951038,1
π24π24

8
205

23

22
−

−

−

×=
×××××

××
===

pr
kT

Nr
Vl . 

 
 
14. Να βρεθεί η πιο πιθανή ταχύτητα, η µέση ταχύτητα και η µέση τιµή του τετρα-
γώνου της ταχύτητας των µορίων ενός αερίου, µε τη βοήθεια της εξίσωσης της κατα-

νοµής Maxwell. ∆ίνεται ότι ∫
∞

− =
0

2
πd

2
xe x . 

 
 Λύση: Η εξίσωση της κατανοµής Maxwell γράφεται 

( ) 22

2

232
2/3

2

π
4

π2
π4 υαkT

υm

eυαe
kT

mυυf −−
=






= , 

όπου 
2/1

2







=
kT
mα . 

 Η πιο πιθανή ταχύτητα αντιστοιχεί στο µέγιστο της f (υ). Βρίσκουµε την πρώτη 
παράγωγο της, 

( ) ( )223 1
π
8 22

 υαeυαυf υα −=′ − . 
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Η f′(υ) µηδενίζεται για υ = 0, υ = ∞ και υ = 1/α. Οι δύο πρώτες τιµές δεν έχουν φυσι-
κή σηµασία γιατί µηδενίζουν την f (υ). Εξετάζουµε τώρα το πρόσηµο της f″(υ) για την 
τιµή υ = 1/α. Είναι 
 

( ) ( )44223 251
π
8 22

υαυαeαυf υα +−=′′ − , 

( ) 0
π

16/1 13 <−=′′ −eααf . 

Συνεπώς έχουµε µέγιστο και η πιο πιθανή ταχύτητα είναι 

m
kT

α
υ 21
π == .       

Επειδή η f(υ) είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, εξ ορισµού έχουµε 

∫∫
∞

−
∞

==〉〈
0

33

0

d
π
4d)(

22
υeυαυυfυυ υα . 

Θέτουµε x = αυ και ολοκληρώνουµε κατά παράγοντες. Προκύπτει λοιπόν 












−



−=−==〉〈 ∫∫∫

∞
−

∞
−

∞
−

∞
−

0

2
 

0 

2

0

2

0

3 d
π

2d
π

2d
π

4 2222
xeex

α
ex

α
xex

α
υ xxxx  

    
∞

−
∞

−
∞

−




−=−== ∫∫

 

0 00

2 222

π
2d

π
2d

π
2 xxx e

α
e

α
xe

α
. 

Ώστε 

m
kT

α
υ

π
8

π
2

==〉〈 .   

Kατά τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε 

∫∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

−
∞

−====〉〈
0

3
2

0

4
2

0

43 

0

22 2222
d

π
2d

π
4d

π
4d)( xxυα ex

α
xex

α
υeυαυυfυυ  

   ∫∫∫
∞

−
∞

−
∞

−
∞

− −==











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

−=
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   22
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0 2 2
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π

π
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π
3 222
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xexe

α
xxx ===












−



−= ∫∫

∞
−

∞
−

∞
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Ώστε είναι 

m
kT

m
kTυ 32

2
32 ==〉〈 . 

 
 
15. Να υπολογιστεί ο αριθµός των µορίων που υπάρχουν σε n = 1 kmol υδρογό-
νου θερµοκρασίας 500 Κ, τα οποία έχουν ταχύτητα µικρότερη από υ1 = 103 m/s. Η 
µάζα του γραµµοµορίου του υδρογόνου είναι Μ = 2,02 × 10−3 kg. Ποιος αριθµός µο-
ρίων έχει ταχύτητα µεγαλύτερη από υ1; Αναζητείστε την τιµή της συνάρτησης σφάλ-

µατος ∫ −
x

x xe
0

d
π
2 2

 σε κατάλληλους πίνακες. 

 
 Λύση: Το πλήθος των µορίων µε ταχύτητα µέτρου υ εντός του εύρους υ και υ 
+ dυ δίνεται από την κατανοµή Maxwell, 
 

( ) ( ) xexNυeυαNυυNfυN xυα d
π
4d

π
4dd

222 223 −− === , 

όπου 
2/1

2







=
kT
mα    και   x = αυ. 

Ο αριθµός των µορίων Ν(υ ≤ υ1) προκύπτει µε ολοκλήρωση, δηλαδή 

( ) ∫ ∫∫ −−− −=




−−==≤

1 1
22

1
2

0 00

2
1 d

π
2d2

π2
4d

π
4

x x
xx

x
x exNxxexNxexNυυN   

       











−=












−



−= −−−− ∫∫

2
1

1
2

1
212

1
00

 

0 π
2d

π
2d

π
2 x

x
x

x
x

x
x exxeNxexeN . 

Ο ολικός αριθµός των µορίων είναι 

Ν  = nNA = 1000 × 6,023 × 1023 = 6,023 × 1026 µόρια. 

Βρίσκουµε επίσης την τιµή x1, 

493,010
500314,82

1002,2
22

3
2/13

1

2/1

1

2/1

1 =×












××
×

=





=






=

−

υ
RT
Μυ

kT
mx , 

που είναι καθαρός αριθµός. 
Από κατάλληλους πίνακες της συνάρτησης σφάλµατος (ή µε τη βοήθεια ηλεκ-

τρονικού υπολογιστή) προκύπτει ότι 
 

515,0d
π
2d

π
2 493,0

00

2
1

2
== ∫∫ −− xexe x

x
x . 
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Συνεπώς 

( ) 26493,026
1 10474,0493,0

π
2515,010023,6

2
×=








××−××=≤ −eυυN  µόρια. 

Ο αριθµός των µορίων µε ταχύτητα από υ1 µέχρι ∞ είναι 

Ν(υ > υ1) = Ν − Ν(υ ≤ υ1) = (6,023 − 0,474)1026 = 5,549 × 1026 µόρια. 
 
 
16. Σύµφωνα µε την κατανοµή Maxwell – Boltzmann ο αριθµός πληθυσµού για 
ενεργειακή στάθµη Ε δίνεται από τη σχέση kTEAen /−= . Να βρεθεί για τις θερµο-
κρασίες των 100 Κ, 300 Κ και 1000 Κ ο λόγος των αριθµών πληθυσµού αερίου για 
δύο ενεργειακές στάθµες µε διαφορά ενέργειας α) 10−4 eV, που είναι ισοδύναµη µε 
την ενέργεια περιστροφής πολλών µορίων, β) 5 × 10−2 eV, που αντιστοιχεί στην ενέρ-
γεια δόνησης των µορίων και γ) 3 eV, που είναι της τάξης µεγέθους της ενέργειας 
διέγερσης των ηλεκτρονίων των ατόµων. Τι συµπεράσµατα βγαίνουν; 
 
 Λύση: Όπως φαίνεται από τη δοθείσα εκθετική εξίσωση της ενεργειακής 
κατανοµής, όσο µεγαλύτερη είναι η ενέργεια τόσο µικρότερος είναι ο αριθµός πλη-
θυσµού. Σε ορισµένη λοιπόν θερµοκρασία ο λόγος των αριθµών πληθυσµού δύο 
ενεργειακών σταθµών ( )jiji, EEEE >  είναι 
 

    ( ) kTEkTEE
kTE

kTE
ee

Ae
Ae

n
n /∆/

/

/

j

i ji

j

i
−−−

−

−

=== .      (α) 

Εκφράζουµε την ενεργειακή ποσότητα kT  σε eV, 

kT = 1,38 × 10−23T  J = 8,625 × 10−5T  eV. 

Εποµένως 

       
T
E

kT
E ∆10159,1∆ 4×= .       (β) 

Χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα του προβλήµατος και τις σχέσεις (α) και (β) φτιάχ-
νουµε τον παρακάτω πίνακα. 
 

 n i / n j 
∆Ε (eV)     100 K     300 K 1000 K 

10−4 0,9885 0,9961 0,9988 
5 × 10−2 3,036 × 10−3 0,1448 0,5601 

3 8,731 × 10−152 4,436 × 10−51 7,836 × 10−16 
 

Όπως παρατηρούµε από τον πίνακα, όταν η διαφορά ενέργειας είναι ∆Ε = 10−4 
eV, τότε πρακτικά σε όλο το εύρος θερµοκρασιών ο λόγος των αριθµών πλη-
θυσµού είναι κοντά στη µονάδα, που δείχνει ότι στη θερµοκρασία δωµατίου (300 Κ) 
τα µόρια είναι εξίσου κατανεµηµένα στις διάφορες στάθµες της ενέργειας περιστρο-
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φής. Καθώς η διαφορά ενέργειας αυξάνεται και γίνεται ∆Ε = 5 × 10−2 eV η πλήρωση 
της ανώτερης ενεργειακής στάθµης εξαρτάται από τη θερµοκρασία. Πάντως στη 
θερµοκρασία δωµατίου υπάρχει αισθητός αριθµός µορίων που βρίσκονται σε κατά-
σταση δόνησης. Τέλος, όταν είναι ∆Ε = 3 eV η ανώτερη ενεργειακή στάθµη είναι 
ουσιαστικά άδεια σε όλο το θερµοκρασιακό εύρος. Συνεπώς όλα σχεδόν τα άτοµα 
και τα µόρια έχουν τα ηλεκτρόνια τους στη βασική ενεργειακή τους κατάσταση. ∆ιε-
γερµένες ηλεκτρονικές καταστάσεις µπορούν να παρατηρηθούν σε άτοµα και µόρια 
που βρίσκονται σε εξαιρετικά υψηλές θερµοκρασίες, σαν αυτές που επικρατούν σε 
πολύ θερµούς αστέρες. 
 
 
17. Στα κολλοειδή διαλύµατα τα στερεά σωµατίδια δέχονται την επίδραση της βα-
ρύτητας, µετέχουν όµως και στην άτακτη θερµική κίνηση µε αποτέλεσµα να αιω-
ρούνται µέσα στο διάλυµα αντί να πέφτουν στον πυθµένα του δοχείου. Να δειχθεί 
ότι ο αριθµός των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου του υγρού δίνεται, σε συνάρτηση 
µε το ύψος h, από τη σχέση 
 

( ) ( )ghρρV
RT
N

eNhN
′−−

=
A

o , 

όπου ΝΑ ο αριθµός του Avogadro, V ο όγκος ενός σωµατιδίου ρ, ρ′ οι πυκνότητες 
των σωµατιδίων και του υγρού αντίστοιχα και h το ύψος. 
 
 Λύση: Τα στερεά σωµατίδια αιωρούνται µέσα στο διάλυµα διότι δέχονται 
κρούσεις από τα µόρια του υγρού που εκτελούν την άτακτη θερµική κίνηση τους. 
Μετέχουν λοιπόν και αυτά στη θερµική κίνηση, η οποία όπως φαίνεται ανταγωνί-
ζεται την βαρύτητα µε αποτέλεσµα την καθ’ ύψος στατιστική δυναµική κατανοµή των 
σωµατιδίων. Ώστε τα στερεά σωµατίδια έχουν κατανοµή ταχυτήτων ή το ίδιο ενεργει-
ακή κατανοµή Μaxwell, διαµορφωµένη όµως από τη δυναµική ενέργεια του βαρυτι-
κού πεδίου. 
 Αν δεν υπάρχει εξωτερικό πεδίο δυνάµεων, η ενεργειακή κατανοµή Maxwell  
προκύπτει από την αντίστοιχη των µοριακών ταχυτήτων λαµβάνοντας υπόψη ότι 
 

2
κ 2

1 υmE =      και   
κ

κ

2
dd
mΕ
Eυ = . 

Έτσι έχουµε τη σχέση 

( )
( ) κ

/2/1
κ2/3κ d

π
2d κ EeE

kT
NEN kTE−= , 

που εκφράζει τον αριθµό των µορίων, σ’ ένα σύνολο Ν µορίων, που έχουν κινητική 
ενέργεια στο διάστηµα Εκ και Εκ + dΕκ. 
 Στην περίπτωση των σωµατιδίων των κολλοειδών διαλυµάτων πρέπει να 
θεωρήσουµε τη συνολική τους µηχανική ενέργεια, να προσθέσουµε δηλαδή στην 
κινητική ενέργεια και τη δυναµική mg′h, όπου h το ύψος από τον πυθµένα και g′ η 
επιτάχυνση της βαρύτητας µέσα στο υγρό (που αλλάζει εξαιτίας της άνωσης). Έτσι 
για ορισµένη θερµοκρασία ο αριθµός των σωµατιδίων που αντιστοιχούν στη µονά-
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δα όγκου του διαλύµατος και έχουν κινητική ενέργεια µεταξύ Εκ και Εκ + dΕκ, καθώς  
και ορισµένη σταθερή δυναµική ενέργεια mg′h (δηλαδή βρίσκονται σε ορισµένο ύψος 
h) είναι ίσος µε 
 

( ) ( ) ( ) ( ) κ
//1/2

κκ
/1/2

κ ddd κκ EeeETNAhgmEeETNAN kTEkThgmkThgmE −′−′+− =′+= . 

Με ολοκλήρωση της προηγούµενης σχέσης ως προς την κινητική ενέργεια Εκ, µε 
όρια από 0 µέχρι ∞ βρίσκουµε τον αριθµό των σωµατιδίων που βρίσκονται σε ύψος 
h, ανεξάρτητα από την τιµή της κινητικής τους ενέργειας. Για το σκοπό αυτό θέτου-
µε τώρα 
 

2κ x
kT
E

= ,   xxkTE d2d κ = ,     ( ) 2/12/1
κ kTxE = , 

οπότε 

( ) xexeTNBN xkThgm dd
22/ −′−=       και ( ) ( ) ∫

∞
−′−=

0

2/ d
2

xexeTNBhN xkThgm . 

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα (βλ. πρβλ. 14). Είναι 

4
πd

2
1d

2
1d

2
1d

00

 

0 0

2

0

2 22222
==












−



−=−= ∫∫∫∫

∞
−

∞
−

∞
−

∞
−

∞
− xexexeexxex xxxxx . 

Ώστε 

( ) ( ) kThgmkThgm eNeTNBhN /
o

/

4
π ′−′− == . 

Η σταθερή Νο αντιπροσωπεύει τον αριθµό των σωµατιδίων στον πυθµένα (h  = 0). 
Επιπλέον είναι 

ρVm = ,     g
ρ
ρρg
′−

=′          και         
AN

Rk = . 

Τελικά λοιπόν έχουµε 

( ) ( )ghρρV
RT
N

eNhN
′−−

=
A

o . 

 Το αποτέλεσµα αυτό ελέγχθηκε και επαληθεύθηκε από τον Perrin µε τις σχε-
τικές του µετρήσεις κατά τη µελέτη της κίνησης Brown και αποτελεί πειραµατική 
επιβεβαίωση της κινητικής θεωρίας των αερίων. 
 
 
18. Σε κάθε κατανοµή η αποκαλούµενη διάµεσος χωρίζει την επιφάνεια κάτω από 
την καµπύλη της συνάρτησης κατανοµής στο µισό. Στην κατανοµή Μaxwell των 
µοριακών ταχυτήτων, η διάµεσος αντιστοιχεί σε µια τέτοια τιµή υµ της ταχύτητας, 
ώστε τα µισά µόρια να έχουν µικρότερη τιµή ταχύτητας από αυτήν και τα άλλα µισά 
µεγαλύτερη. Να επαληθεύστε ότι η ενδιάµεση ταχύτητα είναι υµ = 1,09υπ, όπου υπ η 
πιο πιθανή ταχύτητα.  

0
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 Λύση: Όπως είναι γνωστό, η κατανοµή Maxwell των µοριακών ταχυτήτων 
παριστά στοιχειώδη πιθανότητα, ακριβέστερα διαφορικό πιθανότητας dP και γι’ 
αυτό αντίστοιχα η παράγωγος f (υ) είναι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Ώστε 
έχουµε 
 

( ) υυf
N
υNP d)(dd ==         και      ( ) ( ) 1dd1d

00

1
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=== ∫∫∫
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υυfυN
N
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. 
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f (υ ) = ( )
υN
υN

d
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Τ = 500 Κ

υµυπ

S = 0,5

υ (m/s) 

Σχήµα 4 

S = 0,5

 

Έτσι το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη {f (υ),υ } είναι πάντοτε ίσο µε τη µονάδα, 
ανεξάρτητα από τη φύση του αερίου και τη θερµοκρασία. Στο σχήµα 4 εικονίζεται η 
συνάρτηση της κατανοµής για το αέριο He στους 500 Κ. Η πιο πιθανή ταχύτητα σ’ 
αυτή τη θερµοκρασία είναι (σύµφωνα µε το πρόβληµα 10) υπ = 1442 m/s και επο-
µένως υµ = 1571 m/s. 
 Σύµφωνα µε όσα αναφέρονται παραπάνω, το εµβαδόν κάτω από την καµπύ-
λη από µηδέν µέχρι την ταχύτητα υµ πρέπει να είναι ίσο µε 0,5, καθώς επίσης 0,5 
είναι και το εµβαδόν από υµ µέχρι ∞. Εποµένως 
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Από το πρόβληµα 15 προκύπτει ότι 
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Από τους πίνακες του ολοκληρώµατος πιθανότητας ή συνάρτησης σφάλµατος, βρί-
σκουµε ότι 
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δηλαδή αυτό που έπρεπε να δείξουµε. 
 




