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ναρτήσεων πολλών μεταβλητών, όπως το όριο, η συνέχεια, οι μερικές παράγωγοι, 

η διαφόριση, ο τύπος του Τaylor, οι πεπλεγμένες συναρτήσεις, τα ακρότατα συ-

ναρτήσεων και στοιχεία της θεωρίας καμπύλων στο χώρο  3
Ñ . 

 Στο έβδομο κεφάλαιο αναπτύσσονται βασικά θέματα του ολοκληρωτικού λογι-

σμού συναρτήσεων πολλών μεταβλητών, όπως το διπλό και τριπλό ολοκλήρωμα, 

το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα, τα επιεπιφάνεια ολοκληρώματα, τα γενικευμένα ο-

λοκληρώματα και ολοκληρώματα εξαρτώμενα από παράμετρο. 
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σματικά πεδία, οι τελεστές (κλίση, απόκλιση, στροφή), τα επικαμπύλια ολοκληρώ-

ματα και ο τύπος του Green, τα επιεπιφάνεια ολοκληρώματα και τα Θεωρήματα 

του Gauss και του Stokes. 

 Σε κάθε κεφάλαιο περιέχονται ασκήσεις των οποίων οι απαντήσεις βρίσκονται 

στο τέλος του βιβλίου. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 
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ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 
 

 

 

1. Εισαγωγή 

 

 Οι συναρτήσεις πολλών μεταβλητών, που είναι το αντικείμενο αυτού και των 

δύο επομένων κεφαλαίων, ορίζονται σε υποσύνολα του χώρου  , n 2≥
n

Ñ ,  των 

διατεταγμένων n-άδων πραγματικών αριθμών και παίρνουν τιμές σε υποσύνολα 

του  , m 1≥
m

Ñ , 

 Για  n m 1= =   έχουμε τις συναρτήσεις  f : ÆÑ Ñ ,  που είναι οι πραγμα-

τικές συναρτήσεις μιας πραγματικής μεταβλητής. 

 Για  n 2, m 1≥ =   έχουμε τις συναρτήσεις   :
nf ÆÑ Ñ ,   δηλαδή 

n

1 2 n 1 2 n
( x , x , , x ) f ( x , x , , x )º Œ Æ º ŒÑ Ñ , 

που είναι οι πραγματικές συναρτήσεις πολλών μεταβλητών. 

 Π.χ. για παράδειγμα έχουμε 

 α) 2 2f ( x, y ) x y= +  , 2( x, y )ŒÑ , 

 β) 2 2g( x, y ) 4 x y= - -  , { : }2 2 2( x, y ) A ( x, y ) x y 4Œ = Œ + £Ñ , 

 γ) 
xy

θ( x, y, z )
z

=  , { : }3 2( x, y, z ) ( x, y,0 ) ( x, y )Œ - ŒÑ Ñ . 

 Το γράφημα   x, y, f ( x, y )( )    μιας συ-

νάρτησης  z f ( x, y )=   είναι μια επιφάνεια 

π.χ. η συνάρτηση  2 2 2z x y , ( x, y )= + ŒÑ   

είναι ένα παραβολοειδές από περιστροφή 

της παραβολής  2
z y=   περί του άξονα  Οz . 

 Ένας άλλος τρόπος γεωμετρικής παρου-

σίασης των συναρτήσεων είναι: 

α) οι ισοσταθμισμένες καμπύλες της συνάρ-

(x, y, x2+y2)

(x, y)

z

yx
Ο
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τησης  f ( x, y ) ,  δηλαδή το σύνολο των καμπύλων  

{ σταθερή, }= Œ Ã
2f ( x, y ) c, c ( x, y ) A Ñ , 

β) οι ισοσταθμισμένες επιφάνειες της συνάρτησης  f ( x, y, z ) ,  δηλαδή το σύ-

νολο των επιφανειών 

{ f ( x, y, z ) c, c=  σταθερή,   3( x, y, z ) BŒ Ã Ñ }. 

 

Παράδειγμα 1 

 Nα βρεθούν οι ισοσταθμισμένες καμπύλες των συναρτήσεων: 

α) 2 2f ( x, y ) 4 x y= - -  , { }2 2( x, y ) A ( x, y ) : x y 4Œ = + £ , 

β) 
2 2

2x
f ( x, y )

x y
=

+

 , { }2( x, y ) (0,0 )Œ -Ñ  

� α) Για  c  σταθερή έχουμε τις ισοσταθμισμένες καμπύλες 

2 2 2 2 2
4 x y c x y 4 c , 0 c 2- - = fi + = - £ £  

που είναι ομόκεντροι κύκλοι, με κέντρο το  (0,0 ) . 

 β) Για  c  σταθερή έχουμε τις ισοσταθ-

μισμένες καμπύλες 

2

2

2 2 2

2x 1 1
c x y , c 0

cx y c

Ê ˆ= ¤ - + = πÁ ˜Ë ¯+
, 

δηλαδή κύκλους με κέντρο  
1
, 0

c

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

  και 

ακτίνα  
1
, c 0

c
π . 

 

Παράδειγμα 2 

 Nα βρεθούν οι ισοσταθμισμένες επιφάνειες των συναρτήσεων: 

α) 2 2 2f ( x, y, z ) x y z= + +  , 3( x, y, z )ŒÑ , 

β) 
2 2

2x
f ( x, y, z )

x y
=

+

 , με
3( x, y, z ) , ( x, y ) (0,0 )Œ πÑ . 

c =1
c = ½

Ο 2 4

y 

x 1
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� α) Για  c  σταθερή έχουμε τις ισοσταθμισμένες επιφάνειες 

2 2 2x y z c , c 0+ + = > , 

που είναι μια οικογένεια ομόκεντρων σφαιρών, με κέντρο  (0,0,0 ) . 

 β) Για  c  σταθερή έχουμε τις ισοσταθμι-

σμένες επιφάνειες 

2

2

2 2 2

2x 1 1
c x y , c 0

cx y c

Ê ˆ= ¤ - + = πÁ ˜Ë ¯+
 

οι οποίες στο χώρο  3
Ñ   είναι μια οικογένεια 

ομογενέτειρων κυλίνδρων: 

2

2

2

1 1
x y , c 0 , z

c c

Ê ˆ- + = πÁ ˜Ë ¯
  αυθαίρετο. 

 

Γραμμικές και ομοπαραλληλικές συναρτήσεις 

 Δύο σημαντικοί τύποι συναρτήσεων 

:
n mf ÆÑ Ñ , 

είναι οι γραμμικές και οι ομοπαραλληλικές συναρτήσεις. 

● Η συνάρτηση  f  λέγεται γραμμική όταν, για  n

x, y ŒÑ   και  α, β ŒÑ , ισχύει 

f ( αx βy ) α f ( x ) β f ( y)+ = + . 

 

Από τον ορισμό προκύπτει ότι η συνάρτηση  f  είναι γραμμική αν και μόνον αν 
οι συνιστώσες συναρτήσεις της   

1 2 m
f ( f , f , , f )= º   

:
n

i
f , i 1,2, ,mÆ = ºÑ Ñ , 

είναι γραμμικές. 

 

 Π.χ. η συνάρτηση  :
2 3f ÆÑ Ñ ,  που ορίζεται από την απεικόνιση  

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1
( x , x ) f ( x , x ) ( x 2x , x x , x )Œ Æ = + -Ñ , 

είναι γραμμική, εφόσον οι συνιστώσες συναρτήσεις της  f : 

Ο 
1 2

z 

x ½

y 

Κύλινδροι για  c =1,  c =2

c =1

c =2
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 :
2

1 1 1 2 1 2
f , f ( x , x ) x 2xÆ = +Ñ Ñ , 

 :
2

2 2 1 2 1 2
f , f ( x , x ) x xÆ = -Ñ Ñ , 

 :
2

3 3 1 2 1
f , f ( x , x ) xÆ =Ñ Ñ , 

είναι όλες γραμμικές. 

● Η συνάρτηση   :
n m

g ÆÑ Ñ    λέγεται ομοπαραλληλική, αν υπάρχει γραμμι-

κή συνάρτηση  :
n mf ÆÑ Ñ   και σταθερό στοιχείο  m

cŒÑ ,  τέτοιο ώστε 

να ισχύει 

ng( x ) f ( x ) c , x= + ŒÑ . 

 Π.χ. η συνάρτηση  :
2

g ÆÑ Ñ ,  με  
1 2

g( x, y ) α x α y c= + +   όπου 
1 2
α ,α ,   

cŒÑ   είναι ομοπαραλληλική και το γράφημά της στο  3
Ñ   είναι το επίπεδο 

1 2 1 2
α x α y c z α x α y z c 0+ + = fi + - + = , 

με κάθετο διάνυσμα σ’ αυτό    
1 2

n( α , α ,1)- - . 

 

Σύνθεση συναρτήσεων 

 Θεωρούμε τις συναρτήσεις 

: :
m kg A , f BÆ ÆÑ Ñ ,    όπου  

n m

Α , BÃ ÃÑ Ñ . 

 Όταν είναι  g( A ) BÃ   τότε ορίζεται η σύνθεση  f g�   των συναρτήσεων  g 

και  f  από τη σχέση 

n m( f g )( x ) f g( x ) , x A , g( x ) B( )= Œ Ã Œ ŒÑ Ñ�  

και είναι    k nf g : A , AÆ ÃÑ Ñ� . 

 Π.χ. αν έχουμε τη συνάρτηση   :
3

g ÆÑ Ñ ,  με  2g( x ) ( x, x ,1)=   και είναι  

:
3 3f ÆÑ Ñ ,   με 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

x y z
f ( x, y, z ) , ,

x y z x y z x y z

È ˘- - -
= Í ˙

+ + + + + +Î ˚
, 

τότε η σύνθετη συνάρτηση   g :
3f ÆÑ Ñ�    ορίζεται από τη σχέση 

2

2 4 2 4 2 4

x x 1
( f g )( x ) f g( x ) , ,

x x 1 x x 1 x x 1
( )

È ˘- - -
= = Í ˙

+ + + + + +Î ˚
� . 
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Νορμικές 

 Θεωρούμε το σύνολο των διατεταγμένων n-άδων πραγματικών αριθμών 

{ : }n

1 2 n 1 2 n
( x , x , , x ) x , x , , x= º º ŒÑ Ñ , 

το οποίο με τον ορισμό της πρόσθεσης  

1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n n
( x , x , , x ) ( y , y , , y ) ( x y , x y , , x y )º + º = + + º +  

και του αριθμητικού πολλαπλασιασμού 

1 2 n 1 2 n
λ( x , x , , x ) ( λx , λx , , λx ) , λº = º ŒÑ , 

γίνεται διανυσματικός χώρος, πάνω στο σώμα  Ñ ,  διάστασης  n . 

 Η βάση  º

1 2 n
( e , e , , e )   του  n

Ñ ,  όπου 

= º = º º = º
1 2 n
e (1,0,0, ,0 ) , e (0,1,0, ,0 ) , , e (0,0,0, ,1) , 

λέγεται ορθοκανονική βάση. 

 Αν   n

1 2 n
x ( x , x , , x )= º ŒÑ    τότε γράφεται 

= + +º+
1 1 2 2 n n

x x e x e x e , 

δηλαδή το  
i
x   είναι η  i-συνιστώσα του  x . 

 Μια απεικόνιση     : {υ : }+

Æ = Œ ≥
n

P υ 0Ñ Ñ Ñ  

λέγεται νορμική όταν επαληθεύει τα τρία αξιώματα: 

 [ ]
1

� P( x ) 0 x (0,0, ,0 ) 0= ¤ = º =    μηδενικό στοιχείο, 

 [ ]
n

2
� P( λx) λ P( x ) , x , λ= " Œ " ŒÑ Ñ , 

 [ ]
n

3
� P( x y ) P( x ) P( y ) , x, y+ £ + " ŒÑ . 

 Η νορμική σημειώνεται    nP( x ) x , x= " ŒÑ . 

 Στο διανυσματικό χώρο  n

Ñ   επαληθεύεται, εύκολα, ότι οι παρακάτω συναρ-

τήσεις ορίζουν νορμικές: 

 
1 1 2 n1
P ( x ) x x x x= = + +º+ , 

 [ ]

1

2 2 2 2
2 1 2 n2
P ( x ) x x x x= = + +º+     (ευκλείδεια νορμική), 

 { }
•

•

= = º
1 2 n

P ( x ) x max x , x , , x , 

όπου    n

1 2 n
x ( x , x , , x )= º ŒÑ . 
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 Aποδεικνύεται, ότι για κάθε  n

xŒÑ   ισχύουν οι ανισότητες 

2 1
x x x n x

• •

£ £ £ , 

οπότε οι τρεις αυτές νορμικές είναι ισοδύναμες (ορίζουν τα ίδια ανοικτά σύνολα 

του  n
Ñ ). 

 Από μια νορμική ορίζεται πάντοτε μία απόσταση με την απεικόνιση  

: { : }+

¥ Æ = Œ ≥
n n

d υ υ 0Ñ Ñ Ñ Ñ , 

όπου     nd( x, y ) x y , x, y= - " ŒÑ . 

 Επομένως, στο  n
Ñ   oρίζονται οι αποστάσεις: 

 
1 1 1 2 2 n n

d ( x, y ) x y x y x y= - + - + + -… , 

 

1

2 2 2 2
2 1 1 2 2 n n

d ( x, y ) ( x y ) ( x y ) ( x y )È ˘= - + - + + -Î ˚…  

  (ευκλείδεια απόσταση), 

 { }
1 1 2 2 n n

d ( x, y ) max x y , x y |, , x y
•

= - - º - , 

όπου   
1 2 n 1 2 n

x ( x , x , , x ) , y ( y , y , , y )= º = º . 

 Ανάλογα, αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι ανισότητες 

2 1
d ( x, y ) d ( x, y ) d ( x, y ) nd ( x, y )
• •

£ £ £ , 

οπότε οι τρεις αυτές αποστάσεις είναι ισοδύναμες (δηλαδή ορίζουν τα ίδια ανοι-

κτά σύνολα του  n
Ñ ). 

 

 

1.1. Τοπολογική δομή του  n
Ñ – Ακολουθίες 

 

 Θεωρούμε το  n
Ñ   με την απόσταση   nd( x, y ) , x, y" ŒÑ    και ορίζουμε 

τις έννοιες: 

● ανοικτή σφαιρική περιοχή  είναι το σύνολο 

{ : }n

0 0
B( x , ε ) x d( x , x ) ε= Œ <Ñ , 

 όπου  
0
x   είναι το κέντρο της και  ε 0>   η ακτίνα της. 

● κλειστή σφαιρική περιοχή  είναι το σύνολο 

{ : }n

0 0
Β( x , ε ) x d( x , x ) ε= Œ £Ñ , 
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 όπου  
0
x   είναι το κέντρο της και  ε 0>   η ακτίνα της. 

● σφαιρική επιφάνεια  είναι το σύνολο 

{ : }n

0 0
S( x , ε ) x d( x , x ) ε= Œ =Ñ , 

 όπου  
0
x   είναι το κέντρο της και  ε 0>   η ακτίνα της. 

 Π.χ. στο  2
Ñ   έχουμε τα παρακάτω σχήματα με την ευκλείδεια απόσταση   

[ ]

1

2 2 22
2 1 1 2 2

d ( x, y ) ( x y ) ( x y ) , x, y= - + - " ŒÑ . 

 

Ο 

y 

x 

x0 

ε

Ο 

y 

x 

x0 

ε

Ο 

y 

x 

x0 

ε

Ανοικτή σφαιρική περιοχή:
εσωτερικό του κύκλου

Κλειστή σφαιρική περιοχή: 
εσωτερικό του κύκλου 

και περιφέρεια 

Σφαιρική επιφάνεια:
η περιφέρεια 
του κύκλου  

 

Είδη σημείων 

 Έστω  n

AÃ Ñ   και  n

αŒÑ : 

● αν το  α ΑŒ   και υπάρχει  ε 0>   τέτοιο ώστε 

Β( α, ε ) ΑÃ , 

 τότε λέμε ότι το  α  είναι εσωτερικό σημείο του  Α . 
● αν το  α ΑŒ   και υπάρχει  ε 0>   τέτοιο ώστε  

{ }Β( α, ε ) Α α« = , 

 τότε λέμε ότι το  α  είναι μεμονωμένο σημείο του  Α . 
● αν το  ήα Α α ΑŒ œ   και για κάθε  ε 0>   ισχύει 

Β( α, ε ) { α } Α( )- « π ∆ , 

 τότε λέμε ότι το  α  είναι σημείο συσσώρευσης του  Α . 
● αν το  ήα Α α ΑŒ œ   και για κάθε  ε 0>   ισχύει 

Β( α, ε ) Α« π ∆ , 

 τότε λέμε ότι το  α  είναι σημείο περιβλήματος του  Α . 
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 ● αν το  ήα Α α ΑŒ œ   και για κάθε  ε 0>   ισχύει 

Β( α, ε ) Α« π ∆    και   nΒ( α, ε ) ( A )« - π ∆Ñ , 

 τότε λέμε ότι το  α  είναι συνοριακό σημείο του  Α . 

 Το σύνορο του υποσυνόλου  n

AÃ Ñ ,  συμβολίζεται  A∂   και είναι το σύνο-

λο των συνοριακών σημείων του. 

 Αν θέσουμε  n

cΑ A= -Ñ   το συμπλήρωμα του  Α ,  τότε ισχύει 

A A cA∂ = « , 

οπότε το σύνορο του συνόλου  Α  είναι κλειστό σύνολο. 

 Σημειώνουμε με  Å  όλα τα εσωτερικά σημεία του  Α  και με  A   όλα τα ση-

μεία περιβλήματος του  Α . 

Προφανώς, ισχύει η βασική σχέση    Å Α ΑÃ Ã . 

Όταν είναι  Α Å=   το σύνολο  Α  λέγεται ανοικτό και όταν είναι  Α Α=   το 

σύνολο  Α  λέγεται κλειστό. 

 Τα σύνολα  n
Ñ   και το κενό σύνολο  ∆   είναι ανοικτά και κλειστά σύνολα, 

συγχρόνως. 

 Κάθε ανοικτό διάστημα του  n
Ñ  

{ : }n

1 2 n i i i
I x ( x , x , , x ) α x β , i 1, 2, , n= = Œ < < = ºÑ
�

… , 

είναι ανοικτό υποσύνολο του  n

Ñ   και κάθε κλειστό διάστημα του  n
Ñ  

{ : }n

1 2 n 1 i i
I x ( x , x , , x ) α x β , i 1,2, , n= = º Œ £ £ = ºÑ  

είναι κλειστό υποσύνολο του  n
Ñ . 

 Για παράδειγμα, για το σύνολο (λωρίδα) 

{ : }= Œ Œ < £
2A ( x, y ) x , 1 y 3Ñ Ñ , 

έχουμε: 

: { : }= Œ Œ < < = Œ Œ £ £
� 2 2A {( x, y ) x , 1 y 3 } , A ( x, y ) x , 1 y 3Ñ Ñ Ñ Ñ  

και    { : }∂ = Œ Œ = =
2A ( x, y ) x , y 1, y 3Ñ Ñ . 

 Επίσης, για το σύνολο 

{ : }2 2 2B ( x, y ) x y 1= Œ - >Ñ , 

έχουμε 
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{ : }2 2 2B B , B ( x, y ) x y 1= = Œ - ≥Ñ
�

, 

και { : }2 2 2Β ( x, y ) x y 1∂ = Œ - =Ñ . 

 

Ο

1

3

y

x

�A

Ο 1–1

y

x

�Β

 

 

Ακολουθίες του χώρου  n

Ñ  

 Κάθε συνάρτηση   :
nf ÆÍ Ñ ,   που απεικονίζει στο σύνολο των φυσικών 

αριθμών  { }1,2,3, , k ,= º ºÍ   στο χώρο  n

Ñ   λέγεται ακολουθία σημείων του 

χώρου  n
Ñ   και συμβολίζεται  

k
( x ) ,  όπου 

( k ) ( k ) ( k ) n
k 1 2 nx ( x , x , , x ) , k= Œ " ŒÑ Í… . 

 Η ακολουθία  
k

( x )   λέγεται συγκλίνουσα στο σημείο   n

0
x ŒÑ ,   όπου  

( 0 ) ( 0 ) ( 0 )
0 1 2 nx ( x , x , , x )= … ,   αν για κάθε   

0
ε 0, k ( ε )> $ ŒÍ    τέτοιο ώστε: 

0 k 0
k k d( x , x ) ε" > fi < ,    όπου  d  είναι η απόσταση στο χώρο  n

Ñ . 

 Γράφουμε        
k 0

k

lim x x
Æ+•

=         ή απλώς    
k 0

lim x x= , 

και το  
0
x   λέγεται όριο της ακολουθίας  

k
( x ) . 

 Το επόμενο θεώρημα είναι βασικό για τη σύγκλιση και τον προσδιορισμό 

του ορίου ακολουθίας του  n
Ñ . 

 

ΘEΩPHMA 1: Aν 
k

( x ) ,  όπου   ( k ) ( k ) ( k ) n
k 1 2 nx ( x , x , , x )= º ŒÑ ,   είναι μια ακο-

λουθία του  n
Ñ   και   ( 0 ) ( 0 ) ( 0 ) n

0 1 2 nx ( x , x , , x )= º ŒÑ ,   τότε ισχύει 

( k ) ( 0 )
k 0 i i

k k
lim x x lim x x , i 1, 2, , n
Æ+• Æ+•

= ¤ = = º . 
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