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«T� �ρικωδ	στατ
ν 
�ν τ�ν κακ�ν � θ�νατ
ς

�θ�ν πρ�ς �μ�ς, �πειδ�περ �ταν μ�ν �με�ς �μεν, �
θ�νατ
ς 
� παρ	στιν, �ταν δ� � θ�νατ
ς παρ!", τ�θ’
�με#ς 
�κ �σμ�ν»

[T� �ρι�τ�τατ� λ�ιπ�ν αυτ� κακ�, � θ�νατ�ς, δεν πρ�πει να
μας σκ�τ��ει, γιατ� �σ� εμε�ς υπ�ρ��υμε, � θ�νατ�ς δεν υπ�ρ�ει,
κι �μα �ρθει � θ�νατ�ς εμε�ς δεν υπ�ρ��υμε.]

EΠIKOYPOΣ (341-270 π.X)

Γι�ς τ�υ Nε�κλ��υς και της Xαιρεστρ�της, γενν�θηκε στη Σ�μ� τ� 341
π.X., αλλ� �ι γ�νε�ς τ�υ �ταν Aθηνα��ι π�υ εστ�λησαν ως κληρ����ι στη
Σ�μ� λ�γω της �τ��ειας τ�υς. T� γ�ν�ς τ�υς �ταν απ� την αρ��ντικ� �ι-
κ�γ�νεια των Φιλαϊδ�ν. T� 306 π.X. π�γε στην Aθ�να και �δρυσε την
Eπικ��ρει� Σ��λ�. O Eπ�κ�υρ�ς δ�δασκε ως σκ�π� της #ω�ς την ηδ�ν�
με την �νν�ια να μην υπ���ρει τ� σ�μα και να μη ταρ�#εται η ψυ��.

Tη ��ση δεν πρ�πει να τη %ι�#�υμε παρ� να την υπακ���υμε.
Π�στευε �τι � �νθρωπ�ς ��ει μ�σα τ�υ την ευτυ��α, τη μακαρι�τητα,

�τ�νει να παραμερ�σει �σα τ�ν εν��λ��ν και τ�υ κ�ν�υν κ�λαση τη
#ω�. &τσι στην �υδ�τερη κατ�σταση της «αταρα'�ας» η ευτυ��α ανα-
%λ�#ει απ� μ�σα τ�υ και γεμ�#ει τ� ε�ναι τ�υ.

O Eπ�κ�υρ�ς δ��εται απερ��ραστα την �παρ'η των θε�ν «θε�� μ�ν
γ�ρ ε�σ�ν� �ναργ�ς γ�ρ α!τ"ν �στ�ν # γν"σις», αλλ� �ι θε�� δεν
�ρ�ντ�#�υν για τ�ν κ�σμ� ��τε ανακατ�ν�νται στις υπ�θ�σεις των αν-
θρ�πων.

Aπ�ρριπτε τα μαθηματικ� της επ���ς τ�υ γιατ� θεωρ��σε πως �δη-
γ��σαν στην �παρ'η ιδεωδ�ν αντικειμ�νων «$ς τ"ν μαθημ�των
μηδ�ν συνεργ�'ντων πρ(ς σ���ας τελε�ωσιν».

T� �ιλ�σ��ικ� σ�στημα τ�υ Eπ�κ�υρ�υ διαιρε�ται σε τρ�α μ�ρη τ�
καν�νικ�, τ� �υσικ� και τ� ηθικ� τ�υ, και ��ει σκ�π� να συμ%�λλει
στην ευδαιμ�ν�α της #ω�ς και ν’ απαλλ�'ει τ�υς ανθρ�π�υς απ� τις με-
τα�υσικ�ς ανησυ��ες.

T� πλ��σι� γραπτ� �ργ� τ�υ Eπ�κ�υρ�υ ��θηκε. O Δι�γ�νης Λα�ρτι�ς
(3�ς μ.X. αι.) γρ���ντας μια ιστ�ρ�α της �ιλ�σ���ας περι�λα%ε στ� κε-
��λαι� της επικ�υρικ�ς �ιλ�σ���ας μ�ρ�ς των γραπτ�ν τ�υ Eπ�κ�υρ�υ.
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EÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, Ô˘ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ·  �,

¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ‰ÔÌ¤˜: 

OÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› Ì·˙› ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜  (�, +)  ·ÔÙÂ-

ÏÔ‡Ó ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· (A‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·), ‰ËÏ·‰‹ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó Ù· ·ÍÈÒ-

Ì·Ù·:

A1 : ·, ‚Œ� ÙfiÙÂ  ·+‚Œ�,

A2 : (·+‚)+Á = ·+(‚+Á) (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·),

A3 : 0+· = ·, ÙÔ  0 Ï¤ÁÂÙ·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô,

A4 : – ·+· = 0, ÙÔ  – · Ï¤ÁÂÙ·È ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô,

A5 : ·+‚ = ‚+· (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

OÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›, Ì·˙› ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·-

Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡  (�, +, Ø)  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÛÒÌ·, ‰ËÏ·‰‹ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù·:

I. TÔ  (�, +)  ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

II. TÔ  (� –{0} , Ø)  ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ÔÏÏ·-

Ï·ÛÈ·ÛÌfi, ‰ËÏ·‰‹ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù·:

B1 : ·, ‚Œ�–{0} ÙfiÙÂ  ·Ø‚Œ�,

B2 : (·Ø‚)ØÁ = ·Ø(‚ØÁ), (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·),

B3 : 1Ø·=· , ÙÔ  1 Ï¤ÁÂÙ·È Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô,

B4 : ·–1Ø·=1 , ·π0, ·–1 Ï¤ÁÂÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô,

B5 : ·Ø‚=‚Ø· (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

III. O ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›Ó·È ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfi˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË

·(‚+Á) = ·‚+·Á.

™ËÌÂÈÒÛÂÈ˜ 1

1. TÔ ÌË‰¤Ó ¤¯ÂÈ ÙËÓ ÛÔ˘‰·›· È‰ÈfiÙËÙ·

·Ø0=0  ,  " ·Œ�.

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÌË‰¤Ó ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, ÁÈ’ ·˘Ùfi Î·È ÙÔ ÂÍ·È-

Ú¤Û·ÌÂ ·fi ÙËÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎ‹ ÔÌ¿‰·.

EÈÛ·ÁˆÁ‹



AÎfiÌË, ‰È·›ÚÂÛË ‰È· ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜ Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙË, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô

x Ô˘ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙË Û¯¤ÛË xØ0=·, ÌÂ ·π 0.

B¤‚·È·, ·Ó Â›Ó·È  ·=0 ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ� ÈÛ¯‡ÂÈ xØ0=0.

2. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Â›Ó·È  ·+(–‚) = ·–‚ (·Ê·›ÚÂÛË) Î·È  �
·

‚
� = ·‚–1 (‰È·›ÚÂÛË),  ‰Ë-

Ï·‰‹ ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ·Ê·›ÚÂÛË˜ Î·È ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ Ú¿-

ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡, Ô˘ ÔÚ›Û·ÌÂ ÈÔ ¿Óˆ. ■

OÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � ¤¯Ô˘Ó ‰È¿Ù·ÍË:

·) AÓ Â›Ó·È  ·π‚ ÙfiÙÂ ·<‚ ‹ ‚>·

‚) AÓ Â›Ó·È ·<‚ Î·È  ‚<Á ÙfiÙÂ  ·<Á (ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

EÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘

ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡  (� , + Ø) ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ¤Ó· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ÛÒÌ·.

¶·Ú·Î¿Ùˆ (¨3) ı· ‰Ô‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � ÂÈÏ¤ÔÓ ¤¯Ô˘Ó: ÙÔ
·Í›ˆÌ· ÙÔ˘ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ Î·È ÙËÓ ·Ú¯ÈÌ‹‰ÂÈ· È‰ÈfiÙËÙ·.

¢‡Ó·ÌË Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡

°È· ÙË ıÂˆÚËÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙË˜ ‡·ÚÍË˜ ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡

‚Ï¤Â ÙÔ KÂÊ. 2  ÙÔ˘ E. ¶OY§EA [8] Î·È ÙÔ˘ B. ™TA´KOY [10].

AÓ  ·π0 Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È  nŒ� Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ:

i) ·n=·Ø· … · (ÁÈÓfiÌÂÓÔ  n ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ ›ÛˆÓ ÌÂ ·),  ·–n = �
·

1
n� ,

Î·È ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ, ÁÈ·  ·>0, ÈÛ¯‡Ô˘Ó

ii) ˘¿Ú¯Ô˘Ó  ·1>0, ·2>0  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ  ·1
n

< · < ·2
n

,

ÌÂ  ·2
n – ·1

n
< Â  ,  Â>0  ÔÛÔÓ‰‹ÔÙÂ ÌÈÎÚfi˜,

iii) ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜ ıÂÙÈÎfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  s>0 Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ  sn=·
Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ    s=�

n
·� Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È Ë  n-Ù¿ÍË˜ ıÂÙÈÎ‹ Ú›˙· ÙÔ˘  ·>0.

AÎfiÌË, ·ÓÙ› ÁÈ·  n Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ  Ú= �
p

q
� ,  p,

qŒ�, ıÂÙÈÎfi ÚËÙfi ·ÚÈıÌfi, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

·>0  ,     ·Ú = · = �
q

·�p� = (�
q

·�)p , ·0=1,

Ô˘ Â›Ó·È Ë ÚËÙ‹ ‰‡Ó·ÌË ıÂÙÈÎÔ‡ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡.

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ÂÚÈÙÙ¤˜ Ú›˙Â˜ ·ÚÓËÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È ˘¿Ú-

¯Ô˘Ó, fiˆ˜ ÔÈ ·Î¤Ú·ÈÂ˜ Ú›˙Â˜ ıÂÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

¶.¯. Â›Ó·È  �
3

–1� = –1, ÂÂÈ‰‹  (–1)3=–1.

T· Ú¿ÁÌ·Ù· fiÌˆ˜ ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó ·Ó ¿ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ‰‡Ó·ÌË ·ÚÓËÙÈÎÒÓ

p
�q

Eισαγωγ*4



·ÚÈıÌÒÓ ÌÂ ÚËÙfi ÂÎı¤ÙË.

¶.¯.  –1= �
3

–1� = (–1) = (–1) = �
6

(–�1)�2� = 1, ¿ÙÔÔ.

(BÏ¤Â ·Ú·Î¿Ùˆ ÙË ÛËÌÂ›ˆÛË 2).    

AÎfiÌË, Ú¤ÂÈ Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

2k

��
p

q
�� = ,  fiÔ˘  p, qŒ� ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›,  pq>0.

T¤ÏÔ˜, Ë ‰‡Ó·ÌË ÛÂ ·ÚÓËÙÈÎfi ÂÎı¤ÙË ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

·–Ú = �
·

1
Ú� ,  ·π0

fiÔ˘  Ú ıÂÙÈÎfi˜ ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

¶Ò˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ÙË ‰‡Ó·ÌË,  ·t,  fiÔ˘  ·>0  Î·È  t ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜;

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  Ún ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ,  nŒ�,  Ë ÔÔ›· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ

t (‚Ï¤Â ¨1  Î·È ÙÔ KÂÊ. 1), ÔfiÙÂ ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ‰‡Ó·ÌË  ·t ˆ˜ ÙÔ fiÚÈÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘-

ı›·˜  (·Ún), nŒ� (KÂÊ. 5, ¨6).

IÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·t1Ø·t2 = ·t1+t2,

(·t1)t2 = ·t1Øt2 , t1, t2Œ�

Î·È ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜

0t=0  ,  t>0 Î·È  1t=1  ,  tŒ�.

™ËÌÂ›ˆÛË 2

AÓ  Ú Â›Ó·È ÚËÙfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙfiÙÂ ÌÔÚÂ› Ó· ‚ÚÂıÂ› ÌfiÓÔÓ ¤Ó·

‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (p, q), fiÔ˘  pŒ� ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È  qŒ� Ê˘ÛÈÎfi˜

·ÚÈıÌfi˜, Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ  Ú = �
p

q
� Î·È Ô  q  Ó· ÌËÓ ‰È·ÈÚÂ› ÙÔ  p,  ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ·  �

p

q
�

Ó· Â›Ó·È ·Ó¿ÁˆÁÔ.

ÕÚ·, ÁÈ·  ·>0 Î·È  " qŒ� ‹  ·<0 Î·È  qŒ� ÂÚÈÙÙfi, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›-

ÛÔ˘ÌÂ

·Ú = · = (·p) = �
q

·�p�

Î·È Ô ·ÚÈıÌfi˜  ·Ú Ï¤ÁÂÙ·È ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ  ·  Î·È ÂÎı¤ÙË ÙÔ  Ú  (fiÔ˘ ‚¤‚·È·

Ë  q  Ú›˙· ÙÔ˘ ·p ÔÚ›˙ÂÙ·È).

1�q
p
�q

�
2k

Ω�pΩ�
�
�
2k

Ω�qΩ�

°È’ ·˘ÙfiÓ ÙÔ ÏfiÁÔ ÛÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ·Ó¿Ï˘ÛË ÌË ·Î¤Ú·ÈÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È,
ÁÂÓÈÎ¿, ÌfiÓÔÓ ÁÈ· ıÂÙÈÎÔ‡˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

2
�6

1
�3
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¶.¯. ÙÔ (–1) ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È, ÂÓÒ ÙÔ  (–1) ÔÚ›˙ÂÙ·È.

1. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

AÚ¯ÈÎ¿ ı· ·ÂÈÎÔÓ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ¿Óˆ ÛÂ Ì›· Â˘ıÂ›·

ÁÚ·ÌÌ‹  x¢x.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›·  O Î·È  M,  ÙÔ  M ‰ÂÍÈ¿ ÙÔ˘  O,  ¿Óˆ

ÛÂ Ì›· Â˘ıÂ›·  x¢x.

™ÙÔ  O ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó Î·È ÛÙÔ  M  ÙË ÌÔÓ¿‰·, ¤ÙÛÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô

ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  x¢x ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡ÌÂ ÙËÓ ·fiÛÙ·Û‹ ÙÔ˘ ·fi ÙÔ  O (‰ËÏ. ÙËÓ ·fiÏ˘ÙË

ÙÈÌ‹ ÙÔ˘), ‰ÂÍÈ¿ ÙÔ˘  O ÌÂ ÚfiÛËÌÔ  +  Î·È ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  O ÌÂ ÚfiÛËÌÔ  –.

¶.¯. ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  E1 (‰ÂÍÈ¿ ÙÔ˘  O) ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ  4,5  Î·È

ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  E2 (·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  O)  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ  –2,5.

H Â˘ıÂ›·  x¢x Ï¤ÁÂÙ·È Â˘ıÂ›· ‹ ¿ÍÔÓ·˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ‹ Ú·Á-
Ì·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·.

™¯fiÏÈÔ

AÓ ÚÔ‚¿ÏÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Â˘ıÂ›·˜  x¢Ox  ¿Óˆ ÛÙ· ÛËÌÂ›·

ÌÈ·˜ ËÌÈÂÚÈÊ¤ÚÂÈ·˜ Î‡ÎÏÔ˘, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·, ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Â’

¿ÂÈÚÔ ÛËÌÂ›Ô  +• ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  B Î·È ÙÔ Â’ ¿ÂÈÚÔ ÛËÌÂ›Ô  –•
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  A, ÂÓÒ ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � ·ÓÙÈÛÙÔÈ-

¯Ô‡Ó ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙË˜ ËÌÈÂÚÈÊ¤ÚÂÈ·˜  AOB.

º˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ � Â›Ó·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›  1, 2, 3, …

x¢ x

A BK

O

x¢ x–5 –3

E2

–2 –1 1 2 3 4 5O–4

E1M

1
�3

1
�2

Eισαγωγ*6



TÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ Ê˘ÛÈÎfi˜

·ÚÈıÌfi˜ (‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÈ· ÙËÓ ·Ê·›ÚÂÛË Î·È ÙË ‰È·›ÚÂÛË ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ

·ÚÈıÌÒÓ).

AÎ¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

AÓ ÛÙÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  � ÂÈÛ˘Ó¿„Ô˘ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó  0  Î·È ÙÔ˘˜ ·ÓÙ›-

ıÂÙÔ‡˜ ÙÔ˘˜, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  � ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ  0, ±1, ±2, ±3. …

TÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·, Ë ·Ê·›ÚÂÛË Î·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ·ÎÂÚ·›ˆÓ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ·Î¤-

Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ (‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÈ· ÙË ‰È·›ÚÂÛË ÙˆÓ ·Î¤Ú·ÈˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ).

PËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›

AÓ ÛÙÔ˘˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜ ÂÈÛ˘Ó¿„Ô˘ÌÂ Î·È fiÏ· Ù· ÎÏ¿ÛÌ·Ù· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  �
p

q
� ,

fiÔ˘  p, q  ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›  (qπ0) ÙfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � ÙˆÓ ÚËÙÒÓ
·ÚÈıÌÒÓ.

EÎÙfi˜ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜, ÙË˜ ·Ê·›ÚÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙÒÚ· Î·È ÙÔ ËÏ›-

ÎÔ (ÛÂ ·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ ÙÔ˘˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜) ‰‡Ô ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  �
·

‚
� , ‚π0, ·,

‚Œ� Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

AÏ¤˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô ‰›ÓÔ˘Ó ÙË ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ·Ú¿-

ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ¿Óˆ ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·.

¶.¯. ÛÙÔ Û¯‹Ì· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÚËÙÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡  �
2

3
� (ÛËÌÂ›Ô  A).

EÂÈ‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ  �
p

q
� = �

–

–

p

q
� ,  ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ ÚËÙfi ·ÚÈıÌfi  r Û·Ó

¤Ó· ÎÏ¿ÛÌ· ÌÂ ıÂÙÈÎfi ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ô ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  r Ï¤ÁÂÙ·È  ıÂÙÈÎfi˜ ‹ ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ

ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌËÙ‹.

MÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÈÛ¿ÁÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›· .¯.

Ô ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  �
–

3

5
� ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ  �

1

3
� ÙË˜ ·fi-

ÛÙ·ÛË˜ ·fi ÙÔ  O (·Ú¯‹) ¤ˆ˜ ÙÔ  –5.

–2 –1 1A

1

2

3

2O
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1) OÈ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ› Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ.

AÓ  ·, ‚ Â›Ó·È ‰‡Ô ¿ÓÈÛÔÈ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÙfiÙÂ Ô  · – ‚ ‹  ‚ – · Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜

·ÚÈıÌfi˜.

¢È·Ù¿ÛÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·˜ ÙË ‰È¿Ù·ÍË < ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

·<‚ ,  fiÙ·Ó  ‚ –· Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜.

AÓ  ‚ – · Î·È  Á – ‚ Â›Ó·È ıÂÙÈÎÔ›, ÙfiÙÂ

Á – · = (Á –‚)+(‚ –·) Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰È¿Ù·ÍË  <  ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Î·È Ù· ‰‡Ô ·ÍÈÒÌ·Ù· ÌÈ·˜ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤-

ÓË˜ Û¯¤ÛË˜.

ÕÚ·, ·Ó  ·>0  ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜:

ñ ·Ó  ·<‚ ,  ÙfiÙÂ  ·+x < ‚+x ,

ñ ·Ó  ·<‚ , x>0 ÙfiÙÂ  ·x < ‚x ,

ñ ·Ó  ·<‚ ,  x<0 ÙfiÙÂ  ·x > ‚x.

2) OÈ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ› Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ˘ÎÓfi Û‡ÓÔÏÔ.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô ÚËÙÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ Â› ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Â˘ıÂ›·˜

ÙÔ ÔÔ›Ô Ó· ¤¯ÂÈ ¿ÌÂÛ· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ, ÁÈ·Ù› ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ÚËÙÒÓ

ÛËÌÂ›ˆÓ  ·, ‚, fiÛÔ ÎÔÓÙ¿ ÎÈ ·Ó Â›Ó·È, ˘¿Ú¯ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ Î¿ÔÈÔ ¿ÏÏÔ Î·È ÂÔ-

Ì¤Óˆ˜ ¿ÂÈÚ· ÛÂ Ï‹ıÔ˜.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  Á = �

1

2
� (·+‚) Â›Ó·È ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·ÎÚÈ-

‚Ò˜ ÛÙÔ ÌÈÛfi ÙË˜ ·fiÛÙ·ÛË˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  · Î·È  ‚ ,  ÁÈ·Ù› ·Ó

Â›Ó·È  ·<‚,  ÙfiÙÂ  Á –·=‚ –Á = �
1

2
� (‚ –·) .

AÏÏ¿, Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ ‰È¯ÔÙfiÌËÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· Û˘ÓÂ¯ÈÛÙÂ› ¯ˆÚ›˜ ÙÂÏÂÈˆÌfi.

3) OÈ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ› Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ.
ŸÏ· Ù· ıÂÙÈÎ¿ ÎÏ¿ÛÌ·Ù·  �

p

q
� ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Ù·ÍÈÓÔÌËıÔ‡Ó ÛÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÔÌ¿-

‰Â˜ ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

p+q = 2  ,   p+q = 3   ,   p+q = 4 , …

ÕÚ· ¤¯Ô˘ÌÂ

Î·È, ·Ó ·Ú·ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜ ÙˆÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ, ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÈ· ·ÎÔ-

1
1

,1
2

2
1

,1
3

,2
2

3
1

,1
4

,2
3

,3
2

4
1

,1
5

,2
4

,3
3

,4
2

5 ...

...1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1
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ÏÔ˘ı›· ÛÙËÓ ÔÔ›· Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ÎÏ¿ÛÌ· ÙÔ Û˘Ó·ÓÙ¿ÌÂ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ì›· ÊÔÚ¿.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÙÂıÂ› ÛÂ ÌÈ· ·Ì-

ÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÌÂ ÙÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  � (ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÎÂÚ·›Ô˘˜),

‰ËÏ·‰‹

rnŒ� ,  rn ´  n ,  nŒ�

ÌÂ r1=1  ,  r2 = �
1

2
� ,   r3 = 2  ,… , r10 = �

1

5
� ,  r11=5 , …

fiÔ˘ ÁÈ· Î¿ıÂ  n  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó·  rn .

ŸÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ (ıÂÙÈÎÔ‡˜, ·ÚÓËÙÈÎÔ‡˜ Î·È ÌË‰¤Ó) ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·

ÙÔ˘˜ ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ

0 r1 – r1 r2 – r2 r3 – r3 …

1 2 3 4 5 6 7 …

ÎÈ ¤ÙÛÈ Ó· ÙÂıÔ‡Ó ÛÂ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÌÂ ÙÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈı-

ÌÔ‡˜ � .

K¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ÙÂıÂ› ÛÂ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÌÂ ÙÔ˘˜

Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  � Ï¤ÁÂÙ·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ. ■

ŒÓ· ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÎÏ¿ÛÌ· Â›Ó·È ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó Â›Ó·È ÂÚÈÔ-

‰ÈÎfi .¯.

�
1

3
� = 0,3  ,   �

1

7
� = 0,14287.

ŸÙ·Ó ÙÔ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ÎÏ¿ÛÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÚÈÔ‰ÈÎfi Ï¤ÁÂÙ·È ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜
(‚Ï¤Â ·Ú·Î¿Ùˆ ÙËÓ ¨4).

ÕÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

Afi ÙËÓ ·Ú¯·ÈfiÙËÙ· ·Ó·Î·Ï‡ÊıËÎ·Ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ‰ÂÓ Â›-

Ó·È ÚËÙÔ›. ¶.¯. ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘ ÂÓfi˜ ÙÂÙÚ·ÁÒÓÔ˘ ÌÂ ÏÂ˘Ú¿  1 ‰ÂÓ Â›Ó·È

ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  x ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ‰È·ÁˆÓ›Ô˘, ÙfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ (¶˘ı·ÁfiÚÂÈÔ

£ÂÒÚËÌ·)     x2 = 12+12 = 2.

ŒÛÙˆ fiÙÈ Ô  x  Â›Ó·È ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  x = �
p

q
� ,  qπ0 ,  fiÔ˘  p, qŒ� .

AÏÔÔÈÒÓÙ·˜, ·Ó ¯ÚÂÈ·ÛÙÂ›, ÛÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· �
p

q
� ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ: «ÔÈ

·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›  p  Î·È  q ‰ÂÓ Â›Ó·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô ˙˘ÁÔ› (¿ÚÙÈÔÈ) ·ÚÈıÌÔ›».

£· ¤¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

2 = �
p

q2

2

� fi p2=2q2
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ÔfiÙÂ Ô  p2,  Î·È ¿Ú·  Î·È Ô  p,  Â›Ó·È ˙˘Áfi˜ (¿ÚÙÈÔ˜) ·ÚÈıÌfi˜.

ŒÛÙˆ  p=2p1 ,  fiÔ˘  p1 Î¿ÔÈÔ˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜.

TfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

2q2=4p
2
1 fi q2=2p

2
1

ofiÙÂ Ô  q2 ,  Î·È ¿Ú·  q,  Â›Ó·È ˙˘Áfi˜ (¿ÚÙÈÔ˜) ·ÚÈıÌfi˜.

ºÙ¿Û·ÌÂ ÛÂ ¿ÙÔÔ ÎÈ ¤ÙÛÈ Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô  x=�2� ‰ÂÓ Â›Ó·È ÚËÙfi˜ ·ÚÈı-

Ìfi˜. ■

OÈ ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È

� – �

fiÔ˘  � Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ (ÚËÙÒÓ Î·È ¿ÚÚËÙˆÓ ·ÚÈı-

ÌÒÓ).

Ÿˆ˜ Î¿Ó·ÌÂ ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ ÛÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·

‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

1) OÈ ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ.

2) OÈ ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ˘ÎÓfi Û‡ÓÔÏÔ.

3) OÈ ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ› ‰ÂÓ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ¤Ó· ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ.

°È· ÙÔ 3) ‚Ï¤Â ¶. •ENIKAKH [4], KÂÊ. 1, ¨1.3, fiÔ˘ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÔÈ

Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ, ÔfiÙÂ ·Ó ÔÈ ¿ÚÚËÙÔÈ

·ÚÈıÌÔ› ‹Ù·Ó ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ı· Î·Ù·Ï‹Á·ÌÂ ÛÙÔ ¿ÙÔÔ fiÙÈ ÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈ-

ÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›   � = � »(� – �)   Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜.

H ·Ú·Î¿Ùˆ ÚfiÙ·ÛË Û˘Ó‰¤ÂÈ «ÙË ıÂˆÚ›· ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË»:

∞fi‰ÂÈÍË
A˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÈıÌfi  · ÌÂ ÛÊ¿ÏÌ· ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ �

n

1
� ,

nŒ�. ŸÔÈÔ˜ ÎÈ ·Ó Â›Ó·È Ô ·ÚÈıÌfi˜  ·  ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ Ê˘-

ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  n0 Î·È  n0+1,  ‰ËÏ·‰‹    n0<·<n0+1.

¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [n0, n0+1],  ÛÂ  n ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·

�n0 ,  n0 + �
n

1
�� ,  �n0 + �

n

1
� ,  n0 + �

n

2
�� , … , �n0 + �

m

n
� ,  n0 + �

m

n

+1
�� , … ,

�n0 + �
n

n

–1
� ,  n0+1�

¶POTA™H: K¿ıÂ ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜  ·  ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÛÂÁÁÈÛıÂ› Ì’ ¤Ó·Ó ÚËÙfi
·ÚÈıÌfi ÌÂ fiÔÈÔ ÛÊ¿ÏÌ· ı¤ÏÔ˘ÌÂ.
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ÔfiÙÂ Ô ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜  · ı’ ·Ó‹ÎÂÈ Û’ ¤Ó· ·’ ·˘Ù¿ Ù· ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·.

¢ËÏ·‰‹, ¤¯Ô˘ÌÂ

·Œ�n0 + �
m

n
� ,  n0 + �

m

n

+1
�� fi n0 + �

m

n
� < · < n0 + �

m

n

+1
� ,

¿Ú· Î·ı¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

n0 + �
m

n
� ,   n0 + �

m

n

+1
�

ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÈ ÙÔÓ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÈıÌfi  · ÌÂ ÛÊ¿ÏÌ· ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘  �
n

1
� .

O ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  n0 + �
m

n
� Â›Ó·È Ô ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ÙÔ˘  · Î·È Ô  n0 + �

m

n

+1
� Ô ÌÂ-

Á·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ÙÔ˘  ·,  ÌÂ ÛÊ¿ÏÌ· ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË˜ Î·È ÔÈ ‰‡Ô ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘  �
n

1
� ,  nŒ�

(Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›). ■

Afi fiÏ· Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚfi ˆ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜:

� Ã � Ã � Ã �

Î·È oÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � = � »(�–� )  ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ.

™ËÌÂ›ˆÛË

OÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  � ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È ÌÂ ÙËÓ ÙÔÌ‹ DEDEKIND:

·) Œ¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  � ÛÂ ‰‡Ô ˘ÔÛ‡ÓÔÏ·  A1, A2 Í¤-

Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ‰ËÏ·‰‹  A1«A2=Δ  Î·È  A1»A2= � .

‚) K¿ıÂ ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ A1 Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ ·fi Î¿ıÂ ÚËÙfi ·ÚÈı-

Ìfi ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A2,  ‰ËÏ·‰‹ ·Ó  ·ŒA1 Î·È  ‚ŒA2 ÙfiÙÂ  ·<‚.

OÈ ÙÔÌ¤˜ DEDEKIND Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È  ∞1/∞2 Î·È Î·ıÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ Î·È

ÙÔ˘˜ ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.

BÏ¤Â Ù· ‚È‚Ï›· E. ¶OY§EA [8], KÂÊ. 1, ¨3  Î·È  L. BRAND [1], KÂÊ. 1, ¨6.

2. ¢È·ÛÙ‹Ì·Ù·

H Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·  � Â›Ó·È  ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ÛÒÌ·, ‰ËÏ. ÔÈ Û˘Ó‹ıÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜

(ÚfiÛıÂÛË, ÔÏÏ·Ï·ÛÌfi˜, ‡·ÚÍË  0, 1, ‡·ÚÍË ·ÓÙÈı¤ÙÔ˘ Î·È ·ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘)

Î·ıÒ˜ Î·È Ë Û¯¤ÛË ‰È¿Ù·ÍË˜  ·≤‚ Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÛÙËÓ  �.

ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ Ï¤ÁÂÙ·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· Û¯¤ÛË < Ù¤ÙÔÈ·

ÒÛÙÂ:

i) fiÙ·Ó Â›Ó·È  ·π‚ ÙfiÙÂ ·<‚ ‹  ·>‚,
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ii) fiÙ·Ó  ·<‚ ,  ‚<Á fi ·<Á (ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

T· Â‰›· ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ı· Â›Ó·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ‰È·-

ÛÙ‹Ì·Ù·, ‰ËÏ·‰‹ ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙË˜  �,  ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ (˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  ·<‚):

T· Û‡Ì‚ÔÏ·  – •, +•, ‰È·‚¿˙ÔÓÙ·È «ÌÂ›ÔÓ ¿ÂÈÚÔ» Î·È «Û˘Ó ¿ÂÈÚÔ», ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯·.

3. ºÚ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

ŒÓ· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ  AÃ� Ï¤ÁÂÙ·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ (·ÓÙ. ÚÔ˜ Ù·
¿Óˆ) fiÙ·Ó

$ ·Œ� ,  " xŒA : ·≤x

(·ÓÙ. $ ‚Œ� ,  " xŒA : x≤‚) .
O Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  · (·ÓÙ. ‚)  Ï¤ÁÂÙ·È Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ· (·ÓÙ. ¿Óˆ ÊÚ¿Á-

Ì·) ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A.
¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜  ·1<· (·ÓÙ. ‚1>‚)  Â›Ó·È Â›ÛË˜ Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·

(·ÓÙ. ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·) ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A.
TÔ Û‡ÓÔÏÔ  AÃ� Ï¤ÁÂÙ·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ fiÙ·Ó Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ Î·È

ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó

$ ·, ‚Œ� ,  " xŒA :  ·≤x≤‚.

EÔÌ¤Óˆ˜, ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ  AÃ� Â›Ó·È:

ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ, fiÙ·Ó Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ [·, ‚],  ÌÂ  ·, ‚Œ� ,

ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ, fiÙ·Ó Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

[·, +•) ,   ÌÂ   ·Œ� ,

Eισαγωγ*12

™‡ÓÔÏÔ ™‡Ì‚ÔÏÔ OÓÔÌ·Û›·

{xŒ�: ·<x<‚} (·, ‚) ·ÓÔÈÎÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  ·, ‚

{xŒ�: ·<x} (·, +•) ·ÓÔÈÎÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  ·,+•
{xŒ�: x<·} (– •, ·) ·ÓÔÈÎÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  +•, ·

� (– •,+•) Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

{xŒ�: ·≤x≤‚} [·, ‚] ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  ·, ‚

{xŒ�: ·≤x} [·, +•) ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  ·, +•
{xŒ�: x≤·} (– •, ·] ÎÏÂÈÛÙfi ‰È¿ÛÙËÌ·  –•, ·

{xŒ�: ·<x≤‚} (·, ‚] ·ÓÔÈÎÙfi ·ÚÈÛÙÂÚ¿ Î·È ÎÏÂÈÛÙfi ‰ÂÍÈ¿

{xŒ�: ·≤x<‚} [·, ‚) ÎÏÂÈÛÙfi ·ÚÈÛÙÂÚ¿ Î·È ·ÓÔÈÎÙfi ‰ÂÍÈ¿



ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ, fiÙ·Ó Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

(– •, ‚] ,   ÌÂ   ‚Œ� .

ñ ¶¿Óˆ ¤Ú·˜ ‹ supremum ÂÓfi˜ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A  Ï¤ÁÂÙ·È

¤Ó· ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·  ‚ ÙÔ˘  A ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·:  ‚≤‚1 , " ‚1 ¿Óˆ

ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  A ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi Ù· ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù· ÙÔ˘  A.

™˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  ‚=supA.

ñ K¿Ùˆ ¤Ú·˜ ‹ infimum ÂÓfi˜ ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A Ï¤ÁÂÙ·È

¤Ó· Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·  · ÙÔ˘  A ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·:  ·1≤· ,  " ·1 Î¿Ùˆ

ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  A, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi Ù· Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù· ÙÔ˘  A.

™˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  ·=inf A.

O ·ÚÈıÌfi˜  ·  Â›Ó·È Î¿Ùˆ ¤Ú·˜ (infimum) ÙÔ˘ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘  AÃ� fiÙ·Ó:

i) Ô  · Â›Ó·È Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  A,  Î·È

ii) " Â>0,  $ ·ŒA :  ·≤x<·+Â.

AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ô  ‚ Â›Ó·È ¿Óˆ ¤Ú·˜ (supremum) ÙÔ˘  AÃ� fiÙ·Ó:

i) Ô  ‚ Â›Ó·È ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  A,  Î·È

ii) " Â>0,  $ xŒA :  ‚ –Â<x≤‚

OÚÈÛÌÔ›  sup A, inf A

i) " xŒA ,  x≥· , ii) " Â>0 ,  $ xŒA ,  x<·+Â.

i) " xŒA ,  x≤‚ , ii) " Â>0 ,  $ xŒA ,  x>‚ –Â.

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ «ÙÔ supremum (·ÓÙ. infimum), ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ, Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi».
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó  ·, ·¢ Â›Ó·È ‰‡Ô infimum ÙÔ˘  AÃ� ÙfiÙÂ  ·≤·¢ Î·È  ·¢≤· Ôfi-

ÙÂ  ·=·¢.
AÎfiÌË, ·Ó  ‚, ‚¢ Â›Ó·È ‰‡Ô supremum ÙÔ˘  AÃ� ÙfiÙÂ  ‚≤‚¢,  Î·È  ‚¢≤‚ Ôfi-

ÙÂ  ‚=‚¢.
AÓ ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ  – A = {–x: xŒA} ,  ÙfiÙÂ ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ

inf A = –sup(–A).

AÍ›ˆÌ· ÙÔ˘ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ÛÙÔ  �

°È· Î¿ıÂ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ (·ÓÙ. ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ) Î·È ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔ-
ÏÔ  A  ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ � ÙÔ  sup A (·ÓÙ. inf A) ˘¿Ú¯ÂÈ.

‚ = sup B

· = inf A
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¶ÚÔÛÔ¯‹! H È‰ÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ·Ó ·ÓÙÈÎ·Ù·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ  � ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔ-

ÏÔ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  �.

TÔ sup A Î·È ÙÔ inf A, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó (ÛÙÔ �) ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ·Ó·-

ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ ÛÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  A.

ŸÙ·Ó ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A  Ï¤ÁÔÓÙ·È Ì¤ÁÈÛÙÔ ‹ maximum Î·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ‹ minimum
ÙÔ˘ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘  AÃ�.

T· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ·  A = (·, ‚)Ã� ,  B = [·, ‚]Ã� ,  ° = (·, ‚] ¤¯Ô˘Ó:

sup A=‚œA ,  inf A = ·œA,
sup B=‚ŒB ,  inf B = ·œB,
sup °=‚Œ° ,  inf ° = ·œ°.

T· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ·  A = (– •, 2) ,  B = [5, +•)  ¤¯Ô˘Ó:

sup A=‚œA ,  inf A = – •.

sup B=+• ,  inf B = 5ŒB.

N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· supremum Î·È infimum ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ

A = {0, 1, 3}, ,
μ = {xŒ� : x<0},
° = {xŒ� : x ‰È·ÈÚÂ›Ù·È ÌÂ ÙÔ  3}.

� Œ¯Ô˘ÌÂ sup A=3  ,  inf A=0

Î·È sup B=0  ,  inf B=– •.

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  sup B=0.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó  xŒB ÙfiÙÂ  x<0,  ÔfiÙÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó  0 Â›Ó·È ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  B.

AÓ  · Â›Ó·È ¿ÏÏÔ ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  B ÙfiÙÂ ·ÔÎÏÂ›ÂÙ·È  ·<0  (‰ÈfiÙÈ ÙfiÙÂ

�
·

2
� <0 fi �

·

2
� ŒB)  Î·È ı· ¤ÚÂÂ  �

·

2
� < · ,  ÌÂ  ·<0.

¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ (ÂÂÈ‰‹  ·<0) �
1

2
� >1,  Ú¿ÁÌ· ¿ÙÔÔ.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ° ÁÚ¿ÊÂÙ·È

° = {3k : kŒ�}.

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ   ° ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ (·ÓÙ. ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ).

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  ° Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ.

EÂÈ‰‹ ÙÔ  ° Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi (.¯. ÙÔ 3Œ°)  ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  sup°,
¤ÛÙˆ  ‚=sup°.  TfiÙÂ fiÌˆ˜,  ‚–1<‚ Î·È ¿Ú· ı· ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  ° Ô˘

ı· Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÙÔ˘  ‚–1,  ‰ËÏ. ı· ˘¿Ú¯ÂÈ kŒ� Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

3

2

1

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1 

Eισαγωγ*14



‚ ≥ 3k > ‚–1  (ÌÂ Â = 1>0).

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ  3k+3 > ‚–1+3 fi 3(k+1) > ‚+2 > ‚ Î·È  3(k+1)Œ°,  Ô˘

Â›Ó·È ¿ÙÔÔ (ÁÈ·Ù› ‚Ú‹Î·ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  ° ÁÓ‹ÛÈ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ÙÔ

‚=sup°).

AÓ¿ÏÔÁ· Á›ÓÂÙ·È Ë ·fi‰ÂÈÍË Î·È ÁÈ· ÙÔ  inf °.

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

sup° = +• ,   inf °=– •.

∞fi‰ÂÈÍË

AÓ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ù¤ÙÔÈÔ  nŒ�,  ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

A = {n· : nŒ�}

ı· Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ Î·È ÌË ÎÂÓfi.

EÔÌ¤Óˆ˜, ı· ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ supA Î·È ¤ÛÙˆ  supA=‚.

EÂÈ‰‹  ‚–·<‚  (ÌÂ  Â=·>0)  ı· ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  m·,  mŒ� ÙÔ˘  A  Ù¤-

ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ ‚–· < m· ≤ ‚ fi ‚ < (m+1)·.

AÏÏ’ fiÌˆ˜  (m+1)·ŒA ÎÈ ¤ÙÛÈ ÊÙ¿Û·ÌÂ ÛÂ ¿ÙÔÔ. ■

H AÚ¯ÈÌ‹‰ÂÈ· È‰ÈfiÙËÙ·, fiÙ·Ó Â›Ó·È  �
·

Á
� = r>0  ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, Á›ÓÂÙ·È:

MÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ÛÒÌ·Ù· ÛÙ·

ÔÔ›· ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë È‰ÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹. EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ ÛÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜

·ÚÈıÌÔ‡˜  �, ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ¿ ·fi ÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙÔ˘ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜.

�� ÂÂÎÙÂÙ·Ì¤ÓË Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·

TÔ Û‡ÓÔÏÔ  �� = �»{– •, +•}  Ï¤ÁÂÙ·È ÂÂÎÙÂÙ·Ì¤ÓË Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›· Î·È

Û’ ·˘Ùfi ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

1) +•+(+•) = +• , – •+(– •)= – • .

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 2

AÓ  r  Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  n  Ù¤ÙÔÈÔ˜
ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  n>r.

APXIMH¢EIA I¢IOTHTA
AÓ  ·  Â›Ó·È Ù˘¯·›Ô˜ ıÂÙÈÎfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È  Á  ¤Ó·˜ ¿ÏÏÔ˜ Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  nŒ� Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

n·>Á.
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2) ·+(±•) = ±• , ·Œ� .

3) (+•)Ø(+•) = +• , (– •)(+•) = (+•)(– •) = – • ,

(– •)Ø(– •) = +• .

4) AÓ  ·>0 ,  ·(+•) = +• , ·Ø(– •) = – • .

AÓ  ·<0 , ·(+•) = – • , ·Ø(– •) = +• .

5) �
±

·

•
� = 0 , ·Œ� .

OÈ Ú¿ÍÂÈ˜

+• +(– •) = +• – •

0Ø(±•)

�
±

±

•
•
� ,  �

0

0
�

‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÔÚÈÛÙÔ‡Ó, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÙÈÌ‹ ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË.

™ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Ú¿ÍË ¤¯ÂÈ ·ÚÔÛ‰ÈfiÚÈÛÙË ÙÈÌ‹.
AÏÏ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ: fiÙ·Ó ÙÔ ÌË‰¤Ó ‰ÂÓ Â›Ó·È fiÚÈÔ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜, 

0Ø(±•) = 0
Î·È Â›Ó·È

�
0

0
� = 0

fiÙ·Ó Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ Â›Ó·È ÙÔ ÌË‰¤Ó Î·È Ô ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹˜ Â›Ó·È fiÚÈÔ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜

·nÆ0 ,  ·nπ0  ,  " nŒ�.

4. ¢˘·‰ÈÎ‹ Î·È ‰ÂÎ·‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

£· ¯ÚÂÈ·ÛÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚfiÙ·ÛË:

∞fi‰ÂÈÍË

¶POTA™H 1: AÓ  xŒ� ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÎÏÂÈÛÙÒÓ ‰È·-

ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  In = �·n , ·n + �
2

1
n�� ,  n = 0, 1, 2, … ·nŒ�,  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ «

•

n=0
In = {x}.
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¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Î¤Ú·ÈÔ˜  ·0 Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ  xŒI0 = [·0 , ·0+1].

¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  I0 ÛÂ ‰‡Ô ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·

�·0 , ·0 + �
1

2
�� ,  �·0 + �

1

2
� ,  ·0+1�

ÔfiÙÂ ÙÔ  x ı’ ·Ó‹ÎÂÈ Û’ ¤Ó· ·’ ·˘Ù¿, Ô˘ ÙÔ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ

I1 = �·1 ,  ·1 + �
1

2
�� .

AÓ Â›Ó·È  x = ·0 + �
1

2
� ÙfiÙÂ ·Ó‹ÎÂÈ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙÔ π1 ÛÂ ‰‡Ô ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·

�·1 , ·1 + �
2

1
2�� ,  �·1 + �

2

1
2� , ·1 + �

1

2
��

Î·È ÙÔ x ·Ó‹ÎÂÈ Û’ ¤Ó· ·’ ·˘Ù¿, Ô˘ ÙÔ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ

I2 = �·2 , ·2 + �
2

1
2�� .

™˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·˜, Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÎÏÂÈÛÙÒÓ Î·È ÊÚ·Á-

Ì¤ÓˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  In,  n=0, 1, 2, …ÌÂ  In = �·n ,  ·n + �
2

1
n�� ,  fiÔ˘  ·nŒ� Î·È

xŒ «
•

n=0
In.

AÓ Â›¯·ÌÂ Î·È  yŒ «
•

n=0
In ,  ÌÂ  yπx , y<x  (‹  y>x)  ÙfiÙÂ ÁÈ· ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  x–y =

‰>0 (‹  y–x = ‰>0)  ˘¿Ú¯ÂÈ  k  Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ �
2

1
k� <‰ ,  ‰ËÏ·‰‹

x–y = ‰> �
2

1
k� �‹ y–x = ‰> �

2

1
k�	 .

AÏÏ¿, ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  x, yŒIk ,  ·ÊÔ‡ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙËÓ ÙÔÌ‹  «
•

n=0
In , ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

x–y = ‰< �
2

1
k� �‹  y–x = ‰< �

2

1
k�	

Ú¿ÁÌ· Ô˘ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› ·ÓÙ›ıÂÛË.

ÕÚ· , Â›Ó·È  y=x Î·È  «
•

n=0
In = {x}. ■
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ÕÌÂÛË ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ¶ÚfiÙ·ÛË˜ 1 Â›Ó·È Ë ÁÚ·Ê‹ ÂÓfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡

xŒ[0, 1] ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ 0 Î·È  1 Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ‰˘·‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹.

AÓ  xŒ[0, 1] ÙfiÙÂ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

x = 0, ‚1 ‚2 ‚3 …

fiÔ˘

‚n = 

fiÔ˘ Ù·  ·n ÔÚ›ÛıËÎ·Ó ÛÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 1.

Afi ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ¶ÚfiÙ·ÛË˜ 1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÌÔÚÊ‹ ·˘Ù‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔ-

Ó·‰ÈÎ‹ fiÙ·Ó Â›Ó·È

x = �
2

m
n� ,   m = 1, 2, …, 2n–1

‰ËÏ·‰‹ ÛÙ· ÛËÌÂ›· fiÔ˘ Ë ÂÈÏÔÁ‹ ÙÔ˘  ·n ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ (ÛÂ ‰˘·‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹)

�
1

2
� = 0,100 … ‹ �

1

2
� = 0, 0111 …

�
3

8
� = 0,01100 … ‹ �

3

8
� = 0,01011 …

�
2

3
� = 0,1010 …

™ÙÈ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ÛÂÈÚ¤˜ (KÂÊ. 2) ı· ‰Ô‡ÌÂ fiÙÈ Ë ‰˘·‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â›

ÛÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙË˜ ÛÂÈÚ¿˜

x = �
•

n=1

�
‚

2n
n� ,  fiÔ˘   ‚n=0 ‹  1.

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ·Ó  yŒ� ÙfiÙÂ  y = [y]+x ,  fiÔ˘  x = y–[y]Œ[0, 1] ,  fiÔ˘

[y] ÙÔ ·Î¤Ú·ÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘  y Ô˘ ‰ÂÓ ˘ÂÚ‚·›ÓÂÈ ÙÔ  y.

AÓ ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ¶ÚfiÙ·ÛË˜ 1 Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ ‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  In ,

0 , ·Ó  ·n = ·n–1

1 , ·Ó  ·n = ·n–1 + �
2

1
n�

¶OPI™MA: K¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ (ÚËÙfi˜ ‹ ¿ÚÚËÙÔ˜) ÌÔÚÂ› Ó· ÂÁÎÏˆ‚È-

ÛıÂ› ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÙˆÓ ·n Î·È  ·n + �
2

1
n� ,  Ô˘ ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó ÔÛÔ-

‰‹ÔÙÂ Ï›ÁÔ, Â‰Ò �
2

1
n� ,  nŒ�.
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n=1, 2, …. ÛÂ ‰¤Î· ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·, ÙfiÙÂ ÌÂ ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÌÔÚÔ‡ÌÂ

Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ „ËÊ›ˆÓ  0, 1, 2, …,  9.

BÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÎÏÂÈÛÙÒÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ

[·1 , ‚1]  ,  [·2 , ‚2] , …, [·n , ‚n]

fiÔ˘

·1=·0 ,  ·2=·0 + �
1

‰

0
1� ,  ·3 = ·0 + �

1

‰

0
1� + �

1

‰

0
2
2� , …

·n = ·0 + �
1

‰

0
1� + �

1

‰

0
2
2� + …+ �

1

‰

0
n
n
–
–
1
1� , …

Î·È

‚1 = ·0+1 ,  ‚2 = ·0 + �
‰1

1

+

0

1
� ,  ‚3 = ·0 + �

1

‰

0
1� + �

‰

1
2+

02

1
� , …

‚n = ·0 + �
1

‰

0
1� + �

1

‰

0
2
2� + … + �

‰

1
n

0
–1

n

+
–1

1
� ,…

fiÔ˘  ‰jŒ{0, 1, 2, …, 9}.

(£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  ‰0=·0 Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜  ·n<·0+1 , " nŒ� .)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  xŒ «
•

n=1
In ,  fiÔ˘ In = [·n , ‚n] , n=1, 2,

…. , ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

x = lim
nÆ+•

·n = lim
nÆ+• �·0 + �

1

‰

0
1� + �

1

‰

0
2
2� + … + �

1

‰

0
n
n
–
–
1
1�	 = �

•

n=1

�
1

‰

0
n
n� .

¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤ÙÛÈ ÙË ‰ÂÎ·‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

ŒÙÛÈ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜  xŒ[0, 1] ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

x = 0, ‰1 ‰2 ‰3 …

fiÔ˘  ‰nŒ{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Afi Ù· ·Ú·¿Óˆ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ·˘Ù‹ Ë ÌÔÚÊ‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ fiÙ·Ó Â›-

Ó·È

x = �
1

m

0n� ,  m = 1, 2, …, 10n–1.

‰ËÏ·‰‹ ÛÙ· ÛËÌÂ›· fiÔ˘ Ë ÂÈÏÔÁ‹ ÙÔ˘  ·n ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ‰˘Ó·ÙfiÙËÙÂ˜.

™ÙÔ ¤Ó· ·fi Ù· ‰‡Ô ‰ÂÎ·‰ÈÎ¿ ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù·, ·fi Î¿Ô˘ Î·È ¤Ú· Û˘ÓÂ¯›˙Â-

Ù·È ÌfiÓÔ ÌÂ ÙÔ „ËÊ›Ô  9.

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ¤Ó· ‰ÂÎ·‰ÈÎfi ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ·fi Î¿Ô˘ Î·È ¤Ú· Û˘ÓÂ¯›˙ÂÙ·È ÌÂ

ÙÔ „ËÊ›Ô  0,  .¯.
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0, ‰1 ‰2 … ‰n0
0 0…

ÙfiÙÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  0, ‰1 ‰2 … ‰n0
Î·È Â›Ó·È

0, ‰1 ‰2 … ‰n0
= �

n0

n=1

�
1

‰

0
n
n� .

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ¤¯Ô˘ÌÂ

�
1

1

0
� = 0,100 … = �

1

1

0
� + �

•

n=2

�
10

0
n� ‹

1

1

0
� = 0,099 … = �

1

0

0
� + �

•

n=2

�
10

9
n�

�
1

2
� = 0,500 … = �

1

5

0
� + �

•

n=2

�
10

0
n� ‹ �

1

2
� = 0,499 … = �

1

4

0
� + �

•

n=2

�
10

9
n�

0,5102 = �
1

5

0
� + �

1

1

02� + �
1

0

03� + �
1

2

04� ,   �
1

3
� = 0,333 … = �

1

3

0
� + �

1

3

02� + �
1

3

03� + …

1 = 0,99 … = �
•

n=1

�
10

9
n� .

ŒÓ·˜ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ï¤ÁÂÙ·È ÂÚÈÔ‰ÈÎfi˜, ·Ó ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚ· ‰ÂÎ·‰ÈÎ¿ „Ë-

Ê›·, Î·È ·fi Î¿ÔÈÔ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi „ËÊ›Ô Î·È ¤Ú· Ù· ˘fiÏÔÈ· „ËÊ›· Â·Ó·Ï·Ì-

‚¿ÓÔÓÙ·È ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿.

ŒÛÙˆ ÙÔ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi ‰ÂÎ·‰ÈÎfi ·Ó¿Ù˘ÁÌ·

x = 0, ·1·2 … ·k‰1‰2 … ‰Ì‰1‰2 … ‰Ì …

fiÔ˘ Ù·  Ì ÊËÊ›· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó ÙÔ  ·k Â·Ó·Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ‰È·-

‰Ô¯‹.

£¤ÙÔ˘ÌÂ y = 0, ‰1‰2 … ‰Ì‰1‰2 … ‰Ì … =

= ��
1

‰

0
1� + �

1

‰

0
2
2� + … + �

1

‰

0
Ì
Ì�� + ��10

‰
Ì
1
+1� + … + �

1

‰

0
Ì
2Ì�� + …

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

10Ìy = [10 Ì–1‰1+10Ì–2‰2 + … ‰Ì] + ��
1

‰

0
1� + … + �

1

‰

0
Ì
Ì� + …� = x0+y ,

fiÔ˘ Â›Ó·È  x0 = 10Ì–1‰1+10Ì–2‰2+ … +‰Ì .

ÕÚ·, Â›Ó·È  y = �
10

x
Ì
0

–1
� .

∞Ó¿ÏÔÁ·, ı¤ÙÔÓÙ·˜   y0 = 10k–1·1+10k–2·2+ … + ·k ,   ¤¯Ô˘ÌÂ
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10kx = [10k–1·1+10k–2·2 + … + ·k] + ��
1

‰

0
1� + �

1

‰

0
2
2� + … + �

1

‰

0
Ì
Ì� + … � =

= y0+y = y0+ �
10

x
Ì
0

–1
� .

TÂÏÈÎ¿, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

x = �
1

y

0
0
k� + �

10k[1

x

0
0

Ì–1]
� ,

fiÔ˘ Ù·  y0 , x0 Â›Ó·È ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›, ·’ fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜  x Â›-

Ó·È ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ, Ù¤ÏÔ˜, fiÙÈ ÁÈ·  yŒ� ¤¯Ô˘ÌÂ

y = [y]+x ,

fiÔ˘  x = y–[y]Œ[0, 1] Î·È  [y] Â›Ó·È ÙÔ ·Î¤Ú·ÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡  y Ô˘ ‰ÂÓ

ÙÔÓ ˘ÂÚ‚·›ÓÂÈ.

¶.¯. ÔÈ ‰ÂÎ·‰ÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

2,743574357435 …

0,333 …

Â›Ó·È ÂÚÈÔ‰ÈÎÔ›, ÂÓÒ ÔÈ ‰ÂÎ·‰ÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› 

�2� = 1,414213562 …

�3� = 1,732050808 …

‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÚÈÔ‰ÈÎÔ› (¿Ú· Â›Ó·È ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›).

¶ÚÔËÁÔ˘Ì¤Óˆ˜ Â›‰·ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·ÚÈıÌÔ› Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ‰‡Ô ‰ÂÎ·‰ÈÎ¿ ·Ó·-

Ù‡ÁÌ·Ù· Î·È fiÙÈ ÙÔ ¤Ó· ·’ ·˘Ù¿ ·fi Î¿ÔÈ· ı¤ÛË Î·È ÌÂÙ¿ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔÓ

ÌÂ ÙÔ „ËÊ›Ô 9.

AÓ ÂÍ·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ Ù’ ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ Â›‰Ô˘˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ

ÚfiÙ·ÛË 2, Ô˘ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙË ÌÔÓ·‰ÈÎfiÙËÙ· ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ ·Ó·Ù‡ÁÌ·ÙÔ˜.

¶POTA™H 2: K¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ xŒ[0, 1] ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ‰ÂÎ·‰ÈÎfi
·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ù· „ËÊ›· ‰ÂÓ Â›Ó·È ·fi Î¿ÔÈ· ı¤ÛË Î·È ¤Ú· fiÏ· 9.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î¿ıÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎfi˜ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Â›Ó·È ÚËÙfi˜ Î·È ·ÓÙ›-
ÛÙÚÔÊ·, ÂÓÒ Î¿ıÂ ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ‰ÂÎ·‰ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ ¿ÂÈ-
Ú· ‰ÂÎ·‰ÈÎ¿ „ËÊ›· ÌË-ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿.
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∞fi‰ÂÈÍË

ŒÛÙˆ fiÙÈ Ô ·ÚÈıÌfi˜  xŒ[0, 1] ¤¯ÂÈ Ù· ‰‡Ô ·Ó·Ù‡ÁÌ·Ù· 

x = 0, ·1·2 ·3 … , x = 0, ‚1 ‚2 ‚3 …

fiÔ˘ ÛÂ Î·Ó¤Ó· ·’ ·˘Ù¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·fi Î¿ÔÈ· ı¤ÛË Î·È ¤Ú· fiÏ· 9, Î·È ˘¿Ú-

¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  k Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

·k+1 π ‚k+1 Î·È ·Ó=‚Ó ,  ÁÈ·  Ó=1, 2, …, k .

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  ·k+1 > ‚k+1 (·Ó¿ÏÔÁ·  ·k+1 < ‚k+1).

ÕÚ·, ¤¯Ô˘ÌÂ  ·k+1 ≥ ‚k+1 +1 Î·È

0, ·k+10 0 … ≥ 0, ‚k+1 00 … + 0, 100 …

= 0, ‚k+1 00 … + 0, 099 …

= 0, ‚k+1 99 … > 0, ‚k+1‚k+2 …

·ÊÔ‡ Â›Ó·È  ‚k+Ó<9 ,  ÁÈ·  Î¿ÔÈÔ  ÓŒ�.

AÏÏ¿ ÙfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

0, ·k+1·k+2 … ≥ 0, ·k+1 00 … > 0, ‚k+1‚k+2 …

·’ fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

0, ·1·2 … ·k ·k+1 ·k+2 … > 0, ‚1 ‚2… ‚k ‚k+1 ‚k+2 … 

·ÊÔ‡ ·fi ÙËÓ ˘fiıÂÛË Ô˘ Î¿Ó·ÌÂ ÈÛ¯‡ÂÈ 

·1=‚1 ,  ·2 = ‚2 … . ·k =‚k.

¢ËÏ·‰‹, ¤¯Ô˘ÌÂ  x>x,  Ú¿ÁÌ· ¿ÙÔÔ. ■

MÂ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ÁÈ· ÙË ‰˘·‰ÈÎ‹ Î·È

‰ÂÎ·‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ÙÚÈ·‰ÈÎ‹, ÙÂÙÚ·‰ÈÎ‹, … ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈ-

ÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

5. TÔÔÏÔÁÈÎ‹ ‰ÔÌ‹ ÙÔ˘ �

™ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·  � ÔÚ›Û·ÌÂ ÙÔ ÌË‰¤Ó Î·È ÙË ÌÔÓ¿‰· ÛÙÔ  M ÎÈ ¤ÙÛÈ

·ÓÙÈÛÙÔÈ¯‹Û·ÌÂ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜  x¢x (¨1).

H ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Ù˘¯·›Ô˘ ÛËÌÂ›Ô˘  x ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Â˘ıÂ›·˜  � ·fi ÙÔ ÌË-

‰¤Ó  0 Â›Ó·È Ë ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ΩxΩ.
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AÎfiÌË, Ë ·fiÛÙ·ÛË ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô Ù˘¯·›ˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  x, yŒ� Â›Ó·È Ë ·fiÏ˘ÙË ÙÈ-

Ì‹ ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜  Ωx–yΩ.

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  d(x, y) = Ωx–yΩ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ

x, yŒ� ,  ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ ˆ˜ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË.

d : �¥� . �+ = {xŒ� : x≥0}

ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ÌÂÙÚÈÎ‹ ¿Óˆ ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·  �.

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË

d : �¥� . �+

Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÔÚ›˙ÂÈ ÌÂÙÚÈÎ‹ ‹ ·fiÛÙ·ÛË ¿Óˆ ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·  � fiÙ·Ó ÈÎ·-

ÓÔÔÈÂ› Ù· ÙÚ›· ·ÍÈÒÌ·Ù·:

[M1] d(x, y) = 0 ¤ x=y , " x, yŒ�

[M2] d(x, y) = d(y, x) , " x, yŒ�  (Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·),

[M3] d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z) , " x, y, zŒ�  (ÙÚÈÁˆÓÈÎ‹ ·ÓÈÛfiÙËÙ·).

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  d(x, y) = Ωx–yΩ ,  " x, yŒ�  ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ù· ÙÚ›· ·ÍÈÒ-

Ì·Ù·  [M1], [M2], [M3] ÙË˜ ÌÂÙÚÈÎ‹˜.

B¤‚·È·, ¿Óˆ ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·  � ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚ›ÛÂÈ Î·ÓÂ›˜ ÎÈ ¿ÏÏÂ˜

ÌÂÙÚÈÎ¤˜ (·ÔÛÙ¿ÛÂÈ˜).

¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

d(x, y) = 
 ,  " x, yŒ�

ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ¿ÏÏË ÌÂÙÚÈÎ‹ (·fiÛÙ·ÛË) ¿Óˆ ÛÙÔ  � .

OÈ ÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È, ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ¿Óˆ ÛÂ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û‡ÓÔÏ·  X, ‰ËÏ·-

‰‹ Â›Ó·È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

d : X¥X . �+ = {xŒ� : x≥0}

Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó Ù· ÙÚ›· ·ÍÈÒÌ·Ù·  [M1],  [M2], [M3].

¶.¯. ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ˆ˜  X ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ·fi ÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi

‰È¿ÛÙËÌ· [·, ‚] ÛÙÔ  �,  ‰ËÏ·‰‹

X = C([·, ‚], �) ,

ÙfiÙÂ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

1 , fiÙ·Ó  xπy
0 , fiÙ·Ó  x=y
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d : X¥X . �+,

fiÔ˘

d(x, y) = �‚

·
Ωx(t)–y(t)Ωdt ,  " x, yŒX

ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ÌÂÙÚÈÎ‹ ‹ ·fiÛÙ·ÛË Â› ÙÔ˘  X.

O ¯ÒÚÔ˜  X Ì·˙› ÌÂ Ì›· ÌÂÙÚÈÎ‹  d, ÁÚ¿ÊÂÙ·È  (X, d) Î·È Ï¤ÁÂÙ·È ÌÂÙÚÈÎfi˜
¯ÒÚÔ˜.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛ‹ Ì·˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·  � ˆ˜ ÌÂÙÚÈÎfi ¯ÒÚÔ

(�, d),  ÌÂ  d(x, y) =Ωx–yΩ ,   " x, yŒ�.

™Ê·ÈÚÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜ ÛÙÔ �

B(·, Â) = {xŒ� : Ωx–·Ω< Â} = (·–Â, ·+Â) ,  " Â>0,

·ÓÔÈÎÙ‹ ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  · ÌÂ ·ÎÙ›Ó·  Â>0.

B�(·, Â) = {xŒ� : Ωx–·Ω≤ Â} = [·–Â, ·+Â] ,  " Â>0,

ÎÏÂÈÛÙ‹ ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  · ÌÂ ·ÎÙ›Ó·  Â>0.

ΔÔ  · Ï¤ÁÂÙ·È Î¤ÓÙÚÔ ÙË˜ ÛÊ·ÈÚÈÎ‹˜ ÂÚÈÔ¯‹˜.

¶ÂÚÈÔ¯‹ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙÔ �

OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘  ·Œ�, Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  UÃ� Ô˘ Â-

ÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· ·ÓÔÈÎÙ‹ Â-ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ·.

¶ÂÚÈÔ¯¤˜ ÙÔ˘ +• Î·È – •

To  �� = �»{– •, +•}  Â›Ó·È Ë ÂÂÎÙÂÙ·Ì¤ÓË Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›·.

ñ ¶ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  +• Â›Ó·È Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  �� ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  (M, +•] ‹

[M, +•], fiÔ˘  MŒ� .
™˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔ  M Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÂÁ¿ÏÔ˜ ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

ñ ¶ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  – • Â›Ó·È Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  �� ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  [– •, – M) ‹

[– •, – M ], fiÔ˘  MŒ� .
™˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔ  M Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÂÁ¿ÏÔ˜ ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

ñ ™ÙËÓ Ú¿ÍË Ï¤ÌÂ:

B¤‚·È· , ¿Óˆ ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÓÔÏÔ  X  ÌÔÚÂ› Î·ÓÂ›˜ Ó· ÔÚ›ÛÂÈ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÌÂÙÚÈÎ¤˜
Î·È Î¿ÔÈÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ ‹ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ ÂËÚÂ¿˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÔ ÔÈ·
ÌÂÙÚÈÎ‹ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ  X.
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«¶ÂÚÈÔ¯‹» ÙÔ˘ +• ÛÙÔ � : ÙÔ (M, +•) , M>0 ÌÂÁ¿ÏÔ˜ ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜,

MŒ� .

«¶ÂÚÈÔ¯‹» ÙÔ˘ –• ÛÙÔ � : ÙÔ (–•, –M) , M>0 ÌÂÁ¿ÏÔ˜ ıÂÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜,

MŒ� .

(£¤ÙÔ˘ÌÂ «Ø» ÁÈ·Ù› ÛÙËÓ Ô˘Û›· Ù·  +• , – • ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  �,  ¿Ú· ‰ÂÓ Â›-

Ó·È ÂÚÈÔ¯¤˜ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÙËÓ ·˘ÛÙËÚ‹ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ fiÚÔ˘.)

¶.¯. ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (0, 3] ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÈ· ÂÚÈÔ¯‹  ÙÔ˘ 1, ÙÔ˘ 2  ·Ï-

Ï¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ 0 Ô‡ÙÂ ÙÔ˘ 3.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·˘Ùfi ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÛÊ·ÈÚÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜

B�1, �
1

2
�	 = ��

1

2
� ,  �

3

2
�	 ,  ·ÎÙ›Ó·˜  Â = �

1

2
� ,

B�2, �
1

2
�	 = ��

3

2
� ,  �

5

2
�	 ,  ·ÎÙ›Ó·˜ Â = �

1

2
� ,

ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  1 Î·È  2,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

AÏÏ’ fiÌˆ˜ ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ  Â-ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  0 Î·È  3 Â›Ó·È

B(0, Â) = (–Â, +Â) , " Â>0

B(3, Â) = (3–Â , 3+Â) , " Â>0

Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÔÏfiÎÏËÚÂ˜ Ì¤Û· ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ (0, 3].

°ÂÓÈÎ¿, ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (0, 3]  Â›Ó·È ÂÚÈÔ¯‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔ˘ ·ÓÔÈÎÙÔ‡ ‰È·-

ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  (0,3).

E›‰Ë ÛËÌÂ›ˆÓ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  AÃ�

EÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô: TÔ ÛËÌÂ›Ô  ·ŒA Ï¤ÁÂÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  ∞

fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ:  $ Â>0  ,  B(·, Â)Ã A.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  A Ï¤ÁÂÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÙÔ˘  A Î·È

Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  AÆ.

™ËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜: TÔ ÛËÌÂ›Ô  ·Œ� Ï¤ÁÂÙ·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  ∞

fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ:  " Â>0  ,  (B(·, Â)–{·})« AπΔ.

MÂÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô: TÔ ÛËÌÂ›Ô  ·ŒA Ï¤ÁÂÙ·È ÌÂÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  ∞

fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ:  $ Â>0  ,  B(·, Â)« A = {·}.

™ËÌÂ›Ô ÂÚÈ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜: TÔ ÛËÌÂ›Ô  ·Œ� Ï¤ÁÂÙ·È ÛËÌÂ›Ô ÂÚÈ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘  A
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fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ:  " Â>0  ,  B(·, Â)« AπΔ,

‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó  ÙÔ  ·  Â›Ó·È ÌÂÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ‹ ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A.
TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÂÚÈ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘  A Ï¤ÁÂÙ·È ÂÚ›‚ÏËÌ· ÙÔ˘  A Î·È

Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  A�.

B·ÛÈÎ‹ Û¯¤ÛË: AÆÃ AÃ A�.

1) T· ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ Î·È Ù· ÌÂÌÔÓˆÌ¤Ó· ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  A ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Û‡-

ÓÔÏÔ, ·ÏÏ¿ Ù· ÛËÌÂ›· Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ.

2) TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿ÚÚËÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È ÛËÌÂ›· Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘

� ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·.

ŒÙÛÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË  ��=� Î·È Ë Û¯¤ÛË  (��–���) = � .

AÎfiÌË Î¿ıÂ ÚËÙfi˜ Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  � Î·È Î¿ıÂ ¿Ú-

ÚËÙÔ˜ Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  �–� .

AÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ: A=AÆ

KÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ: A=A�

TÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ·   cA=�–A ÂÓfi˜ ·ÓÔÈÎÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ

Î·È ÂÓfi˜ ÎÏÂÈÛÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ.

¶˘ÎÓ¿ Û‡ÓÔÏ·

AÓ  AÃBÃ� Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ A Â›Ó·È ˘ÎÓfi ÛÙÔ  B fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ BÃ A�.
¶.¯. ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  � Â›Ó·È ˘ÎÓfi ÛÙÔ  � ‰ËÏ·‰‹  ��=� ,

Î·ıÒ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿ÚÚËÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ  �–� ,  ‰ËÏ·‰‹  (��–���) = �.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·

A=(0, 5]»{7}, B = (– •, 2], ° = [1, 3)»{4}»(7, 9).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ 1

™ËÌÂ›Ô ¶ÂÚÈ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜

™ËÌÂ›Ô ™˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ MÂÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ™ËÌÂ›Ô

EÛˆÙÂÚÈÎfi ™ËÌÂ›Ô
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� Œ¯Ô˘ÌÂ

AÆ = (0, 5) , A� = [0, 5]»{7} 

BÆ = (– •, 2) , B� = (– •, 2] = B

°Æ = (1, 3)»(7, 9) , °� = [1, 3]»{4}»[7, 9] .

T· Û‡ÓÔÏ·  A, ° ‰ÂÓ Â›Ó·È Ô‡ÙÂ ·ÓÔÈÎÙ¿ Ô‡ÙÂ ÎÏÂÈÛÙ¿ Û‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  � ,  ÂÓÒ

ÙÔ  B Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  � .

∞fi‰ÂÈÍË

TÔ  � Â›Ó·È  ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ ÁÈ·Ù› ÈÛ¯‡ÂÈ: 

" xŒ� ,  " Â>0  ,  B(x, Â) = (x–Â, x+Â)Ã�.

To ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó  xŒΔ ÙfiÙÂ Î·È  B(x, Â) = (x–Â, x+Â)ÃΔ
T· ¿ÏÏ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È Â‡ÎÔÏ·.   ■

ŸÙ·Ó ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·  Ù ·ÓÔÈÎÙÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  � ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË

1,  Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù‹ ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ÙÔÔÏÔÁ›· ¿Óˆ ÛÙÔ  � .

Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ÎÏÂÈÛÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÚfiÙ·ÛË:

™ËÌÂÈÒÛÂÈ˜ 1

1) T· Û‡ÓÔÏ·  � Î·È  Δ Â›Ó·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ·ÓÔÈÎÙ¿ Î·È ÎÏÂÈÛÙ¿ Î·È Â›Ó·È Ù· ÌÔ-

Ó·‰ÈÎ¿ Û‡ÓÔÏ· Ì’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·.

¶POTA™H 2

i) T· Û‡ÓÔÏ·  � Î·È Δ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙ¿.

ii) H ¤ÓˆÛË ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÎÏÂÈÛÙÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏo .

iii) H ÙÔÌ‹ ÔÛÔÓ‰‹ÔÙÂ ÎÏÂÈÛÙÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ.

ŒÙÛÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÓÔÈÎÙÒÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘  � ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ÙÔÔÏÔÁ›· ÛÙÔ � .

¶POTA™H 1

i) T· Û‡ÓÔÏ·  � Î·È Δ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙ¿ Û‡ÓÔÏ·.

ii) H ÙÔÌ‹ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·ÓÔÈÎÙÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ.

iii) H ¤ÓˆÛË ÔÛÔÓ‰‹ÔÙÂ ·ÓÔÈÎÙÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ.
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2) K¿ıÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ  {·1, ·2 , …, ·k} ÙÔ˘  R Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ,

ÁÈ·Ù› Ë ¤ÓˆÛË ÙˆÓ ÎÏÂÈÛÙÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  {·1} , {·2} , …, {·k} Â›Ó·È ÂÂÚ·-

ÛÌ¤ÓË.

3) H ÙÔÌ‹ (·ÓÙ. ¤ÓˆÛË) ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·ÓÔÈÎÙÒÓ (·ÓÙ. ÎÏÂÈÛÙÒÓ) Û˘ÓfiÏˆÓ ‰ÂÓ

Â›Ó·È Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË ·ÓÔÈÎÙfi (·ÓÙ. ÎÏÂÈÛÙfi) Û‡ÓÔÏÔ.

¶.¯.

«
•

Ó=1 �– �
1

Ó
� , �

1

Ó
�	 = {0}  ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ,

«
•

Ó=1 �– �
1

Ó
� , Ó� = (0 , +•)  ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ,

«
•

Ó=1 �– �
1

Ó
� , 1� = (0, 1] Ô‡ÙÂ ·ÓÔÈÎÙfi Ô‡ÙÂ ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ.

∞fi‰ÂÈÍË

ŒÛÙˆ fiÙÈ ÛÙËÓ  Â-ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹  B(·, Â) = (·–Â, ·+Â) ÙÔ˘  · ˘¿Ú¯Ô˘Ó

ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›·  ·1, ·2 , … , ·Ó ÙÔ˘ A  (ÌÂ  · π ·i).

AÓ ÂÎÏ¤ÍÔ˘ÌÂ  Ú = min{Ω·–·iΩ: i = 1, 2, …, Ó} > 0  ÙfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ 

0 < Ú< Â Î·È  (B(·, Ú)–{·}) «A =Δ , ÔfiÙÂ ÙÔ  ·  ‰ÂÓ ı· Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘Û-

ÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A.

ÕÚ·, ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÚfiÙ·ÛË.   ■

Afi ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË  3  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ù· ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÛËÌÂ›·
Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜.

∞fi‰ÂÈÍË

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  m1 Î·È  M1 Â›Ó·È ¤Ó· Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ· Î·È ¤Ó· ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·

ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  AÃ�.  TfiÙÂ  " xŒA  ¤¯Ô˘ÌÂ

m1 ≤ x ≤ M1 .

XˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [m1 , M1] ÛÂ ‰‡Ô ›Û· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Î·È Û’ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿-

¯ÈÛÙÔÓ ·’ ·˘Ù¿, ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  [m2 , M2],  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A.

£EøPHMA BOLZANO - WEIERSTRASS (ÛÙÔ �)
K¿ıÂ ¿ÂÈÚÔ Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  A  ÙÔ˘  � ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÛËÌÂ›Ô
Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜.

¶POTA™H 3: AÓ ·Œ� Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  AŒ� ÙfiÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ Â-
ÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  ·  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A.
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XˆÚ›˙Ô˘ÌÂ Î·È ¿ÏÈ ÙÔ  [m2 , M2] ÛÂ ‰‡Ô ›Û· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Î·È ¿ÏÈ Û’ ¤Ó· ÙÔ˘-

Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·’ ·˘Ù¿, ¤ÛÙˆ  [m3 , M3],  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A.

™˘ÓÂ¯›˙ÔÓÙ·˜ Ì’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ‰È·ÛÙË-

Ì¿ÙˆÓ

[m1 , M1] … [m2 , M2] … … … [mn , Mn] … …

ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ¤¯Ô˘ÌÂ

m1 ≤ mn≤ mn+1 < Mn+1 ≤ Mn ≤ M1 ,

ÂÓÒ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ 

Mn– mn = �
M

2
1
n

–
–

m
1

1� .

TÔ Û‡ÓÔÏÔ {mn : nŒN}  ‰ÂÓ  Â›Ó·È ÎÂÓfi Î·È Â›Ó·È ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ·fi Î¿ıÂ

Mn,  ÔfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  sup mn = Í (·Í›ˆÌ· Û˘ÓÂ¯Ô‡˜).

EÔÌ¤Óˆ˜  " nŒN  ÈÛ¯‡ÂÈ  mn ≤ Í ≤ Mn , ‰ËÏ·‰‹  «
nŒN

[mn , Mn] π Δ.

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  Í Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤ÛÙˆ  B(Í, Â) , Â>0 ,  ÌÈ· Ù˘¯·›· ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  Í.

°È· ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi �
M1

Â

–m1
� > 0 ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  n0 Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ:

" n>n0 Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

�
2n

1
–1� < �

M1

Â

–m1
� fi �

M

2
1
n

–
–

m
1

1� < Â.

EÔÌ¤Óˆ˜, " n>n0 ÈÛ¯‡ÂÈ [mn , Mn] Ã B(Í, Â), ·ÊÔ‡  " xŒ[mn , Mn] ¤¯Ô˘-

ÌÂ

Ωx–ÍΩ < Mn–mn = �
M

2
1
n

–
–

m
1

1� < Â.

EÂÈ‰‹ ÏÔÈfiÓ Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  [mn , Mn] ÂÚÈ¤¯ÂÈ ·Â›ÚÔ˘

Ï‹ıÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A,  Ë ÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹  B(Í, Â) ÂÚÈ¤¯ÂÈ Â›ÛË˜ ·Â›ÚÔ˘

Ï‹ıÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A (·ÊÔ‡ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [mn , Mn] , " n>n0).

ÕÚ·, ÙÔ  Í Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A. ■

™ËÌÂ›ˆÛË 2

AÓ ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÛÂ ÌÈ· ‰È·›ÚÂÛË Î·È Ù· ‰‡Ô ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ·Â›ÚÔ˘

Ï‹ıÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A Î·È ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ‰È·‰ÈÎ·Û›· Û’ ·˘Ù¿, ÙfiÙÂ ı·

ÚÔÎ‡„ÂÈ Î·È ¿ÏÏÔ ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ ·Â›ÚÔ˘ Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘

AÃ�.
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∞fi‰ÂÈÍË

AÊÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A Â›Ó·È ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ  supA=· (·Í›ˆÌ· ÙÔ˘

Û˘ÓÂ¯Ô‡˜, ¨3).

AÓ Â›Ó·È  ·œA ÙfiÙÂ ÙÔ  · Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A. EÂÈ‰‹ fiÌˆ˜

ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi  (A=A�)  Ú¤ÂÈ  ·ŒA Ú¿ÁÌ· Ô˘ ¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ ·ÓÙ›-

ıÂÛË ÌÂ ÙËÓ ˘fiıÂÛË  ·œA.

EÔÌ¤Óˆ˜ Â›Ó·È supA = ·ŒA ,  ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ  · Â›Ó·È Ì¤ÁÈÛÙÔ ÙÔ˘ A.

AÓ¿ÏÔÁË Â›Ó·È Ë ·fi‰ÂÈÍË ÁÈ· ÙÔ  infA. ■

ŒÓ· ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ  A ÙÔ˘  � ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û˘Ì·Á¤˜ Î·È Û‡Ì-

ÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 4 ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô (ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ

supA Î·È ÙÔ infA).

T·  supA,  infA, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó:

ñ ·Ó ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A Â›Ó·È ÛËÌÂ›· Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A,

ñ ·Ó ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A Â›Ó·È ÛËÌÂ›· ÂÚÈ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘  A (ÌÂÌÔÓˆÌ¤Ó· ‹ ÛËÌÂ›·

Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘  A),  ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ A.

ñ K¿ıÂ ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ  AÃ� ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ  supA Î·È  infA  fiÙ·Ó ·˘Ù¿ ˘¿Ú-
¯Ô˘Ó ÛÙÔ  � .

¶.¯. ·Ó  A = (– • , 1] ÙfiÙÂ  supA=1ŒA ,  ÂÓÒ  infA=– •.

ñ K¿ıÂ ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ  A ¤¯ÂÈ supAŒA , infAŒA,  ‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ

Ì¤ÁÈÛÙÔ Î·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô. 

ñ AÓ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ A ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

sup A = +• ‹  (Î·È)   inf A = –• .

EÚÒÙËÌ·:

TÔ supA, infA ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  A ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘  A,

‰ËÏ·‰‹ supAŒAÆ, infAŒAÆ;

(A¿ÓÙËÛË: OXI)

ŒÛÙˆ  AÃR Î·È  –A = {–x : xŒA} ,  ‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ:

·) ·Ó ÙÔ A  Â›Ó·È ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÙfiÙÂ   supA = –inf(–A),

1

¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·

¶POTA™H 4 AÓ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ AÃ� Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ¿Óˆ (·ÓÙ. Î¿Ùˆ) ÊÚ·Á-
Ì¤ÓÔ, ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A  ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ (·ÓÙ. ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ) ÛÙÔÈ¯Â›Ô.
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‚) ·Ó ÙÔ  A  Â›Ó·È Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÙfiÙÂ    inf A = –sup(–A).

� ·) °È· Î¿ıÂ ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·  M ÙÔ˘ A ÙÔ  –M Â›Ó·È Î¿Ùˆ  ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘ –A
ÁÈ·Ù› ÁÈ· Î¿ıÂ xŒA ÈÛ¯‡ÂÈ  x≤M,  Ô˘ Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ ÙÔ  –x ≥ –M.

EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ  –A Â›Ó·È Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Î·È ¤ÛÙˆ  · = inf(–A) ı· ‰Â›-

ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  – ·=supA.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó ˘‹Ú¯Â ¤Ó· ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· –·¢,  ÌÂ  –·¢<–· ÙfiÙÂ ı· ‹Ù·Ó

·¢>·,  Î·È  ı· ˘‹Ú¯Â –xŒ(–A) Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ  ·≤–x<·¢ (·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi

ÙÔ˘ infimum) fi – · ≥ x>– ·¢ , xŒA.

ÕÚ· ÙÔ –·¢ ‰ÂÓ ı· ‹Ù·Ó ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÙÔ˘  A.

‚) H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÙË˜ ·) ÂÚ›ÙˆÛË˜

AÓ ·<‚ , ·, ‚Œ� ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔÈ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›  Ú  ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·

(·, ‚).

� EÂÈ‰‹ Â›Ó·È  ‚–·>0 ˘¿Ú¯ÂÈ  nŒ� Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

n(‚–·)>1 fi n‚ > n·+1 (AÚ¯ÈÌ‹‰ÂÈ· È‰ÈfiÙËÙ·).

°È· ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi  n·  ˘¿Ú¯ÂÈ ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ì  Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ 

Ì –1 ≤ n·<Ì fi Ì ≤ n·+1 Î·È   n· < Ì
fi n· < Ì ≤ n·+1,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

n‚ > (Ì–1)+1 = Ì > n· fi · < �
Ì

n
� < ‚.

ŒÙÛÈ ÛÙÔ  (·, ‚) ˘¿Ú¯ÂÈ Ô ÚËÙfi˜  Ú = �
Ì

n
� ‰ËÏ.  ·<Ú<‚.

MÂ ÙËÓ ›‰È· ·fi‰ÂÈÍË ÛÙÔ  (Ú, ‚) Î·È ÛÙÔ  (·, Ú) ˘¿Ú¯ÂÈ Â›ÛË˜ ÚËÙfi˜ Î.Ù.Ï.

EÔÌ¤Óˆ˜, ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (·, ‚) ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔÈ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

AÓ  ·<‚ ,  ·, ‚Œ� ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔÈ ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›  Ù  ÛÙÔ ‰È¿ÛÙË-

Ì· (·, ‚).

� AÚÎÂ› Ó’ ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜ Î·È fiˆ˜ ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ· 2  ·Ô‰ÂÈ-

ÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔÈ ¿ÚÚËÙÔÈ ÛÙÔ (·, ‚).

°ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ (Úfi‚ÏËÌ· 2)  fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ú  Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

·<Ú<‚.

AÚÎÂ› ÏÔÈfiÓ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ¤Ó·Ó ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÈıÌfi  Ù Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ 0<Ù<‚–Ú,

ÔfiÙÂ  ·<Ú<Ú+Ù<‚ Î·È Ô ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ˜ ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ı· Â›Ó·È Ô Ú+Ù.

°È· ÙÔ˘˜ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  ‚ – Ú > 0 Î·È  �2� ˘¿Ú¯ÂÈ  nŒ� Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ
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n(‚ – Ú) > �2� (∞Ú¯ÈÌ‹‰ÂÈ· È‰ÈfiÙËÙ·).

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

‚–Ú > �
�
n

2�
� > 0 ,   fiÔ˘ Ô   �

�
n

2�
� Â›Ó·È ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ô ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ˜ ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÛÙÔ  (·, ‚) Â›Ó·È Ô  Ú + ��
�
n

2�
� ,  ÁÈ·-

Ù› ÈÛ¯‡ÂÈ

· < Ú + �
�
n

2�
� < ‚.

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ·Ó  ·Œ� – �,  ‰ËÏ·‰‹ o · Â›Ó·È ¿ÚÚËÙÔ˜

·ÚÈıÌfi˜ ÙfiÙÂ Î·È ÔÈ  – ·,  ·–1Œ� – �,  Â›Ó·È ¿ÚÚËÙÔÈ ·ÚÈıÌÔ›.

E›ÛË˜ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ Î·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÚËÙÔ‡ ÌÂ ¿ÚÚËÙÔ ·ÚÈıÌfi Â›Ó·È ¿ÚÚËÙÔ˜

·ÚÈıÌfi˜.

AÏÏ¿ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÈ· ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ¿ÚÚËÙÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ ÌÂ ¿ÚÚËÙÔ, fiˆ˜

.¯.  �2�Ø�2� = 2 ,  fiÔ˘  �2� ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È  2 ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

6. AÛÎ‹ÛÂÈ˜

1. ¢›ÓÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ·  A = [2, 5) » {7} ,  B = {1} » (4, 9).  N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù·

supA,  infA, supB, infB.

2. ¢›ÓÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A = {Ω·‚Ω: –2 < · ≤ 5  ,   –4 ≤ ‚ ≤ 3}.

BÚÂ›ÙÂ, ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó, ÙÔ supA ,  infA Î·È ÂÍÂÙ¿ÛÙÂ ·Ó ·Ó‹ÎÔ˘Ó ‹ fi¯È ÛÙÔ  A.

3. AÓ  A, B  Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  �,  ‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

i) A ÎÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ  ¤ A = A� , ii) A�»�B� = A�»B� ,

iii) A�«�B� ÃA� «B� , , iv) (A«B)Æ = AÆ«BÆ ,

v) AÆ»BÆ Ã (A»B)Æ.

4. AÓ  AÆ Â›Ó·È ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A, ‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ

i) ÙÔ  AÆ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î¿ıÂ ·ÓÔÈÎÙfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  A, 

ii) ÙÔ  AÆ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙËÓ ¤ÓˆÛË fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÓÔÈÎÙÒÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  A.

5. AÓ Ù· Û‡ÓÔÏ·  A, B Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤Ó· ÙÔ˘  � , ÙfiÙÂ Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
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A+B = {x+y : xŒA , yŒB}

Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· 

sup(A+B) = supA+supB  , inf(A+B) = infA+infB .

AÓ Â› Ï¤ÔÓ Ù·  A, B  ¤¯Ô˘Ó ÌfiÓÔÓ ıÂÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜, ÙÔ 

AB = {xy : xŒA , yŒB}

Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ Î·È Â›Ó·È

supAB = supA supB  ,   infAB = inf A infB.

6. AÓ Ù· ÌË ÎÂÓ¿ Û‡ÓÔÏ·  A, B ÙÔ˘  � Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤Ó· ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

sup(A»B) = max {supA , supB} , inf(A»B) = min{infA , infB}

Î·È sup(A«B) ≤ min{supA , supB} ,  inf(A«B) ≥ max{infA , infB}.

7. AÓ  A, BÃ� Â›Ó·È ÌË ÎÂÓ¿ Û‡ÓÔÏ·  AÃ B Î·È ÙÔ  B Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù·

¿Óˆ  (·ÓÙ. ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ) ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ,  A  Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ÚÔ˜ Ù·

¿Óˆ (·ÓÙ. ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ) Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ 

supA ≤ supB (·ÓÙ. infA ≥ infB).

8. AÓ Â›Ó·È x1>0,  x2>0, … xn>0 Î·È   x1 x2 … xn=1 ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

x1+x2+ … + xn ≥ n.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ

�
x1+x2+

n

… +xn� ≥ �
n

x1�Øx�2Ø�x3� …�Øx�n� ≥ .

(™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

�
x1+x2

n

+ … xn� ,    �
n

x1�x2� …� x�n� ,    

Ï¤ÁÔÓÙ·È ·ÚÈıÌËÙÈÎfi˜, ÁÂˆÌÂÙÚÈÎfi˜ Î·È ·ÚÌÔÓÈÎfi˜ Ì¤ÛÔ˜ ÙˆÓ  x1 , x2 , …, xn ,

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.)

9. AÓ Â›Ó·È  0<·<‚ Î·È  0<Á<‰ ,  ÙfiÙÂ  ·Á<‚‰ Î·È

" Œ� ÈÛ¯‡ÂÈ   ·n<‚n.

¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi  ·>0 Î·È Ê˘ÛÈÎfi ·ÚÈıÌfi  n,  ˘¿Ú-

n
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�
x

1

1
� + �
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1
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� + … + �
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1
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�
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1
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� + �
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1
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¯Ô˘Ó  ·1>0 , ·2>0 Ù¤ÙÔÈÔÈ ÒÛÙÂ  ·2
n
<·<·1

n
.

10.AÓ  ·>0 Î·È s>0 ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

A = {·x/ xŒ�+ (ıÂÙÈÎÔ› ÚËÙÔ›)  Î·È  x<s}

Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ.

AÓ  ·>1  ÙÔ  supA Ï¤ÁÂÙ·È  ‰‡Ó·ÌË ÙÔ˘  ·  ÌÂ ÂÎı¤ÙË  s  Î·È ÁÚ¿ÊÂÙ·È

·s=supA.

AÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ·Ó  0<·<1 ÙÔ  infA Ï¤ÁÂÙ·È ‰‡Ó·ÌË ÙÔ˘  ·  ÌÂ ÂÎı¤ÙË  s  Î·È

ÁÚ¿ÊÂÙ·È ·s=infA.

ŸÙ·Ó Â›Ó·È  s<0 ¿ÚÚËÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÙfiÙÂ Ë ‰‡Ó·ÌË ÙÔ˘  ·  ÌÂ ÂÎı¤ÙË ÙÔÓ  s Â›-

Ó·È ·s = �
·

1
–s� .
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