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1. ∞ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

ªÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)  Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x=x0 ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ

f(x)<f(x0), ÁÈ· fiÏ· Ù· xπx0 Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÂ Î¿ÔÈ· ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 , .¯. 

(x0–Â, x0+Â),    fiÔ˘  Â>0.

∞Ó ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙÔ  x=x0+h, fiÔ˘  h Â›Ó·È ÌÈÎÚfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ (ıÂÙÈÎfi˜ ‹ ·ÚÓËÙÈ-

Îfi˜) Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ ÙÔ  x0+h  Ó’ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0
(.¯. (x0–Â, x0+Â), fiÔ˘  Â>0), ÙfiÙÂ Ë  f(x)  ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x=x0

fiÙ·Ó
f(x0+h)–f(x0) < 0  ,

fiÔ˘ ΩhΩ Â›Ó·È Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÌÈÎÚfi.

∞Ó¿ÏÔÁ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) Ï¤ÌÂ fiÙÈ ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0
·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ  f(x)>f(x0), ÁÈ· fiÏ· Ù·  xπx0 Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÂ Î¿ÔÈ· ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 ,

‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ
f(x0+h)–f(x0) > 0  ,

fiÔ˘ ΩhΩ Â›Ó·È Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÌÈÎÚfi (ÒÛÙÂ  x0+hŒ(x0–Â, x0+Â), fiÔ˘  Â>0).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x=x0 fiÔ˘ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi

Ì¤ÁÈÛÙÔ (·ÓÙ. Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ) Ë ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x) Û’ ·˘Ù¿

y0=f(x0) Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË (·ÓÙ. ÌÈÎÚfiÙÂÚË) ·fi ÙÈ˜ ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙˆÓ ÁÂÈÙÔÓÈÎÒÓ

ÛËÌÂ›ˆÓ Î·È ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÏÂ˘Ú¤˜.

Γρ��ημα π�υ δε��νει τα ακρ	τητα μιας συν�ρτησης.

y

f(�)

f(α)

O xα x3 �x4 x5x1 x2
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™ÙÔ Û¯‹Ì·, Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x), ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·, ‚] ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎ¿

Ì¤ÁÈÛÙ· ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x1 Î·È  x3 , Û¯ÂÙÈÎ¿ ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x2 Î·È  x4.

∏ ÙÈÌ‹  y3=f(x3)>f(‚) Â›Ó·È ÙÔ ·fiÏ˘ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ Î·È Ë ÙÈÌ‹  y2=f(x2)<f(·) Â›-

Ó·È ÙÔ ·fiÏ˘ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  y=f(x) ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·, ‚].

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ, fiÙÈ ÙÔ  y1=f(x1), Ô˘ Â›Ó·È Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÙË˜  f(x), Â›Ó·È ÌÈ-

ÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ  y4=f(x4) Ô˘ Â›Ó·È Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÙË˜  f(x).

¶ÚÔÛÔ¯‹! ™ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘Ùfi fiÙ·Ó Ï¤ÌÂ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ‰È·ÊÔÚ›ÛÈÌË

‰ËÏ·‰‹ ÌÂ ·Ú¿ÁˆÁÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi.

Œ¯Ô˘ÌÂ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ıÂÒÚËÌ· ÙÔ˘ Fermat:

∞fi‰ÂÈÍË
™Â Î¿ıÂ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô  x0 fiÔ˘ Ë  f¢(x0) ˘¿Ú¯ÂÈ, Ë  f(x) ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ

·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó  f¢(x0)=0, ÁÈ·Ù› ·Ó ‹Ù·Ó

f¢(x0) > 0   ‹   f¢(x0) < 0

ÙfiÙÂ lim
hÆ0

�
f(x0+h

h

)–f(x0)
� = f ¢(x0) > 0 (‹  < 0)

Î·È ÛÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 ÔÈ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜  f(x0+h)–f(x0) Î·È  h = x–x0
¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ (·ÓÙ. ·ÓÙ›ıÂÙÔ) ÚfiÛËÌÔ (KÂÊ. 6, ¨3).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 Ë  f(x) ı· ¤·ÈÚÓÂ ÙÈÌ¤˜ Î·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÂ˜

Î·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÂ˜ ·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹  f(x0).
Δ¤ÏÔ˜, ÛÙ· ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ Ô˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ë ·-

Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÌÈ·˜ Û˘ÓÂ¯o‡˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÌÔÚÊ‹ ·Î›‰·˜ Ú¿ÁÌ· Ô˘

·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· ‡·ÚÍË˜ ÙÔÈÎÔ‡ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ˘ ‹ Ì¤ÁÈÛÙÔ˘ Û’ ·˘Ù¿.

μ¤‚·È·, ·Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)  Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ  x0 (ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô

ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜) Î·È ·›ÚÓÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ Û’ ·˘Ùfi, ÙfiÙÂ Â›Ó·È  f¢(x0)=0.■

√È Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙÔ˘ £ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ 1 ‰ÂÓ Â›Ó·È ÈÎ·Ó¤˜ .¯. Ë Û˘Ó¿Ú-

ÙËÛË  f(x)=x3 ¤¯ÂÈ ·Ú¿ÁˆÁÔ  f¢(0)=0 ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÛÙÔ ÛË-

ÌÂ›Ô  x0=0 (‚Ï¤Â ·Ú·Î¿Ùˆ ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3).

AÎfiÌË, Ë   f(x) =ΩxΩ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ x0 = 0 , ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·-

Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË Û’ ·˘Ùfi.

Δ¤ÏÔ˜, fiÙ·Ó ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·ÎÚÔÙ¿ÙÔ˘ Â›Ó·È ¿ÎÚÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘-

Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙfiÙÂ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û’ ·˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· ÌË ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1

£EøPHMA 1: (AÓ·ÁÎ·›Â˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ‡·ÚÍË˜ ·ÎÚÔÙ¿ÙÔ˘)
Δ· ·ÎÚfiÙ·Ù· ÙË˜ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x)  Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ ÂÛˆÙÂ-
ÚÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Â›Ó·È ·˘Ù¿ fiÔ˘ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x)=0
‹ fiÔ˘ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x)  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ (ÌÂ  f¢–(x)π f¢+(x)).

Mελ�τη και γρα�ικ� παρ�σταση συν�ρτησης4



¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=x2, x≥1 ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0=1 ,

ÂÓÒ Â›Ó·È  f¢(1)=2π0.

∞ÎfiÌË, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=�x�,  x≥0 ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  x0=0, ·ÏÏ¿

Ë ·Ú¿ÁˆÁfi˜ ÙË˜  f¢(x) = �
2�

1

x�
� ÛÙÔ  x0=0 Â›Ó·È  f¢+(0)=+•.

Δ· ÛËÌÂ›· fiÔ˘  f¢(x)=0 Ï¤ÁÔÓÙ·È

ÛËÌÂ›· ÛÙ¿ÛË˜ ‹ ÎÚ›ÛÈÌ· ÛËÌÂ›· ÙË˜  f.

™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Û¯‹Ì· Ë Î·Ì‡ÏË

¤¯ÂÈ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ

x–¿ÍÔÓ· (¤¯ÂÈ ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÎÏ›ÛË) ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x1 , x2 , x4 , x5 , ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x5, fiÔ˘ Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ x–¿ÍÔÓ·, ·ÏÏ¿ ·˘-

Ù‹ Ù¤ÌÓÂÈ (‰È·ÂÚÓ¿) ÙËÓ Î·Ì‡ÏË.

∞˘Ùfi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (x5 , f(x5)) Ï¤ÁÂÙ·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, fiÙ·Ó Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x0)=0 ˘¿Ú¯ÂÈ, Ë Û˘Óı‹ÎË

f¢(x0) = 0

Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›·, ·ÏÏ¿ fi¯È ÈÎ·Ó‹ Û˘Óı‹ÎË ÁÈ· Ó· ¤¯ÂÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) ·ÎÚfiÙ·-

ÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0.

∞fi‰ÂÈÍË

£EøPHMA 2: (πÎ·Ó¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ‡·ÚÍË˜ ·ÎÚÔÙ¿ÙÔ˘)
∞Ó ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0 ÈÛ¯‡Ô˘Ó

i) f¢(x0) = f¢¢(x0) = … = f(n–1)(x0) = 0,

ii) f(n)(x0) π 0,

Î·È ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 ÔÈ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ 1 ÙÔ˘ KÂÊ. 8, ¨3.2, 
ÙfiÙÂ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0 Ë  f(x)  ¤¯ÂÈ

·) ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜, ·Ó  n  Â›Ó·È ÂÚÈÙÙfi˜ (ÌÔÓfi˜),

‚) ¤Ó· ·ÎÚfiÙ·ÙÔ, ·Ó  n  Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜ (˙˘Áfi˜), ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È
Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ, fiÙ·Ó  f (n)(x0) < 0 ,
Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, fiÙ·Ó  f (n)(x0) > 0 .

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ·ÎÚfiÙ·Ù·
(Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ‹ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ)
ÁÈ· Ù· ÔÔ›· Â›Ó·È f¢(x)=0  ·ÓÙÈÛÙÔÈ-
¯Ô‡Ó ÛÂ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ y=f(x)
fiÔ˘ Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Â›Ó·È ·Ú¿Ï-
ÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ x–¿ÍÔÓ·.

y

O x1

1

f(x)=x2
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ÃÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ i) Î·È ii) Ô Ù‡Ô˜ ÙÔ˘ Taylor (∫ÂÊ. 8, ¨ 3.2) Â›-

Ó·È
f(x0+h)–f(x0) = rn – 1(h)hn ,

fiÔ˘

rn – 1(h) = ,   0<ı<1  .

Œ¯Ô˘ÌÂ

lim
hÆ 0

rn – 1(h) = ,   (ÏfiÁˆ ÙË˜ Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙË˜  f(n)(x) ÛÙÔ  x0) ,

ÔfiÙÂ, fiÙ·Ó ÙÔ ΩhΩ ÂÎÏÂÁÂ› ·ÚÎÂÙ¿ ÌÈÎÚfi, ÙÔ  rn – 1(h) ı· ¤¯ÂÈ ÙfiÙÂ ÙÔ ›‰ÈÔ Úfi-

ÛËÌÔ ÌÂ ÙÔ  f (n)(x0) (∫ÂÊ. 4, ¨ 1 ¶ÚfiÙ·ÛË 5).

·) ŸÙ·Ó Ô  n Â›Ó·È ÂÚÈÙÙfi˜ (ÌÔÓfi˜) Ë ÂÚÈÙÙ‹ ‰‡Ó·ÌË  hn ı· ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÚfiÛË-

ÌÔ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙÔ˘  h.
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰È·ÊÔÚ¿  f(x0+h)–f(x0) Â›ÛË˜ ı· ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÚfiÛËÌÔ Ì·˙› ÌÂ ÙÔ

h, ‰ËÏ·‰‹ ·Ó  x0+h, h>0 (‰ÂÍÈ¿ ÙÔ˘  x0) ‹  x0+h, h<0 (·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  x0), Ë

‰È·ÊÔÚ¿ Á›ÓÂÙ·È ·fi + ‰ÂÍÈ¿ ÙÔ˘  x0 ÛÂ – ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  x0 , fiÙ·Ó  f(n)(x0)>0
‹ ·fi – ÛÂ +, fiÙ·Ó  f(n)(x0)<0.

ÕÚ·, Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x) ı· Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ x–¿ÍÔÓ· ÂÊ·-

ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0 , ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0 ı· Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·-

Ì‹˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x).

‚) ŸÙ·Ó Ô  n Â›Ó·È ¿ÚÙÈÔ˜, ÙfiÙÂ ÙÔ  hn Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ıÂÙÈÎfi Î·È Ë ‰È·ÊÔÚ¿

f(x0+h)–f(x0) Î·È Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f(n)(x0), ¤¯Ô˘Ó, ÛÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘

x0 , ÙÔ ›‰ÈÔ ÚfiÛËÌÔ.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x=x0 fiÙ·Ó Â›Ó·È  f(n)(x0)<0
Î·È ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ fiÙ·Ó Â›Ó·È  f(n)(x0)>0,  fiÔ˘  n ¿ÚÙÈÔ˜. ■

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ı· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ΩËÌx+Û˘ÓxΩ≤ �2�.

£¤ÙÔ˘ÌÂ  f(x)=ËÌx+Û˘Óx Î·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  f¢(x)=Û˘Óx–ËÌx=0 ‚Ú›-

ÛÎÔ˘ÌÂ Ù· ÛËÌÂ›· ÛÙ¿ÛË˜ ÙË˜  f Ô˘ Â›Ó·È

x=n + �


4
� , n=0, 1, 2, …

μÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ  f¢¢(x)=–ËÌx–Û˘Óx  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ fiÙ·Ó  n=2k (¿ÚÙÈÔ˜), ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x2k = 2k + �


4
� ‰›ÓÂÈ  f¢¢(x2k)=–�2�<0  Î·È

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x2k Ë  f ·›ÚÓÂÈ ÙÔÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ, ›ÛÔ ÌÂ  f(x2k)=�2�.

ñ fiÙ·Ó  n=2k+1 (ÂÚÈÙÙfi˜), ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x2k+1 = (2k+1) + �


4
� ‰›ÓÂÈ

f¢¢(x2k+1)=�2�>0  Î·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x2k+1 Ë  f ·›ÚÓÂÈ ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, ›ÛÔ ÌÂ

f(n)(x0)
�

n!

f(n)(x0+ıh)
��

n!
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f(x2k+1)=–�2�.

ÕÚ·, ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ� ÈÛ¯‡ÂÈ  –�2�≤ËÌx+Û˘Óx≤�2�.

∞ÎfiÌË, ·Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) = �
2–

1

ex� , xŒI=�–{ln2}, Ë ·Ú¿-

ÁˆÁfi˜ ÙË˜ Â›Ó·È

f¢(x) = �
(2–

e

e

x

x)2� > 0  ,   " xŒI .

ÕÚ·, Ë  f(x) Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·

π1 = (– •, ln2)  ,   π2 = (ln2, +•)

·ÏÏ¿ fi¯È ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  π=π1»π2 , ÁÈ·Ù› ¤¯Ô˘ÌÂ .¯.

f(0) = 1 > 0 ,   f(2) = �
2–

1

e2� < 0  .

∞˘Ùfi ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÂÂÈ‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÔÚÈÛÌÔ‡  π ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰È¿-

ÛÙËÌ· ·ÏÏ¿ ¤ÓˆÛË ÙˆÓ ‰‡Ô ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  π1 Î·È π2 .

Œ¯Ô˘ÌÂ     lim
xÆ–•

�
2–

1

ex� = �
1

2
� .

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ 2

y

O xn2

1

–  2

y = , x�I1

1/2

2

l

1
2 – ex

y =

y = ημx+συνx

, x�I2
1

2 – ex
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ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  f(x) Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·, ‚].
·) ŸÙ·Ó Â›Ó·È  x0=·, ÁÈ· Ó· ’¯Ô˘ÌÂ ÙÔÈÎfi ·ÎÚfiÙ·ÙÔ Û’ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ ÛÙÔ ‰È¿-

ÛÙËÌ·  [·, ·+Â), Â>0, Ë ÙÈÌ‹  f(·)  Ó· Â›Ó·È Ì¤ÁÈÛÙË ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙË.

ñ ∞Ó Â›Ó·È  f¢(x)>0, " xŒ(·, ·+Â) Ë  f  Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  [·, ·+Â)
Î·È ÙÔ  f(·) Â›Ó·È ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

ñ ∞Ó Â›Ó·È  f¢(x)<0, " xŒ(·, ·+Â) Ë  f  Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ  [·, ·+Â)
Î·È ÙÔ  f(·) Â›Ó·È ÙÔÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ.

‚) ŸÙ·Ó Â›Ó·È  x0=‚, ÁÈ· Ó· ’¯Ô˘ÌÂ ÙÔÈÎfi ·ÎÚfiÙ·ÙÔ Û’ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ ÛÙÔ ‰È¿-

ÛÙËÌ·  (‚–Â, ‚], Â>0, Ë ÙÈÌ‹  f(‚)  Ó· Â›Ó·È Ì¤ÁÈÛÙË ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙË.

ñ ∞Ó Â›Ó·È  f¢(x)>0, " xŒ(‚–Â, ‚) Ë  f  Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  (‚–Â, ‚]
Î·È ÙÔ  f(‚) Â›Ó·È ÙÔÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ.

ñ ∞Ó Â›Ó·È  f¢(x)<0, " xŒ(‚–Â, ‚) Ë  f  Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ  (‚–Â, ‚]
Î·È ÙÔ  f(‚) Â›Ó·È ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

Á) ŸÙ·Ó Â›Ó·È  x0Œ(·, ‚), ÁÈ· Ó· ’¯Ô˘ÌÂ ÙÔÈÎfi ·ÎÚfiÙ·ÙÔ Û’ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Ë  f  Ó· ·Ï-

Ï¿˙ÂÈ ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÛÙÔ  x0 ‰ËÏ·‰‹ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (x0 –Â1 , x0), Â1>0 Ó· Â›Ó·È ·‡-

ÍÔ˘Û· Î·È ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (x0 , x0 –Â2), Â2>0 Ó· Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· ‹ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·.

∞Ó Ë  f Â›Ó·È Î·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ    [·, ‚] Î·È ·Ó  f¢(x)<0, " xŒ(x0–Â1 , x0)
Î·È  f¢(x)>0, " xŒ(x0 , x0–Â2)  ‹ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ÙfiÙÂ Ë  f ¤¯ÂÈ ÛÙÔ  x0 ÙÔÈÎfi

·ÎÚfiÙ·ÙÔ. ■

∏ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ £ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ 2 ··ÈÙÂ› ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘

‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜  f¢¢(x) Î·È Èı·ÓfiÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ ·ÓÒÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜.

°È’ ·˘Ùfi ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ £ÂÒÚËÌ· 3 Â›Ó·È Â˘ÎÔÏfiÙÂÚÔ

Ó· ÂÊ·ÚÌÔÛÙÂ›.

£EøPHMA 3: ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

i) Ë  f(x)  Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ  x=x0 ,

ii) Ë  f¢(x)  ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÂ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÌÈÎÚ‹ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 ,

(.¯.  Â>0, 0<Ωx–x0Ω<Â) ÂÎÙfi˜ ›Ûˆ˜ ÙÔ˘  x0 fiÔ˘ ÌÔÚÂ› Ó· ÌËÓ ˘¿Ú¯ÂÈ,

iii) Ë  f¢(x)  ¤¯ÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi ÚfiÛËÌÔ fiÙ·Ó Â›Ó·È  x<x0 Î·È fiÙ·Ó Â›Ó·È  x>x0 .

ΔfiÙÂ Î·ıÒ˜ ÙÔ  x  ·˘Í¿ÓÔÓÙ·˜ ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ  x0 :

·) Ë  f(x)  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÛÙÔ  x0 , fiÙ·Ó ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘  f¢(x)
‰ÂÓ ·ÏÏ¿˙ÂÈ,

∞ÎfiÌË, ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙ· ÛËÌÂ›· fiÔ˘ Ë ÚÒ-

ÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x0)  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.
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∞fi‰ÂÈÍË

°ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë  f(x)  Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ‹ ÁÓ‹ÛÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹

ÙÔ˘  x fiÙ·Ó Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x)  Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·ÚÓËÙÈÎ‹, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· (∫ÂÊ. 6, ¨ 3).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ı· ¤¯Ô˘ÌÂ:

·) Ë f(x)  ·˘Í¿ÓÂÈ  (‹ Êı›ÓÂÈ) Û˘Ó¤¯ÂÈ· Î·ıÒ˜ ÙÔ  x ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô

x0, Ë f(x)  ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ,

‚) Ë f(x)  ·˘Í¿ÓÂÈ  Î·ıÒ˜ ÙÔ  x ÏËÛÈ¿˙ÂÈ ÙÔ  x0 Î·È ·Ú¯›˙ÂÈ Ó· Êı›ÓÂÈ Î·-

ıÒ˜ ·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÙ·È ·’ ·˘Ùfi, ¿Ú· Ë f(x) ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x0 ,

Á) Ë f(x)  Êı›ÓÂÈ  Î·ıÒ˜ ÙÔ  x ÏËÛÈ¿˙ÂÈ ÙÔ  x0 Î·È ·Ú¯›˙ÂÈ Ó’ ·˘Í¿ÓÂÈ Î·ıÒ˜

·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÙ·È ·’ ·˘Ùfi, ¿Ú· Ë f(x) ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  x0. ■

ÃÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 3:

ñ ŸÙ·Ó ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢¢(x0) ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÛÙ¿ÛË˜  x0 (f¢(x0)=0)

.¯. Ë  f(x) =ΩxΩ ¤¯ÂÈ  f¢(0)=0, ÌÂ  f(x)≥f(0)=0 ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ 0 ÂÓÒ

f¢¢(0)=+•,  ‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ·Ú¿ÁˆÁÔ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÛÙÔ  0.

ñ ŸÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ë  f¢¢(x0)=0 Î·È ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ·ÓÒÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ .¯.

Ë  f(x) =ΩxΩ ¤¯ÂÈ  f¢(0)=0, f¢¢(0)=0, ÌÂ  f(x)≥f(0)=0 ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ 

0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ·Ú¿ÁˆÁÔ ·ÓÒÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÙÔ˘ ‰‡Ô ÛÙÔ 0  (Â›Ó·È

f¢¢(0)=+•).

ñ ŸÙ·Ó Ë  f ¤¯ÂÈ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ Ù¿ÍË˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÛÙ¿ÛË˜  x0 , ·Ï-

Ï¿ fiÏÂ˜ ÌË‰ÂÓ›˙ÔÓÙ·È, ‰ËÏ·‰‹  f(n)(x0)=0, " nŒ�.

¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �
¤¯ÂÈ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÔÔÈ·Û‰‹ÔÙÂ Ù¿ÍË˜ ÛÙÔ  0, Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙ÔÓÙ·È Û’ ·˘Ùfi

f(n)(0) = 0 (‚Ï¤Â ∫ÂÊ. 8, ¨ 3.5, ¶·Ú. 2)

Î·È ·›ÚÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  x=0.

e
– �

x
1
2�, ·Ó x π 0

0, ·Ó x = 0

5
�
2

3
�
2

‚) Ë  f(x)  ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x0 , fiÙ·Ó ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘  f¢(x)
·ÏÏ¿˙ÂÈ ·fi + ÛÂ –,

Á) Ë  f(x)  ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ  x0 , fiÙ·Ó ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘  f¢(x)  ·Ï-
Ï¿˙ÂÈ ·fi – ÛÂ +.
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∞Ó Â›Ó·È  f(x) =ΩxΩ, xŒ� ÙfiÙÂ

f¢–(x) = –1(x<0)  ,   f¢+(x) = 1(x>0)

ÂÓÒ Ë  f¢(0)  ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È.

� ∫·ıÒ˜ ÙÔ  x ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ  0 ÙÔ ÚfiÛË-

ÌÔ ÙË˜  f¢(x) ·ÏÏ¿˙ÂÈ ·fi – ÛÂ +, ÂÔÌ¤-

Óˆ˜ Ë  y=f(x)  ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  0.

∞Ó Â›Ó·È  f(x) = 1 – x , xŒ� ÙfiÙÂ

f¢(x) = – �
2

3
� x

–

Î·È Ë   f¢(x) ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ  x=0.

� ∫·ıÒ˜ ÙÔ  x ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ  0, ÙÔ ÚfiÛË-

ÌÔ ÙË˜  f¢(x) ·ÏÏ¿˙ÂÈ ·fi + ÛÂ – , ÂÔÌ¤-

Óˆ˜ Ë  y=f(x)  ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  0.

∂›Ó·È  f¢–(0)=+• Î·È  f¢+(0)= –•.

∞Ó Â›Ó·È  f(x) = x , xŒ� ÙfiÙÂ

f¢(x) = �
1

3
� x

–

Î·È Ë   f¢(x) ·ÂÈÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ  x=0.

� ∫·ıÒ˜ ÙÔ  x ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi ÙÔ  0, ÙÔ ÚfiÛË-

ÌÔ ÙË˜  f¢(x) ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ıÂÙÈÎfi, ÂÔÌ¤Óˆ˜

Ë  y=f(x)  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÛÙËÓ ·Ú¯‹.

∂ÂÈ‰‹ Ë Î·Ì‡ÏË Ù¤ÌÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ

y–¿ÍÔÓ·, Ô˘ Â›Ó·È Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Î·-

Ì‡ÏË˜ ÛÙÔ  0, ÛÙÔ  0 ¤¯Ô˘ÌÂ ÛËÌÂ›Ô Î·-

Ì‹˜, ÌÂ

f¢(0) = +• .

y = x1/3

O x

y

2
�
3

1
�
33

y = 1–x2/3

O

1

1–1
x

y

1
�
3

2
�
32

y = –x y = x

O x

y

1

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·
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ΔÔ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  f(x) = x2(x–1)3 Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯¤˜ ÛÙÔ  xŒ�.

� μÚ›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÙÔ˘

f¢(x) = x(x–1)2(5x–2)  ,

f¢¢(x) = 2(x–1)(10 x2–8 x+1)  ,

f¢¢¢(x) = 60 x2–72 x+18  .

∂ÂÈ‰‹ Ë  f¢(x) ÔÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ�, Ù· ·ÎÚfiÙ·Ù· ÙË˜  f(x) ÌÔÚÔ‡Ó Ó·

ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó ÌfiÓÔÓ ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x fiÔ˘  f¢(x)=0:

f¢(x) = x(x–1)2(5x–2) = 0    fi x=0  ,   x = �
2

5
� , x=1  .

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 2 ¤¯Ô˘ÌÂ:

ÛÙÔ  x = 0 : f¢¢(0) = –2<0  , ¿Ú· ¤¯Ô˘ÌÂ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x=0,

ÛÙÔ  x = �
2

5
� : f¢¢ ��

2

5
�� = �

1

1

8

5
� > 0  ,   ¿Ú· ¤¯Ô˘ÌÂ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  x = �

2

5
� ,

ÛÙÔ  x = 1 : f¢¢(1) = 0,  f¢¢¢(1) = 6>0  ¿Ú· ¤¯Ô˘ÌÂ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÛÙÔ  x=1.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 3 ¤¯Ô˘ÌÂ:

√ ÌÂÁÈÛÙÔ‚¿ıÌÈÔ˜ fiÚÔ˜ ÙÔ˘ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘  f¢(x), ‰ËÏ·‰‹ Ô  5x4 ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ

lim
xÆ±•

f ¢(x)>0.

∂ÈÏ¤ÔÓ, Ë ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x) ÌÔÚÂ› Ó’ ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÚfiÛËÌÔ ÌfiÓÔÓ ÛÙÈ˜

Ú›˙Â˜ ÂÚÈÙÙ‹˜ ÔÏÏ·ÏfiÙËÙ·˜, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛ‹ Ì·˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x=0, x = �
2

5
� .

ŒÙÛÈ Ë  f¢(x) ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ÂÓ·ÏÏ·Á¤˜ ÚÔÛ‹ÌÔ˘

–•      +      0   –     �
2

5
� +      1      +      +•

ÂÔÌ¤Óˆ˜, Ë  f(x)  ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x=0, ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  x = �
2

5
� Î·È ÛËÌÂ›Ô Î·-

Ì‹˜ ÛÙÔ  x=1.

™’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÛÙ¿ÛË˜  x0 ÌÔÚÂ› ÔÈ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ  f(n)(x0)=0, " nŒ� ÎÈ ·˘-

Ùfi Ó· Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÌÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË.

5

4
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� £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �
Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÛÙ¿ÛÈÌÔ ÛËÌÂ›Ô  0 Î·È

f(n)(x0)=0, " nŒ�, ÂÓÒ ÙÔ  0 Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô

Î·Ì‹˜ ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ

ÛÙËÓ Î·Ì‡ÏË ÙË˜.

2. ∫˘ÚÙ¤˜ Î·È ÎÔ›ÏÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

§¤ÌÂ fiÙÈ Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x) ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·1 , ‚1] Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ (ÛÙÚ¤ÊÂÈ Ù·

ÎÔ›Ï· ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ) fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  x1 , x2Œ[·1 , ‚1] Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ  ÏŒ[0,1]  ÈÛ¯‡ÂÈ

f(Ï x1+(1–Ï)x2)≤ Ïf(x1)+(1–Ï)f(x2) . (Û¯‹Ì· 1) (1)

§¤ÌÂ fiÙÈ Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x)  ÛÙÔ ‰È¿ÙËÌ·  [·1 , ‚1] Â›Ó·È ÎÔ›ÏË (ÛÙÚ¤ÊÂÈ Ù·

ÎÔ›Ï· ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ) fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  x1, x2Œ[·1 , ‚1] Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ  ÏŒ[0, 1]
ÈÛ¯‡ÂÈ

f(Ï x1+(1–Ï)x2)≥ Ïf(x1)+(1–Ï)f(x2) . (Û¯‹Ì· 2) (2)

ŸÙ·Ó ÔÈ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ¯ˆÚ›˜ ÈÛfiÙËÙ· ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

·˘ÛÙËÚ¿ Î˘ÚÙ‹ Î·È ·˘ÛÙËÚ¿ ÎÔ›ÏË, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

Σ��μα 1 Σ��μα 2

™ÙËÓ Î˘ÚÙ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  Mz ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (z, f(z))
ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ ‹ Û˘Ì›ÙÂÈ Ì’ ·˘Ùfi Î·È ÛÙËÓ ÎÔ›ÏË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ  Mz ‚Ú›ÛÎÂÙ·È

Î¿Ùˆ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (z, f(z)) ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜, ÁÈ· fiÏ· Ù·  z=Ï x1+(1–Ï)x2 , " x1,

x2Œ[·1 , ‚1], fiÔ˘  ÏŒ[0, 1], Ô˘ Â›Ó·È Ù· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [x1, x2].

O α1 x1 x2

Mz

�1z x

y

O α1 x1 x2

Mz

�1z x

y

xe
– �

x
1
2� , xπ0

0, x=0

y = f(x)

O x

y
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ŸÙ·Ó Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x) Â›Ó·È ·˘ÛÙËÚ¿ Î˘ÚÙ‹ ‹ ·˘ÛÙËÚ¿ ÎÔ›ÏË ÛÙÔ  [·1 , ‚1]
ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  ªz ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ‹ Î¿Ùˆ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (z, f(z)).

ΔÔ ÛËÌÂ›Ô  ªz ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ¯ÔÚ‰‹ Ô˘ ÂÓÒÓÂÈ Ù· ÛËÌÂ›·  (x1 , f(x1)) Î·È

(x2 , f(x2))  ÌÂ ÙÂÙÌËÌ¤ÓË  z=Ïx1+(1–Ï)x2 , ÏŒ[0, 1], ÔfiÙÂ  zŒ[x1 , x2].

¶ÚÔÛÔ¯‹! √È ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ··ÈÙÂ›Ù·È Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  x1<x2 ÛËÌÂ›· ÙÔ˘

[·1, ‚1]  ÎÈ fi¯È ÌfiÓÔÓ ÁÈ· Ù· ¿ÎÚ· ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ·Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ (·ÓÙ. ÎÔ›ÏË) ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  I Î·È

xiŒI , ÏiŒ[0, 1],  i=1, 2, …, n  Î·È  �
n

i=1

Ïi=1,  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

f ��
n

i=1

Ïixi� ≤ �
n

i=1

Ïi f(xi) (·ÓÙ. ≥)

Ô˘ Ï¤ÁÂÙ·È ·ÓÈÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ Jensen (‚Ï¤Â [4], KÂÊ. 5, ¨5.2.2).

∞fi‰ÂÈÍË

∞ÊÔ‡ Â›Ó·È  x2 –x1>0, ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ   Ï = �
x

x

2

2

–

–

x

x

1
� ,   1–Ï = �

x

x

2

–

–

x

x
1

1
� ,   ÏŒ[0, 1]

Î·È ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· (1) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

f(x) ≤ �
x

x

2

2

–

–

x

x

1
� f(x1) + �

x

x

2

–

–

x

x
1

1
� f(x2)

fi (x2– x1)f(x) ≤ (x2– x)f(x1)+(x– x1)f(x2) . (4)

£EøPHMA : ∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  [·1 , ‚1],  ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÚ›·

ÛËÌÂ›·  x1< x< x2 ÙÔ˘  [·1 , ‚1]  ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜

�
f(x

x

)–

–

f

x

(

1

x1)
� ≤ �

f(x

x
2

2

)–

–

f

x

(

1

x1)
� ≤ �

f(x

x
2

2

)–

–

f

x

(x)
� . (3)

∞Ó ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ· ÈÛ¯‡ÂÈ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙËÓ
(3) ÙfiÙÂ Ë  f  Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  [·1 , ‚1] .

∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È ÎÔ›ÏË ÛÙÔ  [·1 , ‚1], ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ (3) ÌÂ ·ÓÙÈ-
ÛÙÚÔÊ‹ ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ. ŸÙ·Ó Ë  f  Â›Ó·È ·˘ÛÙËÚ¿ Î˘ÚÙ‹ ‹ ·˘ÛÙËÚ¿ ÎÔ›ÏË ÛÙÔ
[·1 , ‚1]  ÔÈ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ (3) Á›ÓÔÓÙ·È ·˘ÛÙËÚ¤˜.

∞fi Ù· ·Ú·¿Óˆ Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ: MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)  Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹
Î·È ÎÔ›ÏË Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·1 , ‚1]  fiÙ·Ó Â›Ó·È Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹.

Kυρτ�ς και κ��λες συναρτ�σεις 13



H ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·ÓÈÛfiÙËÙ· ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÌÂ ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÙÚfiÔ˘˜:

(x2–x1)f(x) ≤ (x2–x1+x1–x)f(x1)+(x–x1)f(x2)

fi (x2–x1)f(x) ≤ (x2–x1)f(x1)+(x1–x)f(x1)+(x–x1)f(x2) , (4.1)

(x2–x1)f(x) ≤ (x2–x)f(x1)+(x–x2+x2–x1)f(x2)

fi (x2–x1)f(x) ≤ (x2–x)f(x1)+(x–x2)f(x2)+(x2–x1)f(x2) , (4.2)

(x2–x1)f(x) = (x2–x+x–x1)f(x) ≤ (x2–x)f(x1)+(x–x1)f(x2)

fi (x2–x)f(x)+(x–x1)f(x) ≤ (x2–x)f(x1)+(x–x1)f(x2) . (4.3)

∞fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (4.1), (4.2), (4.3) ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÔÈ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜

≤ , (∞1)

≤ , (∞2)

≤ . (∞3)

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Î·ıÂÌÈ¿ ·fi ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ (∞1), (∞2), (∞3) Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ

ÙËÓ Î˘ÚÙfiÙËÙ· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·1 , ‚1].

∞fi ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ (∞1), (∞2), (∞3) ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ (3) Î·È ·˘Ùfi

·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ ÙÔ ıÂÒÚËÌ·.

∞fi ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· ÙË˜ ·fi‰ÂÈÍË˜ Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ, ·Ó Ë (1) ¤¯ÂÈ ·˘ÛÙËÚ‹ ·ÓÈ-

ÛfiÙËÙ·, ÙfiÙÂ ·˘Ù‹ ı· ‰È·ÙËÚËıÂ› Î·È ÛÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ (∞1), (∞2), (∞3) Î·È ·ÓÙ›-

ÛÙÚÔÊ·.

∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È ÎÔ›ÏË ÛÙÔ  [·1 , ‚1] ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁ· ÙËÓ

·ÓÈÛfiÙËÙ· (2) Î·È Ë ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË. ∞Ó Ë  f Â›Ó·È ·˘ÛÙËÚ¿ ÎÔ›ÏË ÛÙÔ

[·1 , ‚1] Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· (2) Á›ÓÂÙ·È ·˘ÛÙËÚ‹ Î·È Ë ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È, Â›ÛË˜, ·Ó¿ÏÔ-

ÁË. ■

f(x2) – f(x)
��

x2 – x

f(x) – f(x1)
�

x – x1

f(x2) – f(x)
��

x2 – x

f(x2) – f(x1)
��

x2 – x1

f(x2) – f(x1)
��

x2 – x1

f(x) – f(x1)
��

x – x1
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√È Î˘ÚÙ¤˜ Î·È ÔÈ ÎÔ›ÏÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È

ÌÂÚÈÎ¤˜ ·’ ·˘Ù¤˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜.

∞fi‰ÂÈÍË

ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·1 , ‚1].

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ì¤ÛË˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜  f ÛÙÔ  x1Œ(·1 , ‚1) (KÂÊ.6, ¨1)

Fx1
(x) = 

Î·È ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· (∞1) ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

x1 < x < x2 fi Fx1
(x) ≤ Fx1

(x2)

‰ËÏ·‰‹ Ë  Fx1
(x)  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  x1 .

∞Ó¿ÏÔÁ·, ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· (∞2) ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

x1 < x < x2 fi Fx2
(x1) ≤ Fx2

(x)

‰ËÏ·‰‹ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ì¤ÛË˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜  Fx2
(x)  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  x2 .

Δ¤ÏÔ˜, ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ· (∞3) ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

x1 < x < x2 fi Fx(x1) ≤ Fx(x2)

‰ËÏ·‰‹ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  Fx Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· fiÙ·Ó Ù·  x1 , x2 ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ‰ÂÍÈ¿ Î·È ·ÚÈ-

ÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  x .

∂ÂÈ‰‹ fiÌˆ˜ Ù·  x1 , x, x2 Â›Ó·È ÙÚ›· Ù˘¯·›· ÛËÌÂ›· ÙˆÓ  (·1 , ‚1) (ÌfiÓÔ Ë Û¯Â-

ÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÙÔ˘˜ Ù· ‰È·ÊÔÚÔÔÈÂ›) Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ì¤ÛË˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜

ÛÂ Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô  ÍŒ(·1 , ‚1) Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·.

ŒÛÙˆ  ÍŒ(·1 , ‚1) Î·È  Â>0 Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ  [Í–Â, Í+Â]Ã(·1 , ‚1).

∂ÂÈ‰‹ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ì¤ÛË˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙË˜  f ÛÙÔ  Í

FÍ(x) = 

Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  [Í–Â, Í+Â], ¤¯Ô˘ÌÂ

FÍ(Í–Â) ≤ FÍ(x) ≤ FÍ(Í+Â)  ,   " xŒ[Í–Â, Í+Â]  .

f(x)–f(Í)
�

x–Í

f(x)–f(x1)
�

x–x1

¶POTA™H 1: ∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ‹ ÎÔ›ÏË ÛÙÔ  [·1 , ‚1], ÙfiÙÂ ÛÂ Î¿-

ıÂ ÛËÌÂ›Ô  ÍŒ(·1 , ‚1)  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÈ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿  f¢+(Í)  Î·È ·fi Ù·

·ÚÈÛÙÂÚ¿ f¢–(Í)  Î·È Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  (·1 , ‚1).
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ÕÚ· Ë  FÍ(x), xŒ[Í–Â, Í+Â] Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË Î·È ·‡ÍÔ˘Û·, ÔfiÙÂ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ

ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 5 ÙË˜ ¨ 2 ÙÔ˘ ∫ÂÊ. 4, ı· ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· fiÚÈ· ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿

lim
xÆÍ+FÍ(x)=f¢+(Í)Œ� , ·fi Ù’ ·ÚÈÛÙÂÚ¿    lim

xÆÍ– FÍ(x)=f¢–(Í)Œ� Î·È   f¢–(Í)≤f¢+(Í).

∞ÏÏ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ

lim
xÆÍ– (f(x)–f(Í)) =  lim

xÆÍ– (x–Í) = f¢–(Í)Ø0 = 0

Î·È

lim
xÆÍ+(f(x)–f(Í)) =  lim

xÆÍ+ (x–Í) = f¢+(Í)Ø0 = 0  ,

ÔfiÙÂ Ë  f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿ Î·È ·fi Ù’ ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÛÙÔ  Í, ¿Ú· Û˘ÓÂ¯‹˜

ÛÙÔ  Í.

∏ ¶ÚfiÙ·ÛË 1 ‰ÂÓ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ ·fi

Ù· ‰ÂÍÈ¿ Î·È ·fi Ù’ ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÛÙ· ¿ÎÚ·  ·1 Î·È ‚1 ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [·1 , ‚1].

¶.¯. ıÂˆÚÂ›ÛÙÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �
Ô˘ Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  [–1, 1], ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙÔ  �  ÔÈ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ  f¢+(–1),

f¢–(1) Î·È Ë  f ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙ· ¿ÎÚ· ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  –1, 1, (Â›Ó·È

f¢+(–1)=+•,  f¢–(+1)=–•). ■

∞fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Î˘ÚÙ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x) ÛÙÔ  [·1 , ‚1] ÚÔÎ‡ÙÂÈ (£ÂÒ-

ÚËÌ·) fiÙÈ  " x1 , x2Œ[·1 , ‚1](x1<x2)  ÈÛ¯‡ÂÈ

≤ ≤ , xŒ(x1 , x2)

Î·È ÁÈ· ÙËÓ ÎÔ›ÏË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) ÛÙÔ  [·1 , ‚1] ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  " x1 , x2Œ[·1 , ‚1]
(x1<x2)  ÈÛ¯‡ÂÈ

≥ ≥ , xŒ(x1 , x2)  .

∞fi ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ·˘ÛÙËÚ¿ Î˘ÚÙ‹ Î·È ·˘ÛÙËÚ¿ ÎÔ›ÏË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) ÛÙÔ

[·1 , ‚1]  ÔÈ ·Ú·¿Óˆ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Á›ÓÔÓÙ·È ·˘ÛÙËÚ¤˜ (¯ˆÚ›˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜), ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯·.

£¤ÙÔ˘ÌÂ  π=[·1 , ‚1].

f(x2)–f(x)
��

x2–x

f(x2)–f(x1)
��

x2–x1

f(x)–f(x1)
�

x–x1

f(x2)–f(x)
��

x2–x

f(x2)–f(x1)
��

x2–x1

f(x)–f(x1)
�

x–x1

0, x=–1
x2, xŒ(–1, 1)
0, x=1

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1 

f(x)–f(Í)
�

(x–Í)

f(x)–f(Í)
�

(x–Í)
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∞fi‰ÂÈÍË

∞ÊÔ‡ Ë  f(x) Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  π, ÁÈ·  x1 , x2ŒI, x1<x2 , ¤¯Ô˘ÌÂ

≤ ≤ , xŒ(x1 , x2) .

∞fi ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜, ·ÊÔ‡ Ë  f(x) Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ  π ÚÔÎ‡ÙÂÈ

f¢(x1) = f¢+(x1) = lim
xÆx

1
+

≤ ≤  lim
xÆx

2
–

= f¢–(x2)= f¢(x2)

.

ÕÚ·, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  f¢(x1) ≤ f¢(x2), fiÙ·Ó  x1<x2, ‰ËÏ·‰‹ Ë  f¢(x) Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·

ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  π=[·1 , ‚1].

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, ·fi ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜ Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

f¢(Í1) = , Í1Œ(x1 , x)  , f¢(Í2) = , Í2Œ(x, x2)

ÔfiÙÂ, ·Ó Â›Ó·È  Í1<Í2 ÙfiÙÂ, ·fi ÙËÓ ˘fiıÂÛË,  f¢(Í1)≤f¢(Í2).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

≤ , xŒ(x1 , x2)

‰ËÏ·‰‹ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹.

∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È, ·ÚfiÌÔÈ·, Î·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÛÎ¤ÏÔ˜ ÙË˜ ¶ÚfiÙ·ÛË˜ 1. ■

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2 Î·È ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1 (KÂÊ. 6, ¨3) ¤¯Ô˘ÌÂ:

¶POTA™H 3: ∞Ó Ë  f(x)  ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ  f¢(x)  ÛÙÔ  π=[·1 , ‚1]  Î·È

‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ ÛÙÔ  (·1, ‚1), ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

Ë  f(x)  Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  π   ¤ " xŒ(·1 , ‚1), f¢¢(x)≥0,

Ë  f(x)  ÎÔ›ÏË ÛÙÔ  π   ¤ " xŒ(·1 , ‚1), f¢¢(x)≤0.

f(x2)–f(x)
��

x2 – x

f(x)–f(x1)
�

x – x1

f(x2)–f(x)
��

x2 – x

f(x)–f(x1)
�

x – x1

f(x2)–f(x)
��

x2–x

f(x2)–f(x1)
��

x2–x1

f(x)–f(x1)
�

x–x1

f(x2)–f(x)
��

x2–x

f(x2)–f(x1)
��

x2–x1

f(x)–f(x1)
�

x–x1

¶POTA™H 2: AÓ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)  Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ  π  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

Ë  f(x)  Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  π   ¤ Ë  f¢(x)  ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  π,

Ë  f(x)  ÎÔ›ÏË ÛÙÔ  π   ¤ Ë  f¢(x)  Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ  π.
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™ËÌÂ›ˆÛË

H  f¢(x)  ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· π=[·1 , ‚1]  ÛËÌ·›ÓÂÈ  (f¢)¢(x)≥0  ÛÙÔ ‰È¿-

ÛÙËÌ·  π Î·È Ë  f¢(x)  Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  π=[·1 , ‚1]  ÛËÌ·›ÓÂÈ   (f¢)¢(x)≤0
ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  π.

°ÂˆÌÂÙÚÈÎ¿, Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  f(x)  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜

(x0 , f(x0)) ‰È·ÂÚÓ¿ ÙËÓ Î·Ì‡ÏË.

∞fi‰ÂÈÍË

∞fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ Î·Ì‹˜ ˘¿Ú¯ÂÈ  Â>0, [x0–Â, x0+Â]Ã π Î·È Ë ·-

Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f¢(x)  Â›Ó·È:

·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  [x0 –Â, x0]  Î·È Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ  [x0 , x0+Â]

‹ Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙÔ  [x0 –Â, x0] Î·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  [x0 , x0+Â].

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0Œ(·, ‚) Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô (ÙÔÈÎÔ‡) ·ÎÚÔÙ¿ÙÔ˘ ÙË˜  f¢(x)
Î·È ¿Ú· Û’ ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ (¨1, £ÂÒÚËÌ· 1)

(f¢)¢(x0) = f¢¢(x0) = 0 . ■

∏ Û¯¤ÛË  f¢¢(x0)=0  Â›Ó·È ÌfiÓÔÓ ·Ó·ÁÎ·›· Û˘Óı‹ÎË (ÎÈ fi¯È ÈÎ·-

Ó‹) ÁÈ· Ó· Â›Ó·È ÙÔ  x0 ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x).

∞ÎfiÌË, ·Ó Ë  f¢¢(x0) ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, ÙfiÙÂ ÙÔ  x0 ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜

‹ Ó· ÌËÓ Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜  f(x).

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë  f(x) ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÛÙÔ  x=x0 ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó Ë

f¢¢(x0)=0 ‹ Ë  f¢¢(x0) ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ. ■

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 2 

¶POTA™H 4:  ∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)  Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·, ‚]

Î·È ˘¿Ú¯ÂÈ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜  f¢¢(x0)  ÙË˜  f(x)  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô

x0Œ(·, ‚), ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜  f(x), ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ  f¢¢(x0)=0.

OPI™MO™: ΔÔ ÛËÌÂ›Ô  x0Œ(·, ‚)  ÛÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯Ô˘ÌÂ:

ñ $ Â1>0, [x0 – Â1, x0 ]Ã(·, ‚)  Î·È Ë  f(x)  Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ (·ÓÙ. ÎÔ›ÏË) ÛÙÔ
[x0–Â1 , x0]

ñ $ Â2>0, [x0 , x0+Â2]Ã(·, ‚)  Î·È Ë  f(x)  Â›Ó·È ÎÔ›ÏË (·ÓÙ. Î˘ÚÙ‹) ÛÙÔ  
[x0 , x0+Â2]

Ï¤ÁÂÙ·È  ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f: [·, ‚]Æ�.
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∞Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È, fiÙÈ, ·Ó Ë ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢¢(x)  ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·

[·1, ‚1], ÙfiÙÂ:

·) fiÙ·Ó Â›Ó·È  f¢¢(x)>0  ÛÙÔ  [·1 , ‚1] Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x) Â›Ó·È  ·˘ÛÙËÚ¿ Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ

[·1 , ‚1].

‚) fiÙ·Ó Â›Ó·È  f¢¢(x)<0  ÛÙÔ  [·, ‚] Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x) Â›Ó·È  ·˘ÛÙËÚ¿ ÎÔ›ÏË ÛÙÔ

[·1 , ‚1].

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ù· ·Ú·¿Óˆ ÁÈ· Ó· Â›Ó·È ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  (x0 , f(x0)) ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜

y=f(x)  ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜ Ú¤ÂÈ Î·È ·ÚÎÂ› Ë  f¢¢(x) Ó· ·›ÚÓÂÈ ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·-

Ù·  [x0–Â, x0] Î·È  [x0 , x0+Â], Â>0, ÂÙÂÚfiÛËÌÂ˜ ÙÈÌ¤˜, ‰ËÏ·‰‹  f¢¢(x)>0,

" xŒ[x0 , x0+Â]  Î·È  f¢¢(x)<0,  " xŒ[x0 , x0+Â] ‹ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·.

μ¤‚·È·, ·Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f¢¢(x) Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=x0 , ÙfiÙÂ ı·

Â›Ó·È  f¢¢(x0)=0. ∂Ó‰¤¯ÂÙ·È ·ÎfiÌË Ë  f¢¢(x0) Ó· ÌËÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0 Ó·

Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

y = f(x) = �
Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜

y¢ = f¢(x) = � y¢¢ = f¢¢(x) = �
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ y¢= f¢(x)π 0, " x Œ (0, +•), ÂÓÒ Â›Ó·È y¢¢= f¢¢(x)< 0,

·Ó x Œ (0, 1) Î·È y¢¢= f¢¢(x)> 0, ·Ó x Œ (1, +•) Î·È Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ y¢¢= f¢¢(1) ‰ÂÓ

˘¿Ú¯ÂÈ.

ÕÚ· ÙÔ ÛËÌÂ›Ô x0 =1 Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ f.

– �
x

1
2� , ·Ó x Œ(0, 1) ,

4e2(x–1) , ·Ó x Œ(1, +•).

1+ �
1

x
� , ·Ó x Œ(0, 1) ,

2e2(x–1), ·Ó x Œ[1, +•),

x+ lnx , ·Ó x Œ(0, 1)

e2(x–1) , ·Ó x Œ[1, +•)

O x� – ε x�+ εx�

Σημε�� καμπ�ς
(η ε�απτ�μ�νη της καμπ�λης στ� (x� ,f(x�) την διαπερν�) 

x

y
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∞fi Ù· ·Ú·¿Óˆ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜  x0 Â›Ó·È

·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  π=[·, ‚] Î·È, ÂÊfiÛÔÓ Ë ·-

Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x) ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ  (·, ‚), Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô ·ÎÚfiÙ·ÙÔ˘ ÙË˜  f¢(x), xŒ(·, ‚).

ÕÚ·, Ë ·Ó·˙‹ÙËÛË ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ Î·Ì‹˜ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÚÒÙË ·-

Ú¿ÁˆÁÔ   f¢ ·ÓÙÔ‡ ÛÙÔ  (·, ‚) ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ ·Ó·˙‹ÙËÛË ·ÎÚÔÙ¿ÙˆÓ ÙË˜ ·Ú·-

ÁÒÁÔ˘ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f¢ Î·È Ù· ÛËÌÂ›· ÛÙ¿ÛË˜ ‹ ÎÚ›ÛÈÌ· ÛËÌÂ›· ÙË˜  f¢ Â›Ó·È Ù· È-

ı·Ó¿ ÛËÌÂ›· Î·Ì‹˜ ÙË˜  f.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó Ë ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜   f ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ  x0, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘-

Ùfi Â›Ó·È Èı·Ófi ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜   f Î·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ÛËÌÂ›Ô ÛÙ¿ÛË˜ ÁÈ· ÙËÓ   f¢.

Δ¤ÏÔ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 2 ÙË˜ ¨ 1, ·Ó  x0Œ(·, ‚) Î·È

f¢(x0) = f¢¢(x0) = … = f(n – 1)(x0) = 0

Î·È  f(n)(x0)π 0, fiÔ˘  n=2k+1 ÂÚÈÙÙfi˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0 Â›-

Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f.

ŸÙ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ‹ ÎÔ›ÏË

ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·1 , ‚1], ÏfiÁˆ ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ (1) Î·È (2), ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó’ ·Ô‰Â›-

ÍÔ˘ÌÂ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ  f(x) Î·È ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ y(x) Ô˘

ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  (·1 , f(·1)), (‚1 , f(‚1)).

¶.¯. ı· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  x2–ËÌx–2x<0  ÛÙÔ  (0, 2).

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=x2–ËÌx, xŒ[0, 2], ÂÂÈ‰‹  f¢¢(x)=2+ËÌx>0, " xŒ[0, 2]
Â›Ó·È ·˘ÛÙËÚ¿ Î˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  [0, 2].

∏ Â˘ıÂ›·  y=2x  ÂÚÓ¿ÂÈ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·

(0, f(0))=(0, 0), (2, f(2))=(2, 42)

Î·È, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ·˘ÛÙËÚ‹ ·ÓÈÛfiÙËÙ· (1) (‚Ï¤Â ·Ú¯‹ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿-

ÊÔ˘), ÈÛ¯‡ÂÈ

f(x) = x2–ËÌx < y(x) = 2x  , " xŒ(0, 2) .

ªÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ ‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ  ÙÔÍÂÊx > �


4

x
� , " xŒ(0, 1).

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 4 

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 3 

ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô  x0 Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜  f(x)  fiÙ·Ó Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x)  Â›Ó·È ‰Â-
ÍÈ¿ ÙÔ˘  x0 ÎÔ›ÏË (·ÓÙ. Î˘ÚÙ‹) Î·È ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘  x0 Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ (·ÓÙ. ÎÔ›ÏË).
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∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y = �
1+

1

x2� , xŒ� ¤¯ÂÈ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜

y¢ = – �
(1+

2x

x2)2� Î·È    y¢¢ = �
2

(

(

1

3

+

x2

x

–
2)

1
3

)
� , " xŒ� .

� ∞Ó ÙÂıÂ›  y¢¢=0  ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÛËÌÂ›· Î·Ì‹˜

x1 = �
�
3

3�
� ,     x2 = – �

�
3

3�
� .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·  x < �
�
3

3�
� Â›Ó·È  y¢¢<0 Î·È ÁÈ·  x > �

�
3

3�
� Â›Ó·È  y¢¢>0.

ÕÚ·, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô   x1 = �
�
3

3�
� Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜.

ŸÌÔÈ·, ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô   x2 = – �
�
3

3�
� Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜.

∏ Î·Ì‡ÏË  y = �
1+

1

x2� , xŒ� Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ  y–¿ÍÔÓ·.

∞fi Ù· ·Ú·¿Óˆ ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ·ÎfiÌË, fiÙÈ ÁÈ· ΩxΩ> �
�
3

3�
� Ë Î·Ì‡ÏË ÛÙÚ¤ÊÂÈ

Ù· ÎÔ›Ï· ÚÔ˜ Ù· ¿Óˆ (Î˘ÚÙ‹) Î·È ÁÈ· ΩxΩ< �
�
3

3�
� ÛÙÚ¤ÊÂÈ Ù· ÎÔ›Ï· ÚÔ˜ Ù·

Î¿Ùˆ (ÎÔ›ÏË).

x

y

1

O 2–2
3

x1 =   3
3

x2 =  –  3

y =
1+ x2

  1

1

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·
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∏ Î·Ì‡ÏË  y = x ,  xŒ� ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜.

� ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ:

y¢¢ = –

Î·È Ë  y¢¢ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ·  x=0.
ÕÚ·, ÙÔ ÛËÌÂ›Ô x=0 Â›Ó·È ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô Î·Ì‹˜, ·ÏÏ¿ ‰ÂÍÈ¿ ÙÔ˘ x=0
(x>0) Î·È ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘ x=0 (x<0) Ë ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ

y¢¢<0. ÕÚ·, Ë Î·Ì‡ÏË ÛÙÚ¤ÊÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ Ù· ÎÔ›Ï· ÚÔ˜ Ù· Î¿Ùˆ (ÎÔ›ÏË), ‰Ë-

Ï·‰‹  " xŒ�.

∂›Ó·È  y¢–(0)=–•,  y¢+(0)=+•.

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y = x3 ¤¯ÂÈ ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ  y¢=3x2 Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô  x=0.

� ∂ÂÈ‰‹ Â›Ó·È  y¢¢=6x  Î·È  y¢¢(0)=0, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÚ›ÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ

y¢¢¢ = 6 > 0  .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë  y = x3 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ (ÙÔÈÎ¿) ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=0 ÂÂÈ‰‹ Ë

ÚÒÙË ÌË ÌË‰ÂÓÈ˙fiÌÂÓË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û’ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÂÚÈÙÙ‹˜ Ù¿ÍË˜  (n=3).

∂ÂÈ‰‹ Ë  y¢¢¢(0)=6>0  Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y=x3, xŒ� Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ÛÂ

Ì›· ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  0, ·ÏÏ¿ fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  � .

O

y

x O

y

x

y = x3
y = x4

3

x

y

1O–1

y = x2/3

2
�

9x
�
4
3�

2
�
32
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∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y=x4, xŒ� ¤¯ÂÈ ÚÒÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ  y¢=4x3 Ô˘ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È

ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=0.

∂ÂÈ‰‹ Â›Ó·È  y¢¢=12x2 Î·È  y¢¢(0)=0,  y¢¢¢=24x Î·È  y¢¢¢(0)=0, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ

Ù¤Ù·ÚÙË ·Ú¿ÁˆÁÔ

y(4)(x) = 24  ,  " xŒ� .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë  y=x4, xŒ�  ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·ÙÔ (ÙÔÈÎ¿) ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=0, ÂÂÈ‰‹ Ë

ÚÒÙË ÌË ÌË‰ÂÓÈ˙fiÌÂÓË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û’ ·˘Ùfi Â›Ó·È ¿ÚÙÈ·˜ Ù¿ÍË˜  (n=4).

∂ÂÈ‰‹ Ë  y(4)(0)=24>0 Ë  y=x4, xŒ� ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=0, Î·È

fiˆ˜ ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÛÙÔ Û¯‹Ì· ·˘Ùfi Â›Ó·È Î·È ·fiÏ˘ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

ÛÙÔ  �. ■

∞) ∏ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÌfiÓÔ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  Í ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÌÈ·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

f  ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÒÛÂÈ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ ÁÈ· ÙË ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÙË˜  f ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘

Í, fiÙ·Ó Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f¢ Â›Ó·È ·Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  Í.

¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �
Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÁÈ· Î¿ıÂ  x π 0, ¿Ú· Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜, ÌÂ ·Ú¿ÁˆÁÔ

f¢(x) = 1 + 4x ËÌ �
1

x
� – 2Û˘Ó �

1

x
� ,   x π 0  .

™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x=0 ¤¯Ô˘ÌÂ

f¢(0) = lim
xÆ0

�
f(

x

x)
� = lim

xÆ0 �1+2xËÌ �
1

x
�� = 1 >0

Î·È Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f¢(x)  ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  0.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ·  

xn = �
2n

1


� Æ0, 

fiÙ·Ó  nÆ+•, ¤¯Ô˘ÌÂ  f¢(xn)= – 1Æ – 1 Î·È ÁÈ· xn¢ = Æ0, fiÙ·Ó

nÆ+•, ¤¯Ô˘ÌÂ  f¢(xn)Æ1 (·ÚÎÔ‡ÛÂ ‚¤‚·È· ÙÔ fiÙÈ  –1 π f¢(0)=1)

1
�
2n+�



2
�

x�1+2x ËÌ �
1

x
�� , ·Ó x π 0

0, ·Ó x = 0.

°ÂÓÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜
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¶·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÂÚÈÔ¯‹  (–Â, Â), Â>0 ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜ Î·È ÙÈ˜ ÙÚÂÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

xn = �
2n

1


� > x¢n = > x¢¢n = ,   nŒ�

Ô˘ ÙÂ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ  0, ¿Ú· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (–Â, Â) ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚÔÈ fiÚÔÈ ÙÔ˘˜.

∞ÏÏ¿ Â›Ó·È  f(x¢n)>f(xn) Î·È   f(x¢¢n)< f(xn), " nŒ�.

∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ  –xn<–x¢n<–x¢¢n ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

f(–x¢n) < f(–xn)   Î·È    f(–x¢¢n) > f(–xn)  ,   " nŒ�

Î·È ÔÈ ÙÚÂÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (–xn), (–x¢n), (–x¢¢n) ÙÂ›ÓÔ˘Ó ¿ÏÈ ÛÙÔ  0.
Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ  f¢(0)=1>0  Î·È ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ ·’ ·˘Ùfi Ó’ ·ÔÊ·ÓıÔ‡ÌÂ ÁÈ·

ÙË ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÙË˜  f ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹  (–Â, Â)  ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜, ÂÂÈ‰‹ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜

Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f¢ Â›Ó·È ·Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  0.

μ¤‚·È·, fiÙ·Ó Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f¢ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0 Ùfi-

ÙÂ (TÂ‡¯Ô˜ A¢, KÂÊ. 6, ¨3, £ÂÒÚËÌ· 1):

ñ fiÙ·Ó Â›Ó·È  f¢(x0)>0 Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘   x0 ÁÓ‹ÛÈ· ·‡-

ÍÔ˘Û·,

ñ fiÙ·Ó Â›Ó·È  f¢(x0)<0 Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 ÁÓ‹ÛÈ· Êı›-

ÓÔ˘Û·.

ªÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê Û˘ÓÂ¯‹˜ Û’ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô   x0, ÌÂ  Ê( x0)π 0, ‰È·ÙËÚÂ› ÛÂ Â-

ÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘  x0 ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜  Ê(x0). (μÏ¤Â ∫ÂÊ. 5, ¨ 1, £ÂÒÚËÌ· 1).

O

y

x

y = x(1+2x)

y = x(1–2x)

y = f(x)

1
��

2(n+1)+ �


2
�

1
�

2n+�


2
�
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μ) ŸÙ·Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  ·›ÚÓÂÈ ÙÔÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0 ‰ÂÓ

Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›Ô Ó’ ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘  f¢ ‰ÂÍÈ¿ Î·È ·ÚÈÛÙÂ-

Ú¿ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  x0.

¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �
ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  0 Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË, ÌÂ  f¢(0)=0, ÎÈ ¤¯ÂÈ ÛÙÔ  0 ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯È-

ÛÙÔ, ·ÏÏ¿ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢(x) ‰Â ‰È·ÙËÚÂ› ÛÙ·ıÂÚfi ÚfiÛËÌÔ ‰ÂÍÈ¿ ‹ ·ÚÈ-

ÛÙÂÚ¿ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô  0.

¶·Ú·ÙËÚÂ›ÛÙÂ, ·fi ÙÔ Û¯‹Ì·, fiÙÈ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È¿ÛÙËÌ·  (–Â, Â), Â>0
˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚ· ÛËÌÂ›· fiÔ˘ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f ¤¯ÂÈ ÙÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

°) À¿Ú¯Ô˘Ó ÛËÌÂ›· ÛÙ¿ÛË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f  Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÎÚfiÙ·Ù· ‹ ÛË-

ÌÂ›· Î·Ì‹˜ ÌÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË.

¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �
¤¯ÂÈ ·Ú¿ÁˆÁÔ  f¢(0)=0 Î·È ·fi ÙÔ Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ ÛÙÔ  0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ

·ÎÚfiÙ·ÙÔ.

∞Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜

xn = �
(4n+

2

1)
� ,  x¢n = �

(4n–

2

1)
� ,   nŒ�

x2ËÌ �
1

x
� , ·Ó x π 0

0, ·Ó x = 0

O

y

x

y = x2

y = f(x)y = 3x2

x2�2 + ËÌ �
1

x
� � , ·Ó x π 0

0, ·Ó x = 0
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Ô˘ ÙÂ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ÌË‰¤Ó, fiÙ·Ó  nÆ+•, ı· ¤¯Ô˘ÌÂ

f(xn) = ��(4n+

2

1)
�	

2
> 0   Î·È   f(xn) = – ��(4n+

2

1)
�	

2
< 0

Ì¤Û· ÛÙÔ ›‰ÈÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (0, Â), Â>0.

¶·›ÚÓÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (–xn), (–x¢n) Ô˘ ÙÂ›ÓÔ˘Ó, Â›ÛË˜, ÛÙÔ ÌË‰¤Ó,

¤¯Ô˘ÌÂ ·Ó¿ÏÔÁ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (–Â, 0), Â>0.

√ ¿ÍÔÓ·˜ ÙˆÓ  x Â›Ó·È ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ˜ ÛÙËÓ Î·Ì‡ÏË  y=f(x) ÛÙÔ ÌË‰¤Ó Î·È

ÙËÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÛÙ· ¿ÂÈÚ· ÛËÌÂ›·  x = �
n

1


� , nŒ�.

™Â Î·Ó¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ·  (–Â, 0) ‹  (0, Â), Â>0 ÔÛÔÓ‰‹ÔÙÂ ÌÈÎÚfi˜, Ë Û˘Ó¿ÚÙË-

ÛË  f ‰ÂÓ Â›Ó·È Î˘ÚÙ‹ ‹ ÎÔ›ÏË, ÔfiÙÂ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÌË‰¤Ó ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÛË-

ÌÂ›Ô Î·Ì‹˜ ÙË˜.

∂ÚÒÙËÌ·: ªÔÚÂ› ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Û’ ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· Ó· ÌËÓ ¤¯ÂÈ

·ÎÚfiÙ·ÙÔ ÛÙ· ¿ÎÚ· ÙÔ˘;

¡·È, ·Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ ‰È¿ÛÙËÌ· ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ·Ú·¿Óˆ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x)  Ùo

(–•, 0] ‹  [0, +•), ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·-

ÙÔ ÛÙÔ ¿ÎÚÔ  0 ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜.

O

y

x

y = x2

y = – x2
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¶π¡∞∫∞˜ π¢π√Δ∏Δø¡ ∫∞π ™À¡£∏∫ø¡

O

y

xx0

O

y

xx0

y

xx0

OOO

y

xx0

y

xx0

y

xx0

M�ρ�� της καμπ�λης y=f(x) σε περι��� τ�υ x0

y

xx0

y

xx0

Yπ�ρ�ει
η f ¢(x0)

f ¢(x)
f ¢(x)>0,x�(x0–ε,x0)

f ¢(x)>0,x�(x0 ,x0+ε)

f ¢(x)>0,x�(x0–ε,x0)

f ¢(x)<0,x�(x0 ,x0+ε)

f ¢(x)<0,x�(x0–ε,x0)

f ¢(x)>0,x�(x0 ,x0+ε)

f ¢(x)<0,x�(x0–ε,x0)

f ¢(x)<0,x�(x0 ,x0+ε)

Δ�ν
υπ�ρ�ει
η f ¢(x0)
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π‰ÈfiÙËÙ· ÙË˜ f : IÆ� ∞Ó·ÁÎ·›· ™˘Óı‹ÎË πÎ·Ó‹ ™˘Óı‹ÎË

∞‡ÍÔ˘Û· f¢(x)≥0 f¢(x)≥0

ºı›ÓÔ˘Û· f¢(x)≤0 f¢(x)≤0

°Ó‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· f¢(x)>0  Î·È  f¢(x0)=0, Ù·  x0 f¢(x)>0
‰Â Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ‰È¿ÛÙËÌ·

°Ó‹ÛÈ· Êı›ÓÔ˘Û· f¢(x)<0  Î·È  f¢(x0)=0, Ù·  x0 f¢(x)<0
‰Â Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘Ó ‰È¿ÛÙËÌ·

ΔÔÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙÔ  x0 f¢(x0)=0, ·Ó  x0 f¢(x0)=0 Î·È  f¢¢(x0)<0,
ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  π, ‹ ·ÏÏ·Á‹ ÚÔÛ‹ÌÔ˘ 

‹    Ë  f¢(x0)  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙË˜ f¢(x) ·fi ıÂÙÈÎfi 

ÛÂ ·ÚÓËÙÈÎfi.  

ΔÔÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  x0 f¢(x0)=0, ·Ó  x0 f¢(x0)=0 Î·È  f¢¢(x0)>0,
ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  π, ‹ ·ÏÏ·Á‹ ÚÔÛ‹ÌÔ˘

‹    Ë  f¢(x0)  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙË˜  f¢(x) ·fi ·ÚÓËÙÈÎfi   

ÛÂ ıÂÙÈÎfi.

∫˘ÚÙ‹ ÛÙÔ  π f¢¢(x)≥0  ,    " xŒI  , f¢¢(x)≥0   " xŒI .

∫Ô›ÏË ÛÙÔ  π f¢¢(x)≤0  ,    " xŒI  , f¢¢(x)≤0   " xŒI .



3. ∞Û‡ÌÙˆÙÂ˜ Î·Ì‡ÏË˜

∫¿ıÂÙÂ˜ Î·È ÔÚÈ˙fiÓÙÈÂ˜ ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜

∏ Â˘ıÂ›·  x=x0 Ï¤ÁÂÙ·È  Î¿ıÂÙË ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x), fiÙ·Ó

ÈÛ¯‡ÂÈ

lim
xÆx0 

f(x) = +• ‹     lim
xÆx0 

f(x) = –•

fiÔ˘ x0 Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛÒÚÂ˘ÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f.

¢ËÏ·‰‹, ÔÈ ÙÈÌ¤˜  x0 (ÂÊfiÛÔÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó) ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë  f(x) ·ÂÈÚ›˙ÂÙ·È

(+• ‹  –•) ‰›ÓÔ˘Ó ·Ì¤Ûˆ˜ ÙÈ˜ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜

ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜.

¶.¯. Ë Î·Ì‡ÏË  y=ÂÊ �
3

x
� , – �

3

2


� < x < �

3

2


� ¤¯ÂÈ ·Û˘ÌÙÒÙÔ˘˜ ÙÈ˜ Â˘ıÂ›Â˜

x = �
3

2


� Î·È  x = – �

3

2


�.

∏ Î·Ì‡ÏË  y=ln(x+2), –2<x<+•, ¤¯ÂÈ ·Û‡ÌÙˆÙË ÙËÓ Â˘ıÂ›·  x=–2.

∏ Â˘ıÂ›·  y=y0 Ï¤ÁÂÙ·È  ÔÚÈ˙fiÓÙÈ·
·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x), fiÙ·Ó

ÈÛ¯‡ÂÈ

lim
xÆ+• 

f(x) = y0 ‹     lim
xÆ – • 

f(x) = y0

fiÔ˘ Ë  f ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ‰È¿ÛÙËÌ·  [ª, +•)
‹  (–•, –ª], ª>0.

x

1

1O

y

y = x
x – 1

O

y

x

y

xO
–1–2

y = ε� x
2

y = ln(x+2)

3π
2

3π
2

1
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¶.¯. Ë Î·Ì‡ÏË  y = �
x–

x

1
� , xπ1 ¤¯ÂÈ Î¿ıÂÙË ·Û‡ÌÙˆÙË  x0=1, ÂÂÈ‰‹

lim
xÆ1 –

y=–• Î·È   lim
xÆ1+

y=+•, Î·È ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË  y0=1 ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È

lim
xÆ+•

�
x–

x

1
� =1 Î·È    lim

xÆ–•
�
x–

x

1
� =1.

¶.¯. Ë Î·Ì‡ÏË

y = �
¤¯ÂÈ ÙËÓ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË  y=0, ÂÂÈ‰‹

lim
xÆ+•

�
ËÌ

x

x
� = 0    Î·È     lim

xÆ– •
�
ËÌ

x

x
� = 0  .

∏ Î·Ì‡ÏË ·ÏÈÓ‰ÚÔÌÂ› ¿Óˆ Î¿Ùˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x Î·È Î·ıÒ˜ ÙÔ  x
ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ  +• ‹  – •, Ë Ì¤ÁÈÛÙË ·ÔÌ¿ÎÚ˘ÓÛË ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x ÙÂ›ÓÂÈ Ó·

ÌË‰ÂÓÈÛÙÂ› Î·È Ë Î·Ì‡ÏË Ó· Û˘Ì¤ÛÂÈ Ì’ ·˘ÙfiÓ.

¶Ï¿ÁÈÂ˜ ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜

£· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË  xÆ+• (·Ó¿ÏÔÁ· ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È Ë ÂÚ›ÙˆÛË

xÆ – •), ÔfiÙÂ Ë  f ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ‰È¿ÛÙËÌ·  [ª, +•), ª>0 (·ÓÙ. (–•, –ª],

ª>0).

°È· Ó· Â›Ó·È Ë Â˘ıÂ›·  y=Ï x+Ì, xŒ� Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË  ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜

y=f(x), Ú¤ÂÈ Î·È ·ÚÎÂ› Ó· ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ÙÔ fiÚÈÔ

lim
xÆ+•

[f(x)–(Ï x+Ì)] = 0 . (1)

ΔÔ Ì‹ÎÔ˜ ΩªƒΩ Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ·fi-

ÛÙ·ÛË˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x) ·fi ÙËÓ Ï¿ÁÈ·

·Û‡ÌÙˆÙË  y=Ïx+Ì, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

lim
xÆ+•

ΩªƒΩ= 0  .

∞fi ÙÔ Û¯‹Ì· Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ

Û˘Ó· = �
Ω
Ω

¡

ª

ª

ƒΩ
Ω

� fi  Ω¡ªΩ= �
Ω
Û

ª

˘Ó

ƒ

·

Ω
� ,

fiÔ˘  ·  Ë ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë ·Û‡ÌÙˆÙË ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x .

xx
K

M(x,y)

α

α

O

y N

P

2

�
ËÌ

x

x
� , ·Ó x π 0

1  , ·Ó x = 0
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∂ÂÈ‰‹ Â›Ó·È    lim
xÆ+•

ΩªƒΩ= 0  Î·È  Û˘Ó·π0  �·ÊÔ‡  · π �


2
�� Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ

lim
xÆ+•

Ω¡ªΩ= 0  .

∞ÏÏ¿ Â›Ó·È

Ω¡ªΩ=Ω∫ª–∫¡Ω=Ωf(x)–(Ï x+Ì)Ω,

ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ  

lim
xÆ+• 

[f(x)–Ï x–Ì] = 0 . (1)

∞ÓÙ›ÛÙÚÔÊ·, fiÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ   lim
xÆ+•

Ω¡ªΩ= 0  ÙfiÙÂ   lim
xÆ+•

ΩªƒΩ= 0  Î·È Ë

y=Ï x+Ì Â›Ó·È Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x).

ŸÙ·Ó Ë  y=Ï x+Ì Â›Ó·È Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜  f, ÙfiÙÂ ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1) ·›Ú-

ÓÔ˘ÌÂ

lim
xÆ+•

�
[f(x)–

x

Ï x–Ì]
� = 0  .

∞˘Ùfi ÙÔ fiÚÈÔ ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔÓ ·Ó

lim
xÆ+•��

f(

x

x)
� – Ï – �

Ì

x
�� = 0  .

‰ËÏ·‰‹ ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ

Ï =  lim
xÆ+•

�
f(

x

x)
� . (2)

ŸÙ·Ó ÙÔ fiÚÈÔ (2) ˘¿Ú¯ÂÈ ÙfiÙÂ ÙÔ  Ì Â›Ó·È:

Ì =  lim
xÆ+•

(f(x)–Ï x) (3)

ŸÙ·Ó Î·È Ù· ‰‡Ô fiÚÈ· (2) Î·È (3) ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ë Â˘ıÂ›·

y = Ï x+Ì  ,   xŒ�

Â›Ó·È Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x).

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ‡·ÚÍË ÌfiÓÔÓ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘  lim
xÆ+•

�
f(

x

x)
� = Ï  ‰ÂÓ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ

ÙËÓ ‡·ÚÍË Ï¿ÁÈ·˜ ·Û‡ÌÙˆÙË˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x).

∞Ó ¤Ó· ·fi Ù· fiÚÈ· (2) ‹ (3) ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, ÙfiÙÂ Ë Î·Ì‡ÏË  y=f(x)  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ
Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË.
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¶.¯. Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=x+Û˘Ó2x, xŒ� ¤¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ

lim
xÆ+•

�
x+Û

x

˘Ó2x
� =  lim

xÆ+•�1+ �
1+Û

2

˘

x

Ó2x
�	 = 1+  lim

xÆ+•
�
2

1

x
� +  lim

xÆ+•
�
Û˘

2

Ó

x

2x
� = 1  ,

·ÏÏ¿ ÙÔ fiÚÈÔ

lim
xÆ+•

[f(x)–Ïx] =  lim
xÆ+•

Û˘Ó2x

‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

ÕÚ· ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=x+Û˘Ó2x, xŒ�.

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y=x+Û˘Ó2x, xŒ� Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· Î·È ¤¯ÂÈ ÎÔÈÓ¿ ÛËÌÂ›·

ÌÂ ÙË ‰È¯ÔÙfiÌÔ  y=x ÛÙ· ÛËÌÂ›·  xn=(2k+1) �


2
� , k=0, 1, 2, …

∏ ·Ú·ÁˆÁfi˜ ÙË˜  y¢ Â›Ó·È   y¢ = 1+ËÌ2x > 0

ÁÈ· Î¿ıÂ x π k + �
3

4


� Î·È     y¢ �k + �

3

4


��=0.

¡· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜

y = �
�x

x
2�

2

–1�
� ,   x2>1  .

1

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·

x

y

y=x

y = x + συν2x , x ��

O
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� ∞fi ÙË Û¯¤ÛË  x2=1  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Î¿ıÂÙÂ˜ ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜

x = – 1  Î·È    x =1 ,

ÂÂÈ‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ   lim
xÆ- 1– y=+• Î·È   lim

xÆ1+ y=+•.

∞Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ Ï¿ÁÈÂ˜ ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜.

°È·  xÆ+• ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ï1 =  lim
xÆ+•

�
x

y
� =  lim

xÆ+•
�
x�

x

x

2

2�–1�
� = 1  ,

Ì1 =  lim
xÆ+•

(y–x) =  lim
xÆ+•

�
x2–

�
x

x

�
2�–

x2�
1�
–1�

� = 0  ,

ÔfiÙÂ Ë  y=x Â›Ó·È Ì›· Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜.

∞Ó¿ÏÔÁ·, ÁÈ·  xÆ–•, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Ï2 =  lim
xÆ– •

�
x

y
� =  lim

xÆ– •
�
x�

x

x

2

2�–1�
� = –1  ,

Ì2 =  lim
xÆ– •

(y+x) =  lim
xÆ– •

�
x2+

�
x

x

�
2�–

x

1�

2�–1�
� = 0  ,

ÔfiÙÂ Ë  y=–x Â›Ó·È Ì›· ·ÎfiÌË Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜.

∏ Î·Ì‡ÏË  y=x+lnx, x>0, ¤¯ÂÈ Î¿ıÂÙË ·Û‡ÌÙˆÙË ÛÙÔ  x=0, ÂÂÈ‰‹

lim
xÆ0+y=+•.

∏ Î·Ì‡ÏË ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï¿ÁÈÂ˜ ·Û‡ÌÙˆÙÂ˜.

2

x

y

+1O–1

y = –x

y = x
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� ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

Ï =  lim
xÆ+•

�
f(

x

x)
� =  lim

xÆ+•�1 + �
ln

x

x
��

= 1 +  lim
xÆ+•

= 1  ,

·ÏÏ¿ Â›Ó·È

Ì =  lim
xÆ+•

(f(x)–Ï x) =  lim
xÆ+•

(y–x) 

=  lim
xÆ+•

lnx = +• .

∂ÍÂÙ¿ÛÙÂ ÙËÓ ‡·ÚÍË ·Û˘ÌÙÒÙˆÓ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

f(x) = �
2

x
� – �

x

1
3� ,   xπ0  .

� ŸÙ·Ó ÙÔ  ΩxΩÆ+• ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜  f(x) ÙÂ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ÌË‰¤Ó, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ

ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË  y=0.

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ  f(x) = �
1

x
� �2 – �

x

1
2�� Î·È ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ, fiÙ·Ó  xÆ0– ÔÈ ÙÈÌ¤˜

f(x)Æ–• Î·È fiÙ·Ó  xÆ0+ ÔÈ ÙÈÌ¤˜  f(x)Æ+•.

ÕÚ·, Ô ¿ÍÔÓ·˜ ÙˆÓ  y Â›Ó·È Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ·Û‡ÌÙˆÙË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x).

x

y

–1

–1

1

1

O

3

�
1
x�

�
1 x

y

1

1

O

y = x+lnx
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ŒÛÙˆ f(x) = , fiÔ˘

P(x) = ·n xn+·n–1 xn–1+…+·0 ,    Q(x) = ‚n–1 xn–1+…+‚0 ,

ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  ·nπ0, ·i ‚iπ0, i=0, … , n–1. ¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ Ë  f ¤¯ÂÈ ÙËÓ Ï¿ÁÈ·

·Û‡ÌÙˆÙË  y=Ï x+Ì, ÌÂ  Ï = �
‚

·

n–

n

1
� Î·È Â›Ó·È  Ì=0 fiÙ·Ó  ·n–1 ‚n–1=·n‚n–2 .

� Œ¯Ô˘ÌÂ

�
f(

x

x)
� = �

x

P

Q

(

(

x

x

)

)
� = �

‚

·

n–

n

1

x

x

n

n

+

+

…

…
�

Î·È �
f(

x

x)
� Æ �

‚

·

n–

n

1
� = Ï ,    fiÙ·Ó   xÆ+•  ‹   –• .

∞ÎfiÌË Â›Ó·È

f(x)–Ï x = �
Q

P(

(

x

x

)

)
� – �

‚

·

n

n

–

x

1
� = 

Î·È �
f(

x

x)
� –Ï x  Æ �

·n+1 ‚

(
n

‚
–

n

1

–1

–

)

·
2

n ‚n–2�=Ì ,   fiÙ·Ó   xÆ+• ‹   – • .

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Â›Ó·È  Ì=0 fiÙ·Ó  ·n–1 ‚n–1 = ·n ‚n–2 .

¡· ÌÂÏÂÙËıÂ› Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛıÂ› Ë Î·Ì‡ÏË ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

y = f(x) = e +ΩxΩ , x π 0  .

� ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÁÚ¿ÊÂÙ·È

y = f(x) = �
Î·È ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜

y¢= f¢(x) = � Î·È    y¢¢= f¢¢(x) = ,   xπ0  .

e�
1
x� + 2 xe�

1
x�

��
x4

– �
x

1
2� e�

1
x� + 1, ·Ó  x>0

– �
x

1
2� e�

1
x� – 1, ·Ó x<0

e�
1
x�+x , ·Ó  x>0 ,

e�
1
x� – x , ·Ó x<0 ,

1
�x

5

(·n–1 ‚n–1 – ·n ‚n–2)xn–1+…
���

‚n–1(‚n–1 xn–1+…)

P(x)
�
Q(x)

4
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H ‰Â‡ÙÂÚË ·Ú¿ÁˆÁÔ˜  f¢¢(x)=0  ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔÓ ÁÈ·  x = – �
1

2
� Î·È Â›Ó·È

f¢¢(x)>0, ÁÈ·  x> – �
1

2
� Î·È  f¢¢(x)<0 ÁÈ·  x<– �

1

2
� (¿ÓÙÔÙÂ  xπ0) ÏfiÁˆ ÙÔ˘ ıÂ-

ˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Darboux ÁÈ· ÙËÓ ·Ú¿ÁˆÁÔ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f¢(x), xπ0, (·ÊÔ‡

f¢¢(–1)<0 Î·È  f¢¢(1)>0) (KÂÊ. 8, ¨1).

ÕÚ·, Ë  f¢(x) Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·

�– �
1

2
� , 0� Î·È   (0, +•)

∂ÂÈ‰‹ Ë  f¢(x) Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ Î·È ÈÛ¯‡Ô˘Ó

f¢(1) = – e+1 <0  ,   f¢(2) = – �
�
4

e�
� + 1 > 0

ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë  f¢(x) ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ì›· Ú›˙·  Í ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (1, 2), Ë

ÔÔ›· Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ ÏfiÁˆ ÙË˜ ÁÓ‹ÛÈ·˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f¢(x)

ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (0, +•) �Ë  f¢¢(x)=0 ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔÓ ÁÈ·  x = – �
1

2
�� .

°È·  x<0 ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  y¢=f¢(x)<0, ÔfiÙÂ Ë  f(x) Â›Ó·È ÁÓ‹ÛÈ· Êı›ÓÔ˘-

Û· ÛÙÔ  (–•, 0).

Œ¯Ô˘ÌÂ Ù· fiÚÈ·

lim
xÆ– •

f(x) = +• ,     lim
xÆ+•

f(x) = +•

lim
xÆ0 – f(x) = 0  ,   lim

xÆ0+ f(x) = +•  .

∞Û‡ÌÙˆÙÂ˜

¢ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË.

∂ÂÈ‰‹    lim
xÆ0+f(x)=+• Ë  x=0 Â›Ó·È Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ·Û‡ÌÙˆÙË.

∂›Ó·È

1– 1 !

f(!)

22– •

+• +•
ÛËÌÂ›Ô
Î·Ì‹˜

ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ

x

y¢

y¢¢

y

+•

+•
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lim
xÆ+•

�
f(

x

x)
� =  lim

xÆ+•� + 1� = 1

Î·È lim
xÆ+• 

[f(x)–1x] =  lim
xÆ+• 

e
�
1
x�

= 1  ,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ, ÁÈ·  xÆ+•, ÙËÓ Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË  y=x+1.

∞ÎfiÌË, Â›Ó·È

lim
xÆ– •

�
f(

x

x)
� =  lim

xÆ– • � – 1� = –1

Î·È

lim
xÆ– • 

[f(x)–(–1)x] =  lim
xÆ– •

e
�
1
x�

= 1  ,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ, ÁÈ·  xÆ–•, ÙËÓ Ï¿ÁÈ· ·Û‡ÌÙˆÙË  y=–x+1.

Η καμπ�λη f(x) = e
�
1
x�
+ΩxΩ, xπ0.

4. ™¯Â‰›·ÛË Î·Ì‡ÏË˜

°È· ÙË Û¯Â‰›·ÛË ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜  y=f(x) Ú¤ÂÈ Ó· Ï·Ì‚¿ÓÔ˘ÌÂ ˘fi„Ë Ù· ·-

Ú·Î¿Ùˆ ÛÙÔÈ¯Â›·:

1) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(x),

2) ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·˜ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ·Û˘Ó¤¯ÂÈ¿ ÙË˜,

3) ÙËÓ ÂÚÈÔ‰ÈÎfiÙËÙ· (·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ),

x

y

1

O

f(!)

–1 1 ! 2

y = –x +1 y = x +1

1
2

e
�
1
x�

�x

e
�
1
x�

�x
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