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“1. �E�ν τα�ς γλ
σσαις τ
ν �νθρ
πων λαλ
 κα� τ
ν �γγ�-
λων, �γ�πην δ� µη ��ω, γ�γ�να �αλκ�ς ��
ν � κ�µ!αλ�ν
�λαλ�"�ν.

2. Kα� #�ν ��ω πρ�$ητε&αν κα� ε'δ
 τ( µυστ*ρια π�ντα
κα� π+σαν τ/ν γν
σιν, κα� #�ν ��ω π+σαν τ/ν π&στιν, 0στε
3ρη µεθιστ�νειν, �γ�πην δ� µη ��ω, �4δ�ν ε'µ�.

3. Kα� #�ν ψωµ&σω π�ντα τ( 7π�ρ��ντ� µ�υ, κα� #�ν πα-
ραδ
 τ8 σ
µ� µ�υ 9να καυθ*σ�µαι, �γ�πην δ� µ* ��ω,
�4δ�ν :$ελ�;µαι.

4. =H �γ�πη µακρ�θυµε�, �ρηστε�εται, > �γ�πη �4 "ηλ��,
> �γ�πη �4 περπερε�εται �4 $υσι�;ται,

5. �4κ �σ�ηµ�νε�, �4 "ητε� τ( @αυτAς, �4 παρ�B�νεται, �4
λ�γ&"εται τ8 κακ�ν,

6. �4 �α&ρει #π& τDA �δικ&Dα, συγ�α&ρει δ� τDA �ληθε&DαF
7. π�ντα στ�γει, π�ντα πιστε�ει, π�ντα #λπ&"ει, π�ντα

7π�µ�νει.
8. =H �γ�πη �4δ�π�τε #κπ&πτει, εJτε δ� πρ�$ητε�αι, καταρ-

γηθ*σ�νταιF εJτε γλ
σσαι πα�σ�νταιF εJτε γν
σις, καταργη-
θ*σεται.

9. �Eκ µ�ρ�υς δ� γιγν
σκ�µεν κα� #κ µ�ρ�υς πρ�$ητε��-
µενF

10. Nταν δ� �λθη τ8 τ�λει�ν, τ�τε τ� #κ µ�ρ�υς καταργηθ*-
σεται.

11. OOτε Qµην ν*πι�ς, Rς ν*πι�ς #λ�λ�υν, Rς ν*πι�ς #$ρ�-
ν�υν, Rς ν*πι�ς #λ�γι"�µηνF
Nτε δ� γ�γ�να �ν*ρ, κατ*ργηκα τ( τ�; νηπ&�υ.

12. Bλ�π�µεν γ�ρ Tρτι δ’ #σ�πτρ�υ #ν α'ν&γµατι, τ�τε δ�
πρ�σωπ�ν πρ�ς πρ�σωπ�νF Tρτι γιγν
σκω #κ µ�ρ�υς, τ�τε
δ� #πιγν
σ�µαι καθ
ς κα� #πεγν
σθην.

13. Nυν& δ� µ�νει π&στις, #λπ&ς, �γ�πη, τ( τρ&α τα;ταF µε&-
"ων δ� τ��των > �γ�πη.”

A¶O™TO§OY ¶AY§OY
A¢ ΠPOΣ KOPINΘIOYΣ EΠIΣTOΛH

KÂÊ¿Ï·ÈÔ I°¢, ™Ù›¯ÔÈ 1-13
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Aυτ� τ� �ι�λ�� α�ιερ�νεται σ’ �λ�υς

�σ�υς αγων�!�νται για καθαρ�τητα

στ� περι��λλ�ν και για τ� σε�ασµ�

σε κ�θε µ�ρ�
ς εκδ
λωση !ω
ς της Γης.
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¶PO§O°O™

Π�λλ� πρ��λ
µατα, στ� ��ρ� της Bι�λ�γ�ας, µπ�ρ��ν να εκ�ρα-
σθ��ν µε ε$ισ�σεις δια��ρ�ν π�υ περι���υν διακριτ�ς µετα�λητ�ς.

T� �ι�λ�� αυτ� ��ει σκ�π� να παρ�υσι�σει µε ε$ισ�σεις δια��ρ�ν
µερικ� µ�ντ�λα αν�πτυ$ης πληθυσµ�ν 
 �πως αλλι�ς λ�γεται της
δυναµικ
ς των πληθυσµ�ν.

E$ετ�!�υµε τη δυναµικ
 των πληθυσµ�ν µε διακριτ� µ�ντ�λα και
η µελ�τη πρ�σανατ�λ�!εται πρ�ς την ευστ�θεια αυτ�ν των µ�ντ�-
λων.

T� �ι�λ�� �ωρ�!εται σε τρ�α κε��λαια τα �π��α ανα��ρ�νται:

ñ τ� πρ�τ� στην αν�πτυ$η πληθυσµ�� εν�ς ε�δ�υς,
ñ τ� δε�τερ� στην αν�πτυ$η πληθυσµ�ν δ�� αλληλεπιδρ�ντων

ειδ�ν και
ñ τ� τρ�τ� στην αν�πτυ$η πληθυσµ�� µε �ωρισµ� σε κλ�σεις ηλικι�ν.

Στ� παρ�ρτηµα παραθ�τ�υµε τις ε$ισ�σεις δια��ρ�ν και τα συ-
στ
µατα ε$ισ�σεων δια��ρ�ν τα �π��α �ρει�!�νται για τη µελ�τη
των διακριτ�ν µ�ντ�λων.

Tα διακριτ� µ�ντ�λα, γενικ�, ε�ναι �ρ
σιµα στα πειρ�µατα, �π�υ
���υµε διακριτ� �ρ�ν� παρατ
ρησης, και στ�υς H/Y, �π�υ ���υµε
διακριτ�ς µετα�λητ�ς.

Aλλ� τ’ απ�τελ�σµατα π�υ πα�ρν�υµε απ� µ�ντ�λα πρ�πει να
επαληθε��νται απ� τα δεδ�µ�να των παρατηρ
σεων, αλλι�ς απ�τε-
λ��ν ευσε�ε�ς π�θ�υς.

Θεσσαλ�ν&κη, 2000 £. KYBENTI¢H™
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∆YNAMIKH TΩN ΠΛHΘYΣMΩN
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TYΠOI AΘPOIΣMATΩN
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n  αk–n�n = (α+�)k  (n£k) (¢ÈÒÓ˘ÌÔ ÙÔ˘ Newton).
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KEºA§AIO  I

¢IAKPITA MONTE§A ANA¶TY•H™
¶§H£Y™MOY ENO™ EI¢OY™

1. Aπλ� µ�ντ�λα µε ε
ισ
σεις δια��ρ
ν

 1   ŒÓ· ·Ïfi Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÁÈ· ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ÂÍ¤ÏÈÍË˜ ÙË˜ ÌÂÙ·‚Ô-

Ï‹˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÂÓfi˜ Â›‰Ô˘˜ Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ ÛÙÔ ÔÔ›Ô Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙÔ˘ ÏË-
ı˘ÛÌÔ‡ ·fi ÙË ÌÈ· ÁÂÓÈ¿ ÛÙËÓ ¿ÏÏË Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÙÔ˘ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ˘ ÏË-
ı˘ÛÌÔ‡.

E›Ó·È ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎfi Ó· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Â›Ó·È ÌÈ· ‰È·ÎÚÈÙ‹
Û˘Ó¿ÚÙËÛË  Nt, ‰ËÏ·‰‹ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t  Â›Ó·È  Nt  Î·È ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t+1
Â›Ó·È  Nt+1.

AÓ ÏÔÈfiÓ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÙË ÁÂÓÈ¿  Nt  ¤¯Ô˘ÌÂ, ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·
(t, t+1), ÁÂÓÓ‹ÛÂÈ˜  bNt  Î·È ı·Ó¿ÙÔ˘˜  dNt, fiÔ˘  b>0, d>0, ÙfiÙÂ Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹

ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ı· Â›Ó·È

Nt+1 – Nt  = (b – d)Nt .

A˘Ù‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ‰È·ÊÔÚÒÓ (Â.‰.) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

Nt+1 = λNt ,    t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  λ = 1+b–d  Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ‹ ·Ó·ÏÔÁ›·˜.
H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È

Nt = λtN0  ,    t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  N0  Â›Ó·È Ô ·Ú¯ÈÎfi˜ ÏËı˘ÛÌfi˜ (ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t=0).
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ (ÛÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡˜ Â›Ó·È  λ>0):

fiÙ·Ó Â›Ó·È  λ>1,  Ô ÏËı˘ÛÌfi˜  Nt  ·˘Í¿ÓÂÈ ·fi ÁÂÓÈ¿ ÛÂ ÁÂÓÈ¿,

fiÙ·Ó Â›Ó·È  0< λ<1,  Ô ÏËı˘ÛÌfi˜  Nt  ÌÂÈÒÓÂÙ·È ·fi ÁÂÓÈ¿ ÛÂ ÁÂÓÈ¿,

fiÙ·Ó Â›Ó·È  λ=1,  Ô ÏËı˘ÛÌfi˜  Nt  ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi˜ ›ÛÔ˜ ÌÂ  N0.
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2 Aκ�λ�υθ�α τ�υ Fibonacci – Πρ��ληµα των κ�υνελι
ν

ŒÓ· ˙Â˘Á¿ÚÈ ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ ÁÂÓÓ¿ ¤Ó· Ó¤Ô ˙Â˘Á¿ÚÈ ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ Î¿ıÂ Ì‹Ó·,
ÌÂÙ¿ ·fi ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì‹Ó· ÙË˜ ËÏÈÎ›·˜ ÙÔ˘. K¿ıÂ Ó¤Ô ˙Â˘Á¿ÚÈ ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ Î¿-
ÓÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÔ ›‰ÈÔ. ¶fiÛ· ˙Â˘Á¿ÚÈ· ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ ı· ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌÂÙ¿ ·fi  t
Ì‹ÓÂ˜, ·Ó ·Ú¯›ÛÔ˘ÌÂ Ì’ ¤Ó· ÓÂÔÁ¤ÓÓËÙÔ ˙Â˘Á¿ÚÈ ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ;

(YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ fiÏ· Ù· ˙Â˘Á¿ÚÈ· ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ ÂÈ‚ÈÒÓÔ˘Ó.)

H ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ Fibonacci Â›Ó·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, … (1)

Î·È ‰›ÓÂÈ ·¿ÓÙËÛË ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙˆÓ ÎÔ˘ÓÂÏÈÒÓ.
K¿ıÂ fiÚÔ˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜, ÌÂÙ¿ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ fiÚÔ, Â›Ó·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·

ÙˆÓ ‰‡Ô ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓˆÓ fiÚˆÓ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜.
ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ, ·Ó  xt  Â›Ó·È Ô  t-ÛÙfi˜ fiÚÔ˜ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙfiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·

ÙÔ˘ Fibonacci Â›Ó·È Ë ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜

xt+2 = xt+1+xt ,   t=1, 2, 3, … (2)

x1=1 ,   x2=1 .

H ε.δ. (2) εκ�ρ��ει και τ� πρ��ληµα των κ�υνελι�ν.
Πρ�γµατι, η  xt+2  γενι� των κ�υνελι�ν απ�τελε�ται απ� την  xt+1  γε-
νι� και τα νε�γ�ννητ� της, τα �π��α ε�ναι σε πλ�θ�ς �σα µε την  xt

γενι�.

H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â.‰. (2)  Â›Ó·È

λ2 = λ+1 (3)
Î·È ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ Ú›˙Â˜

λ1 = 1–÷̀5
2

 ,   λ2 = 1+÷̀5
2

   .

ÕÚ·, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2)  Â›Ó·È

xt = c1λ t
1+c2λt

2  , t=1, 2, 3, …

fiÔ˘  c1, c2  ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

Afi ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

1 = c1λ1+c2λ2 = 1
2

 [c1(1–÷̀5)+c2(1+÷̀5)],

1 = c1λ2
1+c2λ2

2 =  1
4
 [c1(1–÷̀5)2+c2(1+÷̀5)2],
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·’ fiÔ˘ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

c1 = – 1

÷̀5
  ,  c2 = 1

÷̀5
  .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË Â›Ó·È

xt = – 1

÷̀5
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ1–÷̀5

2
   

t
 + 1

÷̀5
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 1+÷̀5
2

   

t
  , t=1, 2, 3, … .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È  λ2>1  Î·È  –1<λ1<0.

OfiÙÂ Ë Ú›˙·  λ2 = 1+÷̀5
2

   Â›Ó·È Ë Î˘Ú›·Ú¯Ë (·˘Ù‹ ÌÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ Ì¤ÁÂ-

ıÔ˜  |λ2|>|λ1|)  Î·È ÙÔ Ì¤ÁÂıfi˜ ÙË˜ Â›Ó·È  |λ2|>1, Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ
ˆ˜ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ Fibonacci Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·.

EÂÈ‰‹ Â›Ó·È  |λ1|<1  Î·È  –1<λ1<0, ÚÔÎ·ÏÔ‡ÓÙ·È Î¿ÔÈÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Ù·Ï·-
ÓÙÒÛÂÈ˜ Ô˘ Û‚‹ÓÔ˘Ó Î·ıÒ˜ Ô  t  ·˘Í¿ÓÂÈ.

MÔÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ Ó· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ÁÈ· ÌÂÁ¿Ï·  t, Ë Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ Ú›˙·˜
λ1  Â›Ó·È ·ÌÂÏËÙ¤· ÎÈ ¤ÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

xt õ 1

÷̀5
 λt

2  .

O ÏfiÁÔ˜ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙÔ˘ Fibonacci Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ
ÛÙÔÓ ·ÚÈıÌfi

xt+1

xt
 õ λ2 = 1+÷̀5

2
  ,

Ô˘ Â›Ó·È � �ρυσ�ς µ�σ�ς �ρ�ς 1,618033 ….

 3   £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÂÓfi˜ Â›‰Ô˘˜

Nt+1 = λ
α

 N1–�
t   ,  λ>1, α>0, �>0

ÙÔ ÔÔ›Ô ÁÚ¿ÊÂÙ·È

Nt+1 = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1

α
 N–�

t    λNt ,  t=0, 1, 2, … (1)

fiÔ˘  λ  Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ‹ ·Ó·ÏÔÁ›·˜ (˘ÔÙ›ıÂÙ·È  λ>1)  Î·È  1
α

 N–�
t   Â›Ó·È ÙÔ

ÎÏ¿ÛÌ· ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Ô˘ ÂÈ‚ÈÒÓÂÈ ·fi ÙËÓ ·È‰ÈÎ‹ ËÏÈÎ›· ¤ˆ˜ ÙËÓ ˆÚÈ-
ÌfiÙËÙ· ÙË˜ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜.
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¢ËÏ·‰‹, λNt  Â›Ó·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÔÁfiÓˆÓ ÙË˜ ÁÂÓÈ¿˜  Nt  Î·È  1
α

 N–�
t

ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· ·˘ÙÒÓ Ô˘ ÂÈ‚ÈÒÓÔ˘Ó Ì¤¯ÚÈ ÙË ÁÂÓÈ¿  Nt+1.

TÔ ÎÏ¿ÛÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ‹ ›ÛÔ ÙÔ˘ ¤Ó·, Î·È Ú¤ÂÈ

Nt >Nc ,   Ë
Ê

 ̄
ˆÎ·È ‚¤‚·È·  1

α
 N1–�

t  ≤ Nt   ,

‰ËÏ·‰‹ Ú¤ÂÈ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Ó· Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ·fi Î¿ÔÈÔ Ì¤ÁÂıÔ˜  Nc

ÁÈ· Ó· Â›Ó·È ‚ÈÔÏÔÁÈÎ¿ ·Ú·‰ÂÎÙfi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ.

(¢È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿, ÁÈ· ÔÏ‡ ÌÈÎÚ¿  Nt, ı· Â›¯·ÌÂ  1
α

 N–�
t  > 1.)

H ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È (ı¤ÙÔ˘ÌÂ  
–
N = Nt = Nt+1)

 
–
N = λ

α
  

–
N1–�     fi      

–
N = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ λ

α
   

1
�  .

£· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ Â.‰. (1) ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ-

›·˜ ÙË˜  
–
N = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ λ

α
   

1
�  .

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(N) = λ
α

 N1–� ,

ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Â›Ó·È

df
dN

 = f  ¢(N) = λ
α

 (1–�)N –� .

EÔÌ¤Óˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ
df

dN
 (

–
N) = 1–�

Î·È Ë ÚÒÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ Â.‰. (1) ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙË˜
–
N = 

 Ë
Ê

 ̄
ˆλ

α
 

1/�
  Â›Ó·È

δNt+1 = (1–�)δNt ,  t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  δNt  Â›Ó·È ‰È·Ù·Ú·¯‹ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÌÈÎÚÔ‡ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜.

ÕÚ·, ·Ó Â›Ó·È

 Ô
Ô

 Ô
Ô  df

dN
(
–
N)  = |1–�| < 1 fi 0<�<2

Ë ‰È·Ù·Ú·¯‹  δNtÆ 0 , fiÙ·Ó  tÆ•, Î·È Ë ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜  
–
N  Â›Ó·È Â˘ÛÙ·ı‹˜

(ÙÔÈÎ¿ ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿).
™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ, fiÙ·Ó  �=0, ÙfiÙÂ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÌÂ Ú˘ıÌfi
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·Ó·ÏÔÁ›·˜  λ
α

 > 0, Î·È, fiÙ·Ó Â›Ó·È  �>2, ÙfiÙÂ Ë ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜  
–
N  Â›Ó·È

·ÛÙ·ı‹˜.
¢ËÏ·‰‹, fiÙ·Ó Â›Ó·È  �>2, ÙfiÙÂ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Ô˘ ÍÂÎÈÓ¿ ÌÂ ÁÂÓÈ¿  Nt  ÎÔ-

ÓÙ¿ ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜  
–
N, Î·ıÒ˜ Ô ¯ÚfiÓÔ˜  t  ·˘Í¿ÓÂÈ, (ÌÂÙ·‚·›ÓÔÓÙ·˜

·fi ÁÂÓÈ¿ ÛÂ ÁÂÓÈ¿) Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ Nt  ·ÔÌ·ÎÚ‡ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹  
–
N.

4 Λ�γιστικ� µ�ντ�λ�

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÂÓfi˜ Â›‰Ô˘˜

Nt+1 = Nt expr 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1–

Nt

K
 ,   t=0, 1, 2, … (1)

fiÔ˘  r, K  Â›Ó·È ıÂÙÈÎ¤˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

H ÔÛfiÙËÙ·  λ = expr 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1–

Nt

K
  ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› � ρυθµ�ς αναπαρα-

γωγ�ς ÙÔ˘ Â›‰Ô˘˜, Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙËÓ ˘ÎÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡.
H Â.‰. (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

Nt+1 = erNt e
– rNt

K    , t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  er>1, " r>0  Î·È Ô fiÚÔ˜  e
– rNt

K   Â›Ó·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÂÈ‚›ˆÛË˜ (ÎÏ¿ÛÌ·
ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Ô˘ ÂÈ‚ÈÒÓÂÈ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (t, t+1)) Ô ÔÔ›Ô˜ ÌÈÎÚ·›ÓÂÈ Î·-
ıÒ˜ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜  Nt  ·˘Í¿ÓÂÈ.

ρυθµ�ς αναπαραγωγ�ς λ
1

er

O

λ

K Nt

H ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È (ı¤ÙÔ˘ÌÂ  Nt+1 = Nt = 
–
N)

–
N = 

–
N expr 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

1– 
–
N
K

 ,

·’ fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ  
–
N=K  (ÂÍ·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ  

–
N=0).

E‰Ò Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È
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f(N) = N exp r 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– N

K

Î·È Ë ·Ú¿ÁˆÁfi˜ ÙË˜ Â›Ó·È

f ¢(N) = 
 Î
È

 ̊
˘expr

 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– N

K
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– Nr

K
   .

EÔÌ¤Óˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ

df
dN

 (
–
N) = df

dN
 (K) = 1–r

Î·È Ë ÚÒÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙË˜ Â.‰. (1), ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜   
–
N=K,

Â›Ó·È

δNt+1 = (1–r)δNt  ,  t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  δNt  ‰È·Ù·Ú·¯‹ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÌÈÎÚÔ‡ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜.

ÕÚ·, fiÙ·Ó Â›Ó·È

 Ô
Ô

 Ô
Ô 

df
dN

(K)  = |1–r| < 1 fi 0<r<2 ,

Ë ‰È·Ù·Ú·¯‹  δNtÆ  0, fiÙ·Ó  tÆ• , Î·È Ë ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜   
–
N=K   Â›Ó·È

Â˘ÛÙ·ı‹˜ (ÙÔÈÎ¿ ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿).
EÈ‰ÈÎ¿, fiÙ·Ó Â›Ó·È  1 < r < 2  (ÔfiÙÂ  –1 < 1–r < 0) Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙËÓ

ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜   
–
N=K  ÌÂ Êı›ÓÔ˘ÛÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜, ÂÓÒ fiÙ·Ó Â›Ó·È  0 < r < 1

ÙÂ›ÓÂÈ ÌÔÓfiÙÔÓ· ÛÙËÓ   
–
N=K.

[™ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜   
–
N=0  Ô˘ ÂÍ·ÈÚ¤Û·ÌÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

|f  ¢(0)| = er>1,  " r >0 ,

Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ ˆ˜ Â›Ó·È ·ÛÙ·ı‹˜.]

O

0,5

1

2

K = 1, r = 0,6

4 8 10 t

Nt

O

0,5

1

2

K = 1, r = 1,8

4 8 10 t

Nt

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ, fiÙ·Ó  N<K  Ô Ú˘ıÌfi˜ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜ Â›Ó·È  λ>1, ÂÓÒ
fiÙ·Ó  N>K  Â›Ó·È  λ<1.
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O ÏËı˘ÛÌfi˜  
–
N=K  Â›Ó·È Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙÔ˘ Â›‰Ô˘˜ Ô˘ ÌÔÚÂ›

Ó· ÈÛÔÚÚÔ‹ÛÂÈ ÛÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ.
™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı’ ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ˆ˜ Ë Â˘ÛÙ¿ıÂÈ· (ÙÔÈÎ‹ ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ‹) ÙË˜

ÙÈÌ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜   
–
N=K  Â›Ó·È ÔÏÈÎ‹ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ· ÎÈ fi¯È ÙÔÈÎ‹.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË Liapunov

Vt = (Nt –K)2,  t=0, 1, 2, …

Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ··Ú·›ÙËÙÂ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜:

1) Vt≥0   Î·È ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ  Vt=0  ÛÙÔ  Nt =K,

2) Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜  Vt  ÛÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ Â.‰.  (1)  Â›Ó·È

∆Vt = Vt+1–Vt = (Nt+1 –Nt) (Nt+1+Nt –2K) =

= K2xt [expr(1–xt)–1] [xt expr(1–xt)+xt –2],

fiÔ˘  xt = 
Nt

K
  .

ŒÙÛÈ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ·ÓÈÛfiÙËÙ·  ∆Vt ≤ 0  ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜:

·) er(1–xt) ≥ 1,

er(1–xt)+1 < 2
xt

 ,

‚) er(1–xt)< 1,

er(1–xt) +1 ≥ 2
xt

 .

Afi ÙËÓ ÂÍ¤Ù·ÛË ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ

∆Vt£0,  fiÙ·Ó Â›Ó·È  0 < r < 2,  ÁÈ· fiÏ· Ù·  xt>0

Î·È ∆Vt=0  ÌfiÓÔ fiÙ·Ó  xt=1  (‰ËÏ·‰‹  Nt=K).

3) EÈÏ¤ÔÓ ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ  VtÆ+•,  fiÙ·Ó  tÆ+•.
ÕÚ·, Ë ÙÈÌ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·˜  

–
N=K  Â›Ó·È ÔÏÈÎ¿ ·Û˘ÌÙˆÙÈÎ¿ Â˘ÛÙ·ı‹˜, ‰Ë-

Ï·‰‹, ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜  N0>0, Ë Ï‡ÛË  Nt  ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙËÓ  
–
N=K.

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ, Ù¤ÏÔ˜, fiÙÈ, fiÙ·Ó Â›Ó·È  r>2, Ë ÙÈÌ‹ ÈÛ ÔÚÚÔ›·˜  
–
N=K

Á›ÓÂÙ·È ·ÛÙ·ı‹˜ ÌÂ ·˘Í·ÓfiÌÂÓÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜.
ÕÚ·, Ë ÙÈÌ‹  r=2  Â›Ó·È Ë ÚÒÙË τιµ� διακλ�δωσης.
H Â.‰. (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

xt+1 = xt expr(1–xt),       xt = 
Nt

K
  ,

Î·È ÁÈ· ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹   |1–xt|   ÔÏ‡ ÌÈÎÚ‹, Ë Â.‰. ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ Â.‰.
(ÈÛ¯‡ÂÈ  exõ1+x, fiÙ·Ó Ë  |x|  Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÈÎÚ‹)

xt+1 õ xt [1+r(1–xt)] .
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H ÙÂÏÂ˘Ù·›· Â.‰. ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ›

yt+1 = (1+r)yt(1–yt) ,

fiÔ˘  yt = 
rxt

1+r
 ,  Î·È Â›Ó·È Ë ÏÂÁfiÌÂÓË λ�γιστικ� ε.δ. (‚Ï¤Â ¨3).

H ÌÂÁ¿ÏË Â˘·ÈÛıËÛ›· ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Â.‰., ÛÂ ÌÈÎÚ¤˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙË˜
·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘  r>2, Â›Ó·È ÛÔ‚·Ú‹ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ.

™˘ÓÔÙÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ Ù’ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· (‚Ï¤Â ·Ú·Î¿Ùˆ ÙËÓ ¨3):

0 < r < 2 E˘ÛÙ¿ıÂÈ· ÙË˜ ÙÈÌ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜  
–
N=K,

2 < r < 2.52 ¶ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË, ÂÚÈfi‰Ô˘  2,

2 .52< r < 2.69 ¶ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË, ÂÚÈfi‰Ô˘  4,

¶ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË, ÂÚÈfi‰Ô˘  8,

2.69 < r X·ÔÙÈÎ‹ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË.

5 Aναπαραγωγ� των ετ�σιων �υτ
ν

T· ÂÙ‹ÛÈ· Ê˘Ù¿ ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÛfiÚÔ˘˜ ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ Î·ÏÔÎ·ÈÚÈÔ‡. ™ÙË Û˘Ó¤-
¯ÂÈ· Ì·Ú·›ÓÔÓÙ·È Î·È Âı·›ÓÔ˘Ó, ·Ê‹ÓÔÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ ·ÔÁfiÓÔ˘˜ ÙÔ˘˜, ÛÂ ÌÔÚ-
Ê‹ ÛfiÚˆÓ, ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÈ‚ÈÒÛÔ˘Ó ÙÔ ¯ÂÈÌÒÓ· Î·È Ó· ‰ÒÛÔ˘Ó ÙË
Ó¤· ÁÂÓÈ¿ Ê˘ÙÒÓ ÙËÓ ÂfiÌÂÓË ¿ÓÔÈÍË.

TËÓ ÂfiÌÂÓË ¿ÓÔÈÍË ¤Ó· ÎÏ¿ÛÌ· ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ Ê˘ÙÚÒÓÂÈ, ÔÈ ˘fiÏÔÈÔÈ
ÛfiÚÔÈ Ì¤ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜, ÁÈ· ¤Ó· ¯ÚfiÓÔ ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ, ÚÈÓ Ê˘ÙÚÒÛÔ˘Ó.
B¤‚·È· ¤Ó· Ì¤ÚÔ˜ ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ Ô˘ ·Ú¿ÁÔ˘Ó Ù· Ê˘Ù¿ ¯¿ÓÂÙ·È ·fi Î˘ÓË-
ÁÔ‡˜ ÙÔ˘˜ (.¯ ÙËÓ¿), ·ÚÚÒÛÙÂÈÂ˜ Î·È ÙÔÓ Î·ÈÚfi.

AÏÏ¿ Ù· Ê˘Ù¿, ÁÈ· Ó· ÂÈ‚ÈÒÛÔ˘Ó ˆ˜ Â›‰Ô˜, Ú¤ÂÈ ¤Ó·˜ ÈÎ·Ófi˜ ·ÚÈıÌfi˜
ÙÔ˘˜ Ó· ·Ó·ÓÂÒÓÂÙ·È ·fi ¯ÚfiÓÔ ÛÂ ¯ÚfiÓÔ.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜:

σ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·Ó¿ Ê˘Ùfi ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ Î·ÏÔÎ·È-
ÚÈÔ‡,

ε ÎÏ¿ÛÌ· ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ Ô˘ ÂÈ‚ÈÒÓÔ˘Ó Û’ ¤Ó· ¯ÂÈÌÒÓ·,
σ1 ÎÏ¿ÛÌ· ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ ÂÓfi˜ ¯ÚfiÓÔ˘ Ô˘ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó ÙËÓ ¿ÓÔÈÍË,
σ2 ÎÏ¿ÛÌ· ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ ‰‡Ô ¯ÚÔÓÒÓ Ô˘ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó ÙËÓ ¿ÓÔÈÍË.

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÛfiÚÔÈ ÙÚÈˆÓ Î·È ¿Óˆ ¯ÚÔÓÒÓ ‰ÂÓ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó.
Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÙÔ Ï‹-

ıÔ˜ ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ αλλ��ει π�λλ�ς ��ρ�ς Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙÔ˘
¯ÚfiÓÔ˘ Û·Ó ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·:

1) ÙÔ˘ Ê˘ÙÚÒÌ·ÙÔ˜ ÌÂÚÈÎÒÓ ÛfiÚˆÓ,

2) ÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹ Ó¤ˆÓ ÛfiÚˆÓ,

3) ÙÔ Á¤Ú·ÛÌ· ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ Î·È ÙÔ ı¿Ó·ÙÔ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÛfiÚˆÓ.
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AÓ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛfiÚÔÈ ÙÚÈÒÓ ¯ÚfiÓˆÓ Â›ÛË˜ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó, Î·È σ3 Â›Ó·È

ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· ÙˆÓ ÛfiÚˆÓ ÙÚÈÒÓ ¯ÚfiÓˆÓ Ô˘ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó ÙËÓ ¿ÓÔÈÍË, ÙfiÙÂ Ë Â.‰.
Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ ÙËÓ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹ ÙˆÓ ÂÙ‹ÛÈˆÓ Ê˘ÙÒÓ Â›Ó·È

xt+3 – σεσ1xt+2 – σε2σ2(1 – σ1)xt+1 – σε3σ3(1– σ 1– σ 2)xt = 0 .

º˘Ù¿

ANA¶APA°ø°H TøN ETH™IøN ºYTøN

™fiÚÔÈ º˘Ù¿ º˘Ù¿™fiÚÔÈ

AÚ›ÏÈÔ˜ A‡ÁÔ˘ÛÙÔ˜ XÂÈÌÒÓ·˜ AÚ›ÏÈÔ˜ AÚ›ÏÈÔ˜A‡ÁÔ˘ÛÙÔ˜ XÂÈÌÒÓ·˜

σ2(1 – σ1)ε2σxt

xt xt+1 xt+2

σ1εσxt+1

Tα �υτ� της t –  γενι�ς. Tα �υτ� της (t+1) – γενι�ς. Tα �υτ� της (t+2) – γενι�ς.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ·Ú·¿Óˆ Û¯‹Ì·, ·Ó ·Ú·ÛÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ

xt+2 Ù· Ê˘Ù¿ ÙË˜ ÁÂÓÈ¿˜  t+2,
xt+1 Ù· Ê˘Ù¿ ÙË˜ ÁÂÓÈ¿˜  t+1,
xt Ù· Ê˘Ù¿ ÙË˜ ÁÂÓÈ¿˜  t,

ı· ¤¯Ô˘ÌÂ ÙËÓ Â.‰.

xt+2 = σ1εσxt+1+σ2ε(1– σ1)εσxt . (1)

°È· ·ÏfiÙËÙ· ÙˆÓ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÒÓ ı¤ÙÔ˘ÌÂ

α = σ1εσ ,  � = σ2ε2(1– σ1)σ

ÔfiÙÂ Ë Â.‰. (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

xt+2 – αxt+1 – �xt = 0 ,  t=0, 1, 2, … (2)

H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â.‰. (2) Â›Ó·È

λ2 – αλ – � = 0 (3)

Î·È ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ Ú›˙Â˜

λ1, λ2 = 1
2

 (α±÷̀```α2+4�) = 
εσσ1

2
 (1±÷̀``1+γ) ,

fiÔ˘
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γ = 
4σ2(1– σ1)

σσ2
1

 = 4
σ

  
σ2

σ1
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ  1

σ1
 –1  > 0 ,

ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È              0 < σ1 < 1.

AÓ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ·  
σ2

σ1
  Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÈÎÚfi, Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÏ‡ Ï›ÁÔÈ

ÛfiÚÔÈ ‰‡Ô ¯ÚÔÓÒÓ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó ÛÂ Û¯¤ÛË Ì’ ·˘ÙÔ‡˜ ÙÔ˘˜ ÛfiÚÔ˘˜ ÂÓfi˜ ¯Úfi-
ÓÔ˘ Ô˘ Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó, ÙfiÙÂ ÙÔ  γ  Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÈÎÚfi ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙÔ 1 (Ú·ÎÙÈÎ¿
·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ  σ2õ0).

A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ, Ù¤ÏÔ˜, ˆ˜ Ë ıÂÙÈÎ‹ Ú›˙·  λ1  ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÂıÔ˜ (ÂÚ›Ô˘)

λ1 õ εσσ1

2
 (1+÷̀1) = εσσ1 .

Για να ���υµε λ�ιπ�ν συν��ιση της αναπαραγωγ�ς των �υτ�ν
πρ�πει να ισ�#ει η συνθ�κη

λ1>1    fi   εσσ1>1    fi    σ > 1
εσ1

 , (2.1)

δηλαδ� τα �υτ� αυ$�ν�υν �ταν � αριθµ�ς των σπ�ρων αν� �υτ� ε�-

ναι µεγαλ#τερ�ς τ�υ  1
εσ1

 .

ŸÙ·Ó fiÌˆ˜ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ·  σ2  ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÌÂÏËÙ¤Ô ÛÂ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙfiÙÂ Î·Ù·Ï‹-

ÁÔ˘ÌÂ ÛÙË Û˘Óı‹ÎË (ÁÈ· Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ  λ1 > 1  ¤  α+� >1)

λ1>1   fi   σ > 1
εσ1+σ2ε2(1– σ1)

  (2.2)

(‚Ï¤Â ¶APAPTHMA, ¨1, KÚÈÙ‹ÚÈÔ E˘ÛÙ¿ıÂÈ·˜).

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È  σ2=0  Ë (2.2) ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙË Û˘Óı‹ÎË (2.1).

(¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ  λ1 = 1
2
 (α+÷̀````α2+4�) > 1 ¤ α+� > 1 .)

H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È xt = c1λ t
1+c2λt

2 , t=0, 1, 2, …  fiÔ˘  c1, c2

·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

Afi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜  λ1 = 
εσσ1

2
 (1+÷̀``1+γ), λ2 = 

εσσ1

2
 (1–÷̀``1+γ), γ>0  ÚÔÎ‡-

ÙÂÈ fiÙÈ  λ1>0  Î·È  λ2<0.

Afi ÙÈ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜

λ1, λ2 = 1
2

 (α±÷̀```α2+4�), α>0, �>0

·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó
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λ1>1 ¤ α+� > 1 ,

λ1=1 ¤ α+� = 1,

0< λ1<1 ¤ α+� < 1,
Î·È

–1< λ2<0 ¤ � – α < 1 ,

λ2=–1 ¤ � – α = 1,

λ2<–1 ¤ � – α > 1 .

MÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û˘Óı¤ÛÔ˘ÌÂ Ù· ·Ú·¿Óˆ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·.
¶.¯. ·Ó Â›Ó·È  λ1=1, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  α+� = 1, ÙfiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ  λ2<0  ¤¯Ô˘ÌÂ

–1< λ2<0,  ‰ËÏ·‰‹  � – α<1, ÂÓÒ ÔÈ ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô Û¯¤ÛÂÈ˜  � – α = 1, � – α > 1  ‰ÂÓ
ÈÛ¯‡Ô˘Ó (·ÊÔ‡  α>0, �>0).

ŸÙ·Ó fiÌˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ λ1>1, ÔfiÙÂ α+�>1, ÙfiÙÂ Ë λ2<0 ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È
ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ.

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ, Ù¤ÏÔ˜, ˆ˜ ÛÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  �<α+1, ÔfiÙÂ
¤¯Ô˘ÌÂ  –1< λ2<0.

XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜  H/Y  ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi ÙˆÓ
Ê˘ÙÒÓ ÌÂÙ¿  20  ¯ÚfiÓÈ· (ÁÂÓÈ¤˜), ˘Ôı¤ÙÔÓÙ·˜ fiÙÈ Ù· ·Ú¯ÈÎ¿ Ê˘Ù¿ Â›Ó·È  100
Î·È ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ú¯ÈÎ¿ ÛfiÚÔÈ ÛÙÔ ¤‰·ÊÔ˜.

Περ�πτωση 1: σ1=0,5, σ=2, ε=0,8, σ2=0,25.

E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ
1

εσ1
 = 2,5 ,   1

εσ1+σ2ε2(1– σ1)
 = 2,32

Ô˘ Â›Ó·È Î·È Ù· ‰‡Ô ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚ· ÙÔ˘  σ.

OfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  0< λ1<1,  ÂÓÒ Â›Ó·È  –1< λ2<0.

ÕÚ·, Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÙ‹ÛÈˆÓ Ê˘ÙÒÓ Êı›ÓÂÈ.
E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ   x0=100  Î·È  x1 = σ1εσx0 = 0,5 Ø0,8Ø2Ø100 = 80 .
Afi Ù·  100 ·Ú¯ÈÎ¿ Ê˘Ù¿, ÌÂÙ¿  20  ¯ÚfiÓÈ·, Ì¤ÓÔ˘Ó  42,4  Ê˘Ù¿.

Περ�πτωση 2: σ1=0,6, σ=2, ε=0,8, σ2=0,3.

E‰Ò ¤¯Ô˘Ó ·˘ÍËıÂ› Ï›ÁÔ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  σ1  Î·È  σ2.

Œ¯Ô˘ÌÂ
1

εσ1
 = 2.08 ,   1

εσ1+σ2ε2(1– σ1)
 = 1,8

ÙÔ ¤Ó· (ÌÂ  σ2=0)  Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ÙÔ˘  σ,  ·ÏÏ¿ ÙÔ ¿ÏÏÔ (ÌÂ  σ2=0,3) Â›Ó·È
ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘  σ.

E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ  x0=100  Î·È  x1 = σ1εσx0 = 0,6 Ø0,8%2%100 = 96 .

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ˆ˜ ÔÈ ÛfiÚÔÈ ‰‡Ô ¯ÚÔÓÒÓ ·›˙Ô˘Ó ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÚfiÏÔ ÛÙËÓ
·‡ÍËÛË ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ÂÙ‹ÛÈˆÓ Ê˘ÙÒÓ.

Afi Ù· 100 ·Ú¯ÈÎ¿ Ê˘Ù¿, ÌÂÙ¿ 20 ¯ÚfiÓÈ·, ¤¯Ô˘ÌÂ ·‡ÍËÛË ÛÂ 593,4 Ê˘Ù¿.
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Σ��λι�: ™ÙÔ Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÙË˜ Â.‰. (1) ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ·ÁÓÔ‹Û·ÌÂ:

i) ÙÔÓ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi ÙˆÓ ÂÙ‹ÛÈˆÓ Ê˘ÙÒÓ ÌÂ ¿ÏÏ· Ê˘Ù¿ Î·È ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ÁÈ·
ÙËÓ ÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘˜ (Û˘ÛÙ·ÙÈÎ¿ ÙÔ˘ Â‰¿ÊÔ˘˜),

ii) ÙËÓ ÌË ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙÔ˘˜ ÛÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ,

iii) ÙÈ˜ ·ÏÏ·Á¤˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ Î·È Ù· fiÚÈ· ÙÔ˘ ÛÙËÓ ÚÔÛ-
ÊÔÚ¿ ÙÚÔÊ‹˜ ÛÙ· Ê˘Ù¿.

ŒÙÛÈ, ı· ‹Ù·Ó Ï¿ıÔ˜ Ó· ÓÔÌ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ, ÙÔ È‰·ÓÈÎfi ÁÈ· Ù· ÂÙ‹ÛÈ· Ê˘Ù¿, Â›-
Ó·È �λ�ι �ι σπ�ρ�ι τ�υς Ó· Ê˘ÙÚÒÓÔ˘Ó ÙÔÓ ÚÒÙÔ Î·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ¯ÚfiÓÔ
(‰ËÏ·‰‹  ε=1, σ1+σ2 = 1).

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÏfiÁˆ ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ ÏfiÁˆÓ  i), ii), iii), Ù· ÂÙ‹ÛÈ· Ê˘Ù¿ ı· Â›-
¯·Ó ÂÏÏÂÈ‹ ·Ó¿Ù˘ÍË, ÌÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ê˘Ù¿ ·‰‡Ó·Ì· Ô˘ Ó· ÌËÓ ·Ú¿ÁÔ˘Ó
ÛfiÚÔ˘˜ Î·È ¿ÏÏ· Ô˘ Ó· ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÏÈÁfiÙÂÚÔ˘˜ ÛfiÚÔ˘˜.

TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·, ÌÂÙ¿ ·fi ÌÂÚÈÎ¿ ¯ÚfiÓÈ·, ı· ‹Ù·Ó Ë ÌÂ›ˆÛË ÙÔ˘ ÏËı˘-
ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ÂÙ‹ÛÈˆÓ Ê˘ÙÒÓ.

EÔÌ¤Óˆ˜, �ι παρ�µετρ�ι  ε, σ1, σ2  κρατ�#ν, κ�τω απ� τις συνθ�-
κες (2.1) και (2.2), µια ισ�ρρ�π�α π�υ ευν�ε� την α#$ηση τ�υ πληθυ-
σµ�# των ετ�σιων �υτ�ν, µ��ρι κ�π�ι� �ρι�.

6 Πληθυσµ�ς εντ�µων

T· ¤ÓÙÔÌ· ¤¯Ô˘Ó, Û˘Ó‹ıˆ˜, ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·fi ¤Ó· ÛÙ¿‰È· ÛÙÔÓ Î‡ÎÏÔ ÙË˜
˙ˆ‹˜ ÙÔ˘˜ (Ô˘ ‰È·ÚÎÔ‡Ó Â‚‰ÔÌ¿‰Â˜, Ì‹ÓÂ˜ ‹ ¯ÚfiÓÈ·) ·fi Ù· ·˘Á¿ ¤ˆ˜ ÙËÓ
ˆÚÈÌfiÙËÙ¿ ÙÔ˘˜.

ŸÌˆ˜, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Û˘¯Ó¿ ÌÈ· ÁÂÓÈ¿ ÛÙË ‚·ÛÈÎ‹ ÌÔÓ¿‰· ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘,
fiÙ·Ó ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÁÈ· ÙËÓ ·‡ÍËÛË ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ
(ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ˆ˜ Ë ÌÈ· ÁÂÓÈ¿ ÂÍ·Ê·Ó›˙ÂÙ·È ÚÔÙÔ‡ Ë ÂfiÌÂÓË ÁÂÓÈ¿ ÂÌÊ·ÓÈ-
ÛıÂ›).

r > 0   Ú˘ıÌfi˜ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜

¶ÂÙ·ÏÔ‡‰·  A˘Áfi  ™ÎÔ˘Ï‹ÎÈ  KÔ˘ÎÔ‡ÏÈ  ¶ÂÙ·ÏÔ‡‰·  A˘Áfi  ™ÎÔ˘Ï‹ÎÈ  KÔ˘ÎÔ‡ÏÈ  ¶ÂÙ·ÏÔ‡‰·

¶ETA§OY¢E™

xt+1 = rxt xt+2 = rxt+1

xt
t – γενι�

xt+1
(t + 1) – γενι�

xt+2
(t + 2)–γενι�
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T· ‰È¿ÊÔÚ· ÛÙ¿‰È· ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘ ˙ˆ‹˜ ÙÔ˘˜ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ Â.‰. Î·È Û˘¯Ó¿
fiÏÂ˜ ·˘Ù¤˜, Û˘Ó‰˘¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜ ÙÔ˘˜, Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘Ó ÛÂ Ì›· ÌfiÓÔ
Â.‰.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜:

xt Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ÒÚÈÌˆÓ ıËÏ˘ÎÒÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ÙË˜  t-ÁÂÓÈ¿˜,
αt Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ·ÔÁfiÓˆÓ ÛÙËÓ  t-ÁÂÓÈ¿,
d Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ı·Ó¿ÙÔ˘ ÙˆÓ ·ÔÁfiÓˆÓ,
λ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ·ÔÁfiÓˆÓ ·Ó¿ ıËÏ˘Îfi ¤ÓÙÔÌÔ,
m ÙÔ ÔÛÔÛÙfi ÙˆÓ ıËÏ˘ÎÒÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi.

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙËÓ Â.‰. ÙˆÓ ·ÔÁfiÓˆÓ

αt+1 = λxt ,   t=0, 1, 2, … .

A’ ·˘Ù¿ Ù· ¤ÓÙÔÌ· ¤Ó· ÎÏ¿ÛÌ·  1–d  ÂÈ‚ÈÒÓÂÈ Î·È ·’ ·˘Ù¿  m(1–d)
Â›Ó·È ıËÏ˘Î¿ ¤ÓÙÔÌ·.

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Â.‰. ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ Â›Ó·È

xt+1 = m(1–d)αt+1

‹ ·ÎfiÌË
xt+1 = m(1–d)λxt  .

A˘Ù‹ Ë Â.‰. ÁÚ¿ÊÂÙ·È

xt+1 = rxt ,   t=0, 1, 2, … (1)

fiÔ˘  r = m(1–d)λ > 0  (m, λ, d, 1–d  Â›Ó·È ıÂÙÈÎ¤˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜).
H Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È

xt = r tx0 ,   t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  x0  Â›Ó·È Ô ·Ú¯ÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ των θηλυκ�ν εντ�µων.
O Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ (Ú˘ıÌfi˜) ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜  r  ıÂˆÚ‹ıËÎÂ ÛÙ·ıÂÚfi˜.
™ÙËÓ Ú¿ÍË fiÌˆ˜ Ô  r  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ô ›‰ÈÔ˜ Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ÂÍ¤ÏÈÍË˜ ÙÔ˘

ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ.
K·ıÒ˜ ·˘Ù¿ ÁÂÓÓÔ‡Ó Î·È ·˘Í¿ÓÔ˘Ó ÛÂ Ï‹ıÔ˜, Ë ¤ÏÏÂÈ„Ë ÙÚÔÊ‹˜ Ô˘ ÛË-

ÌÂÈÒÓÂÙ·È, ¤¯ÂÈ Û·Ó ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ó· ÂÏ·ÙÙÒÓÂÙ·È Ô Ú˘ıÌfi˜ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜
ÙÔ˘˜, ÌÂÙ¿ ·fi Î¿ÔÈÔ ÏËı˘ÛÌfi  l.

T¤ÏÔ˜, fiÙ·Ó Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ÍÂÂÚÓ¿ ÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi  L, Ô˘ Â›-
Ó·È Ô Ì¤ÁÈÛÙÔ˜ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÈ‚ÈÒÛÂÈ ÛÙÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ, Ô Ú˘ıÌfi˜ ·Ó··Ú·-
ÁˆÁ‹˜ ÙÔ˘˜ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È.

Œ¯Ô˘ÌÂ, ÏÔÈfiÓ, ÁÈ· ÙÔ Ú˘ıÌfi ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜  r :

1) ÁÈ· ÏËı˘ÛÌfi  0 £ x £ l   Â›Ó·È  r(x) = r >1  ÛÙ·ıÂÚfi˜,

2) ÁÈ· ÏËı˘ÛÌfi  l ≤ x £ L , Ô  r(x)  Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· Û˘Ó¿ÚÙËÛË,

3) ÁÈ· ÏËı˘ÛÌfi  x ≥ L , Ô  r(x)=0  (fiÙ·Ó Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ¿ÚÂÈ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t  ÙË
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Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹  L, ·‡ÂÈ Ó’ ·Ó··Ú¿ÁÂÙ·È Î·È ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t+1).

r(x) ρυθµ�ς
        αναπαραγωγ�ς

πληθυσµ�ς

1

r

r(x)

O l L x

Παρ�δειγµα

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  l=1, L=2  Î·È Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È
·fi ÙËÓ Â.‰.

xt+1 = f(xt) ,  t=0, 1, 2, … (1)
fiÔ˘

f(xt) = 
 Ó
Ì
Ï 2xt ,  0 £ xt £ 1 ,

4 –2xt , 1 £ xt £ 2 .

£· ¤¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙÔ Ú˘ıÌfi ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜

r(xt) = 
f(xt)

xt
  ,

‰ËÏ·‰‹

r(xt) = 
f(xt)

xt
 = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

2  , �ταν  0 £ xt £ 1
4
xt

 –2 , �ταν  1 £ xt £ 2

Î·È r(xt)=0,    fiÙ·Ó    xt ≥2.

r(x) = – 24
x

r(x) = 0

r(x) = 2

1

2

r(x)

O 1 2 x

O ρυθµ�ς αναπαραγωγ�ς r(x).

XˆÚ›˜ Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙË˜ Â.‰. (1) ı· ‰Ô‡ÌÂ ÌÂÚÈ-
Î¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜, ÁÈ· Î¿ÔÈÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜  x0.
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Aρ�ικ�ς πληθυσµ�ς x0 = 1
4

¢È·‰Ô¯ÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ   x1=0,5, x2=1, x3=2.

TÔ ¯ÚfiÓÔ  t=3  ÊÙ¿ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÏËı˘ÛÌfi  2, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ  x4=0  Î·È

ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·  xt=0, " t ≥4.
¢ËÏ·‰‹, Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ε$α�αν��εται ·fiÙÔÌ·.

1

2

O xt

xt+1

xt+1 = xt

f(xt)

x0=1/4 x1=1/2 1=x2 2=x3

xt = 0, " t � 4

Aρ�ικ�ς πληθυσµ�ς x0 = 1
3

¢È·‰Ô¯ÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ    x1 = 2
3
 ,  x2 = 4

3
 .

1

2

O xt

xt+1

xt+1 = xt

f(xt)

x0=1/3 x1=2/3 x2=4/31 2

xt = 4/3, " t � 2
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AÏÏ¿ Ô ·ÚÈıÌfi˜  4
3

  Â›Ó·È Ë ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

f(xt) = xt ,

Ô˘ ‰›ÓÂÈ ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ Ô˘ Ì¤ÓÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi.

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ  xt = 4
3

 , " t ≥2, ‰ËÏ·‰‹ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ·Ú·Ì¤-

ÓÂÈ σταθερ�ς.

Aρ�ικ�ς πληθυσµ�ς x0 = 7
5

¢È·‰Ô¯ÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ    x1 = 6
5
 , x2 = 8

5
 ,  x3 = 4

5
 ,   x4 = 8

5
 ,   x5 = 4

5
 .

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ      x2t = 8
5

  , x2t+1  = 4
5

 ,  t=1, 2, … .

¢ËÏ·‰‹, Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ Â›Ó·È 2-περι�δικ�ς, ÙË Ì›· ÁÂÓÈ¿ Â›-

Ó·È  4
5

  Î·È ÙËÓ ¿ÏÏË ÁÂÓÈ¿  8
5

 , Î·È ÙËÓ ÂfiÌÂÓË ÁÂÓÈ¿ Â›Ó·È ¿ÏÈ  4
5
  Î.Ï. ‰Ë-

Ï·‰‹ ÌÂ 2-κ#κλ� Ù· ÛËÌÂ›·  8
5

 , 4
5
 .

1

2

O xt

xt+1

xt+1 = xt

f(xt)

x0x1 x2x3 1 2

x2t = 8/5, x2t+1 = 4/5, t = 1, 2, ...

Aρ�ικ�ς πληθυσµ�ς  x0 = 1
7

¢È·‰Ô¯ÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ  x1 = 2
7
 ,  x2 = 4

7
 , x3 = 8

7
 ,  x4 = 12

7
 ,  x5 = 4

7
 , … .

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈÔÓ  x3t+2 = 4
7

 ,  x3t+3 = 8
7

 , x3t+4 = 12
7

 ,  t=0, 1, 2, …
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‰ËÏ·‰‹ Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ Â›Ó·È 3-περι�δικ�ς, ÌÂ 3-κ#κλ� Ù· ÛË-

ÌÂ›·  4
7
 , 8

7
 , 12

7
  .

1

0,5

O

2

xt

xt+1

xt+1 = xt

f(xt)

x0=1/7 x1 x2 x3 x41 2

3-περι�δικ� λ#ση

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·˘Ùfi Ô ·ÚÈıÌfi˜  1  ‰ÂÓ ÛËÌ·›ÓÂÈ ÛÙËÓ
Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· ¤Ó· ¤ÓÙÔÌÔ, ·ÏÏ¿ .¯. ÌÈ· ¯ÈÏÈ¿‰· ÂÓÙfiÌˆÓ.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ ·˘Í¿ÓÂÈ
ÌÔÓfiÙÔÓ· Ì¤¯ÚÈ ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜  1, ÌÂ Ú˘ıÌfi ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜  r=2. TfiÙÂ, ·Ú¯›-
˙ÂÈ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ¤ÏÏÂÈ„Ë ÙÚÔÊ‹˜ ÛÙ· ¤ÓÙÔÌ· Î·È ·Ú¯›˙Ô˘Ó Ó· Âı·›-
ÓÔ˘Ó, Î˘Ú›ˆ˜ Ù· ÓÂ·Ú¿ ¤ÓÙÔÌ·, Î·È Ô Ú˘ıÌfi˜ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹˜ ÙÔ˘˜ Á›ÓÂÙ·È

r(x) = 4
x
 –2, 1 £ x £ 2, ‰ËÏ·‰‹ ÌÂÈÒÓÔÓÙ·È ÌÂ ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ·˘ÙfiÓ  r(x).

™ÙËÓ Ú¿ÍË Ë ÌÂ›ˆÛË ÙÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ‰È·ÚÎÂ› ÙfiÛÔ fiÛÔ Ô
ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ Ó· ÌÔÚÂ› Ó· ‚Ú›ÛÎÂÈ ÙÚÔÊ‹ ÁÈ· ÙËÓ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹
ÙÔ˘. ¢ËÏ·‰‹, ÌÂÈÒÓÂÙ·È Ì¤¯ÚÈ ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ıÚ¤„ÂÈ ÙÔ ÂÚÈ‚¿Ï-
ÏÔÓ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Ù· ¤ÓÙÔÌ·.

B¤‚·È· Î·È ¿ÏÏÔÈ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ Û˘ÓÙÂÏÔ‡Ó ÛÙË ÌÂ›ˆÛË ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙˆÓ
ÂÓÙfiÌˆÓ fiˆ˜ ÔÈ Î˘ÓËÁÔ› ÙÔ˘˜ (.¯. Ù· ÙËÓ¿), ÔÈ ·ÚÚÒÛÙÂÈÂ˜ Î·È ÔÈ Î·ÈÚÈÎ¤˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜.

EÔÌ¤Óˆ˜, fiÏÂ˜ ·˘Ù¤˜ ÔÈ ÌÂÈÒÛÂÈ˜ ÛÙÔÓ ÏËı˘ÛÌfi ÙˆÓ ÂÓÙfiÌˆÓ, ÙÂÏÈÎ¿,
ÏÂÈÙÔ˘ÚÁÔ‡Ó ıÂÙÈÎ¿ ÁÈ· Ù· ¤ÓÙÔÌ·, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ Ù· ·Ê‹ÓÔ˘Ó Ó· ÊÙ¿ÛÔ˘Ó ÛÙÔ
Ì¤ÁÈÛÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡ ÙÔ˘˜, Ú¿ÁÌ· Ô˘ ı· Ù· Ô‰ËÁÔ‡ÛÂ ÛÙËÓ
ÂÍ·Ê¿ÓÈÛË.

M�θ�δ�ς ε�ρεσης περι�δικ
ν λ�σεων

H ·Ó·˙‹ÙËÛË  2-περι�δικ�ν λ#σεων ÙË˜ Â.‰.



19

xt+1 = f(xt) ,  t=0, 1, 2, … (1)

Á›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

xt+2 = f(f(xt)) = f 2(xt) .

O ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˜  2-κ#κλ�ς ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛË˜  f2(xt), ‰ËÏ·‰‹ ·fi ÙÈ˜ ÙÔÌ¤˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  xt+2 = f 2(xt)  Î·È ÙË˜ ‰È¯Ô-
ÙfiÌÔ˘  xt+2  = xt  (ÂÎÙfi˜ ·fi Ù· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(xt)).

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, Ë ·Ó·˙‹ÙËÛË  m-ÂÚÈÔ‰ÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ Â.‰. (1) Á›ÓÂÙ·È ·fi
ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

xt+m = f m(xt) ,  m≥2

(‚Ï¤Â ¶APAPTHMA, ¨3).
™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·˘Ùfi ¤¯Ô˘ÌÂ

f(xt) = 
 Ó
Ì
Ï

 

2xt  , 0 £ xt £ 1 ,

4 –2xt , 1 £ xt £ 2 ,

ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

f 2(xt) = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

4xt   ,  0 £ xt £
1
2

,

4 – 4xt , 1
2

£ xt £ 1 ,

4xt – 4  ,  1 £ xt £ 1,5 ,

8 – 4xt  , 1,5 £ xt £ 2 .

T· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f 2(xt)  (ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
f 2(xt) = xt)  Â›Ó·È

x*
1 = 4

5
  ,   x* = 4

3
  ,  x*

2 = 8
5

fiÔ˘  x* = 4
3
   Â›Ó·È Î·È ÛÙ·ıÂÚfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜  f(xt).

EÔÌ¤Óˆ˜, Ù· ÛËÌÂ›·

 x*
1 = f(x*

2) = 4
5
  ,  x*

2 = f(x*
1) = 8

5

·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔÓ  2-κ#κλ� ÙË˜ 2-περι�δικ�ς λ#σης

x2t = 8
5

  ,  x2t+1 = 4
5
  ,  t=1, 2, … .

AÓ¿ÏÔÁ·, Ù· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÛËÌÂ›· ÙË˜  f 3(xt) (ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜
f 3(xt) = xt), ÂÎÙfi˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙË˜  f 2(xt), Â›Ó·È

–x*
0 = 4

9
  ,  –x*

1 = 4
7
  ,  –x*

2 = 8
7

  ,   –x*
3 = 12

7
   .
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A’ ·˘Ù¿ Ù· ÛÙ·ıÂÚ¿ ÛËÌÂ›· ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó: Ë 3-περι�δικ� λ#ση

x3t = 4
7

  ,  x3t+1 = 8
7
  ,  x3t+2 = 12

7
  ,  t=0, 1, 2, …

Î·È Ë  3-περι�δικ� λ#ση

x3t = 4
9

  ,  x3t+1 = 8
9
  ,  x3t+2 = 16

9
  ,  t=0, 1, 2, … .

™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ, ·Ó¿ÏÔÁ·, ÁÈ· ÙËÓ ·Ó·˙‹ÙËÛË 4-περι�δικ�ν λ#σεων,
5-περι�δικ�ν λ#σεων, Î.Ï. ÙË˜ Â.‰. (1).

¶.¯. ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÈÌ‹  x0 = 1
11

 , ·fi ÙËÓ Â.‰. (1) ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿
·›ÚÓÔ˘ÌÂ

x1 = 2
11

 ,   x2 = 4
11

 ,  x3 = 8
11

  ,  x4 = 16
11

  ,  x5 = 12
11

  , x6 = 20
11

 ,  x7 = 4
11

 , …

ÔfiÙÂ Ë Â.‰. (1)  ¤¯ÂÈ ÙËÓ 5-περι�δικ� λ#ση, ÌÂ 5-κ#κλ� Ù· ÛËÌÂ›·

4
11

 , 8
11

 , 16
11

 , 12
11

 , 20
11

‰ËÏ·‰‹ ¤¯Ô˘ÌÂ

 x5t+2 = 4
11

  ,  x5t+3 = 8
11

  ,  x5t+4 = 16
11

  ,  x5t+5 = 12
11

 ,  x5t+6 = 20
11

t=0, 1, 2, … .

2. Γρα�ικ� παρ�σταση λ�σης: Iστ�γραµµα

™Â ÔÏÏÔ‡˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡˜ Â›Ó·È ÈÔ ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎfi Ó· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô ÏË-
ı˘ÛÌfi˜  N  Â›Ó·È ÌÈ· ‚ËÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË

N=Nt ,  t=0, 1, 2, …

fiÔ˘  Nt  Â›Ó·È Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t  Î·È  Nt+1  Â›Ó·È Ô ÏËı˘ÛÌfi˜ ÙÔ
¯ÚfiÓÔ  t+1.

T¤ÙÔÈ· ÌÔÓÙ¤Ï· Â.‰.

Nt+1 = f(Nt) (1)

ÂÚÈÁÚ¿ÊÔ˘Ó ÌÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚË ·ÎÚ›‚ÂÈ· Î·È ÚÂ·ÏÈÛÙÈÎfiÙËÙ· Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ÏËı˘-
ÛÌÔ‡˜ ÛÙË ‚ÈÔÏÔÁ›· στ�υς �π���υς δεν ���υµε επικ�λυψη των γενε�ν.
¶.¯. ·˘Ùfi Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÂ ÌÂÚÈÎÔ‡˜ ÏËı˘ÛÌÔ‡˜ ÂÓÙfiÌˆÓ fiÔ˘ Ë Ì›· ÁÂÓÈ¿ ÂÍ·-
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Ê·Ó›˙ÂÙ·È ÚÔÙÔ‡ ÂÎÎÔÏ·ÊıÂ› Ë ÂfiÌÂÓË ÁÂÓÈ¿.
™ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  ÂÈ‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÌÂÚÈÎÔ›, ÚÔÊ·ÓÂ›˜, ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ›

Nt>0,  f(Nt)>0 ,  f(0)=0

Î·È Ë  f  Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙÔ˘ ËÌÈ¿ÍÔÓ·  [0, +•).

Aκ�µη, η συν�ρτηση  f(N t)  ε�ναι α#$�υσα σε µια περι��� τ�υ µη-
δεν�ς και στη συν��εια, λ�γω �λλειψης τρ���ς (και �λλων παραγ�-
ντων), η  f(Nt) Æ 0 , �ταν  NtÆ+•.

∆ηλαδ�, η συν�ρτηση  f(Nt)  ��ει κ�π�ι� µ�γιστ� στ�  Nm  και ελατ-
τ�νεται για τα  Nt>Nm.

O Nt

Nt+1

Nm

f(Nt)
Nmax

Tυπικ� µ�ρ�� τ�υ µ�ντ�λ�υ  Nt+1 = f(Nt)  (1)

EÂÈ‰‹, ÁÂÓÈÎ¿, Ë  f(Nt)  Â›Ó·È ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ë ÁÓÒÛË ÙË˜ ÁÂÓÈ-
Î‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ Â.‰. (1) ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÊÈÎÙ‹. ŒÙÛÈ, ÚÔÛ·ıÔ‡ÌÂ Ó· ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ
ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜, ÁÈ· ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ·Ó¿Ù˘ÍË˜ ÙÔ˘ ÏËı˘ÛÌÔ‡, ·fi ·Ï¤˜ ÁÚ·-
ÊÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ Â.‰. (1) Ô˘ Ï¤ÁÔÓÙ·È ιστ�γρ�µµατα.

°È· ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ ÈÛÙÔÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ÌÈ·˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ Â.‰. (1) ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÔ‡ÌÂ ÙËÓ Â˘ıÂ›· ÁÚ·ÌÌ‹

Nt+1 = Nt   (‰È¯ÔÙfiÌÔ˜),

ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÔÈ ÙÔÌ¤˜ ÌÂ ÙËÓ Î·Ì‡ÏË

Nt+1  = f(Nt) (1)

Â›Ó·È �ι τιµ�ς ισ�ρρ�π�ας ÙË˜ Â.‰. (1).
¢ËÏ·‰‹, ÔÈ ÙÈÌ¤˜  N* Ô˘ Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ

Nt+1 = Nt = N* ,    f(N*) = N*

Î·È ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÂ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜

Nt=N* ,  t=0, 1, 2, … .




