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ÚfiÙÂÈÓÂ Ô Ì·ıËÙ‹˜ ÙÔ˘ KÚ›ÙˆÓ, ‹ÈÂ ÙÔ ÎÒÓÂÈÔ Î·È ·¤ı·ÓÂ.
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Aυτ1 τ� 2ι2λ�� α�ιερ/νεται
στα παιδι� μ�υ T�σ� και N�κ�,
και στη γυνα�κα μ�υ Δ�μητρα.
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¶PO§O°O™

Π�λλ� πρ�2λ�ματα, απ1 δι���ρ�υς �/ρ�υς της επιστ�μης, μπ�-
ρ��ν να εκ�ρασθ��ν με ε(ισ/σεις δια��ρ/ν π�υ περι���υν διακριτ�ς
μετα2λητ�ς.

Oι ε(ισ/σεις δια��ρ/ν περιγρ���υν �αιν1μενα π�υ η ε(�λι(� τ�υς
παρατηρε�ται σε διακριτ��ς �ρ1ν�υς. H αριθμητικ� αν�λυση πρ�σ-
εγγ�$ει συναρτ�σεις με συναρτ�σεις διακριτ/ν μετα2λητ/ν. H μεγ�-
λη αν�πτυ(η των H/Y, �ι �π���ι �ρησιμ�π�ι��ν μαθηματικ� μ�ντ�λα
με διακριτ�ς μετα2λητ�ς, επισημα�νει τη σπ�υδαι1τητα των ε(ισ/-
σεων δια��ρ/ν.

Oι ε(ισ/σεις δια��ρ/ν �ρησιμ�π�ι��νται για την περιγρα�� μ�-
ντ�λων στα ψη�ιακ� συστ�ματα, στις πιθαν1τητες, στ� πρ12λημα
των �υρ/ν, στη στατιστικ�, στις στ��αστικ�ς διαδικασ�ες, στη θεωρ�α
αριθμ/ν, στα ηλεκτρικ� κυκλ/ματα, στη ψυ��λ�γ�α, στην κ�ινωνι�-
λ�γ�α, στη γενετικ� της 2ι�λ�γ�ας, στην �ικ�ν�μ�α κ.λπ. τα �π��α μ�-
ντ�λα ευκ�λ1τερα μπ�ρε� κανε�ς να τα επε(εργαστε� στ�υς H/Y.

Oι ε(ισ/σεις δια��ρ/ν π�υ λ�ν�υν πρ�2λ�ματα, αν�λ�γα εκε�νων
π�υ λ�ν�νται με δια��ρικ�ς ε(ισ/σεις, ���υν τ� πλε�ν�κτημα 1τι η
παρ�υσ�αση τ�υς δεν πρ�ϋπ�θ�τει τη γν/ση δυσν1ητων μαθηματι-
κ/ν ενν�ι/ν.

Σ’ αυτ1 τ� 2ι2λ�� παρ�υσι�$�υμε τη 2ασικ� θεωρ�α, κυρ�ως των
γραμμικ/ν ε(ισ/σεων δια��ρ/ν και των γραμμικ/ν συστημ�των ε(ι-
σ/σεων δια��ρ/ν με διακριτ�ς μετα2λητ�ς, και δ�ν�υμε κ�π�ια �μ-
�αση στην ευστ�θεια των λ�σε/ν τ�υς.

Aκ1μη, παρ�υσι�$�νται τα διακριτ� συστ�ματα και �ι z-μετασ�η-
ματισμ�� π�υ �ρησιμ�π�ι��νται για τη μελ�τη τ�υς.

H αν�πτυ(η της θεωρ�ας γ�νεται με απλ1 και καταν�ητ1 τρ1π�.
Γι’ αυτ1 τ� σκ�π1 παραθ�τ�υμε αρκετ� λυμ�να πρ�2λ�ματα και

ασκ�σεις με τις απαντ�σεις τ�υς, καθ/ς και �ρισμ�νες ε�αρμ�γ�ς.

Θεσσαλ�ν	κη, 2000 £. KYBENTI¢H™
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k  ·Î¤Ú·ÈÔ˜

Â
k–1

n=0
 αn = 1+α+α2+…+αk–1 = α

k–1
α–1

  (°ÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô˜),

Â
k

n=1
 [α+(n–1)ω] = k

2
 [2α+(k–1)ω] (AÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÚfiÔ‰Ô˜),

Â
k

n=1
nαn = α+2α2+…+kαk = α 1–αk

(1–α)2 – kαk+1

1–α
(MÂÈÎÙ‹ ÚfiÔ‰Ô˜),

Â
k

n=0
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 
k
n  αk–n2n = (α+2)k  (n£k) (¢ÈÒÓ˘ÌÔ ÙÔ˘ Newton).



 

 

xii 

ΠΙΝΑΚΑΣ 

Ειδικές τιμές των τριγωνομετρικών συναρτήσεων 

 θ 
0∞  

180∞  

 30∞  

 150∞  

 45∞  

 135∞  

 60∞  

 120∞  

 90∞  

 270∞  

 ημθ 0  
1

2
  

2

2
  

3

2
 1±  

 συνθ 1±   
3

2
±   

2

2
±   

1

2
±  0 

 εφθ 0  
3

3
±   1±   3±  ±•  

 σφθ ±•   3±   1±   
3

3
±  0 

• Το άνω πρόσημο αντιστοιχεί στην πρώτη γραμμή των τιμών της γωνίας  θ  

και το κάτω πρόσημο στη δεύτερη γραμμή των τιμών της γωνίας  θ . 

 

• Η αντιστοιχία των μοιρών της γωνίας  θ  σε ακτίνια είναι: 

0∞  30∞  45∞  60∞  90∞  

�  �  �  �  �  

0 
π
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3
 

π

2
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180∞  150∞  135∞  120∞  270∞  

�  �  �  �  �  

π 
5π

6
 

3π

4
 

2π

3
 

3π

2
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E•I™ø™EI™  ¢IAºOPøN

EIΣAΓΩΓH

Oι ε�ισ�σεις δια
�ρ�ν ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó διακριτ�ς μετα�λητ�ς Î·È διακρι-
τ�ς συναρτ�σεις Î·È ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÂ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·, fiÔ˘ Ë ÌÂÙ·-
‚ÏËÙ‹ ·›ÚÓÂÈ ÌfiÓÔÓ ¤Ó· ‰È·ÎÚÈÙfi Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ, Î·È Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜ ÛÙÈ˜
·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Â›Ï˘ÛË˜ ÙˆÓ ‰È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ, ÛÙ· ÂÈÚ¿Ì·Ù·
ÌÂ ‰È·ÎÚÈÙfi ¯ÚfiÓÔ ·Ú·Ù‹ÚËÛË˜ Î·È ÙÔ˘˜ H/Y Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡Ó ‰È·ÎÚÈÙ¤˜
ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜.

K¿ıÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

F(k, yk, yk+1, …, yk+r) = 0  ,

fiÔ˘  F  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓË Û˘Ó¿ÚÙËÛË, r  Â›Ó·È Î¿ÔÈÔ˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È
k=0, 1, 2, …, Ï¤ÁÂÙ·È ε��σωση δια
�ρ�ν (ı· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ÂÍ‹˜ Â.‰.).

°ÂÓÈÎfiÙÂÚ·, ÙÔ  k  ·›ÚÓÂÈ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜  k=n0, n0+1, … , fiÔ˘  n0  Â›Ó·È ıÂÙÈ-
Îfi˜ ‹ ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜.

£· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ  n0≥0.
Λ�ση ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·   yk  Ô˘ ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ·  k=n0,

n0+1, …, n0≥0.
¶.¯. Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  yk=2k, k=0, 1, 2, …   Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+1–2yk = 0 .
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ

yk+1–2yk = 2k+1–2 Ø2k = 2k+1–2k+1 = 0 ,    k=0, 1, 2, … .

T��η ÙË˜ Â.‰. Ï¤ÁÂÙ·È Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ÌÈÎÚfi-
ÙÂÚÔ˘ ‰Â›ÎÙË ÙˆÓ  yk.

ŸÙ·Ó Ë Ù¿ÍË ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È  r  ÙfiÙÂ αρ�ικ�ς συνθ�κες ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È  r
‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜  yk  σε  r  διαδ��ικ�ς δια
�ρετικ�ς τιμ�ς τ�υ  k.

¶.¯. Ë Â.‰.  yk+2–3yk+1+2yk = 0   Â›Ó·È Ù¿ÍË˜  2  Î·È ÔÈ ÙÈÌ¤˜  y0=1, y1=2   ‹
y3=–1, y4=0,7  ‹  y12=0, y13=3  ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙË˜.

Συν�ριακ�ς συνθ�κες ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜  yk  ÛÂ μη δια-
δ��ικ�ς δια
�ρετικ�ς τιμ�ς τ�υ  k.
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¶.¯. Ë Â.‰. yk+2–3yk+1+2yk = 0      Î·È ÔÈ ÙÈÌ¤˜

y0=1,  y10=2   ‹   y1=–1 ,   y20=0

·ÔÙÂÏÔ‡Ó Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙË˜.

MÈ· Â.‰. Ï¤ÁÂÙ·È γραμμικ� ε.δ. ·Ó ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

αr(k)yk+r+αr–1(k)yk+r–1+…+α1(k)yk+1+α0(k)yk = f(k)  , (1)

fiÔ˘  r  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓÔ˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î·È  αr, αr–1, …, α1, α0  Î·È  f  Â›-
Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ˘  k, Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÁÈ·  k=n0, n0+1, …, n0≥0.

ŸÙ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË

αr(k)α0(k) π 0,  για   k=n0, n0+1, …, n0≥0,

Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. Â›Ó·È Ù¿ÍË˜  r* .

OÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Â.‰. Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ  k=0, 1, 2, …
1) yk+1–(1–k)yk = 1 , 2) yk+2+2yk+1+yk = k2 ,

3) kyk+3–4yk+2+yk = 0 , 4) yk+4+yk = k+1.

H ÚÒÙË Â.‰. ¤¯ÂÈ È‰È¿˙ÔÓ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ  k=1  Î·È Ë ÙÚ›ÙË Â.‰. ¤¯ÂÈ È‰È¿˙ÔÓ ÛË-
ÌÂ›Ô ÙÔ  k=0.

ŒÙÛÈ, Ë ÚÒÙË Â.‰. Â›Ó·È Ù¿ÍË˜  1, ÁÈ·  k=2, 3, 4, …   Î·È Ë ÙÚ›ÙË Â.‰. Â›Ó·È
Ù¿ÍË˜  3, ÁÈ·  k=1, 2, 3, … .

OÈ ¿ÏÏÂ˜ ‰‡Ô Â.‰. Â›Ó·È Ù¿ÍË˜  2  Î·È  4, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÁÈ·  k=0, 1, 2, … .
OÈ ÂfiÌÂÓÂ˜ Â.‰. ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜, ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È μη γραμμικ�ς ε.δ.

yk+2–y2
k = 0 ,       ykyk+3–yk+1 = 3k–2 ,

1
2+y2

k+1
 +yk+2 = 1 .

Ÿˆ˜ ÛÙÈ˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Ë Â.‰. (1) Ï¤ÁÂÙ·È μη �μ�γεν�ς ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ‹ Â.‰. Î·È fiÙ·Ó Ë  f  Â›Ó·È Ù·˘ÙÔÙÈÎ¿ ÌË‰¤Ó Ï¤ÁÂÙ·È �μ�γεν�ς ÁÚ·ÌÌÈÎ‹
Â.‰.

ŸÙ·Ó �λ�ι ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  αr, αr–1, …, α1, α0   Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜, ÙfiÙÂ Ë Â.‰.
(1) Ï¤ÁÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. με σταθερ��ς συντελεστ�ς, ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ Ï¤ÁÂ-
Ù·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. με μετα�λητ��ς συντελεστ�ς.

Σημει�σεις
1. MÈ· Â.‰. ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛÙÂ› Î·È ¿Óˆ ÛÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ

________
* °È· ÙËÓ Ù¿ÍË Â.‰. ‚Ï¤Â ÙËÓ ÂÚÁ·Û›· M. KWAPISZ, "Remarks on the Notion of Order

of Difference Equations", J. of Difference Eq. and Appl. 8, No 10 (2002), 849-856.
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k = –n0 ,  –(n0–1), …, –1, 0, 1, 2, …

fiÔ˘  n0  Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ·ÓÙ› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÈÌÒÓ  k=0, 1, 2, … fiÔ˘ ı·

ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ Â.‰.

¶.¯. Ë Â.‰.  yk+1 = g(yk, yk–1, …, yk–n 0) , k=0, 1, 2, …  fiÔ˘  n0  Â›Ó·È ‰Ô-

ÛÌ¤ÓÔ˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ (ıÂÙÈÎfi˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜).

2. H Â.‰.  yk+1 = yk+yk–1  (ÁÈ·  k–1 Æ k  ÁÚ¿ÊÂÙ·È  yk+2 = yk+1+yk)  Â›Ó·È

‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜, ÂÓÒ Ë Â.‰.

yk+2 = yk+yk–3

(ÁÈ·  k–3 Æ k  ÁÚ¿ÊÂÙ·È  yk+5 = yk+3+yk)  Â›Ó·È ¤ÌÙË˜ Ù¿ÍË˜.

OÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Â.‰. Â›Ó·È ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜

yk+4+3yk+3 = 2 ,   k=0, 1, 2, …

(ÁÚ¿ÊÂÙ·È uk = yk+3:  uk+1+3uk = 2 ,   k=3, 4, 5,  …

‹ ÁÈ· k+3 Æ k :  yk+1+3yk = 2,     k=3, 4, 5, … )

yk+2+kyk+1 = k2 ,   k=1, 2, …

(ÁÚ¿ÊÂÙ·È  uk = yk+1 : uk+1+kuk = k2,  k=1, 2, …

‹ ÁÈ·    k+1 Æ k :  yk+1+(k–1)yk = (k–1)2 ,   k=2, 3, … )

yk+5+yk+4 = k+5 ,   k=0, 1, 2, …

(ÁÚ¿ÊÂÙ·È uk = yk+4 : uk+1+uk = k+5 ,   k=0, 1, 2, …

‹ ÁÈ·  k+4 Æ k : yk+1+yk = k+1 ,    k=4, 5, 6, … )

3. ™ÙÈ˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Â›Ï˘ÛË˜ ‰È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ, fiˆ˜ Ë
Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÙÔ˘ Euler, ÚÔÛÂÁÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿ÁˆÁÔ

y¢(x) = lim
hÆ0

 y(x+h)–y(x)
h

 ,

ÛÙ· ÛËÌÂ›·
xk = x0+kh ,   k=0, 1, 2, …

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜

y0 = y(x0),  y1 = y(x1), …,  yk = y(xk) , …

Î·È ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ

y¢(xk) õ 
y(x0+(k+1)h)–y(x0+kh)

h
 = 

yk+1–yk

h
  ,  k=0, 1, 2, …  .
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EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ¤¯Ô˘ÌÂ ÙË ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË

y¢(x) = f(x, y(x))

Î·È ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÈÌ‹  y(x0) = y0, ÙfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Ù‡Ô ÙÔ˘ Euler

yk+1–yk

h
 = f(xk, yk)   ,   k=0, 1, 2, …

Ô˘ Â›Ó·È Â.‰. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜, ÌÂ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË  y0 = y(x0).
¶.¯. ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜

y¢ = y+x ,  y(0)=1

ÌÂ  h=0,1  ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Â.‰. (Â‰Ò Â›Ó·È  x0=0   Î·È   y0=1)

yk+1–yk = (0, 1) [yk+(0, 1)k]  ,  k=0, 1, 2, … .

4. H ·Ó·˙‹ÙËÛË Ï‡ÛË˜ ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜

y¢¢–2x2y¢+8y = 0 ,  y(0)=0 ,  y¢(0)=1

ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÛÂÈÚ¿˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ

y(x) = Â
•

k=0
 αkxk ,

(ÙÔ  x0=0  Â›Ó·È Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ‰.Â., ([7], KÂÊ. 2, ¨5, TfiÌÔ˜ ¶ÚÒÙÔ˜),
ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ  y(x), y¢(x), y¢¢(x)  ÛÙË ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË, ·Ó¿-
ÁÂÙ·È ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜ Â.‰. ÙÚ›ÙË˜ Ù¿ÍË˜

(k+2) (k+1)αk+2+8αk–2(k–1)αk–1 = 0 ,  k=2, 3, …

ÌÂ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜  α0=0, α1=1, α2=0.

5. H ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Î·È ‰È·ÎÚÈÙÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Â›Ó·È:

Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË y(x) ´ ‰È·ÎÚÈÙ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË yk (·ÎÔÏÔ˘ı›·)

Û‡ÓÔÏÔ ÔÚÈÛÌÔ‡ xŒ[0, +•) ´ Û‡ÓÔÏÔ ÔÚÈÛÌÔ‡  k=0, 1, 2, …

xŒó ´ kŒ� ·Î¤Ú·ÈÔÈ ·ÚÈıÌÔ›

·Ú¿ÁˆÁÔ˜ y¢(x) ´ yk+1  (ÁÈ· ÙËÓ ·ÎÚ›‚ÂÈ·  yk+1–yk)

y¢¢(x) ´ yk+2

(r Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜) y(r)(x) ´ yk+r, r Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.
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KEºA§AIO  1

°PAMMIKE™ E•I™ø™EI™ ¢IAºOPøN

1. Γραμμικ�ς ε
ισ�σεις δια��ρ�ν πρ�της
και δε�τερης τ�
ης

H ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÌÂÙ·‚ÏËÙÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜

yk+1–qkyk = rk   ,     qkπ0 ,    k=0, 1, 2, … (1)

fiÔ˘  qk, rk  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜, ¤¯ÂÈ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË

yk = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=0
 qi   y0 + Â

k–2

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=n+1
 qi   rn+rk–1 , k=0, 1, 2, …

‹

yk = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=n0

 qi  yn0 + Â
k–2

n=n0

   
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=n+1
 qi   rn+rk–1 ,   k=n0, n0+1, …

fiÔ˘ Ô fiÚÔ˜  y0  (‹  yn0)  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ (·Ú¯ÈÎ‹ ÙÈÌ‹).

ŸÙ·Ó Â›Ó·È  qk=qπ0   ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙfiÙÂ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜  (1)  Â›Ó·È

yk = qky0+  Â
k–2

n=0
 qk–n–1 rn+rk–1 ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  y0  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

°È· Ó’ ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ Â.‰. (1)

ÌÂ ÙÔÓ fiÚÔ  ’
k

i=0
 qi   Î·È ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

yk+1

’
k

 
i=0

 qi 

 – 
yk

’
k–1

 
i=0

 qi 

 = 
rk

’
k

 
i=0

 qi 

    .
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Afi ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË, ÁÈ·  k=1, 2, 3, …, ¤¯Ô˘ÌÂ

k=1 :
y2

q0q1
 – 

y1

q0
 = 

r1

q0q1
  ,

k=2 :
y3

q0q1q2
 – 

y2

q0q1
 = 

r2

q0q1q2
  ,

k=3 :
y4

q0q1q2q3
 – 

y3

q0q1q2
 = 

r3

q0q1q2q3
  ,

Î.Ù.Ï.

AıÚÔ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

yk+1

’
k

i=0
 qi

 – 
y1

q0
 =  Â

k

n=1
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
n

i=0
 qi  

–1

 rn .

AÏÏ¿, ÁÈ·  k=0,  ¤¯Ô˘ÌÂ

y1–q0y0 = r0     fi     
y1

q0
 = y0+ 

r0

q0
  ,

ÔfiÙÂ Ë ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÍ›ÛˆÛË Á›ÓÂÙ·È

yk+1

’
k

i=0
 qi

 = y0+ Â
k

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
n

i=0
 qi  

–1

 rn

fi yk+1

’
k

i=0
 qi

 = y0+  Â
k–1

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
n

i=0
 qi  

–1

 rn + 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k

i=0
 qi  

–1

 rk

fi yk+1 = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k

i=0
 qi  y0+  Â

k–1

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k

i=n+1
 qi   rn+rk  .

EÔÌ¤Óˆ˜, ı¤ÙÔÓÙ·˜  k–1  ·ÓÙ›  k, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜  (1)

yk = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=0
 qi  y0+ Â

k–2

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=n+1
 qi   rn+rk–1   ,

fiÔ˘  y0  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È  k=0, 1, 2, … .
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£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ, fiÙ·Ó  k2<k1, ÙfiÙÂ   Â
k2

j=k1

 f(j)=0   Î·È   ’
k2

j=k1

 f(j)=1 .

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ›

yk = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ’

k–1

i=0
qi  y0 +  Â

k–1

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ’

k–1

i=n+1
qi  rn   ,   k=0, 1, 2, …  .

∏ ¿ÏÏË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÈÌ‹  yn0 Î·È
k=n0, n0+1, n0+2, …

£EøPHMA (⁄·ÚÍË˜ Î·È ÌÔÓ·‰ÈÎfiÙËÙ·˜)

T� πρ��λημα της αρ�ικ�ς τιμ�ς

yk+1–qkyk = rk ,    y0=A

�π�υ  qk, rk  ε�ναι δ�σμ�νες ακ�λ�υθ�ες, με  qkπ0  για �λα τα  k=0, 1, 2,
…  και  A  ε�ναι δ�σμ�ν�ς αριθμ�ς, ��ει μ�ναδικ� λ�ση.

Aπ�δει�η
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ:

ÁÈ·  k=0   ¤¯Ô˘ÌÂ      y1 = q0y0+r0

Î·È Ô  y1  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ,

ÁÈ·  k=1  ¤¯Ô˘ÌÂ         y2 = q1y1+r1

Î·È Ô  y2  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ.
ŒÙÛÈ, fiÙ·Ó Ô  yn  ¤¯ÂÈ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ, ÙfiÙÂ ·fi ÙË

Û¯¤ÛË  yn+1 = qnyn+rn
Î·È Ô  yn+1   ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ.

EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜

yk+1–qkyk = rk ,   y0=A

ÁÈ·  k=0, 1, 2, …, ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË.

Παρατ�ρηση 1
H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+1–qkyk = rk   (μη �μ�γεν�ς) (1)

ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ Â.‰.

yk+1–qkyk = 0    (�μ�γεν�ς) (2)

Î·È ÌÈ·˜ ÌÂÚÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ Â.‰. (1).



8

AÚÎÂ› Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ‰‡Ô Ï‡ÛÂˆÓ y(1)
k , y(2)

k , k=0, 1, 2,
3, …  ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2).

ŸÙ·Ó Â›Ó·È  qk=q  ÛÙ·ıÂÚ‹, ÙfiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÌÂÚÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ (1)
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤ˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ Ô˘
ÂÚÈÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ·Ú·Î¿Ùˆ ÛÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ Â.‰. ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ .

Σημε�ωση 1
H Â.‰.

kyk+1–yk = 0

·) ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  k=0, 1, 2, …  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÁÈ·  y0π0  Î·È ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜
ÁÈ·  y0=0,

‚) ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  k=1, 2, …  ¤¯ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË.

Παρ�δειγμα 1
N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÁÂÓÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Â.‰.

·) yk+1–yk = k , ‚) yk+1– 2k+3
2k+1

 yk = 0 ,

Á) yk+1+3yk = –1 , y0=1 , ‰) yk+1– yk = συν2k.

·) E‰Ò Â›Ó·È  q=1,  ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

yk = 1ky0+ Â
k–2

n=0
 1k–n–1 n+k–1 = y0+  Â

k–1

n=0
 n

fi yk = c+ 1
2
 k(k–1),   k=0, 1, 2, … .

fiÔ˘  c = y0   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

‚) E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ  qk = 2k+3
2k+1

 ,  rk=0,  ÔfiÙÂ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË Â›Ó·È

yk = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ’

k–1

i=0
 2i+3
2i+1

   y0 = (2k+1)c ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c=y0  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

Á) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÔÌÔÁÂÓ‹ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰.

yk+1+3yk = 0 (2)

ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË Â›Ó·È

y0
k = (–3)kc ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
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AÓ·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÌÈ· ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+1+3yk = –1 (1)

ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹  yk=A, A  ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤· ÛÙ·ıÂÚ‹ (ÂÂÈ‰‹ ÙÔ  1  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú›˙·
ÙË˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  λ+3 = 0).

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÛÙËÓ Â.‰. (1)  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

A+3A ∫ –1    fi    A = – 1
4
  ,

ÔfiÙÂ ÌÈ· ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È

y μ
k = – 1

4
  ,  k=0, 1, 2, … .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È

yk = y0
k+y μ

k = (–3)kc– 1
4
  ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
Afi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

y0=1   fi   y0 = c– 1
4
 = 1   fi   c = 5

4

ÔfiÙÂ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË Â›Ó·È

yk = 5
4
 (–3)k– 1

4
 = 1

4
 [5(–3)k–1] ,   k=0, 1, 2, …  .

MÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË Î·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

yk = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ’

k–1

i=0
 (–3)  y0+  Â

k–2

n=0
  

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ’

k–1

i=n+1
 (–3)   (–1)+(–1)

fi yk = (–3)ky0+ Â
k–1

n=0
  (–3)k–n–1(–1)

fi yk = (–3)ky0+(–1) (–3)k–1
(–3)–1

  ,    k=0, 1, 2, …

°È·  y0=1  (·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË) ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙË Ï‡ÛË

yk = (–3)k+ (–3)k–1
1–(–3)

 = 1
4
 [5(–3)k–1] ,  k=0, 1, 2, …

XÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ ‰Â›ÎÙË  k=0  ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÂÂÈ‰‹ ÁÈ’ ·˘ÙfiÓ Ô ‰Â‡-
ÙÂÚÔ˜ fiÚÔ˜ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È Î·È ‰›ÓÂÈ ÙËÓ Ù·˘ÙfiÙËÙ·  y0=y0.
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‰) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÔÌÔÁÂÓ‹ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰.

yk+1–yk = 0

ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË Â›Ó·È

y0
k = 1kc = c,   k = 0, 1, 2,…, c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.

AÓ·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÌÈ· ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+1–yk = συν2k (1)

ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹  y μ
k = Aσυν2k+Bημ2k,  A, B  ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤Â˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ (2) λ–1 = 0   (3)  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÌÈÁ·‰ÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜,
ÔfiÙÂ Ô ·ÚÈıÌfi˜  1Øei2 = συν2+iημ2  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú›˙· ÙË˜ (3).

Œ¯Ô˘ÌÂ  yμ
k+1  = Aσυν(2k+1) + Bημ2(k+1),  ·ÏÏ¿ Â›Ó·È

συν 2(k+1) = συν(2k+2) = συν2k συν2–ημ2k ημ2,

ημ2(k+1) = ημ(2k+2) = ημ2k συν2+συν2k ημ2,

ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

yμ
k+1 = (Aσυν2+Bημ2)συν2k+(Bσυν2–Aημ2)ημ2k.

AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÛÙËÓ Â.‰. (1) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

[A(συν2–1)+Bημ2]συν2k+[B(συν2–1)–Aημ2]ημ2k ∫ συν2k,

·’ fiÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

  A(συν2–1)+Bημ2 = 1,

–Aημ2+B(συν2–1) = 0,

ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÙË Ï‡ÛË

A = – 1
2
 ,    B = – 1

2
 ημ2
1–συν2

 = – 1
2

 σ
1.

ÕÚ·, ÌÈ· ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È Ë

 yμ
k = – 1

2
 συν2k – 1

2
 σ
1#ημ2k = – ημ(2k+1)

2ημ1
 ,  k = 0, 1, 2,…

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â. ‰. (1) ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

yk =  y0
k+ yμ

k = c – ημ(2k+1)
2ημ1

 ,    k = 0, 1, 2, …
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fiÔ˘  c Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹. ■

H ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜  yk+1–qyk = 0,  fiÔ˘  q  ÛÙ·ıÂÚ‹, ¤¯ÂÈ ÙË

ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË
yk = cqk ,  k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ  (kÆ•  ÛËÌ·›ÓÂÈ  kÆ+•):

fiÙ·Ó Â›Ó·È |q|<1 ÙfiÙÂ lim
kÆ•

yk = lim
kÆ•

cqk = 0  ,

fiÙ·Ó Â›Ó·È q>1 ÙfiÙÂ lim
kÆ•

yk = lim
kÆ•

cqk = +• ,  ·Ó  c>0  ‹  –•,  ·Ó c<0.

fiÙ·Ó Â›Ó·È q=1 ÙfiÙÂ lim
kÆ•

yk = lim
kÆ•

c1k = c ,

fiÙ·Ó Â›Ó·È q=–1 ÙfiÙÂ

lim
kÆ•

yk = lim
kÆ•

c(–1)k   Ù·Ï·ÓÙÂ‡ÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡  c   Î·È  –c ,

fiÙ·Ó Â›Ó·È  q<–1  ÙfiÙÂ

lim
kÆ•

yk = lim
kÆ•

cqk   Ù·Ï·ÓÙÂ‡ÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡   +•   Î·È  –•. ■

Γραμμικ�ς ε
ισ�σεις δια��ρ�ν δε�τερης τ�
ης

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜

α2(k)yk+2+α1(k)yk+1+α0(k)yk = f(k) , (1Ô)

fiÔ˘  α2, α1, α0   Î·È  f  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ˘  k, Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È
ÁÈ·  k=0, 1, 2, … .

EÂÈ‰‹ Ë Â.‰. (1Ô)  ˘ÔÙ›ıÂÙ·È ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ Â›Ó·È

α2(k)π0 ,   α0(k)π0 ,  ÁÈ· fiÏ· Ù·  k=0, 1, 2, …

¢È·ÈÚÒÓÙ·˜ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙË˜ Â.‰. (1Ô) ÌÂ  α2(k)  Î·È ı¤ÙÔÓÙ·˜

α1(k)
α2(k)

 = pk ,   
α0(k)
α2(k)

 = qk ,    f(k)
α2(k)

 = rk

Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ ÛÙË ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ γραμμικ�ς ε.δ. δε�τερης τ��ης

yk+2+pkyk+1+qkyk = rk , (1)

fiÔ˘  pk, qk  Î·È  rk  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Î·È  qkπ0   ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜
k=0, 1, 2, ….
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Λ�ση ÙË˜ Â.‰. (1) Â›Ó·È ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  yk  Ô˘ ÙËÓ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· fiÏÔ˘˜
ÙÔ˘˜  k=0, 1, 2, ….

¶.¯. Ë Â.‰.  yk+2–3yk+1+2yk = 0   ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜  yk = 1k = 1  Î·È  yk=2k ,
k=0, 1, 2, … .

£EøPHMA 1:  (⁄·ÚÍË˜ Î·È ÌÔÓ·‰ÈÎfiÙËÙ·˜)
T� πρ��λημα της αρ�ικ�ς τιμ�ς

yk+2+pkyk+1+qkyk = rk , (1)

y0=A ,  y1=B (1α)

�π�υ  pk, qk  και  rk  ε�ναι δ�σμ�νες ακ�λ�υθ�ες αριθμ�ν, με  qkπ0  για
�λ�υς τ�υς  k=0, 1, 2, …  και  A, B  ε�ναι δ�σμ�νες σταθερ�ς, ��ει μ�-
ναδικ� λ�ση.

Aπ�δει�η
°È·  k=0  Ë Â.‰. (1) Á›ÓÂÙ·È

y2+p0y1+q0y0 = r0 ,

Î·È, ÏfiÁˆ ÙˆÓ ·Ú¯ÈÎÒÓ Û˘ÓıËÎÒÓ  (1·),  ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

y2 = r0–p0B–q0A .

ÕÚ·, ÙÔ  y2  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ.
°È·  k=1  Ë Â.‰. (1) Á›ÓÂÙ·È

y3 = r1–p1y2–q1y1 = r1–p1y2–q1B

Î·È ÙÔ  y3  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ.
YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÔÈ fiÚÔÈ  y0, y1, y2, …, yν+1   ÙË˜ Ï‡ÛË˜  yk  Â›Ó·È Î·Ù¿ ÌÔ-

Ó·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌ¤ÓÔÈ, ÙfiÙÂ ·fi ÙËÓ Â.‰. (1), ÁÈ·  k=ν, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

yν+2 = –pνyν+1–qνyν .

ÕÚ·, ÙÔ  yν+2  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ.
EÔÌ¤Óˆ˜, fiÏÔÈ ÔÈ fiÚÔÈ ÙË˜ Ï‡ÛË˜  yk  ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÙÈÌ‹˜

(1), (1·), ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ, ‰ËÏ·‰‹ Ë Ï‡ÛË  yk  Â›Ó·È
ÌÔÓ·‰ÈÎ‹, ÁÈ·  k=0, 1, 2, … .

Παρατ�ρηση 2

H ˘fiıÂÛË  α2(k)π0,  ÁÈ·  k=0, 1, 2, …  Â›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ÁÈ· ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1.

¶.¯. Ë Â.‰.  kyk+2–yk = 0, ÁÈ·  k=0, 1, 2, …

·) ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ y0=1, y1=0   ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË,

‚) ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ y0=0, y1=0   ¤¯ÂÈ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜,

Á) ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ y1=0, y2=1  ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË, ÁÈ·  k=1, 2, …
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OPI™MOI: Oι ακ�λ�υθ�ες  y(1)
k ,  y(2)

k , k=0, 1, 2, …  λ�με �τι ε�ναι ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ¿ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜, �ταν υπ�ρ��υν σταθερ�ς  c1, c2, ��ι και �ι δ�� μη-
δ�ν, τ�τ�ιες �στε

c1y(1)
k +c2y(2)

k  = 0 ,   k=0, 1, 2, … .

Δια
�ρετικ�, �ι ακ�λ�υθ�ες  y(1)
k , y(2)

k , k=0, 1, 2, …  λ�με �τι ε�ναι

ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
H �ρ�%�υσα

 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
y(1)

k       y(2)
k

y(1)
k+1 y(2)

k+1
   ,   k=0, 1, 2, …

λ�γεται ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati και σημει�νεται

Ck = C(y(1)
k , y(2)

k ) =  
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
y(1)

k       y(2)
k

y(1)
k+1 y(2)

k+1
    ,  k=0, 1, 2, … .

¶POTA™H 1: Aν  y(1)
k , y(2)

k ,  k=0, 1, 2, …   ε�ναι δ�� λ�σεις της �μ�γε-

ν��ς γραμμικ�ς ε.δ. δε�τερης τ��ης

yk+2+pkyk+1+qkyk = 0 , (2)

�π�υ  qkπ0, για  k=0, 1, 2, …, τ�τε η �ρ�%�υσα τ�υ Casorati

Ck = C(y(1)
k , y(2)

k )

� μηδεν�%εται � δεν μηδεν�%εται για �λ�υς τ�υς  k=0, 1, 2, … .

Aπ�δει�η
Œ¯Ô˘ÌÂ

Ck+1 = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
y(1)

k+1     y(2)
k+1

y(1)
k+2 y(2)

k+2 
 = y(1)

k+1 y(2)
k+2– y(2)

k+1y(1)
k+2  =

=  y(1)
k+1 (–pky(2)

k+1 –qky(2)
k )–y(2)

k+1 (–pky(1)
k+1– qky(1)

k ) =

=  qk(y(1)
k y(2)

k+1–y(2)
k y(1)

k+1) = qkCk .

¢ËÏ·‰‹, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜

Ck+1 = qkCk

·’ fiÔ˘, ÁÈ·  k=0, 1, 2, …, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

C1 = q0C0,   C2 = q1C1 = q0q1C0 ,   C3 = q2C2 = q0q1q2C0
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Î·È Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â›Ó·È

Ck = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 ’
k–1

i=0
 qi  C0 ,

fiÔ˘  ’
k–1

i=0
 qi = q0q1q2 … qk–1.

Afi ÙËÓ ˘fiıÂÛË ¤¯Ô˘ÌÂ  qiπ0, " i=0, 1, 2, …, ÔfiÙÂ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘
Casorati  Ck:

fiÙ·Ó Â›Ó·È C0=0, ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È Ck=0,  " k=0, 1, 2, …

fiÙ·Ó Â›Ó·È C0π0, ‰ÂÓ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È  Ckπ0,   " k=0, 1, 2, … ■

H ˘fiıÂÛË  qkπ0, ÁÈ·  k=0, 1, 2, …  Â›Ó·È ·Ó·ÁÎ·›· ÁÈ· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ¶Úfi-

Ù·ÛË  1.
¶.¯. Ë Â.‰.  yk+2–kyk = 0, ÁÈ·  k=0, 1, 2, …,  ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜

y(1)
k  : 1, 1, 0, 1, 0, 3, 0, 15, …

y(2)
k  :  0, 2, 0, 2, 0, 6, 0, 30 , … .

H ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati ·˘ÙÒÓ Â›Ó·È

Ck = C(y(1)
k , y(2)

k ) = 
 Ó
Ì
Ï

 
2 ,  ·Ó  k=0

0 ,  ·Ó  kπ0

ÔfiÙÂ ÔÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜  y(1)
k  , y(2)

k     Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜, ÁÈ·  k=0, 1, 2,
…, ÂÓÒ Â›Ó·È

y(2)
k  = 2y(1)

k   ,  ÁÈ·  k=1, 2, 3, …

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜, ÁÈ·  k=1, 2, 3, … .

¶POTA™H 2: &ταν ε�ναι  C(y(1)
k , y(2)

k ) π 0, για �λ�υς τ�υς  k=0, 1, 2, …
�ι λ�σεις  y(1)

k , y(2)
k ,  k=0, 1, 2, …  της   (2)  ε�ναι γραμμικ� ανε��ρτητες,

εν� �ταν ε�ναι  C(y(1)
k , y(2)

k ) = 0, για �λ�υς τ�υς   k=0, 1, 2, …, �ι λ�σεις

ε�ναι γραμμικ� ε�αρτημ�νες.

Aπ�δει�η
ŒÛÙˆ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ  C(y(1)

k , y(2)
k ) π 0, ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜  k=0, 1, 2, …  Î·È fiÙÈ

˘¿Ú¯ÂÈ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ‰‡Ô Ï‡ÛÂˆÓ

c1y(1)
k +c2y(2)

k  = 0 ,   k=0, 1, 2, … .
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AÏÏ¿ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

c1y(1)
k +c2y(2)

k  = 0 ,

c1y(1)
k+1+c2y(2)

k+1 = 0 ,

ÂÂÈ‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ  C(y(1)
k , y(2)

k ) π 0, ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔÓ ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË, ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜
k=0, 1, 2, … , ¿Ú· ÔÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜  y(1)

k , y(2)
k , k=0, 1, 2, …  ÙË˜  (2) Â›Ó·È ÁÚ·Ì-

ÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
ŸÙ·Ó fiÌˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  C(y(1)

k , y(2)
k ) = 0, ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜   k=0, 1, 2, …  ÙÔ ·-

Ú·¿Óˆ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ˆ˜ ÚÔ˜  c1, c2.
¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÚÒÙË ÂÍ›ÛˆÛË ÌÂ  qk  Î·È ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÌÂ  pk, Î·È

ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

qk(c1y(1)
k +c2y(2)

k )+pk(c1y(1)
k+1+c2y(2)

k+1) = 0

fi c1(pky(1)
k+1+qky(1)

k )+c2(pky(2)
k+1+qky(2)

k ) = 0 .

EÂÈ‰‹ ÔÈ  y(1)
k , y(2)

k   Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ Â.‰. (2) ¤¯Ô˘ÌÂ

y(1)
k+2 = –(pky(1)

k+1+qky(1)
k )  ,

y(2)
k+2 = –(pky(2)

k+1+qky(2)
k )   ,

Î·È Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË Á›ÓÂÙ·È

c1y(1)
k+2+c2y(2)

k+2  = 0 .

ÕÚ·, ¤¯Ô˘ÌÂ

c1y(1)
k +c2y(2)

k  = 0 ,   ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜  k=0, 1, 2, …

ÔfiÙÂ ÔÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜  y(1)
k , y(2)

k   Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ˜ ÁÈ·  k = 0, 1, 2,
3, …. .

£EøPHMA 2: 'στω  y(1)
k ,  y(2)

k , k=0, 1, 2, … δ�� γραμμικ� ανε��ρτητες

λ�σεις της �μ�γεν��ς γραμμικ�ς ε.δ.

yk+2+pkyk+1+qkyk = 0 , (2)

�π�υ  qkπ0, για  k=0, 1, 2, …   και �στω  y μ
k   μια μερικ� λ�ση της μ η

�μ�γεν��ς γραμμικ�ς ε.δ.

yk+2+pkyk+1+qkyk = rk . (1)

T�τε η γενικ� λ�ση της ε.δ. (1) δ�νεται απ� τ�ν τ�π�
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yk = c1y(1)
k +c2y(2)

k +y μ
k   ,

�π�υ  c1, c2  ε�ναι αυθα�ρετες σταθερ�ς.

Aπ�δει�η

ŒÛÙˆ  yk  Ù˘¯·›· Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) Î·È  y μ
k  Ì›· ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜

Â.‰. (1), ÙfiÙÂ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜

yk–y μ
k

Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2).
AÚÎÂ› Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2) ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù‡Ô

y0
k = c1y(1)

k +c2y(2)
k   ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c1, c2  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.
¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ô Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜  c1y(1)

k +c2y(2)
k   Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜  (2).

AÓ  y0
k  Â›Ó·È Ù˘¯·›· Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2) Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

y0
k0

 = c1y(1)
k0

+c2y(2)
k0

  ,

y0
k0+1  = c1y(1)

k0+1 +c2y(2)
k0+1   ,    ÁÈ· Î¿ÔÈÔ  k0 ≥ 0 .

EÂÈ‰‹ Â›Ó·È  C(y(1)
k , y(2)

k ) π 0,  ÁÈ·  k=0, 1, 2, …  (¶ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ 1 Î·È 2)
·˘Ùfi ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ˆ˜ ÚÔ˜  c1, c2.

°È’ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ  c1, c2  ÔÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ Â.‰. (2)

c1y(1)
k +c2y(2)

k       Î·È   y0
k

ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÁÈ·  k0  Î·È  k0+1.
ÕÚ·, ÔÈ ‰‡Ô ·˘Ù¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ Â.‰. (2) Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È (£ÂÒÚËÌ· 1).
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ  k1 < k0  Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ

y0
k1

 π c1y(1)
k1

+c2y(2)
k1

  ,

ÁÈ· ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙˆÓ  c1, c2,  ÙfiÙÂ Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ¿ÏÈ ÙÔ
ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

y0
k1

 = c1y(1)
k1

+c2y(2)
k1

  ,

y0
k1+1 = c1y(1)

k1+1 +c2y(2)
k1+1  ,

ÙÔ ÔÔ›Ô, ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  Ck1
π0,  ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË  c0

1, c
0
2.

AÏÏ¿ ÙfiÙÂ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙÔ˘  (2),

y0
k ,    c0

1y
(1)
k +c0

2y
(2)
k   ,
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Ù·˘Ù›˙ÔÓÙ·È ÁÈ·  k ≥ k1  (£ÂÒÚËÌ· 1).
EÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ·  k0 > k1  ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

y0
k0

 = c0
1y

(1)
k0

+c0
2y

(2)
k0

  = c1y(1)
k0

+c2y(2)
k0

   ,

y0
k0+1  = c0

1y
(1)
k0+1 +c0

2y
(2)
k0+1   = c1y(1)

k0+1 + c2y(2)
k0+1    ,

·’ fiÔ˘, ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  Ck0
π0,  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  c0

1=c1,  c0
2=c2 . ■

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ, ·Ó  y μ1
k   Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+2+pkyk+1+qkyk = r (1)
k (1.1)

Î·È ·Ó  y μ2
k   Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+2+pkyk+1+qkyk = r (2)
k  , (1.2)

ÙfiÙÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ¿ ÙÔ˘˜

y μ1
k +y μ2

k

Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

yk+2+pkyk+1+qkyk = r (1)
k +r(2)

k  .

AÎfiÌË, ÔÈ ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  c1, c2  ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ıÂˆ-
ÚËıÔ‡Ó ˆ˜ περι�δικ�ς συναρτ�σεις  c1(k), c2(k) περι�δ�υ 1, ‰ËÏ·‰‹

c1(k+1) = c1(k) ,  c2(k+1) = c2(k),  " k=0, 1, 2, …  .

£EøPHMA 3: Θεωρ��με την �μ�γεν� γραμμικ� ε.δ. δε�τερης τ��ης

α2yk+2+α1yk+1+α0yk = 0 , (2)

�π�υ  α0, α1, α2   ε�ναι πραγματικ�� αριθμ�� και  α2α0 π 0.
&ταν  λ1  και  λ2  ε�ναι ρ�%ες ÙË˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

α2λ2+α1λ+α0 = 0 , (3)

τ�τε η γενικ� λ�ση της ε.δ. (2) δ�νεται απ� τ�ν τ�π� (τα  c1, c2 ε�ναι
αυθα�ρετες σταθερ�ς):

1) P�%ες πραγματικ�ς και δια
�ρετικ�ς  λ1πλ2:

yk = c1λk
1+c2λk

2  ,

2) P�%ες πραγματικ�ς και �σες  λ1=λ2=λ:

yk = c1λk+c2kλk ,
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3) Συ%υγε�ς μιγαδικ�ς ρ�%ες  λ1, λ2 = α±i�:

yk = c1rkσυνkθ+c2rkημkθ ,

�π�υ � μιγαδικ�ς αριθμ�ς  α+i�  σε π�λικ�ς συντεταγμ�νες γρ�-

εται

α+i� = r(συνθ+iημθ) = reiθ ,   (�π0)

με  r = ÷̀````α2+�2  και  συνθ = α
r

 , ημθ = �
r
  ,  –π<θ£π

(θ = τ��ε
 �
α

  ,  –π<θ£π).

Aπ�δει�η

H ÔÌÔÁÂÓ‹˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰. ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜
(Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜) (2), ÁÈ· Ó· ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

yk = λk  (λπ0) ,  k=0, 1, 2, …

Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

α2λk+2+α1λk+1+α0λk = 0

fi λk(α2λ2+α1λ+α0) = 0    (α2α0π0) .

ÕÚ·, fiÙ·Ó ÙÔ  λ  Â›Ó·È Ú›˙· ÙË˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

α2λ2+α1λ+α0 = 0 (3)

ÙfiÙÂ Ë  yk=λk   Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2).

1) ŸÙ·Ó Â›Ó·È  λ1πλ2  ‰‡Ô Ú›˙Â˜ ÙË˜  (3)  ÙfiÙÂ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ Â.‰. (2)

y(1)
k  = λk

1  ,    y(2)
k  =  λk

2 ,   k=0, 1, 2, …

Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati

C(λk
1,  λk

2) = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 

λk
1         λk

2

λk+1
1 λk+1

2
   =  λk

1 λk
2(λ2–λ1) π 0 ,   " k=0, 1, 2, …

ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  λ1λ2 π 0   (·ÊÔ‡  α0π 0)  Î·È   λ1πλ2.

2) ŸÙ·Ó Â›Ó·È  λ1=λ2=λ   ‰ÈÏ‹ Ú›˙· ÙË˜  (3)  ÙfiÙÂ Ë Â.‰. (2)  ¤¯ÂÈ, ÂÎÙfi˜
·fi ÙË Ï‡ÛË  yk=λk,   Î·È ÙË Ï‡ÛË

yk = kλk ,  k=0, 1, 2, …

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ
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α2(k+2)λk+2+α1(k+1)λk+1+α0kλk = 0

fi λk[α2(k+2)λ2+α1(k+1)λ+α0k] = 0

fi λk[k(α2λ2+α1λ+α0)+λ(2α2λ+α1)] = 0 ,

Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ ÂÂÈ‰‹ ÙÔ  λ  Â›Ó·È ‰ÈÏ‹ Ú›˙· ÙË˜  (3) (ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ
α2λ2+α1λ+α0  = 0   Î·È  2α2λ+α1 = 0).

OÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜  y(1)
k  = λk,  y(2)

k  = kλk,  k=0, 1, 2, …   ÙË˜ Â.‰. (2)  Â›Ó·È ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati

C(λk, kλk) = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
λk       kλk

λk+1 (k+1)λk+1   = λ2k+1 π 0,   " k=0, 1, 2, …

ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  λπ0.

3) H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÙË˜ ·Ú·¿Óˆ ÂÚ›ÙˆÛË˜ 1).
™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ˆ˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È

λ1 = α+i� = reiθ ,   λ2 = α–i� = re–iθ  (�π0)

fiÔ˘  r = ÷̀````α2+�2 ,  θ = τ��ε
 �
α

 ,  –π<θ≤π,  ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ (Ù‡Ô˜ ÙÔ˘ Euler)

(α±i�)k = rke±ikθ = rk(συνkθ±iημkθ) .

EÔÌ¤Óˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2)

yk = c1(α+i�)k+c2(α–i�)k =

= c1(reiθ)k+c2(re–iθ)k = c1rkeikθ+c2rke–ikθ =

= c1rk(συνkθ+iημkθ)+c2rk(συνkθ– iημkθ) =

= (c1+c2)rkσυνkθ+i(c1–c2)rkημkθ =

= c0 
1 rkσυνkθ+c0 

2 rkημkθ ,

fiÔ˘  c0 
1  = c1+c2, c0 

2 = i(c1–c2)  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÔÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Â.‰. (2)

y(1)
k  = rkσυνkθ ,   y(2)

k   = rkημkθ ,    k=0, 1, 2, …

Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati



20

C0 = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
1       0

rσυνθ rημθ   = rημθ = �π0 ,

ÔfiÙÂ Â›Ó·È  Ck = q0q1 … qk–1C0 π 0 ,    " k=1, 2, 3, …
EÂÈ‰‹ fiÌˆ˜ Û˘Ó‹ıˆ˜ ˙ËÙ¿ÌÂ Ï‡ÛÂÈ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÈÌÒÓ ÛÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË

ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ˆ˜ ÔÈ ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  c0
1, c0

2  Â›Ó·È Ú·Á-
Ì·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

AÎfiÌË, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  c1, c2  Â›Ó·È
Û˘˙˘ÁÂ›˜ ÌÈÁ·‰ÈÎ¤˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

c1 = α1(συν�1+iημ�1),   c2 = α1(συν�1–iημ�1)

fiÔ˘  α1, �1   ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ,

ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

yk = c1λk
1+c2λk

2 = α1(συν�1+iημ�1)rk(συνkθ+iημkθ)+

+α1(συν�1– iημ�1)rk(συνkθ–iημkθ)

fi yk = 2α1rk(συνkθ συν�1–ημkθ ημ�1) = 2α1rkσυν(kθ+�1) ,

fiÔ˘  α1, �1  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

ÕÚ·, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (2), Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË 3), ÁÚ¿ÊÂÙ·È
·ÎfiÌË Î·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

yk = 2α1rkσυν(kθ+�1) ,

fiÔ˘  α1, �1   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

YÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ  r = ÷̀````α2+�2  Î·È  θ = τ��ε
 �
α

  , –π<θ≤π  Â›Ó·È ÙÔ

Ì¤ÙÚÔ Î·È ÙÔ fiÚÈÛÌ· ÙÔ˘ ÌÈÁ·‰ÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡ α+i�.

Σημε�ωση 2

TÔ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi Î·È ÙÔ Ê·ÓÙ·ÛÙÈÎfi Ì¤ÚÔ˜ ÌÈ·˜ ÌÈÁ·‰ÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ Â.‰. (2)
Â›Ó·È Â›ÛË˜ Ï‡ÛÂÈ˜ πραγματικ�ν τιμ�ν ÙË˜ Â.‰. (2), ÂÂÈ‰‹ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜
α0, α1, α2  Â›Ó·È Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

ŸÙ·Ó  λ1, λ2 = α±i�   Â›Ó·È ÌÈÁ·‰ÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ ÙË˜ (3) ÙfiÙÂ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜

Â.‰. (2) ‰›ÓÂÙ·È Î·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

yk = c1(α+i�)k+c2(α–i�)k  ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c1, c2   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.
[E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ·fi ÙÔ ¢È·ÊÔÚÈÎfi §ÔÁÈÛÌfi fiÙÈ Ë ÛÂÈÚ¿ Taylor ÙË˜ Û˘Ó¿Ú-

ÙËÛË˜  ex  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0=0  Â›Ó·È
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ex = Â
•

n=0
 x

n

n!
 ,   xŒó .

AÓ ı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÔ˘  x  ÙÔ  ix  (i=÷̀̀–1),  Î·È ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ˆ˜ ÔÚÈ-
ÛÌfi ÙÔ˘  eix,  ı· ‚ÚÔ‡ÌÂ

eix = Â
•

n=0
 (ix)n

n!
 = Â

•

n=0
 (–1)nx2n

(2n)!
 + i Â

•

n=0
 (–1)n x2n+1

(2n+1)!
 = συνx+iημx ,

·ÊÔ‡  i2=–1,  i3=–i,  i 4=1,  i5=i,…  Î·È ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÛÂÈÚ¤˜ ÙÔ˘ Taylor

συνx = Â
•

n=0
 (–1)nx2n

(2n)!
 ,    ημx = Â

•

n=0
 (–1)n x2n+1

(2n+1)!
 ,   xŒó .

OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ  eix = συνx+iημx,  xŒó,  i=÷̀̀–1.]

  

O

r

α

θ

�

Πραγματικ�ς ���νας (Re)

Φανταστικ�ς ���νας (Im) Im

(1+i)3

(1+i)4

(1+i)5

(1+i)6
(1+i)7

(1+i)2

1+i

O Re

T� δι�νυσμα  (1+i)k  περιστρ�
εται  

(r = ÷̀ 2 > 1)

 

yk

c1

k1
O

2 3 4 5

6 7 8 9 10

Tαλαντ�σεις της  yk  = rk(c1συνkθ+c2ημkθ),  r >1,  k=0, 1, 2, … .
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¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ÌÈÁ·‰ÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜  λ1, λ2 = α±i�  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÂ Ù·Ï·-

ÓÙÂ˘fiÌÂÓÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜.

A˘Ù¤˜ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ Ù·Ï·ÓÙÂ‡ÔÓÙ·È ÌÂ ·˘Í·ÓfiÌÂÓÔ Ï¿ÙÔ˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È

r = ÷̀```α2+�2 > 1,  ÌÂ ÂÏ·ÙÙÔ‡ÌÂÓÔ Ï¿ÙÔ˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È  r = ÷̀````α2+�2 < 1   Î·È ÌÂ

ÛÙ·ıÂÚfi Ï¿ÙÔ˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È  r = ÷̀```α2+�2  = 1 .

H È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ ÏfiÁÔ  �
α

 .

ŸÙ·Ó Â›Ó·È  θ=λπ,  λ  ÚËÙfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, Î·È  r=1, ÙfiÙÂ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÂÚÈÔ-
‰ÈÎ¤˜, ‰ËÏ·‰‹ Â·Ó¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ Î¿ıÂ ÂÚ›Ô‰Ô (˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ

fiÙÈ  θ = τ��ε
 �
α

 ,  –π<θ≤π). ■

Π�ι�τικ� συμπερι��ρ� της λ�σης  yk = cλk

  

yk

k
O

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

c

1)  λ > 1

yk

k
O

c

2)  0 < λ < 1

yk

k
O

1

2 4 2 4

3 5 1 3 5

c

3)  –1 < λ < 0 4)  λ < –1

yk

k
O
c

Σημε�ωση 3. H Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ Â.‰. (2) ÂËÚÂ¿˙ÂÙ·È
·fi την κυρ�αρ�η Ú›˙·  λi  ÙË˜  (3), ‰ËÏ·‰‹ ÙË Ú›˙·  λi  ÌÂ ÙË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË
·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹.
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¶.¯. ·Ó Â›Ó·È  |λ1| > |λ2|  ÙfiÙÂ Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ Â›Ó·È ·-
ÚfiÌÔÈ· ÙË˜ Ï‡ÛË˜ (ÌÂÙ¿ ·fi Î¿ÔÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  k≥k0)

yk = cλk
1  .

AÎfiÌË, ÛÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ ÙË˜  (3)

λ=1,  λ=0,  λ=–1

¤¯Ô˘ÌÂ: ÙË ÛÙ·ıÂÚ‹ Ï‡ÛË yk=c,
ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË  yk=0,
ÙË Ù·Ï·ÓÙÂ˘fiÌÂÓË Ï‡ÛË ÌÂÙ·Í‡  c  Î·È  –c,

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

Παρ�δειγμα 2
N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ ÁÂÓÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Â.‰.

·) 3yk+2–5yk+1–2yk = 0 , ‚) yk+2–2yk+1+2yk = 0 ,

Á) yk+2–6yk+1+9yk = 0 ,  y0=0, y1=1.

·) H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È

3λ2–5λ–2  = 0

Î·È ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ Ú›˙Â˜   λ1=2, λ2 = – 1
3
 .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Â.‰. ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜   y(1)
k =2k,  y(2)

k = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

3
 

k
 ,  ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë

ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati Â›Ó·È

C �2k, 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

3
 

k

� = 

 Ô
Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô
Ô

 

2k      
 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

3
 

k

2k+1

 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

3
 

k+1   =  – 7
3
 2k 

 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

3
 

k
 π 0 ,   "  k=0, 1, 2, …

ÕÚ·, ·˘Ù¤˜ ÔÈ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜.
H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

yk = c12k+c2 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ– 1

3
 

k
 ,   k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c1, c2  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

‚) H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È

λ2–2λ+2 = 0
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Î·È ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÌÈÁ·‰ÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜  λ1 = 1+i,  λ2 = 1–i.
ÕÚ·, Â‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ  α=1, �=1  Î·È

r = ÷̀````α2+�2  = ÷̀```12+12  = ÷̀2 ,

θ = τ�� ε
 �
α

 = τ��ε
1 = π
4

 = 45Æ .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

yk = (÷̀2)k (c1συν kπ
4

 +c2ημ kπ
4

 ) ,  k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c1, c2  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

Á) H ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Â.‰. Â›Ó·È

λ2–6λ+9 = 0

Î·È ¤¯ÂÈ ÙË ‰ÈÏ‹ Ú›˙·  λ=3.
EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Â.‰. ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ‰‡Ô Ï‡ÛÂÈ˜

y (1)
k  = 3k,   y(2)

k  = k3k ,    k=0, 1, 2, …

ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ Casorati Â›Ó·È

Ck = C(3k, k3k) =   
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
3k       k3k

3k+1 (k+1)3k+1    ,   k=0, 1, 2, … .

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

C0 = 
 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ô

 
1     0
3 3    = 3π0  ,

ÔfiÙÂ ·fi ÙË Û¯¤ÛË

Ck = 9kC0 ,    k=0, 1, 2, …

ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  Ckπ0 ,   " k=0, 1, 2, … .

ÕÚ·, ÔÈ ‰‡Ô ·˘Ù¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Î·È Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË
ÙË˜ Â.‰. ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

yk = c13k+c2k3k ,    k=0, 1, 2, …

fiÔ˘  c1, c2   Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

Afi ÙÈ˜ ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

 ̨Ô
˝
Ô̧y0=0   fi   y0=c1=0

y1=1   fi   y1=3c1+3c2 = 1
   fi      

c1=0   ,   

c2 = 1
3
  .
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EÔÌ¤Óˆ˜, ı¤ÙÔÓÙ·˜ ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜  c1=0, c2 = 1
3
   ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

ÙË ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙˆÓ ·Ú¯ÈÎÒÓ ÙÈÌÒÓ

yk = 1
3
 k3k ,    k=0, 1, 2, … ■

H Â‡ÚÂÛË ÌÈ·˜ ÌÂÚÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜  y μ
k  ÙË˜ ÌË ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ Â.‰. (1) Á›-

ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ‰‡Ô ÌÂıfi‰Ô˘˜: ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙˆÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤ˆÓ Û˘ÓÙÂ-
ÏÂÛÙÒÓ Î·È ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ.

I. M�θ�δ�ς των πρ�σδι�ριστ�ων συντελεστ�ν

°È· Ó· ÂÊ·ÚÌÔÛÙÂ› Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÙˆÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤ˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÛÙË ÌË
ÔÌÔÁÂÓ‹ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Â.‰.

α2yk+2+α1yk+1+α0yk = rk (1)

Ú¤ÂÈ:  Π1) ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜  α2, α1, α0,  ÌÂ  α2α0 π 0, Ó· Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜,   
Π2)  Ë  rk   Ó· ¤¯ÂÈ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹.

H  rk  Ó· ¤¯ÂÈ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÛËÌ·›ÓÂÈ Ó· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜

·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ÌÂ ÁÂÓÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜ ÙˆÓ ÂÔÌ¤ÓˆÓ Ù‡ˆÓ:
1) kα , Ô  α  ·Î¤Ú·ÈÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜, α ≥ 0,

2) �k , fiÔ˘  �π0  ÛÙ·ıÂÚ‹,

3) συνkγ, fiÔ˘  γπ0   ÛÙ·ıÂÚ‹,

4) ημkδ, fiÔ˘  δπ0  ÛÙ·ıÂÚ‹,

5) ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ fiÚˆÓ ÙˆÓ Ù‡ˆÓ  1-4  (ÏËÓ ÙÔ˘ 3) Â› 4))
Î·È ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙÔ˘˜.

OÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  kα, �k, συνkγ, ημkδ  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  xα,
e�x, συνγx, ημδx, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Î·È Ë ·Ó·˙‹ÙËÛË ÙˆÓ ÌÔÚÊÒÓ ÙˆÓ ÌÂÚÈÎÒÓ
Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ Â.‰. (1)  Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÚfiÔ ·Ó¿ÏÔÁÔ Ì’ ·˘ÙfiÓ Ô˘ Á›ÓÂÙ·È ÛÙÈ˜ ‰È·-
ÊÔÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜.

EÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÌÈ· ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰.

 α2yk+2+α1yk+1+α0yk = rk , (1)

fiÔ˘  α2, α1, α0, ÌÂ  α2α0 π 0, Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜, ˆ˜ ÂÍ‹˜:

i) ŸÙ·Ó Â›Ó·È
rk = P(k)�k  ,

fiÔ˘  P(k)  ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‚·ıÌÔ‡  m, ÙfiÙÂ ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1)
ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹
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y μ
k = kνQ(k)�k   ,

fiÔ˘  Q(k)  Â›Ó·È ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤Ô ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ‚·ıÌÔ‡  m  Î·È  ν  Â›Ó·È Ë ÔÏ-
Ï·ÏfiÙËÙ· ÙË˜ Ú›˙·˜  �  ÙË˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

α2λ2+α1λ+α0 = 0 (3)

‹  ν=0,  ·Ó Ô  �  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú›˙· ÙË˜ (3).

ii) ŸÙ·Ó Â›Ó·È

rk = �k (P1(k)συνkγ+P2(k)ημkγ) ,

fiÔ˘  P1(k), P2(k)  Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ‚·ıÌÒÓ  m1, m2, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ

·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1) ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

y μ
k = kν�k (Q1(k) συνkγ+Q2(k)ημkγ) ,

fiÔ˘  Q1(k), Q2(k)  Â›Ó·È ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙ¤· ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·

‚·ıÌÔ‡ max{m1, m2}   Î·È  ν   Â›Ó·È Ë ÔÏÏ·ÏfiÙËÙ· ÙË˜ Ú›˙·˜

�eiγ = �(συνγ+iημγ)

ÙË˜  (3)  ‹  ν=0, ·Ó Ô ·ÚÈıÌfi˜  �eiγ  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú›˙· ÙË˜  (3).

iii) ŸÙ·Ó Â›Ó·È

rk = r (1)
k + r(2)

k + … +r(m)
k   ,

fiÔ˘  r(i)
k   Â›Ó·È ÙË˜  i) ‹  ii) ÌÔÚÊ‹˜, ÙfiÙÂ ¯ˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Â.‰. (1) ÛÙÈ˜ Â.‰.

i=1, 2, …, m

α2yk+2+α1yk+1 +α0yk = r (i)
k (1.i)

Î·È ˘ÔÏÔÁ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÌÂÚÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ÙˆÓ

y μi
k   ,  i=1, 2, …, m .

TÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÌÂÚÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙˆÓ Â.‰. (1.i)

y μ
k = y μ1

k + y μ2
k + … +y μm

k

Â›Ó·È ÌÈ· ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ Â.‰. (1).

Πρ�σ���! ŸÙ·Ó Â›Ó·È  �=1  ‰ÂÓ Ê·›ÓÂÙ·È ¿ÌÂÛ· ·˘Ù‹ Ë ÙÈÌ‹, ·ÏÏ¿ Ú¤-
ÂÈ Ó· ÙË Ï·Ì‚¿ÓÔ˘ÌÂ ˘fi„Ë Ì·˜.




