


ii

K¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ ·ÓÙ›Ù˘Ô ˘ÔÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙÔ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·

£øMA™ A. KYBENTI¢H™

°ÂÓÓ‹ıËÎÂ ÙÔ 1947 ÛÙÔ N¤Ô ¶ÂÙÚ›ÙÛÈ ÙÔ˘ N. ™ÂÚÚÒÓ.
TÔ 1965 ·ÔÊÔ›ÙËÛÂ ·fi ÙÔ ÂÍ·Ù¿ÍÈÔ °˘ÌÓ¿ÛÈÔ ™È‰ËÚÔÎ¿ÛÙÚÔ˘ ÙÔ˘ N. ™ÂÚÚÒÓ
Î·È ÂÁÁÚ¿ÊËÎÂ ÛÙÔ TÌ‹Ì· M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜.
¶‹ÚÂ ÙÔ Ù˘¯›Ô ÙˆÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÔ 1969.
AÓ·ÁÔÚÂ‡ÙËÎÂ ‰È‰¿ÎÙÔÚ·˜ ÛÙÔ TÌ‹Ì· M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜
ÙÔ 1979 Î·È ·fi ÙÔ 1972 Ì¤¯ÚÈ Û‹ÌÂÚ· ÂÚÁ¿˙ÂÙ·È Û’ ·˘Ùfi.

ISBN 960-431-275-8

¢Â‡ÙÂÚË ŒÎ‰ÔÛË 1994

Copyright ” 1990, 1994 £øMA™ A. KYBENTI¢H™

(Aπαγ�ρε�εται η �λικ� � μερικ� ανατ�πωση, με �π�ι�δ�π�τε μ�σ�, �ωρ�ς την
�γγρα�η �δεια τ�υ συγγρα��α.)



iii

«H επιστημ�νικ� γν�ση πλησι��ει �τσι την καλλιτε�νικ�
δημι�υργ�α. Kαι στη μ�α και στην �λλη περ�πτωση ���υμε να
κ�ν�υμε με μιαν �λη π�υ την πλ�θει � ν�υς και μ’ �να ν�υ
π�υ τ�ν πλ�θει η �λη για να μπ�ρ�σει να εκ�ραστε�. T�π�τε
δεν ε�ναι δ�σμ�ν� απ� πριν μ�σα στη γν�ση μα ��τε και μ�σα
στ�ν �δι� τ�ν κ�σμ�. K�σμ�ς και γν�ση ε�ναι δ�� κιν��μενα
σ��ματα π�υ αλλ���υν αδι�κ�πα σε στεν� αλληλ�ε��ρτηση.
Aδι�κ�πα καιν��ργιες σ��σεις γεννι��νται μετα�� τ�υς κι �ι
καιν��ργιες αυτ�ς σ��σεις δ�ν�υν τ�ν τ�π� τ�υς στη γν�ση
και στην επιστ�μη της κ�θε επ���ς.

Aυτ� ε�ναι η διαλε�τικ� σ��ση.
H επιστ�μη ε�ναι λ�ιπ�ν �πως κι η τ��νη κ�τι αν�ι�τ� π�υ

πλ�θεται αδι�κ�πα με στεν� συνεργασ�α τ�υ ν�υ και τ�υ
κ�σμ�υ. Tα πρ�ματα �δηγ��ν τ� ν�υ σε καιν��ργι�υς δρ�-
μ�υς για να �ρει καν��ργια γνωστικ� μ�σα, καιν��ργια μα-
θηματικ� σ��ματα, π�υ να μπ�ρ��ν να εκ�ρ�σ�υν καλ�τε-
ρα τ�ν κ�σμ�. Mα τα σ��ματα αυτ� δ�ν�υν με τη σειρ� τ�υς
στ�ν κ�σμ� καιν��ργια υ�� κι αλλ���υν τη μ�ρ�� τ�υ.

H διαλε�τικ� αυτ� π�ρε�α π�υ δεν κλε�νει τ�π�τε, παρ�
α��νει �λα αν�ι�τ� στ� δρ�μ� της, �ανερ�νεται καθαρ� στ�
πνε�μα της σ�γ�ρ�νης επιστ�μης. Kαμι� �νν�ια απ� τις πι�
�ασικ�ς π�υ μετα�ειρ��εται η επιστ�μη, �πως η �λη, �κταση,
��ρ�ς κ.λπ. δεν πρ���λλει σαν καθ�ρισμ�νη απ� πριν παρ�
μπ�ρε� να δε�τε� δι���ρες και αντ�θετες λ�σεις.

H θεωρ�α της σ�ετικ�τητας, των κ��ντα στη �υσικ�, �ι
ευκλε�δειες και μη ευκλε�δειες γεωμετρ�ες στα μαθηματικ�, �
ντετερμινισμ�ς και � ιντετερμινισμ�ς δε��ν�υν π�σ� αν�ι�τ�
πρ�πει να μ�ν�υν τα ν��ματα της �ιλ�σ���ας και της επι-
στ�μης. H πραγματικ�τητα πρ���λλει σαν π�λ�πλευρη κι
αντι�ατικ� και η επιστ�μη μ�ι��ει πελ�ρια �αντασ�α π�υ
δημι�υργε� �ναν κ�σμ� πιθαν�, π�υ �μως τρ��ει �λ��να κι
αλλ��ει".

Afi ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ X. ΘEOΔΩPIΔH: "Eισαγωγ� στη Φιλ�σ���α",
EÎ‰fiÛÂÈ˜ "E™TIA™", Aı‹Ó·, 1955
(°ÓˆÛÈÔıÂˆÚ›·: II. TÔ Úfi‚ÏËÌ· ÁÈ· ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ·).
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Aυτ� τ� �ι�λ�� α�ιερ�νεται στα παιδι� μ�υ

      T � σ �   και  N � κ �  K Y B E N T I Δ H
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¶ PO §O ° O ™

T� �ι�λ�� αυτ� ε�ναι μια εισαγωγ� στ� Λ�γισμ� Mετα��λ�ν και
στα πρ��λ�ματα τ�υ B�λτιστ�υ Eλ�γ��υ, και ��ει στ��� να παρ�υ-
σι�σει απλ� και καταν�ητ�, αλλ� και με μαθηματικ� αυστηρ�τητα,
τα �ασικ� απ�τελ�σματ� τ�υς.

H εισαγωγ� των ενν�ι�ν γ�νεται �ωρ�ς � αναγν�στης να επι�α-
ρυνθε� με π�λλ�ς θεωρητικ�ς διαδικασ�ες, για να ε�ναι �τσι καταν�-
ητ� και απ� μη μαθηματικ��ς.

Σε κ�θε κε��λαι� περι���νται �ι �ρισμ��, �ι πρ�τ�σεις, τα θεωρ�-
ματα, �ι παρατηρ�σεις και τα παραδε�γματα, τα �π��α δε��ν�υν τ�ν
τρ�π� ε�αρμ�γ�ς της θεωρ�ας στα πρ��λ�ματα.

Στ� τ�λ�ς, στα λυμ�να πρ��λ�ματα, δ�ν�νται �ρισμ�νες ε�αρμ�γ�ς
π�υ δε��ν�υν τη δ�ναμη των μαθηματικ�ν για την ερμηνε�α δια��-
ρων πρ��λημ�των και τ�ν���υν τη μεγ�λη σημασ�α τ�υ Λ�γισμ��
Mετα��λ�ν και τ�υ B�λτιστ�υ Eλ�γ��υ, ��ι μ�ν� για τα Mαθημα-
τικ�, αλλ� και τις �λλες Eπιστ�μες.

Oι πρ�τειν�μενες ασκ�σεις συν�δε��νται με τις απαντ�σεις τ�υς.
Στ� παρ�ρτημα παραθ�τ�υμε �λες εκε�νες τις ειδικ�ς �νν�ιες π�υ

�ρησιμ�π�ι��με για την αν�πτυ�η της θεωρ�ας.
Aκ�μη, τ� �ι�λ�� αυτ� ��ει σκ�π� να δ�σει ερεθ�σματα για την πα-

ραπ�ρα μελ�τη της σ�ετικ�ς �ι�λι�γρα��ας.
Oι πρ�απαιτ��μενες γν�σεις, για την καταν�ηση τ�υ �ι�λ��υ, ε�ναι

� Δια��ρικ�ς και Oλ�κληρωτικ�ς Λ�γισμ�ς, καθ�ς και �ι Στ�ι�ει�-
δεις Δια��ρικ�ς E�ισ�σεις.

Θεσσαλ�ν�κη, 1993 Θ. KYBENTIΔHΣ
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XPH™IMOI  TY¶OI

OÈ υπερ��λικ�ς συναρτ�σεις ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

sinhx = e
x– e–x

2
   (˘ÂÚ‚ÔÏÈÎfi ËÌ›ÙÔÓÔ) , tanhx = sinhx

coshx
  (˘ÂÚ‚ÔÏÈÎ‹ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË)

coshx = e
x+e–x

2
 (˘ÂÚ‚ÔÏÈÎfi Û˘ÓËÌ›ÙÔÓÔ), cothx = coshx

sinhx
  (˘ÂÚ‚ÔÏ. Û˘ÓÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË)

Bασικ�� τ�π�ι των υπερ��λικ�ν συναρτ�σεων:

cosh2x–sinh2x = 1, sinhx+coshx = ex,  sinhx– coshx = – e–x

sinh2x = 2sinhx coshx, sinh(–x) = –sinhx, cosh(–x) = coshx

cosh2x = sinh2x+cosh2x, tanh(–x) = –tanhx, coth(–x) = – cothx

sinh2x = 1
2
 (cosh 2x–1)  ,

cosh2x = 1
2
 (cosh 2x+1) , Ú sinh ·x dx = 1

·
 cosh·x ,  Úcosh ·x dx = 1

·
 sinh·x

1–tanh2x = (cosh2x)–1, (sinh ·x)¢ = ·Øcosh ·x, (cosh ·x)¢ = ·Øsinh ·x

coth2x–1 = (sinh2x)–1, (·  ÛÙ·ıÂÚ‹).

T�π�ι τ�υ de Moivre

(sinhx+coshx)k = sinhkx+coshkx , (coshx–sinhx)k = coshkx–sinhkx,

(Û˘Óx+iËÌx)k = Û˘Ókx+iËÌkx , (Û˘Óx–iËÌx)k = Û˘Ókx–iËÌkx,  i=÷̀̀–̀1 .
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Bασικ�� τ�π�ι των τριγων�μετρικ�ν συναρτ�σεων:

ËÌ2x+Û˘Ó2x = 1 , ËÌ(–x) = –ËÌx , Û˘Ó(–x) = Û˘Óx

ËÌ2x = 2ËÌx Û˘Óx , ÂÊ(–x) = –ÂÊx , ÛÊ(–x) = – ÛÊx

1+ÂÊ2x = (Û˘Ó2x)–1 , ÚËÌ· x dx = – 1
·

 Û˘Ó·x ,  ÚÛ˘Ó· x dx = 1
·

 ËÌ·x

1+ÛÊ2x = (ËÌ2x)–1 , (ËÌ·x)¢ = ·ØÛ˘Ó·x , (Û˘Ó·x)¢ = – ·ËÌ·x

ËÌ2x = 1
2
 (1– Û˘Ó2x) , (·  ÛÙ·ıÂÚ‹)

Û˘Ó2x = 1
2
 (1+Û˘Ó2x) , Û˘Ó2x = Û˘Ó2x–ËÌ2x .

T�π�ι τ�υ Euler

eix = Û˘Óx+iËÌx , e–ix = Û˘Óx–iËÌx  ,  i=÷̀̀ –̀1 .

Σ��σεις μετα�� των τριγων�μετρικ�ν και των υπερ��λικ�ν συναρ-
τ�σεων:

ËÌix = isinhx ,    Û˘Óix = coshx,    ÂÊix = itanhx,    ÛÊix = –icothx,  i=÷̀̀–̀1 .
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EIΣAΓΩΓH

™Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙË ıÂˆÚ›· ÙˆÓ ¿ÎÚˆÓ ÙÈÌÒÓ (Ì¤ÁÈ-
ÛÙ· Î·È ÂÏ¿¯ÈÛÙ·) ÙÔ˘ ¢È·ÊÔÚÈÎÔ‡ §ÔÁÈÛÌÔ‡ ·Ó·ÁfiÌ·ÛÙÂ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË Ú·Á-
Ì·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÈ·˜ ‹ ÂÚÈÛÛÔÙ¤ÚˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Î·È
·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÂ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ·˘ÙÒÓ ÁÈ·
ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë ÌÂÏÂÙÔ‡ÌÂÓË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ Ì¤ÁÈÛÙË ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹.

™Ù· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙÔ˘ §ÔÁÈÛÌÔ‡ MÂÙ·‚ÔÏÒÓ Ë Ï‡ÛË ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË
·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Ì›· ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ¿ÁÓˆÛÙÂ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈ-
Î¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜, ‰ËÏ·‰‹ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÔÚÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È Û‡ÓÔÏÔ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈ-
ÌÒÓ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. ŒÙÛÈ, αντ� ν’ ανα�ητ�	με
�ναν αριθμ�, ανα�ητ�	με μια συν�ρτηση π�υ να δ�νει στη δ�σμ�νη
παρ�σταση τη μ�γιστη � ελ��ιστη δυνατ� τιμ�.

OÈ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Ï¤ÁÔÓÙ·È "Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î¿" Î·È Â›Ó·È ÌÈ· ÁÂÓ›ÎÂ˘ÛË
ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

OÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ §ÔÁÈÛÌÔ‡ MÂÙ·‚ÔÏÒÓ Î·Ï‡ÙÔ˘Ó fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÎÏ¿‰Ô˘˜
ÙË˜ EÈÛÙ‹ÌË˜. ™ÙÈ˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜ ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ë ‚ÂÏÙÈÛÙÔÔ›ËÛË ÙˆÓ
Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ, .¯. ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔ›ËÛË ÙË˜ Ì¿˙·˜ ÁÈ· ‰ÔÛÌ¤Ó· fiÚÈ· ·ÓÙÔ¯‹˜ ‹ Ô
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ Ó· ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ ÙÚÈ‚¤˜ Î·È
ÔÈ Ù¿ÛÂÈ˜. ™ÙËÓ ÔÈÎÔÓÔÌ›· ÂÈ‰ÈÒÎÂÙ·È Ë ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÎfiÛÙÔ˘˜. T¤ÏÔ˜,
ÛÙË Ê˘ÛÈÎ‹ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë ‰È·Ù‡ˆÛË ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Û·Ó ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ
¿ÎÚˆÓ ÙÈÌÒÓ ÂÓfi˜ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı’ ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ ÌÂÚÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.

ΠPOBΛHMA 1: Eλ��ιστη επι��νεια περιστρ���ς.

OÈ ÎÂÚÎ›‰Â˜ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ÛÙ·‰›Ô˘ Ó· ÛÙÂÁ·ÛÙÔ‡Ó ÌÂ ÛÙ¤ÁË ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ˘ ÂÌ‚·‰Ô‡
ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ Î·È Ë ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÙË˜ ÂÚÈÊ¤ÚÂÈ· ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ‰Ô-
ÛÌ¤Ó· ‡„Ë.

ŒÛÙˆ fiÙÈ  y(x)  Â›Ó·È Ë ‰È·ÙÔÌ‹ ÙË˜ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜.
TÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜, ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÈ˜ ·ÎÙ›ÓÂ˜  x  Î·È  x+Δx,

Â›Ó·È ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ¿ (ÁÈ·  Δx  ÔÏ‡ ÌÈÎÚfi):

Δs õ ÷̀`````````(Δx)2+(Δy)2  = ÷̀``1+ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆΔy

Δx

2
 Ø Δx
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O

y

xα �–α–�

y�

yα

y(x)

ÂÓÒ Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÂ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ‰‡Ô ·ÎÙ›ÓÂ˜ ¤¯ÂÈ ÂÌ‚·-
‰fi (ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ¿):

ΔE õ 2πx�Δs = 2πx÷̀``1+ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆΔy

Δx

2
 Ø Δx .

TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜
y(x), ÂÚ› ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y, Â›Ó·È

E(y) = 2π Úα

�
 x÷̀````1+(y¢(x))2 dx .

H ÂÏ·¯ÈÛÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡ E(y) ˙ËÙÂ›Ù·È ÁÈ· yŒC1([α, �], R),

˘fi ÙÔ˘˜ Û˘ÓÔÚÈ·ÎÔ‡˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌÔ‡˜

y(α) = yα ,      y(�) = y� ,

fiÔ˘  yα, y�  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤Ó·.

ΠPOBΛHMA 2

™ÙÔÓ Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ ¯ÒÚÔ ÙˆÓ ÙÚÈˆÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ‰›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô ÛËÌÂ›·
A(x0, y0, z0)  και  B(x1, y1, z1)  (ÛÂ ÙÚÈÛÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ). MÂ-
Ù·Í‡ ÙˆÓ ÙfiÍˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÎÚ· Ù· ÛËÌÂ›·  A, B  ÔÈÔ Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ
ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ì‹ÎÔ˜;

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰‡Ô Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  y, z  ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÛÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi
‰È¿ÛÙËÌ·  I = [x0, x1],  Î·È Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ

y(x0) = y0 ,  y(x1) = y1,   z(x0) = z0,    z(x1) = z1 .

AÓ ı¤ÛÔ˘ÌÂ
S = {(x, y, z): xŒI,  y = y(x) ,  z = z(x)} ,

Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÙÔ ÙfiÍÔ ·˘Ùfi  S  ¤¯ÂÈ ¿ÎÚ· Ù· ÛËÌÂ›·  A, B  Î·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜
ÙÔ˘  l  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË
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l = Úx0

x1
  ÷̀`````````1+(y¢(x))2+(z¢(x))2  dx .

H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ·Ó¿ÁÂÈ ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË ‰‡Ô Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  �1(x), �2(x)  ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÛÙÔ  I  Î·È Ù¤ÙÔÈˆÓ ÒÛÙÂ Ë ÙÈ-

Ì‹ ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜

 Úx0

x1
 ÷̀``````````1+(�¢1(x))2+(�¢2(x))2 dx

Ó· Â›Ó·È Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  l.

ΠPOBΛHMA 3: Πρ��λημα τ�υ �ρα�υστ��ρ�ν�υ.

¢›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô ÛËÌÂ›·  A, B  ÛÙÔÓ Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ ¯ÒÚÔ ÙˆÓ ÙÚÈˆÓ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ.
N· ‚ÚÂıÂ› ÙfiÍÔ Î·Ì‡ÏË˜ ÌÂ ¿ÎÚ· Ù·  A, B  Î·È Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ ‚·Ú‡ ˘ÏÈÎfi ÛË-
ÌÂ›Ô Ô˘ ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙÔ  A, ¯ˆÚ›˜ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ¯ˆÚ›˜
ÙÚÈ‚‹ ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜, ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔ ¿Óˆ ÛÙÔ ÙfiÍÔ Ó· ÊÙ¿ÛÂÈ
ÛÙÔ  B  ÛÙÔÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi ¯ÚfiÓÔ.

TÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘Ùfi Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ˆ˜ "Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ˘ ‚Ú·¯˘ÛÙÔ¯ÚfiÓÔ˘" Î·È
Ï‡ıËÎÂ ·fi ÙÔÓ Johann BERNOULI ÙÔ 1696.

AÚ¯ÈÎ¿ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ τ� �ητ�	μεν� τ�"� πρ�πει να �ρ�σκεται
στ� κατακ�ρυ�� επ�πεδ� π�υ περν�ει απ� τα σημε�α  A, B.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ, ¿Óˆ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ Â›Â‰Ô, ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÍfiÓˆÓ Î·È
¤ÛÙˆ  A(x0, 0), B(x1, y1).

y

x
O

B(x1, y1)

M(x, y)

A(x0, 0) x1

υ y=y(x)

£¤ÙÔ˘ÌÂ  I = [x0, x1],  S = {(x, y): xŒI, y = y(x)}, fiÔ˘  y  Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÛÙÔ  I = [x0, x1]   Î·È Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

y(x0) = 0 ,   y(x1) = y1 .

E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÙÔ ÙfiÍÔ  S  ¤¯ÂÈ ¿ÎÚ· Ù· ‰ÔÛÌ¤Ó· ÛËÌÂ›·  A, B  Î·È ·Ó  t
Â›Ó·È Ô ¯ÚfiÓÔ˜ Ô˘ ··ÈÙÂ›Ù·È, ÁÈ· ÙË ÌÂÙ¿‚·ÛË ÙÔ˘ ‚·Ú¤Ô˜ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘
·fi ÙÔ  A  ÛÙÔ  B, ÙfiÙÂ
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t =  Úx0

x1
  ds

υ
  ,

fiÔ˘  υ  Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  M(x, y)  ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘  S.
AÏÏ¿, ·ÊÔ‡ ÙÔ ‚·Ú‡ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ¿Óˆ ÛÙÔ  S  ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË

ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜ Î·È ¯ˆÚ›˜ ÙÚÈ‚‹, ÌÂ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÛÙÔ  A  ÌË‰¤Ó, ı· Â›Ó·È

(‰È·Ù‹ÚËÛË ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜  1
2
 mυ2 = mgy)

υ = ÷̀``2gy  ,

fiÔ˘  y=y(x)  Î·È  g  Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜.
EÔÌ¤Óˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

t[y] = 1

÷̀̀2g
  Úx0

x1
  ÷̀`````1+(y¢(x))2

÷̀``y(x)
  dx,

fiÔ˘  g  Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜.
H Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ ·Ó¿ÁÂÈ ÙË Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÌÈ·˜

Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  �(x)  ÎÏ¿ÛË˜  C1   ÛÙÔ  I  Î·È Ù¤ÙÔÈ·˜ ÒÛÙÂ Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒ-
Ì·ÙÔ˜

1

÷̀̀2g
 Úx0

x1
  ÷̀`````1+(�¢(x))2

÷̀```�(x)
 dx

Ó· Â›Ó·È Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ‰˘Ó·Ù‹.

ΠPOBΛHMA 4: T� πρ��λημα της ναυσιπλ�#ας.

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÔÈ fi¯ıÂ˜ ÔÙ·ÌÔ‡ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ Î·È ÛÂ ·fiÛÙ·ÛË  �
ÌÔÓ¿‰ˆÓ.

xO

ε

uυ

�

y

TË Ì›· fi¯ıË ÙË ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ˆ˜ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y. H Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÚÂ‡Ì·ÙÔ˜ ÛÂ
Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  (x, y)  Â›Ó·È  υ=υ(x), ‰ËÏ·‰‹ ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ
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y.  MÈ· ‚¿ÚÎ· ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ·  u  (u2 > υ2)  Î·È ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ‰È·Û¯›ÛÂÈ
ÙÔÓ ÔÙ·Ìfi ÛÙÔÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi ¯ÚfiÓÔ, ÌÂ ÛËÌÂ›Ô ÂÎÎ›ÓËÛË˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ
·ÍfiÓˆÓ  (0, 0).

AÓ Â›Ó·È  ε  Ë ÁˆÓ›·, Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙËÓ ÔÚÂ›· ÙË˜ ‚¿ÚÎ·˜, ÙfiÙÂ Ë
Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ÙË˜ ‚¿ÚÎ·˜ ÛÙÔÓ ÔÙ·Ìfi ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ ‰.Â.
dx
dt

 = uσυνε,   dy
dt

 = υ(x)+uημε.  °È· ÙÔ ‰ÚfiÌÔ  y=y(x), ¿Óˆ ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ÎÈ-

ÓÂ›Ù·È Ë ‚¿ÚÎ·, ¤¯Ô˘ÌÂ

dy
dx

 = dy
dt

 : dx
dt

 = υ+uημε
uσυνε

 .

O ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜, ÁÈ· Ó· ¿ÂÈ Ë ‚¿ÚÎ· ÛÙËÓ ·¤Ó·ÓÙÈ fi¯ıË, ‰›ÓÂ-
Ù·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

t = Ú0

t
 dt = Ú0

�
 dt
dx

 dx =  Ú0

�
  dx
uσυνε

    .

AÏÏ¿ Â›Ó·È

uσυνε dy
dx

 = υ + u÷̀`````1–συν2ε  ,

ÎÈ ·Ó Ï˘ıÂ› ·˘Ù‹ ˆ˜ ÚÔ˜  1/u συνε  ÛÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙˆÓ  υ, u, y¢  Î·È ·ÓÙÈÎ·-

Ù·ÛÙ·ıÂ› ÛÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·, ÚÔÎ‡ÙÂÈ

t =  Ú0

�
 ÷̀``````````u2(1+(y¢(x)2)–υ2(x))–υ(x)y¢(x)

u2–υ2(x)
 dx ,

fiÔ˘  υ(x)  Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.
TÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ·˘Ùfi, ÙÔ ÔÔ›Ô ˙ËÙ¿ÌÂ Ó· Á›ÓÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ, Â›Ó·È ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘

Ù‡Ô˘ ÌÂ Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ÙˆÓ ÚÔËÁÔ˘Ì¤ÓˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ. AÏÏ¿ fiÌˆ˜
Â‰Ò ˘ÔÙ›ıÂÙ·È ÌfiÓÔÓ Ì›· ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË:  y(0) = 0.

TÔ ¿ÏÏÔ ¿ÎÚÔ ÌÔÚÂ› Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÂÏÂ‡ıÂÚ· Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ fi¯ıË˜  x = �.
A˘Ùfi Â›Ó·È ‚¤‚·È· ÏÔÁÈÎfi ÁÈ·Ù› ‰È¿ÊÔÚ· ÛËÌÂ›· ÙÂÚÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ‰›ÓÔ˘Ó, ÁÂ-

ÓÈÎ¿, ‰È¿ÊÔÚÔ˘˜ ¯ÚfiÓÔ˘˜ Î·È ÂÓ‰È·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÁÈ· ÙÔÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ ‰È¿-
Û¯ÈÛË˜ ÙÔ˘ ÔÙ·ÌÔ‡, ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ·fi ÙÔ Ô˘ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÚÔÛ·Ú¿ÍÔ˘ÌÂ. ■

H ÚÔÛ¿ıÂÈ· Â‡ÚÂÛË˜ ÁÂÓÈÎÒÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ó· ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È
Ë Ï‡ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ, fiˆ˜ Ù· ·Ú·¿Óˆ, Û˘ÓÂÙ¤ÏÂÛÂ ÛÙË ‰È·ÌfiÚÊˆÛË
È‰È·›ÙÂÚÔ˘ ÎÏ¿‰Ô˘ ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ EÈÛÙ‹ÌË˜, Ô ÔÔ›Ô˜ Î·È ‹ÚÂ ÙÔ fiÓÔÌ·
"§ÔÁÈÛÌfi˜ MÂÙ·‚ÔÏÒÓ".

™ÙË ‰È·ÌfiÚÊˆÛË ÙÔ˘ ÎÏ¿‰Ô˘ ÙÔ˘ §ÔÁÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ MÂÙ·‚ÔÏÒÓ Û˘ÓÂÙ¤ÏÂÛ·Ó,
·Ú¯ÈÎ¿ ÔÈ ÂÚÁ·Û›Â˜ ÙˆÓ EULER, LAGRANGE, LEGENDRE Î·È JACOBI.
K·ÙfiÈÓ ÔÈ WEIERSTRASS, DU BOIS-REYMOND, SCHEEFFER, SCHWARZ

Î·È ¿ÏÏÔÈ, ÚfiÛıÂÛ·Ó Û’ ·˘ÙfiÓ Ó¤Â˜ Î·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ ıÂˆÚ›Â˜.
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BA™IKE™ ENNOIE™

1. O ��ρ�ς των καμπ
λων κλ�σης  C1

ŒÛÙˆ  I = [α, �] Ã R. M›· Î·Ì‡ÏË ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  Rn  Â›Ó·È ÌÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË

�: I Æ Rn

Î·È Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  Ck  ·Ó Ë  �  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  Ck, ‰ËÏ·‰‹ ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿-
ÁˆÁÔ  k  Ù¿ÍË˜ ÛÙÔ  I.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ ÙÔ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ  Ck(I, Rn).
£· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· Î·Ì‡ÏÂ˜ Û’ ¤Ó· ¯ÒÚÔ Banach E  (ÛÙÔ ÛÒÌ·

R).
ŒÙÛÈ ÌÈ· Î·Ì‡ÏË ÎÏ¿ÛË˜  C1  Â›Ó·È, ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi, ÌÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË

� : I Æ E
ÎÏ¿ÛË˜  C1.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ  C1(I, E)  ÌÔÚÂ› Ó· ÂÊÔ‰È·ÛÙÂ› ÌÂ ‰ÔÌ‹
διανυσματικ�	 �$ρ�υ (ÛÙÔ R) ÌÂ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏ-
Ï·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÌÂ ·ÚÈıÌfi  λŒR.

A˘ÙfiÓ ÙÔÓ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi ¯ÒÚÔ ÙÔÓ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ  V.
£· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÛÙÔÓ  V  ‰ÔÌ‹ ¯ÒÚÔ˘ Banach (‚Ï¤Â ¶APAPTHMA).

OPI™MO™:  Για  �: I Æ E  κλ�σης  C1  �ρ���υμε

||�|| = sup
xŒI

 ||�(x)|| +  sup
xŒI

||�¢(x)||

π�υ ε�ναι αριθμ�ς πεπερασμ�ν�ς και μεγαλ	τερ�ς � �σ�ς με μηδ�ν,
γιατ� �ι απεικ�ν�σεις  x Æ ||�(x)||   και  x Æ ||�¢(x)||  ε�ναι συναρτ�σεις
συνε�ε�ς με τιμ�ς θετικ�ς � μηδ�ν και �ραγμ�νες στ� συμπαγ�ς δι�-
στημα  I.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë  ||�||  ÔÚ›˙ÂÈ ÓÔÚÌÈÎ‹ ÛÙÔÓ  V.
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¶POTA™H: O ν�ρμικ�ς �$ρ�ς  (V, ||�||) ε�ναι πλ�ρης.

Aπ�δει"η: ŒÛÙˆ  (�n)  μια ακ�λ�υθ�α  Cauchy  ÙÔ˘ ÓÔÚÌÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘
V.  EÂÈ‰‹ Â›Ó·È

sup
xŒI

||�m(x)–�n(x)|| £ ||�m–�n||

Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (�n)  Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy ÌÂ ÙË ÓÔÚÌÈÎ‹ ÙË˜

ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û‡ÁÎÏÈÛË˜.
ÕÚ·, Ë   (�n)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÚÔ˜ ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË

�: I Æ E ,

ÁÈ·Ù› Ô  E  Â›Ó·È ¯ÒÚÔ˜ Banach.
M¤ÓÂÈ Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  �  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C1  Î·È fiÙÈ Â›Ó·È ÙÔ fiÚÈÔ ÙË˜

·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (�n)  ÌÂ ÙË ÓÔÚÌÈÎ‹ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  V.
AÏÏ¿ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ  (�¢n)  Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘

Cauchy ÌÂ ÙË ÓÔÚÌÈÎ‹ ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û‡ÁÎÏÈÛË˜ ÁÈ·Ù›

sup
xŒI

||�¢m(x)–�¢n(x)|| £ ||�m–�n|| .

ÕÚ·, Ë  (�¢n)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÚÔ˜ ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  ψ.

Afi ÙÔ ¢È·ÊÔÚÈÎfi §ÔÁÈÛÌfi Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi (¶APAPTHMA, ¶ÚfiÙ·ÛË 1) fiÙÈ

�¢(x) = ψ(x) ,   xŒI .

ŒÙÛÈ ¤¯Ô˘ÌÂ

lim
nÆ•

sup
xŒI

||�n(x)–�(x)|| = 0 ,    lim
nÆ•

sup
xŒI

||�¢n(x)–�¢(x)||  = 0

Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·  lim
nÆ•

||�n–�|| = 0, Ú¿ÁÌ· Ô˘ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ ÙÔ ˙ËÙÔ‡ÌÂÓÔ.

2. Συναρτησιακ�

ŒÛÙˆ  U Ã R ¥ E ¥ E  ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ* Î·È  F: UÆR  Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÎÏ¿ÛË˜

Ck.  ™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ ÌÂ  F(x, y, z)  ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (x, y, z)ŒU.
°È· ‰ÔÛÌ¤ÓË Î·Ì‡ÏË  �: I Æ E  ÎÏ¿ÛË˜  C1  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

(x, �(x),  �¢(x))ŒU ,   " xŒI (1)

ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi

________
* E›Ó·È  U = I0¥A¥B, fiÔ˘  I0ÃR, AÃE, BÃE  ·ÓÔÈÎÙ¿ Û‡ÓÔÏ· Î·È  IÃI0.
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  Úα

�
 F(x, �(x), �¢(x)) dx . (2)

A˘Ùfi˜ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙËÓ  �  Î·È ÙÔÓ ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ  J[�].
AÓ ÛËÌÂÈÒÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  Ω  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  �ŒV  π�υ ικαν�π�ι�	ν την  (1),

ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙË˜  F  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÎÏ¿ÛË˜  Ck

J: Ω Æ R

Ë ÔÔ›· Ï¤ÁÂÙ·È συναρτησιακ� Â› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ω.

¶POTA™H: T� σ	ν�λ�  Ω  ε�ναι αν�ικτ� σ	ν�λ� τ�υ �$ρ�υ Banach V.

Aπ�δει"η: ŒÛÙˆ  �0ŒΩ. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ fiÏ· Ù·  �ŒV, Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ
||�–�0||  Ó· Â›Ó·È ·ÚÎÂÙ¿ ÌÈÎÚfi, ·Ó‹ÎÔ˘Ó Â›ÛË˜ ÛÙÔ  Ω.

ŒÛÙˆ  KÃU  Ë ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ·ÂÈÎfiÓÈÛË˜

x Æ (x, �0(x), �¢0(x))

ÙÔ˘  I  ÛÙÔ  U.
TÔ  K  Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜ Û‡ÓÔÏÔ ÁÈ·Ù› ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  I  Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜.
Y¿Ú¯ÂÈ ÏÔÈfiÓ  ε>0  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›·

(x, y, z)ŒI ¥ E ¥ E

ÌÂ  ||y–�0(x)|| £ ε,  ||z–�¢0(x)|| £ ε, ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  U  (¶APAPTHMA, ¶ÚfiÙ·ÛË

2).
ŒÛÙˆ ÏÔÈfiÓ  �ŒV   Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ

||�–�0|| £ ε .

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÓÔÚÌÈÎ‹˜ ÙÔ˘  V  ¤¯Ô˘ÌÂ

||�(x)–�0(x)|| £ ε ,   ||�¢(x)–�¢0(x)|| £ ε

ÁÈ· fiÏ· Ù·  xŒI.

EÔÌ¤Óˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ

(x, �(x), �¢(x)) ŒU,   " xŒI .

Παρ�δειγμα

ŒÛÙˆ  V = C1([0, 1], R)  Î·È  F: R¥R¥R Æ R  ÎÏ¿ÛË˜  Ck,  k≥1.

AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  F(x, y, y¢) = y, Ô˘ Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C•  ˆ˜

ÚÔ˜  (x, y, y¢)ŒR3,  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi
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" yŒV Æ J[y] = Ú0

1
 y(x)dxŒR .

¶.¯. ·Ó Ë  y: [0, 1] Æ R  Â›Ó·È Ë  y(x) = 1, xŒ[0, 1], ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

J[y] =  Ú0

1
 1�dx = 1 .

AÓ Ë  y: [0, 1] Æ R  Â›Ó·È Ë  y(x) = ex,  xŒ[0, 1],  ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

J[y] =  Ú0

1
 exdx = e–1 .

Παρατ�ρηση

ŒÓ· Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi  J[y]  ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛıÂ› Î·Ù¿ ÔÏÏÔ‡˜ ÙÚfiÔ˘˜.
¶.¯. ÁÈ· Î¿ıÂ  yŒV = C1 ([0, 1], R)  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹  J[y] = y¢(x0),

fiÔ˘   x0Œ[0, 1].  EÎÏ¤ÁÔ˘ÌÂ  x0=1Œ[0, 1].
ŒÙÛÈ, ·Ó Ë  y: [0, 1] Æ R  Â›Ó·È Ë  y(x)=x2,  xŒ[0, 1], τ�τε ���υμε

J[y] = (x2)¢ |x=1
 = 2x|x=1

 = 2

Î·È, ·Ó Ë  y: [0, 1] Æ R  Â›Ó·È Ë  y(x) = log(1+x),  xŒ[0, 1], ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

J[y] = (log(1+x))¢|x=1
 = 1

1+x
 
 Ô
Ô

x=1
= 1

2
 .

3. Mετα��λ�ς - Oρισμ�� �κρων τιμ�ν

Γραμμικ� συναρτησιακ� Â›Ó·È ¤Ó· Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi  L[�]  Ô˘ ÈÎ·ÓÔ-
ÔÈÂ› ÙÈ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜:

i) L[c�] = cL[�],  c  ÛÙ·ıÂÚ‹,

ii) L[�1+�2] = L[�1]+L[�2] .

¶·›ÚÓÔÓÙ·˜ ÌÈ· Î·Ì‡ÏË  –�   ÁÂÈÙÔÓÈÎ‹ ÙË˜  �  Û¯ËÌ·Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙË ÌÔÓÔ·-
Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ

y(x, λ) = �(x)+λ( –�(x)–�(x)) , λŒ[–1, +1],  xŒ[α, �]

Ô˘ Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÁÂÈÙÔÓÈÎ¤˜ ÙË˜  �.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜  y(x, 0) = �(x),  y(x, 1) = –�(x), xŒ[α, �].
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H ‰È·ÊÔÚ¿
–�–�

Ï¤ÁÂÙ·È μετα��λ� της συν�ρτησης  �  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  δ�.
AÓ Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÂÓfi˜ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡

ΔJ = J[�+δ�]–J[�]

ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

ΔJ = L[�, δ�]+ε(�, δ�)max||δ�|| ,

fiÔ˘  L[�, δ�]   Â›Ó·È γραμμικ�  συναρτησιακ�  ως  πρ�ς   δ�,  Î·È
max ||‰Ê||  Â›Ó·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ||δ�||  Î·È

ε(�, δ�) Æ 0,   fiÙ·Ó  max||δ�|| Æ 0 ,

ÙfiÙÂ ÙÔ  L[�, δ�]  Ï¤ÁÂÙ·È μετα��λ� (‹ πρ$τη μετα��λ�) ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙË-
ÛÈ·ÎÔ‡ Î·È ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È  δJ[�].

H μετα��λ� τ�υ συναρτησιακ�	  J[�]  μπ�ρε� να πρ�σδι�ρισθε� ως
η παρ�γωγ�ς τ�υ συναρτησιακ�	

J[�+λδ�]

ως πρ�ς  λ  στ� σημε��  λ=0.
Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

ΔJ = J[�+λδ�]–J[�] = L[�, λδ�]+ε(�, λδ�) |λ| max ||δ�|| ,

ÔfiÙÂ Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙÔ˘  J[�+λδ�]  ˆ˜ ÚÔ˜  λ  ÛÙÔ  λ=0  Â›Ó·È

lim
ΔλÆ0

 ΔJ
Δλ

= lim
λÆ0

 ΔJ
λ

 =  lim
λÆ0

 L[�, λδ�]+ε(�, λδ�) |λ| max ||δ�||
λ

 =

= L[�, δ�] ,

ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È  L[�, λδ�] = λL[�, δ�]   Î·È

 lim
λÆ0

 ε(�, λδ�) |λ| max||δ�||
λ

 = ±  lim
λÆ0

  ε(�, λδ�)max||δ�|| = 0 ,

ÁÈ·Ù›  ε(�, λδ�) Æ 0, fiÙ·Ó  λÆ0.
EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡  J[�]  ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿-

ÁˆÁÔ
d

dλ
 J[�+λδ�]|λ= �0

  .
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OPI™MO™:  H συν�ρτηση  �0  δ�νει Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ για τ� συναρτη-
σιακ�  J[�]  αν ε�ναι

ΔJ = J[�]–J[�0] ≥ 0

για �λες τις συναρτ�σεις  �  π�υ αν�κ�υν σε μια περι��� της  �0.
Aν η δια��ρ� ε�ναι

ΔJ = J[�]–J[�0] £ 0

���υμε Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ στην  �0.
Aν ε�ναι  ΔJ£0  και  ΔJ=0  μ�ν�ν για  �=�0, τ�τε λ�με �τι ���υμε ·˘-

ÛÙËÚfi Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÙËÓ  �0.
Aν ε�ναι  ΔJ≥0  και  ΔJ=0  μ�ν�ν για  �=�0, τ�τε λ�με �τι ���υμε ·˘-

ÛÙËÚfi Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ στην  �0.

£EøPHMA:  Aν  �0  ε�ναι εσωτερικ� σημε�� τ�υ τ�π�υ �ρισμ�	 τ�υ
συναρτησιακ�	  J[�], τ� �π��� ��ει στην  �0  μετα��λ�  δJ[�0]  και
πα�ρνει σ�ετικ� μ�γιστ� � ελ��ιστ� στην  �0, τ�τε η μετα�λητ�  δJ[�0]
ε�ναι μηδ�ν (δηλαδ�  δJ[�0]=0).

Aπ�δει"η: °È· ÛÙ·ıÂÚ¿  �0  Î·È  δ�, ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi

J[�0+λδ�] = g(λ)

Â›Ó·È Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜  λ, Ë ÔÔ›· ÁÈ·  λ=0, ·fi ÙËÓ ˘fiıÂÛË,
·›ÚÓÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi Ì¤ÁÈÛÙÔ ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ.

EÔÌ¤Óˆ˜, ı· Â›Ó·È

g¢(0)=0 ,   Î·È  d
dλ

 J[�0+λδ�]|λ=0
= lim

λÆ0
 
J[�0+λδ�]–J[�0]

λ
  = 0 ,

‰ËÏ·‰‹  δJ[�0] = 0.
ŒÙÛÈ, Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹  δJ  ÂÓfi˜ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡  J  Â›Ó·È ÌË‰¤Ó ÛÙÈ˜ Î·Ì‡ÏÂ˜

fiÔ˘ ·›ÚÓÂÈ Û¯ÂÙÈÎ‹ Ì¤ÁÈÛÙË ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹. ■

Σημει$σεις

·) H ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹  λ  ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ÙÈÌ‹ ÛÂ ÌÈ· Â-
ÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  λ = 0,  ‰ËÏ. λŒ(–ρ, +ρ),  ρ > 0, ÂÂÈ‰‹ Ë  �0  Â›Ó·È ÂÛˆÙÂ-

ÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÙfiÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡.
¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·ÊÔ‡ Ë  �0  Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ı· ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹ ÙË˜

·ÎÙ›Ó·˜  η > 0  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ ·˘Ù‹ Ë ÂÚÈÔ¯‹ Ó· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÔÏfiÎÏËÚË Ì¤Û· ÛÙÔÓ
ÙfiÔ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡.

Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ
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||�0–(�0+λδ�)|| = |λ| ||δ�|| < η fi |λ| < η
||δ�||

 = ρ>0 ,

‰ËÏ·‰‹ Ù· ÛËÌÂ›·
�0+λδ� ,  λŒ(–ρ, +ρ)

·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔÓ ÙfiÔ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡  J.

‚) Œ¯Ô˘ÌÂ

J[�0+λδ�] = Úα

�
 F(x, �0(x)+λδ�(x),  �¢0(x)+λδ¢�(x))dx ,

ÔfiÙÂ
dJ
dλ

 = Úα

�
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y
 
∂y

∂λ
 + 

∂F

∂y¢
 

∂2y

∂x∂λ
 dx ,

fiÔ˘ y = �0+λδ�,  λŒ(–ρ, +ρ).

EÔÌ¤Óˆ˜, ı· Â›Ó·È

d
dλ

 J[�0+λδ� ]|λ=0
=

= Úα

�
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘∂F

∂y
(x, �0(x), �¢0(x)) δ�(x) + 

∂F

∂y¢
 (x, �0(x), �¢0(x)) δ¢�(x)  dx,

fiÔ˘ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜
∂F

∂y
 ,  

∂F

∂y¢
  ,

·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ ¯ÒÚÔ  L(Rn, R)  ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ ·fi ÙÔ
Rn  ÛÙÔ R  (fiÙ·Ó Ë  F  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  Ck,  k≥1   και  E = Rn).
[E›Ó·È

∂F

∂y
 = 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y1

 , 
∂F

∂y2

 , …, 
∂F

∂yn

 ,   �π�υ  y = (y1(x), …, yn(x))T

∂F

∂y¢
 = 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y¢1
 , 

∂F

∂y¢2
 , …, 

∂F

∂y¢n
 ,   �π�υ  y¢ = (y¢1(x), …, y¢n(x))T

Î·È
δ�(x) = (δ�1(x), …, δ�n(x))T ,   δ¢�(x) = (δ¢�1(x), …, δ¢�n(x))T

(T  ÛËÌ·›ÓÂÈ ·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ˜)].

Á) H ‡·ÚÍË ¿ÎÚˆÓ ÙÈÌÒÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ÓÔÚÌÈÎ‹ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÔ‡ÌÂ. ¶.¯. ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi
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J[y] =  Ú0

π
y2(x) [1–(y¢(x))2] dx

¤¯ÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y0(x)∫0,  xŒ[0, π]  Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ ÓÔÚÌÈÎfi ¯ÒÚÔ

(V, || � ||).  (°È·  ||y|| ≤ ε < 1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ |y¢(x)|£ε<1,  xŒ[0, π],  ÔfiÙÂ J[y] > 0,
ÂÓÒ  J[y0] = 0).

™ÙÔ ÓÔÚÌÈÎfi ¯ÒÚÔ fiÌˆ˜  (V, || � ||u), fiÔ˘  ||y||u = sup
xŒ[0, π]

|y(x)|,  ÙÔ Û˘Ó·Ú-

ÙËÛÈ·Îfi ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Û¯ÂÙÈÎfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙËÓ  y0(x) ∫ 0.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó ¿ÚÔ˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

y1(x) = 1

÷̀n
 ημnx,   xŒ[0, π] ,   n   Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ,

ÙfiÙÂ

J[y1] = 
1
n

 Ú0

π
 ημ2nx(1–nσυν2nx)dx = 1

n Ú0

π
 ημ2nxdx – 1

4
 Ú0

π
 ημ22nxdx =

= π
2n

 – π
8

  ,

Ô˘ ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ  – π
8

 ,  fiÙ·Ó  nÆ•.

(°È· Î¿ıÂ  ε > 0, ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÂÁ¿ÏÔ  n0  Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ  ||y1||u ≤ ε , " n≥n0).

B¤‚·È·, fiÙ·Ó ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi ·›ÚÓÂÈ ¿ÎÚ· ÙÈÌ‹ ÛÙÔ ÓÔÚÌÈÎfi ¯ÒÚÔ
(V, || � ||u)  ÙfiÙÂ ·›ÚÓÂÈ ¿ÎÚ· ÙÈÌ‹ Î·È ÛÙÔ ÓÔÚÌÈÎfi ¯ÒÚÔ  (V, || � ||), ‰ÂÓ

ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ.

[OÈ ÓÔÚÌÈÎ¤˜  ||y||u = sup
xŒI

|y(x)| ,   ||y|| = sup
xŒI

|y(x)| + sup
xŒI

|y¢(x)| ,  I = [α, �]  ‰ÂÓ Â›Ó·È

ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÂ˜ ÙÔÔÏÔÁÈÎ¿ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  V=C1([α, �], R).]
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KEºA§AIO  1

ANA°KAIA ™YN£HKH °IA ™XETIKH AKPA TIMH

1. M�θ�δ�ς των Du Bois - Reymond –
Δια��ρικ� ε��σωση των Euler - Lagrange

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ  y: IÆR  ÎÏ¿ÛË˜  C1  Ù¤ÙÔÈˆÓ ÒÛÙÂ

y(α) = y1 ,  y(�) = y2

fiÔ˘  y1ŒR,  y2ŒR  Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤Ó·, Â›Ó·È ·ÊÈÓÈÎfi˜ (ÔÌÔ·Ú·ÏÏËÏÈÎfi˜) ˘Ô-
¯ÒÚÔ˜  W(y1, y2)  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Banach V.

AÓ ¿ÚÔ˘ÌÂ ÛÙ·ıÂÚfi  y0ŒW(y1, y2)  Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  W(y1, y2)  ÁÚ¿ÊÂ-

Ù·È ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹
y = y0+ψ ,

fiÔ˘  ψŒW(0, 0)  Ô˘ Â›Ó·È ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ˘Ô¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘  V.
ŒÙÛÈ Ë  y0   ÔÚ›˙ÂÈ ÌÈ· ·ÌÊÈÌÔÓfiÙÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙÔ˘  W(0, 0)  Â› ÙÔ˘

W(y1, y2)  ˆ˜ ÂÍ‹˜:

ψ Æ y0+ψ  (μετα��ρ�).

O ¯ÒÚÔ˜  W(y1, y2)  ‰ÂÓ Â›Ó·È Ù›ÔÙÂ ¿ÏÏÔ ·Ú¿ Ô ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ Î·Ì‡ÏˆÓ

y: IÆR  ÎÏ¿ÛË˜  C1  ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ·Ú¯‹  (α, y1)  Î·È ÙÔ ¤Ú·˜  (�, y2)  Â›Ó·È

‰ÔÛÌ¤Ó·.
O  �$ρ�ς  W(y1, y2)  ε��διασμ�ν�ς  με τη μετρικ� π�υ πρ�κ	πτει

απ� τη ν�ρμικ�  || � ||  τ�υ  V  (δηλαδ� τη μετρικ�  d(y, z) = ||y–z||, " y,

zŒW(y1, y2))  ε�ναι πλ�ρης μετρικ�ς �$ρ�ς.

EÓ‰È·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ Î˘Ú›ˆ˜ ÁÈ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

W(y1, y2)«Ω = Ω(y1, y2)

Ô˘ Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  W(y1, y2)  (BA™IKE™ ENNOIE™, ¨2).
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AÓ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡

J: ΩÆR ,
fiÔ˘

J[y] =  Úα

�
 F(x, y(x), y¢(x)) dx ,

ÛÙÔ  Ω(y1, y2), ÙfiÙÂ, ·Ó Ë  F: UÆR  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  Ck, Î·È ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi

J: Ω(y1, y2) Æ R

Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  Ck (CARTAN [2], II. Proposition 1.2.2).
[T· ·Ú·¿Óˆ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ÁÈ· Î·Ì‡ÏÂ˜  y: IÆRn  ÎÏ¿ÛË˜  C1  Ù¤ÙÔÈÂ˜

ÒÛÙÂ  y(α) = y1, y(�) = y2,  fiÔ˘  y1ŒRn, y2ŒRn   Â›Ó·È ‰ÔÛÌ¤Ó·].

§HMMA (Du Bois-Reymond): Aν g(x)  ε�ναι συνε��ς συν�ρτηση στ�
δι�στημα  [α, �]  και αν

  Úα

�
 g(x)n¢(x)dx = 0  ,

για �λες τις συναρτ�σεις  η(x)  κλ�σης C1 στ�  [α, �]  και  η(α) = η(�)=
= 0,  τ�τε η  g(x)  ε�ναι σταθερ�.

Aπ�δει"η:  ŒÛÙˆ

c = 1
�–α

   Úα

�
 g(x)dx .

Œ¯Ô˘ÌÂ

 Úα

�
 [g(x)–c]dx = 0 (1)

Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

η(x) =  Úα

x
 [g(s)–c]ds

ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ Ï‹ÌÌ·ÙÔ˜, ÔfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ

Úα

�
 g(x) [g(x)–c]dx = 0 . (2)

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ  (1)  ÌÂ  –c  Î·È ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ ÙËÓ  (2), ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ

Úα

�
 [g(x)–c]2dx = 0 .

ÕÚ·,  g(x) = c,  " xŒ[α, �].
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£EøPHMA 1:  Yπ�θ�τ�υμε �τι

(i) η συν�ρτηση  F  ε�ναι κλ�σης  C1 ως πρ�ς  x, y, y¢  στ�  U,

(ii) τ� συναρτησιακ�  J  δ��εται σ�ετικ� ακρ�τατ� (μ�γιστ� � ελ��ι-
στ�), στην  �0ŒΩ(y1, y2),
τ�τε:

α) η  
∂F

∂y¢
  ,  θεωρ�	μενη ως συν�ρτηση τ�υ  x  ��ει συνε�� παρ�-

γωγ� στ�  I, και

�)
∂F

∂y
 – d

dx
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y¢
 = 0 ,  " xŒI = [α, �].

Aπ�δει"η:  Œ¯Ô˘ÌÂ

J[�] = Úα

�
 F(x, �(x), �¢(x))dx ,  " �ŒΩ(y1, y2)

ÔfiÙÂ

J[�0+λδ�] = Úα

�
 F(x, �0(x)+λδ�(x),  �¢0(x)+λδ¢�(x)) dx ,

fiÔ˘  λŒ(–ρ, +ρ), ρ>0  Î·È  δ�ŒΩ(0, 0)  (¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ  �0+λδ�ŒΩ(y1, y2)).
AÊÔ‡ ÙÔ  Ω(y1, y2) Â›Ó·È ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ ˘¿Ú¯ÂÈ  η > 0  Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ

||�0–(�0+λδ�)|| = |λ| ||δ�|| < η   Ó· Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È  �0+λδ�ŒΩ(y1, y2).
EÂÈ‰‹

δJ[�0] = d
dλ

 J[�0+λδ�]|λ=0
 ,

ı· Â›Ó·È

δJ[�0] =

= Úα

�
 
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘∂F

∂y
(x, �0(x), �¢0(x)) δ�(x) + 

∂F

∂y¢
 (x, �0(x), �¢0(x)) δ¢�(x)  dx, (3)

" δ�ŒΩ(0, 0),  ÌÂ  ||δ�||≤ε, (ε>0  Î·Ù¿ÏÏËÏÔ  ε ≤ η
ρ

 ,  ‰ËÏ·‰‹ Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ

�0+λδ�ŒΩ(y1, y2)).
£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

 Úα

�
 
∂F

∂y
 δ�(x)dx

ÙÔ ÔÔ›Ô, ÌÂ Î·Ù¿ ·Ú¿ÁÔÓÙÂ˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË, Á›ÓÂÙ·È
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 Úα

�
 
∂F

∂y
 δ�(x)dx = 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘δ�(x) Úα

x
  

∂F

∂y
 ds

�

α
 –  Úα

�
 δ¢�(x) 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆÚα

x
  

∂F

∂y
 ds dx

Î·È ÂÂÈ‰‹  δ�(α)=δ�(�)=0,  ¤¯Ô˘ÌÂ

 Úα

�
 
∂F

∂y
 δ�(x)dx = –  Úα

�
 δ¢�(x) 

 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆÚα

x
  

∂F

∂y
 ds dx .

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  (3)  ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

δJ[�0] =  Úα

�
 δ¢�(x) 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘∂F

∂y¢
 – Úα

x
  

∂F

∂y
 ds dx,   " δ�ŒΩ(0, 0),

ÌÂ  ||δ�|| ≤ ε.
AÏÏ’ fiÌˆ˜, ÏfiÁˆ ÙË˜  (ii) ˘fiıÂÛË˜, Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹  δJ[�0] = 0 , ‰ËÏ·‰‹,

 Úα

�
 δ¢�(x) 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘∂F

∂y¢
 – Úα

x
  

∂F

∂y
 ds dx = 0 ,

" δ�ŒΩ(0, 0),  ÌÂ  ||δ�|| ≤ ε .

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ Ï‹ÌÌ· ı· Â›Ó·È

∂F

∂y¢
 = Úα

x
 
∂F

∂y
 ds+c ,   " xŒI

fiÔ˘  c  ÛÙ·ıÂÚ‹.

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  p(x) = Úα

x
 
∂F

∂y
 ds,  xŒI  Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ  I  Î·È

Â›Ó·È

p¢(x) = 
∂F

∂y
 = 

∂F

∂y
 (x, �0(x), �¢0(x)) ,  " xŒI .

§fiÁˆ ÙË˜ Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙË˜  
∂F

∂y
  ÛÙÔ  U  Î·È ÙË˜ Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙˆÓ  �0(x), �¢0(x)

ÛÙÔ  I, Ë  p¢(x)  ı· Â›Ó·È Â›ÛË˜ Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  I.

Afi ÙË Û¯¤ÛË

∂F

∂y¢
 = p(x)+c,  " xŒI

Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ Ë  
∂F

∂y¢
 ,  ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓË ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘  xŒI, ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹
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·Ú¿ÁˆÁÔ ÛÙÔ  I.
Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

d
dx

 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y¢
 = 

∂F

∂y
  ,  " xŒI

‰ËÏ·‰‹
∂F

∂y
 – d

dx
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y¢
 = 0 ,  " xŒI . (4)

A˘Ù‹ Ë ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË  (4)  Ï¤ÁÂÙ·È δια��ρικ� ε"�σωση των Euler -
Lagrange.

Σημε�ωση
OÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange (4), Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜

Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜  y(α)=y1, y(�)=y2, Ï¤ÁÔÓÙ·È �κρες καμπ	λες ÙÔ˘
Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·ÎÔ‡  J[y].

™ËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ, Û’ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ¿ÎÚÂ˜ Î·Ì‡ÏÂ˜, Ë ÚÒÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹  δJ[y]
ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ·ÏÏ¿ ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi  J[y]  ‰ÂÓ ·›ÚÓÂÈ ·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ Û¯ÂÙÈÎfi
Ì¤ÁÈÛÙÔ ‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Û’ fiÏÂ˜.

AÎfiÌË, ÂÂÈ‰‹ Ë  F(x, y, y¢)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜  y  Î·È

y¢,  ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange Â›Ó·È, ÁÂÓÈÎ¿, ÌÈ· ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰.Â. ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜.

Παρ�δειγμα 1

N· ‚ÚÂıÂ› Ë ‰.Â. (‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË) ÙˆÓ Euler - Lagrange ÁÈ· ÙÔ Û˘Ó-
·ÚÙËÛÈ·Îfi

J[y] = Úα

�
 [(y¢)2+2xy–y2]dx,  yŒΩ(y1, y2) .

™ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, ÁÈ· Û˘ÓÙÔÌ›·, ı¤ÙÔ˘ÌÂ  �(x) = y  Î·È  �¢(x) = y¢.
E‰Ò Ë  F  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (ı¤Ùˆ  z=y¢)

F(x, y, z) = z2+2xy–y2,    " (x, y, z)ŒU=R3

Î·È Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C• ˆ˜ ÚÔ˜   x, y, z.
Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

∂F

∂y
 = 2x–2y    Î·È    

∂F

∂z
 = 2z .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange ÁÈ’ ·˘Ùfi ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi Â›Ó·È
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2x–2y– d
dx

 (2y¢) = 0 fi y¢¢+y = x .

B¤‚·È·, ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜  y(x)  ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ‰.Â. Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÈ˜ ‰ÔÛÌ¤-
ÓÂ˜ Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜  y(α) = y1,  y(�) = y2.

H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange Â›Ó·È  ([5], KÂÊ. 2, ¨1)

y(x) = c1συνx+c2ημx+x ,  c1, c2  ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ .

AÓ ¤¯Ô˘ÌÂ .¯. ÙÈ˜ Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜

y(0) = 0 ,  y
 Ë
Ê

 ̄
ˆπ

2
 = 1

ÙfiÙÂ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

c1 = 0 ,  c2 = 1– π
2

Î·È Ë ¿ÎÚ· Î·Ì‡ÏË, fiÔ˘ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È Ë ÚÒÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙÔ˘ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·-
ÎÔ‡  J[y],  Â›Ó·È

y(x) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ1– π

2
 ημx+x ,   xŒ

 Î
È

 ̊
˘0, π

2
 .

Παρατ�ρηση
¶Ú¤ÂÈ fiÌˆ˜ Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë ˆ˜ ÙÔ Û˘ÓÔÚÈ·Îfi Úfi‚ÏËÌ·

∂F

∂y
 – d

dx
 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y¢
 = 0 ,    y(α) = y1,   y(�) = y2

‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ Ï‡ÛË, Î·È ·Ó ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó· ÌËÓ Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹.
¶.¯. ÙÔ Û˘ÓÔÚÈ·Îfi Úfi‚ÏËÌ·

y¢¢+y = x ,   y(0) = 0 ,  y(π) = π

¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ¿ÂÈÚÂ˜ Ï‡ÛÂÈ˜

y(x) = c2ημx+x ,  xŒ[0, π],  c2  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹,

ÂÓÒ ÙÔ Û˘ÓÔÚÈ·Îfi Úfi‚ÏËÌ·

y¢¢+y = x  ,   y(0) = 0 ,  y(π) = 1
‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË.

Παρ�δειγμα 2

™ÙÔ Â›Â‰Ô ‰›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô ÛËÌÂ›·  A(α, y1), B(�, y2). MÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÙfiÍˆÓ
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Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÎÚ· Ù· ÛËÌÂ›·  A, B  ÔÈÔ Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ì‹-
ÎÔ˜;

°È·  yŒΩ(y1, y2)  ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘ Â›Ó·È

J[y] = Úα

�
 ÷̀`````1+(y¢(x))2 dx .

OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ˘  Ω(y1, y2)  Ô˘ ‰›ÓÔ˘Ó ·˘ÛÙËÚfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔ  J[y]  Â›-
Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÙˆÓ Euler - Lagrange
(£ÂÒÚËÌ· 1).

E‰Ò ¤¯Ô˘ÌÂ

F(x, y, y¢) = ÷̀```1+(y¢)2   ,  " (x, y, y¢)ŒU=R3

ÔfiÙÂ

∂2F

∂y¢2
  = 1

(1+(y¢)2)3/2
  ,  

∂2F

∂y¢∂y
 = 0 ,   

∂2F

∂y¢∂x
 = 0      Î·È  

∂F

∂y
 = 0  .

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

(1+(y¢)2)–3/2 �y¢¢ = 0

Î·È ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È

(1+(y¢)2)–3/2  π 0,   " (x, y, y¢)ŒR3

ÚÔÎ‡ÙÂÈ
y¢¢(x) = 0 .

H ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ‰.Â. Â›Ó·È

y = c1x+c2,   " xŒR

fiÔ˘  c1, c2  ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

Afi ÙÈ˜ Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

y1 = c1α+c2 ,    y2 = c1�+c2

Î·È, ·Ó Â›Ó·È

 Ô
Ô
Ô

 Ô
Ô
Ôα  1

� 1  = α–� π 0  ,

·˘Ùfi ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË

c0
1 = 

y1–y2

α–�
  ,    c0

2 = 
αy2–�y1

α–�
  .
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ÕÚ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

�0(x) = c0
1 x+c0

2  ,   " xŒI = [α, �]

ı· Â›Ó·È ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË.

TÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÙË˜  �0(x),  xŒ[α, �]  Â›Ó·È ÙÔ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì·  
–––
AB,

ÔfiÙÂ Â›Ó·È

J[y] > J[�0] ,   " yŒΩ(y1, y2)

Î·È ÙÔ  J[y]  ·›ÚÓÂÈ ·˘ÛÙËÚfi ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙËÓ  �0ŒΩ(y1, y2).

Παρ�δειγμα 3

™ÙÔ Â›Â‰Ô ‰›ÓÂÙ·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  A(1, 1), ·Ó  O  Â›Ó·È Ë ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ,
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÙfiÍˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ¿ÎÚ· Ù· ÛËÌÂ›·  O, A  Î·È ÂÊ¿ÙÔÓÙ·È ÛÙÔÓ
¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  x  ÛÙËÓ ·Ú¯‹  O, ÔÈÔ Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ì‹ÎÔ˜;

°È·  yŒΩ(0, 1),  ÌÂ  y¢(0)=0, ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘

J[y] =  Ú0

1
 ÷̀`````1+(y¢(x))2 dx .

Ÿˆ˜ ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·  2  Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

y¢¢(x) = 0  ,   xŒ[0, 1]

ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË Â›Ó·È

y(x) = c1x+c2,   " xŒI = [0, 1]

fiÔ˘  c1, c2  ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.

Afi ÙÈ˜ Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·

0 = c2

1 = c1+c2

Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙË Ï‡ÛË  c1=1,  c2=0.
EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

�0(x) = x ,    xŒ[0, 1]

ı· Â›Ó·È ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË.
AÏÏ¿  �¢0(0) = 1 π 0,  ¿Ú· ÙÔ  J[y]  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ¿ÎÚ· ÙÈÌ‹ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

yŒΩ(0, 1),  ÌÂ  y¢(0) = 0. ■

Στις ε�αρμ�γ�ς λ�ιπ�ν, μετ� τη λ	ση της δ.ε. των Euler - Lagrange
θα πρ�πει να γ�νεται �λεγ��ς π�ιες απ’ αυτ�ς τις λ	σεις πληρ�	ν τις
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απαιτ�σεις τ�υ πρ��λ�ματ�ς και αν τ� συναρτησιακ� δ��εται σ�ε-
τικ� ακρ�τατ� (μ�γιστ� � ελ��ιστ�) σ’ αυτ�ς.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  �¢¢0 (x)  ˘¿Ú¯ÂÈ ÁÈ· fiÏ· Ù·  xŒI  Î·È Ë

F  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C2  ˆ˜ ÚÔ˜  x, y, y¢  ÛÙÔ  U.
OfiÙÂ, ·fi ÙËÓ  (4),  ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler-Lagrange

∂2F

∂y¢2
  �¢¢0 (x)+ 

∂2F

∂y¢∂y
 �¢0(x)+ 

∂2F

∂y¢∂x
 – 

∂F

∂y
 = 0 . (5)

£EøPHMA 2:  H ικαν� και αναγκα�α συνθ�κη για να ε�ναι τ� συναρ-
τησιακ�  J  σταθερ�, δηλαδ�

J[y]=c ,   c  σταθερ�,  " yŒΩ(y1, y2)

ε�ναι η  F  να �ρ��εται απ� μια σ��ση της μ�ρ��ς

F(x, y, y¢) = M(x, y)+N(x, y)y¢ ,    " (x, y, y¢)ŒU

�π�υ  M, N   ε�ναι κλ�σης  C2  στ�ν απλ$ς συνα�� τ�π�  D, και τ�-
τ�ιες $στε

∂M(x, y)

∂y
 = 

∂N(x, y)

∂x
  ,   " (x, y)ŒD.

Aπ�δει"η: H συνθ�κη ε�ναι αναγκα�α.
EÊfiÛÔÓ ÙÔ  J  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi ı· Â›Ó·È

δJ[y]=0 ,   " yŒΩ(y1, y2)

ÔfiÙÂ Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange (5)  Á›ÓÂÙ·È Ù·˘ÙfiÙËÙ·.
ÕÚ·

∂2F

∂y¢2
 ∫ 0     Î·È   

∂F

∂y
 – 

∂2F

∂y¢∂x
 –y¢ ∂2F

∂y¢∂y
  ∫ 0   ,

(·Ó ‹Ù·Ó  
∂2F

∂y¢2
 π 0  ÏfiÁˆ ÙË˜ Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜, Û’ ¤Ó· ·ÓÔÈÎÙfi Û‡ÓÔÏÔ

Ω1(y1, y2) Ã Ω(y1, y2) ,  ı· Â›¯·ÌÂ ‰.Â.  2Ë˜ Ù¿ÍË˜ Î·È ‰ÂÓ ı· ‹Ù·Ó  δJ[y] =0 ,
" yŒΩ1 Ã Ω(y1,  y2)).

Afi ÙËÓ ÚÒÙË Û¯¤ÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ

F(x, y, y¢) = M(x, y)+N(x, y)y¢  ,  " (x, y, y¢)ŒU
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fiÔ˘ ÔÈ  M(x, y),  N(x, y)  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C2  ÛÙÔÓ ÙfiÔ  D  (˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙË˜
ÚÔ‚ÔÏ‹˜ ÙÔ˘  U  ÛÙÔ  R2),  ·ÊÔ‡ Ë  F  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C2  ÛÙÔ  U.

Afi ÙË ‰Â‡ÙÂÚË Û¯¤ÛË ÚÔÎ‡ÙÂÈ

∂
∂y

 [M(x, y)+N(x, y)y¢] – 
∂2

∂y¢∂x
 [M(x, y)+N(x, y)y¢] –

– y¢ ∂2

∂y¢∂y
 [M(x, y)+N(x, y)y¢] ∫ 0

Î·È ÌÂÙ¿ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜

∂M

∂y
 = 

∂N

∂x
  ,   " (x, y)ŒD .

H συνθ�κη ε�ναι ικαν�
EÂÈ‰‹ Â›Ó·È

F(x, y, y¢) = M(x, y)+N(x, y)y¢    Î·È    
∂M

∂y
 = 

∂N

∂x
 ,   " (x, y)ŒD ,

fiÔ˘  D  Â›Ó·È ·ÏÒ˜ Û˘Ó·Ê‹˜ ÙfiÔ˜, Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ·fi ÙÔ ¢È·ÊÔÚÈÎfi §Ô-
ÁÈÛÌfi fiÙÈ ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

J[y] = Úα

�
 F(x, y, y¢)dx = Ú(α, y1)

(�, y2)
  M(x, y)dx+N(x, y)dy

Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ÙÔ˘ ‰ÚfiÌÔ˘ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜. EÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ  J[y]  ¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È·
ÛÙ·ıÂÚ‹ ÙÈÌ‹ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ Î¿ıÂ Î·Ì‡ÏË˜ ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ·Ó‹ÎÂÈ
ÛÙÔÓ ÙfiÔ  D, Î·È  yŒΩ(y1, y2).

£EøPHMA 3:  Aν ε�ναι

∂2F

∂y¢2
 (x, y, y¢) = 0 ,    " (x, y, y¢)ŒU

τ�τε η δια��ρικ� ε"�σωση των Euler - Lagrange (5) εκ�υλ��εται σε ε"�-
σωση, π�υ δεν περι��ει τις παραγ$γ�υς  y¢, y¢¢, της μ�ρ��ς

∂M(x, y)

∂y
 = 

∂N(x, y)

∂x

�π�υ �ι συναρτ�σεις  M, N  ε�ναι κλ�σης  C2  σ’ �ναν απλ$ς συνα��
τ�π�  D.
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Aπ�δει"η: AÊÔ‡

∂2F

∂y¢2
 (x, y, y¢) = 0,   " (x, y, y¢)ŒU

ı· Â›Ó·È

F(x, y, y¢) = M(x, y)+N(x, y)y¢,  " (x, y, y¢)ŒU

fiÔ˘ (£ÂÒÚËÌ· 2) ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  M, N  Â›Ó·È ÎÏ¿ÛË˜  C2  Û’ ¤Ó·Ó ·ÏÒ˜
Û˘Ó·Ê‹ ÙfiÔ  D.

AÏÏ¿, ÂÂÈ‰‹  
∂2F

∂y¢2
  = 0,  Ë ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ  Euler - Lagrange

·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

∂2F

∂y¢∂y
  y¢+ 

∂2F

∂y¢∂x
 – 

∂F

∂y
 = 0

ÙËÓ ÔÔ›· Ú¤ÂÈ Ó· ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› Ë  F = M+Ny¢.  £· ¤¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ

y¢ ∂2

∂y¢∂y
 [M+Ny¢] + 

∂2F

∂y¢∂x
  [M+Ny¢] – 

∂
∂y

 [M+Ny¢] = 0

Î·È ÌÂÙ¿ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜

∂M(x, y)

∂y
 = 

∂N(x, y)

∂x
  ,   " (x, y)ŒD . ■

Παρ�δειγμα 4
ŒÛÙˆ, ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi Úfi‚ÏËÌ·

J[y] = Ú0

1
 (y2+x2y¢)dx ,  y(0)=0 ,  y(1)=α .

H ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange Â›Ó·È (Â‰Ò Â›Ó·È Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹ ÂÍ›ÛˆÛË)

∂M

∂y
 – 

∂N

∂x
 = 2y–2x = 0 fi y = x .

H ÚÒÙË Û˘ÓÔÚÈ·Î‹ Û˘Óı‹ÎË  y(0) = 0  ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È ·ÏÏ¿ Ë ‰Â‡ÙÂÚË ÈÎ·-
ÓÔÔÈÂ›Ù·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó  α = 1. ■

™˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ: H δια��ρικ� ε"�σωση των Euler - Lagrange σε
�λες τις περιπτ$σεις � θα ε�ναι μια συν�θης δια��ρικ� ε"�σωση δε	-



25

τερης τ�"ης � θα εκ�υλ��εται σε μια συναρτησιακ� ε"�σωση, ως πρ�ς
τη συν�ρτηση  y(x),  π�υ δεν περι��ει τις παραγ$γ�υς  y¢, y¢¢.

Σε καμι� περ�πτωση δεν ε�ναι δυνατ�ν αυτ� να πα�ρνει τη μ�ρ��
συν�θ�υς δια��ρικ�ς ε"�σωσης πρ$της τ�"ης.

2. Eιδικ�ς μ�ρ��ς της δια��ρικ�ς ε��σωσης των
Euler - Lagrange

H ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙˆÓ Euler - Lagrange Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ‹˜ ÛËÌ·Û›·˜ ÁÈ·
ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ §ÔÁÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ MÂÙ·‚ÔÏÒÓ.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÌÂÚÈÎ¤˜ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë
‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange ÌÔÚÂ› Ó· ˘Ô‚È‚·ÛÙÂ› ÛÂ ‰.Â. ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂ
˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÚÒÙˆÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ ÙË˜.

I. H  F  δεν ε"αρτ�ται απ� τ�  y

Œ¯Ô˘ÌÂ ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi

J[y] = Úα

�
 F(x, y¢(x))dx ,   y(α) = y1 ,  y(�) = y2

ÔfiÙÂ  
∂F

∂y
 = 0  Î·È Ë ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

d
dx

 
 ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ∂F

∂y¢
 = 0  ,

‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ ÙÔ ÚÒÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

∂F

∂y¢
 = c ,

fiÔ˘  c  ·˘ı·›ÚÂÙË ÛÙ·ıÂÚ‹.
§‡ÓÔÓÙ·˜ ·˘Ùfi ÙÔ ÚÒÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ˆ˜ ÚÔ˜  y¢(x)  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÌÈ· ‰.Â.

ÚÒÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

dy
dx

 = g(x, c)

·’ fiÔ˘, ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ  y(x).
AÓ ÙÔ ÚÒÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ‰ÂÓ Ï‡ÓÂÙ·È ˆ˜ ÚÔ˜  y¢(x)  Î·È Ï‡ÓÂÙ·È ˆ˜

ÚÔ˜  x, ‹ Â›Ó·È ÂÏÂÁÌ¤ÓË˜ ÌÔÚÊ‹˜, Ë Ï‡ÛË ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¿.
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Παρ�δειγμα 1

ŒÛÙˆ ÙÔ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Îfi Úfi‚ÏËÌ·

J[y] = Ú1

2
 ÷̀`````1+(y¢(x))2

x
 dx  ,   y(1) = 0 ,  y(2) = 1 .

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  F  ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ  y.
EÔÌ¤Óˆ˜ ·fi ÙÔ ÚÒÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ ‰.Â. ÙˆÓ Euler - Lagrange

∂F

∂y¢
 = 

y¢(x)

x÷̀````1+(y¢(x))2
 = c fi dy

dx
 = cx

± ÷̀````1–c2x2
  fi

fi dy = 1
±c

 dω

2÷̀``1–ω
  fi dy = 1

±c
 d÷̀``1–ω  ,  fiÔ˘  ω=(cx)2 ,

·’ fiÔ˘ ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ

y(x) = 1
±c

 ÷̀````1–c2x2 +c1

‹ ·ÎfiÌË

(y–c1)2+x2 = 1
c2  ,

fiÔ˘  c1, c  ·˘ı·›ÚÂÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜.
Afi ÙÈ˜ Û˘ÓÔÚÈ·Î¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜  y(1) = 0,  y(2) = 1  ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ

c = 1

± ÷̀ 5
  ,   c1=2

Î·È ÙÂÏÈÎ¿ ¤¯Ô˘ÌÂ ˆ˜ Ï‡ÛË ÙÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ÙËÓ ÂÚÈÊ¤ÚÂÈ· ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘
x2+(y–2)2 = 5.

O

y

x

1

2

1 2

x2+(y–2)2=5
y = 2–   5–x2,
xŒ[1, 2]




