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«Ἀλλά μήν καὶ κόσμοι ἄπειροί εἰσὶν, οἵ θ᾽ὅμοιοι 
τούτῳ καί ἀνόμοιοι, αἵ τε γάρ ἄτομοι ἄπειροι οὖσαι, 
ὡς ἅρτι ἀπεδείχθη, φέρονται καί πορρωτάτω, οὐ γάρ 
κατανήλωνται αἱ τοιαῦται ἅτομοι, ἐξ ὧν ἄν γένοιτο 
κόσμος ἤ ὑφ᾽ ὧν ἄν ποιηθείη, οὔτ᾽ εἰς ἕνα οὔτ᾽ εἰς 
πεπερασμένους, οὔθ᾽ ὅσοι τοιοῡτοι οὔθ᾽ ὅσοι διάφο-
ροι τούτοις ὥστε οὐδὲν τὸ ἐμποδοστατῆσόν ἐστί 
πρὸς τὴν ἀπειρίαν τῶν κόσμων.» 

 
 

[Μα και οι κόσµοι είναι άπειροι, και οι όµοιοι µε τον δικό 

µας και οι ανόµοιοι. Καθώς τα άτοµα είναι άπειρα, όπως 

δείξαµε πριν, διανύουν τις πιο µακρινές αποστάσεις. Και τα 

άτοµα απ’ τα οποία θα µπορούσε να δηµιουργηθεί ένας κό-

σµος, δεν εξαντλούνται σε ένα κόσµο ούτε σε ορισµένο α-

ριθµό κόσµων, είτε µοιάζουν αυτοί οι κόσµοι µε το δικό 

µας, είτε είναι αλλιώτικοι. 

 Τίποτα, λοιπόν, δεν αποκλείει το να είναι άπειροι οι κό-

σµοι.] 
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 Η βασική θεωρία του ολοκληρώµατος Riemann συναρτήσεων µιας πραγµατι-

κής µεταβλητής αναπτύσσεται σ’ αυτό το βιβλίο, µε τρόπο ώστε να γίνεται κατα-

νοητή µέσα από τη γραφική παράσταση και την απλή παρουσίαση του κειµένου. 

 Τα θεωρήµατα παρουσιάζονται έτσι ώστε να µπορούν να είναι χρήσιµα στις 

εφαρµογές και δεν αφήνονται κρυµµένες δυσκολίες. 

 Γι’ αυτό, όπου εµφανίζονται, αντιµετωπίζονται άµεσα και αναλύονται όσο το 

δυνατόν πιο απλά, χωρίς να θυσιάζεται η µαθηµατική αυστηρότητα. 

 Έχει γίνει ιδιαίτερη προσπάθεια, ώστε η παρουσίαση του κειµένου να είναι 

αυστηρά µαθηµατικά διατυπωµένη, και παράλληλα να µην δηµιουργούνται κενά 

στον αναγνώστη. 

 Στο Κεφάλαιο 1 δίνονται η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος, θεωρήµατα 

ύπαρξης, ιδιότητες των ολοκληρωµάτων, τα θεωρήµατα της µέσης τιµής του ολο-

κληρωτικού λογισµού και η έννοια της αρχικής. 

 Στο Κεφάλαιο 2 δίνονται η έννοια του αορίστου ολοκληρώµατος και οι βασι-

κές ιδιότητές του. 

 Στο Κεφάλαιο 3 αναπτύσσονται οι βασικές µέθοδοι της αντικατάστασης και 

της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες. 

 Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται, µε συστηµατικό τρόπο, οι τεχνικές της ολο-

κλήρωσης, δηλαδή οι τρόποι υπολογισµού αορίστων ολοκληρωµάτων, καθώς και 

ειδικές τεχνικές. 

 Στο Κεφάλαιο 5 δίνονται η έννοια της οµοιόµορφης σύγκλισης, η παραγώγιση 

και ολοκλήρωση όρο προς όρο ακολουθιών και σειρών (ιδιαίτερα δυναµοσειρών). 

 Στο Κεφάλαιο 6 αναπτύσσονται τα γενικευµένα ολοκληρώµατα σε άπειρο διά-

στηµα και µη φραγµένων συναρτήσεων, κριτήρια ύπαρξής τους και τα ολοκληρώ-

µατα που εξαρτώνται από παράµετρο. 

 Στο Κεφάλαιο 7 δίνονται εφαρµογές των ολοκληρωµάτων στη γεωµετρία (εµ-

βαδόν χωρίου, µήκος τόξου, όγκοι και επιφάνεια από περιστροφή), στη µαθηµατι-

κή ανάλυση και στα φυσικά προβλήµατα. 

 Στο Κεφάλαιο 8 περιγράφονται οι κανόνες προσέγγισης (ορθογωνίων, τραπε-

ζίων, Simpson, Tchebychev, αναπτύγµατος του Τaylor) ορισµένων ολοκληρωµά-

των. 

 Σ’ όλα τα κεφάλαια περιέχονται παραδείγµατα και ασκήσεις των οποίων οι 

αναλυτικές απαντήσεις δίνονται στο τέλος του βιβλίου. 

 

Θεσσαλονίκη, 2004 Θ. ΚΥΒΕΝΤΙ∆ΗΣ
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Εισαγωγή 1 

 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 

 

 

 

 Ο υπολογισµός εµβαδών επιπέδων σχηµάτων και όγκων σωµάτων είναι µια 

ανάγκη στη ζωή των ανθρώπων. 

 Η στοιχειώδης γεωµετρία «µε τη βοήθεια κανόνα και διαβήτη» υπολογίζει τα 

εµβαδά των επιπέδων χωρίων που είναι τρίγωνα, ορθογώνια, κύκλοι, τοµείς κύ-

κλων κ.τ.λ. καθώς και όγκους σωµάτων που είναι κύβοι, κώνοι, κύλινδροι, 

σφαίρες, κ.τ.λ. 

 Σαν εµβαδόν  Ε  ενός επιπέδου χωρίου θεωρούµε τον αριθµό που προκύπτει 

όταν συγκρίνουµε το  Ε  µε ένα τετράγωνο πλευράς 1. 

 

 

0 Β Δ Γ

Α

1

2

Ε = 3·2 = 6 Ε = (ΔΓ)·U =(ΒΔ)·U + (ΒΓ)·U

1 2 3

υ

1
2

1
2

1
2  

 

 

 Σε τυχαίο ορθογώνιο προσεγγίζουµε τις πλευρές του µε ρητούς αριθµούς π.χ. 

µε µια πεπερασµένη δεκαδική παράστασή τους. 

 Με απλή τεχνική βρίσκουµε επίσης τον τύπο για το εµβαδόν του τριγώνου 

ΑΒΓ  (βλέπε σχήµα). 

 Βέβαια, δεν είναι πρακτικά εφαρµόσιµο να επινοεί κανείς κάθε φορά µια 

ειδική µέθοδο για κάθε σχήµα. 

 Η έννοια του ολοκληρώµατος κάνει δυνατό τον υπολογισµό του εµβαδού και 

του όγκου τυχαίων σχηµάτων, µε αναλυτικές µεθόδους. 

 Οι αρχές της ολοκλήρωσης ανάγονται στη λεγόµενη «µέθοδο της εξάντλη-

σης» που χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι Έλληνες για την εύρεση εµβαδών και 

όγκων. 

 Για παράδειγµα ο Αρχιµήδης (3
ος

 αιώνας π.Χ.) στον «τετραγωνισµό της πα-

ραβολής» αναπτύσσει τις βασικές έννοιες της ολοκλήρωσης. 
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 «Το εµβαδόν του χωρίου  ΟΑΒ  µεταξύ της παρα-

βολής 2
y x= , του άξονα των  x  και της ευθείας  x=1 

, ισούται µε το 
1

3
 του εµβαδού του ορθογωνίου 

ΟΑΒΓ.» 

 

 

 Στους Newton (1646-1727) και Leibniz (1644-1716) οφείλουµε τη σύνδεση 

µεταξύ παραγώγισης και ολοκλήρωσης, ενώ ο γερµανός µαθηµατικός Riemann 

(1826-1866) διατύπωσε τη θεωρία ολοκλήρωσης µε την οποία, κυρίως θ’ ασχο-

ληθούµε. 

 Το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης σ’ ένα διάστηµα ορίσθηκε ως το όριο (αν 

υπάρχει) των λεγόµενων αθροισµάτων Riemann, όταν η λεπτότητα της διαµέρι-

σης του διαστήµατος τείνει στο µηδέν. 

 Στον Cauchy (1789-1857) oφείλεται η επέκταση του ορισµού του ολοκλη-

ρώµατος, στην περίπτωση µη φραγµένων συναρτήσεων. 

 Τον περασµένο αιώνα ο Stiltjes (1856-1894) έδωσε µια γενίκευση του ολο-

κληρώµατος Riemann γνωστή ως ολοκλήρωµα Riemann - Stiltjes. 

 Mε την εισαγωγή της έννοιας του µέτρου από τους Borel (1871-1938) και 

Lebesgue (1875-1941), η θεωρία της ολοκλήρωσης του Riemann γενικεύθηκε 

από τον Lebesgue µε τη βοήθεια του µέτρου. 

 Αυτή η γενίκευση είναι γνωστή ως ολοκλήρωµα του Lebesgue.  

y

O

1

1

Γ Β

y=x2

Α
x
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ΤΟ ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 
 

 

 

 

1. Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος 

 

 Θα µελετήσουµε αρχικά, χρησιµοποιώντας τη σηµερινή τεχνική των µαθη-

µατικών, «το πρόβληµα του τετραγωνισµού της παραβολής» το οποίο απασχόλη-

σε τον Αρχιµήδη τον 3
ο
 αιώνα π.Χ. 

 Θα δείξουµε ότι το εµβαδόν του χωρίου  ΟΑΒ  µεταξύ της παραβολής  

2
y x= , του άξονα των  x  και της ευθείας  x=1  ισούται µε το 

1

3
 του εµβαδού 

του ορθογωνίου  ΟΑΒΓ. 

 ∆ιαιρούµε το διάστηµα  [0, 1]  µε τα σηµεία 
0 1 n
x ,x , , x…  τέτοια ώστε  

… …

0 1 2 k k 1 n 1 n
x 1 x x x x x x 1

+ -
= < < < < < < < < = . 

Σε κάθε διάστηµα  [ ]
k k 1
x , x , k 0,1, 2, , n 1

+
= -…   

ισχύει 

2 2 2

k k 1
x x x

+
£ £ ,   για κάθε   [ ]

k k 1
x x , x

+
Œ , 

οπότε το αντίστοιχο κοµµάτι του εµβαδού που ζη-

τάµε θα είναι µεγαλύτερο του εµβαδού του ορθο-

γωνίου µε βάση το διάστηµα [ ]
k k 1
x , x

+
 και ύψος το 

2

k
x  και µικρότερο από το εµβαδόν του ορθογωνίου 

µε βάση πάλι το διάστηµα [ ]
k k 1
x , x

+
 και ύψος το 

2

k 1
x

+
 (βλέπε το σχήµα). 

 Αν λοιπόν συµβολίσουµε µε  Ε  το ζητούµενο εµβαδόν, θα έχουµε 

n 1 n 1

2 2 2 2

k 1 k k k 1 k k 1

k 0 k 0

K( x , ∆ ) ( x x )x E A( x , ∆ ) ( x x )x

- -

+ + +

= =

= - < < = -Â Â  

όπου το  ∆  αντιστοιχεί στη διαµέριση { }
0 1 2 n
x , x , x , , x…  του διαστήµατος  [0, 1] 

που πήραµε. 

 Το σύνολο  { 2Κ( x , ∆ ) : ∆  διαµέριση του [ ]}0,1  είναι προφανώς µη κενό και 

y

O

1

1

Γ Β

Α
xk xk+1 x



6 Κεφάλαιο 1 

φραγµένο προς τα πάνω π.χ. από το  Ε, οπότε υπάρχει το supremum του  

([6], Εισαγωγή, §3). 

 Γράφουµε 

{ διαµέριση του [ ]}
1

2 2

0

sup K( x , ∆ ) : ∆ 0,1 x dx=

-

Ú  

και ονοµάζουµε το 
1

2

0

x dx

-

Ú  

κάτω ολοκλήρωµα Darboux της συνάρτησης 2
y x=  στο διάστηµα [0, 1]. 

 Ο Darboux (1842-1917) ήταν Γάλλος γεωµέτρης. 

 Ανάλογα, ορίζουµε το πάνω ολοκλήρωµα Darboux 

{ διαµέριση του [ ]}
1

2 2

0

x dx inf A( x , ∆ ) : ∆ 0,1

-

=Ú  

και προφανώς ισχύει  

1 1
2 2

0 0

x dx E x dx

-

£ £

-
Ú Ú . 

 Θα δείξουµε ότι 

1 1
2 2

0 0

x dx x dx

-

=

-

Ú Ú  

και αυτήν την κοινή τιµή την γράφουµε 
1

2

0

x dxÚ  και θα την ονοµάσουµε ολο-

κλήρωµα Riemann της συνάρτησης 2
y x=  στο διάστηµα [0, 1]. 

 Για οποιαδήποτε  ∆  διαµέριση του  [0, 1]  έχουµε 

1 1
2 2 2 2

0 0

0 x dx x dx A( x , ∆ ) Κ( x , ∆ )

-

£ - £ -

-
Ú Ú . 

 Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι: για οποιοδήποτε  ε>0  µπορούµε να βρούµε  ∆  

διαµέριση του  [0, 1]  τέτοια ώστε 

2 2A( x , ∆ ) Κ( x , ∆ ) ε- < . 

 Εκλέγουµε τη διαµέριση του διαστήµατος  [0, 1] 

{ }n

1 2 n 1 n
∆ 0, , , , , 1 , n

n n n n

-

= = ŒÍ…  

και έχουµε 
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n 1 n 12

2 2

n 2 3

k 0 k 0

k 1 k k 1
Κ( x , ∆ ) k

n n n n

- -

= =

+Ê ˆ= - =Á ˜Ë ¯Â Â , 

 

n 1 n 1 n2

2 2 2

n 2 3 3

k 0 k 0 k 1

k 1 k ( k 1) 1 1
A( x , ∆ ) ( k 1) k

n n n n n

- -

= = =

+ +Ê ˆ= - = + =Á ˜Ë ¯Â Â Â . 

 Εποµένως, ισχύει 

2 2 2

n n 3

1 1
A( x , ∆ ) K( x ,∆ ) n

nn
- = ◊ =  

οπότε, αρκεί να εκλέξουµε 
1

n
ε

>  για να έχουµε 

2 2

n n

1
A( x , ∆ ) K( x ,∆ ) ε

n
- = < . 

 Επειδή ισχύει ο τύπος 

n

2

k 1

n( n 1)( 2n 1
k

6
=

+ +
=Â  

προκύπτουν οι ανισότητες 

 
2

3 3 3

1 n( n 1)( 2n 1) n 1 n( n 1)( 2n 1)
E

6 6n n n

+ + + +
- < <  

 
1 1 1 1 1 1 1

1 1 E 1 1
3 n 2n n 3 n 2n

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆfi + + - < < + +Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ . 

 Oι ακολουθίες αριστερά και δεξιά του  Ε, όταν το nÆ +• , συγκλίνουν στο 

1

3
,  άρα είναι  

1
E

3
= . 

 

Ο ορισµός του Darboux 

 Θεωρούµε το κλειστό διάστηµα  [ ]a, β , α, β ŒÑ . 

 Ένα πεπερασµένο σύνολο  { }
0 1 2 n

∆ x , x , x , , x= …   τέτοιο ώστε 

0 1 2 n 1 n
a x x x x x β

-

= < < < < < =…  

λέγεται διαµέριση του  [α, β]. 

 Ο αριθµός      { }
k 1 k

d max x x , k 0,1, 2, , n 1
+

= - = -…   
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λέγεται λεπτότητα της διαµέρισης  ∆. 

 Λέµε µια  ∆2  διαµέριση διαδοχική της  ∆1  διαµέρισης, όταν η  ∆2  διαµέριση 

περιέχει όλα τα σηµεία της  ∆1  διαµέρισης και επιπλέον µερικά ακόµη σηµεία. 

 Προφανώς, για τις αντίστοιχες λεπτότητες των διαµερίσεων  ∆1  και  ∆2 ,  

ισχύει η ανισότητα  
2 1

d d£ . 

 Έχουµε λοιπόν τη χρήσιµη ιδιότητα: 

Aν 
1 2
∆ , ∆  είναι δύο διαµερίσεις του διαστήµατος [ α, β ] , a, β ŒÑ  τότε το 

σύνολο των σηµείων 
1 2
∆ ∆»  είναι µια διαδοχική διαµέριση και της 

1
∆  και της 

2
∆  διαµέρισης. 

 Το σύνολο των διαµερίσεων του διαστήµατος [ ]α, β , α, β ŒÑ  θα το συµ-

βολίζουµε µε   [ ]D( a, β ) . 

 Μας ενδιαφέρουν ακολουθίες διαµερίσεων [ ]
n n

( ∆ ) , ∆ D( a, β ) , nŒ ŒÍ  

διαδοχικές τέτοιες ώστε η ακολουθία των αντίστοιχων λεπτοτήτων τους 

n
( d ), nŒÍ  να είναι µηδενική ακολουθία, δηλαδή 

 { }
n k 1 k

d max x x ; k 0,1, 2, , n 1 0
+

= - = - Æ… ,   όταν   nÆ +•  

 
n

n

lim d 0
Æ+•

fi = . 

 Θεωρούµε τη φραγµένη συνάρτηση  f  που ορίζεται στο κλειστό και φραγµέ-

νο διάστηµα [ a, β ], α, β ŒÑ . 

 Αν { }
0 1 2 n

∆ x , x , x , , x= …  είναι διαµέριση του  [α, β] , τότε σε καθένα από τα 

υποδιαστήµατα 

[ ] [ ] [ ]
0 1 1 2 n 1 n
x , x , x , x , , x , x

-

…  

η συνάρτηση  f  είναι φραγµένη και προς τα κάτω και προς τα πάνω, δηλαδή 

υπάρχουν 
k k
λ , µ ŒÑ  τέτοια ώστε 

[ ]
k k k k 1
λ f ( x ) µ , x x , x

+
£ £ " Œ  

για  k = 0, 1, 2, …, n-1. 

 Συµβολίζουµε µε  

 { [ ]}
k k k 1

m inf f ( x ) : x x , x
+

= Œ  

 { [ ]} ,
k k k 1

M sup f ( x ) : x x , x k 0,1, 2, , n 1
+

= Œ = -…  
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το infimum και το supremum των τιµών f ( x )  στα διαστήµατα [ ]
k k 1
x , x

+
  

([6], Εισαγωγή, §3). 

 Για κάθε διαµέριση  ∆  του  [α, β]  ορίζουµε το κάτω και το πάνω άθροισµα 

Darboux της  f  µε τους τύπους: 

 κάτω άθροισµα Darboux 

n 1

k 1 k k

k 0

Κ( f , ∆ ) ( x x )m

-

+

=

= -Â , 

 πάνω άθροισµα Darboux 

k 1

k 1 k k

k 0

A( f , ∆ ) ( x x )M

-

+

=

= -Â . 

 Προφανώς ισχύει η σχέση 

[ ]K( f , ∆ ) Α( f , ∆ ) , ∆ D( a, β )£ " Œ . 

 

Σηµείωση 

 Όλα τα αθροίσµατα Darboux Κ( f , ∆ )  και Α( f , ∆ )  που αντιστοιχούν στις 

∆  διαµερίσεις του διαστήµατος [ ]α, β  βρίσκονται µεταξύ των αριθµών 

m( β α )-  και Μ( β α )- , όπου 

 { [ ]}M sup f ( x ) , x a, β= Œ , 

 { [ ]}m inf f ( x ) , x a, β= Œ . 

 ∆ηλαδή ισχύει 

m( β α ) Κ( f , ∆ ) Α( f , ∆ ) Μ( β α ) ,- £ £ £ -  

για κάθε  ∆  διαµέριση του διαστήµατος  [ ]α, β . É 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 1: Aν  [ ]Œ
1 2
∆ , ∆ D ( α, β )   τότε ισχύει  

1 2
Κ( f , ∆ ) Α( f , ∆ )£ . 

 Απόδειξη 

 Αρκεί να δείξουµε ότι: αν η  ∆2  είναι διαδοχική διαµέριση της  ∆1  τότε συ-

νεπάγεται 

 
1 2

Κ( f , ∆ ) Κ( f , ∆ )£  

και 
2 1

Α( f , ∆ ) Α( f , ∆ )£  

 Πράγµατι, τότε έχουµε 
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1 1 2 1 2 2
Κ( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ∆ ) Α( f , ∆ ∆ ) Α( f , ∆ )£ » £ » £ . 

 Αφού υποθέσαµε ότι η  ∆2  είναι διαδοχική της  ∆1  διαµέρισης σε κάθε διά-

στηµα [ ]
k k 1
x , x

+
, η  ∆2  διαµέριση έχει τα επιπλέον σηµεία 

…

0 1 λ
k j j j k 1x y y y x

+
= < < < =  

σε πλήθος  λ+1  (που εξαρτάται από k). 

 Άρα, στον τύπο του 
2

K( f , ∆ ) , εκεί όπου το τύπος του 
1

K( f , ∆ )  είχε τον 

όρο 
k 1 k k

( x x )m
+

- , τώρα έχουµε το άθροισµα  

[ ]
i 1 i i

λ

j j j

i 0

y y m
+

=

-Â , 

όπου { [ ]}
i i i 1
j j jm inf f ( x ) : x y , y

+

= Œ . 

 Επειδή είναι   [ ] [ ]
i i 1
j j k k 1y , y x , x

+
+

Ã    ισχύει  
i

k jm m£   και έχουµε 

i 1 i i 1 i i

λ λ

k 1 k k j j k j j j

i 0 i 0

( x x )m ( y y )m ( y y )m
+ +

+

= =

- = - £ -Â Â . 

 Αν αυτές οι ανισότητες επαναληφθούν για κάθε k 0,1, 2, , n 1= -…  και α-

θροιστούν θα προκύψει η πρώτη ανισότητα. 

 Για τη δεύτερη ανισότητα εργαζόµαστε ανάλογα. É 

 

Γεωµετρική ερµηνεία 

 Η γεωµετρική ερµηνεία όσων είπαµε γίνεται άµεσα κατανοητή αν θεωρή-

σουµε επιπλέον ότι ισχύει [ ]f ( x ) 0 , x a, β≥ " Œ  και δούµε το πρόβληµα του 

εµβαδού κάτω από το γράφηµα της συνάρτησης  f. 

 

Μ1

x1α = x0 x2 x3 = β

Μ2

m1
m2

m3

Μ3

y

x
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 Το 

 
1 0 1 2 1 2 3 2 3

K( f , ∆ ) ( x x )m ( x x )m ( x x )m= - + - + -  

είναι το εµβαδόν µιας ένωσης ορθογωνίων που «προσεγγίζει από κάτω» το ζη-

τούµενο εµβαδό και το 

1 0 1 2 1 2 3 2 3
A( f , ∆ ) ( x x )M ( x x )M ( x x )M= - + - + -  

είναι το εµβαδόν µιας ένωσης ορθογωνίων που «προσεγγίζει από πάνω» το ζη-

τούµενο εµβαδό κάτω από το γράφηµα της συνάρτησης  f. É 

 

 To σύνολο { [ ] }K( f , ∆ ) , ∆ D( a, β )Œ  είναι προφανώς µη κενό και φραγµέ-

νο προς τα πάνω (τα [ ]A( f , ∆ ) , ∆ D( α, β )Œ  είναι πάνω φράγµατά του), οπότε 

υπάρχει το supremum του ([6], Εισαγωγή §3). 

 Γράφουµε 

{ [ ] }
β

a

f ( x )dx sup K( f , ∆ ) , ∆ D( a, β )= Œ

-

Ú  

και το λέµε κάτω ολοκλήρωµα Darboux της συνάρτησης  f  στο [a, β]. 

 To σύνολο { [ ] }Α( f , ∆ ) , ∆ D( a, β )Œ  είναι προφανώς µη κενό και φραγµένο 

προς τα κάτω (τα [ ]Κ( f , ∆ ) , ∆ D( a, β )Œ  είναι κάτω φράγµατά του), οπότε 

υπάρχει το infimum του ([6], Εισαγωγή, §3). 

 Γράφουµε 

{ [ ] }
β

a

f ( x )dx inf A( f , ∆ ) , ∆ D( a, β )

-

= ŒÚ  

και το λέµε πάνω ολοκλήρωµα Darboux της συνάρτησης  f  στο [a, β]. 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 1 (Darboux): Mια φραγµένη συνάρτηση  f,  ορισµένη σ’ ένα κλειστό και 

φραγµένο διάστηµα  [a, β] , λέγεται Riemann ολοκληρώσιµη στο  [a, β]  όταν 

ισχύει  

β β

a a

f ( x )dx f ( x )dx

-

=

-

Ú Ú . 

H κοινή τιµή λέγεται ολοκλήρωµα Riemann της  f  και συµβολίζεται µε  

ή
β β

a a

f ( x )dx fÚ Ú . 

 

 O ορισµός που δώσαµε και όλα όσα αναφέραµε προηγουµένως δίνουν άµεσα 

µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για την Riemann ολοκληρωσιµότητα µιας 
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φραγµένης συνάρτησης  f. 

ΘEΩPHMA 1: Mια φραγµένη συνάρτηση  f  ορισµένη στο κλειστό και φραγµένο διά-

στηµα  [α, β]  είναι Riemann ολοκληρώσιµη: 

 1) αν και µόνον αν, για κάθε  ε>0  υπάρχει διαµέριση  ∆  του  [α, β] τέτοια 

ώστε  

Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε.- <  

ή 2) για κάθε  ε>0, υπάρχει  δ>0  τέτοιο ώστε 

[ ]∆ D( a, β ) , µε d δ Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε" Œ < fi - < , 

 όπου  d  η λεπτότητα της  ∆  διαµέρισης του  [α, β]. 

 Απόδειξη 

 1) Υποθέτουµε ότι η  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [α, β]. 

  Θα έχουµε λοιπόν 

β β

α α

f ( x )dx f ( x )dx

-

=

-

Ú Ú  

και από τους ορισµούς του κάτω και του πάνω ολοκληρώµατος Darboux προκύ-

πτει η σχέση: για  ε>0  ισχύει 

β β

2 1
α α

ε ε
A( f , ∆ ) f ( x )dx f ( x )dx K( f , ∆ )

2 2

-

- < = < +

-

Ú Ú  

για κάποιες 
1 2
∆ , ∆  διαµερίσεις του  [α, β]  (γιατί;). 

 Θεωρούµε τη διαµέριση 
1 2

∆ ∆ ∆= »  του  [α, β]  η οποία είναι διαδοχική και 

της 
1
∆  και της 

2
∆ . 

 Σύµφωνα λοιπόν µε την προηγούµενη Πρόταση 1 ισχύουν οι ανισότητες 

 
2

Α( f , ∆ ) Α( f , ∆ )£ , 

 
1

Κ( f , ∆ ) Κ( f , ∆ )£ . 

 Εποµένως, η παραπάνω ανισότητα γίνεται 

 
ε ε

Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ )
2 2

- < +  

 Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) εfi - < . 
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 Αντίστροφα, αν για κάθε  ε>0  υπάρχει διαµέριση [ ]∆ D( α, β )Œ  τέτοια ώστε 

Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε- <  

τότε οι προφανείς ανισότητες 

β β

α α

Κ( f , ∆ ) f ( x )dx f ( x )dx A( f ,∆ )

-

£ £ £

-
Ú Ú  

συνεπάγονται 

β β

α α

0 f ( x )dx f ( x )dx A( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε

-

£ - £ - <

-
Ú Ú , 

απ’ όπου προκύπτει η ισότητα  

β β

α α

f ( x )dx f ( x )dx

-

=

-

Ú Ú . 

 Άρα, η  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [α, β]. 

 2) Υποθέτουµε ότι η  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [α, β]. 

 Εποµένως, υπάρχει διαµέριση 
1
∆  του  [α, β]  τέτοια ώστε 

1

ε
Α( f , ∆ ) Ι

4
< + , 

και υπάρχει διαµέριση 
2
∆  του  [α, β]  τέτοια ώστε 

2

ε
Κ( f , ∆ ) Ι

4
> -  

όπου    
β

α

Ι f ( x )dx= Ú . 

 Έστω τυχαία διαµέριση  ∆  του  [α, β]  και  ∆0  κοινή διαδοχική διαµέριση 

των  ∆  και  ∆1 . 

 Υπάρχουν διαστήµατα [ ]
k k 1
x , x

+
 της  ∆  διαµέρισης που έχουν στο εσωτερι-

κό τους σηµεία της  ∆1  π.χ. τα δύο σηµεία  y1 , y2 . 

 

xk xk+1y1 y2  

 

 Θεωρούµε τα µήκη των διαστηµάτων  

k 1 k 1 1 k 2 2 1 3 k 1 2
λ x x , λ y x , λ y y , λ x y

+ +
= - = - = - = -  

και τα supremum σ’ αυτά 
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 { [ ]}
k k k 1

M sup f ( x ) : x x , x
+

= Œ , 

 { [ ]}
1 k 1

M sup f ( x ) : x x , y= Œ    , 

 { [ ]}
2 1 2

M sup f ( x ) : x y , y= Œ    , 

 { [ ]}
3 2 k 1

M sup f ( x ) : x y , x
+

= Œ . 

 ∆είξτε ότι το 
k

M  συµπίπτει µ’ ένα από τα  
1 2 3

M ,M ,M . 

 Έστω ότι 
k 2

M M=  και θέτουµε  { }
0 1 3

M min M ,M= . 

 Επειδή ισχύει 
2 1 3

λ λ λ λ- = +  έχουµε 

 
k 1 1 2 2 3 3 k 2 1 1 3 3

Μ λ (Μ λ Μ λ Μ λ ) Μ ( λ λ ) ( Μ λ Μ λ )- + + = - - +  

 
k 2 0 1 3 1 3 k 0 ∆ k 0

Μ ( λ λ ) Μ ( λ λ ) ( λ λ )( Μ Μ ) d (Μ Μ )£ - - + = + - £ - . 

 Στο σχηµατισµό του Α( f , ∆ )  υπάρχει ο όρος  Μk λ  και στο σχηµατισµό 

0
Α( f , ∆ ) , αντί του  Μk λ,  υπάρχει το άθροισµα 

1 1 2 2 3 3
Μ λ Μ λ Μ λ+ + . 

 Σχηµατίζουµε τη διαφορά 

0
Α( f , ∆ ) Α( f , ∆ )- . 

 Για κάθε διάστηµα της διαµέρισης  ∆,  που δεν έχει σηµεία της διαµέρισης  

∆1 , ο προσθετέος  Μk λ  υπάρχει και στα δύο αθροίσµατα 
0

Α( f , ∆ ) , Α( f , ∆ )  

και κατά την αφαίρεση απαλείφεται. 

 ΄Εχουµε λοιπόν 

 

∆
Κ

0 ∆ i i0

i 1

Ο Α( f , ∆ ) Α( f , ∆ ) d ( Μ M )

=

£ - £ -Â  

 [ ][ ]
∆

Κ

∆

i 1

d sup f ( x ) inf f ( x ), x α, β

=

£ - ŒÂ , 

όπου 
∆

Κ  o αριθµός των διαστηµάτων της  ∆  διαµέρισης που περιέχουν στο 

εσωτερικό τους σηµεία της  ∆1 . 

 Όταν η λεπτότητα 
∆

d  της  ∆  διαµέρισης του  [α, β]  µικραίνει, ο αριθµός 

∆
Κ  πλησιάζει το πλήθος των σηµείων της  ∆1  διαµέρισης, παραµένοντας βέ-

βαια ένας θετικός αριθµός. 

 Εποµένως, προκύπτει ότι  

[ ] [ ][ ]
∆ ∆

Κ Κ

∆ max min ∆

i 1 i 1

d sup f ( x ) inf( f ( x ) , x α, β Μ M d

= =

- Œ = -Â Â , 
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όπου { [ ]} { [ ]}= Œ = Œ
max min

M sup f ( x ) , x α, β , M inf f ( x ) , x α, β , 

οπότε όταν
0 ∆

Α( f , ∆ ) Α( f , ∆ ) 0 , d 0- Æ Æ . 

ή ισοδύναµα, αν πάρουµε τη λεπτότητα 
∆

d δ , δ 0< >  κατάλληλο, θα έχουµε 

 
0

ε
A( f , ∆ ) Α( f , ∆ )

4
- <  . (1) 

 Επειδή η  ∆0 

 είναι διαδοχική διαµέριση της  ∆1  ισχύει 

1 0 0 1
Κ( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) Α( f , ∆ ) Α( f , ∆ )£ £ £  

και επειδή  

1

ε
Α( f , ∆ ) Ι

4
< + , 

προκύπτει ότι  

 
0

ε
Α( f , ∆ ) Ι

4
< + . (2) 

 Από τις (1) και (2) συνεπάγεται ότι    
ε

Α( f , ∆ ) Ι
2

- < . 

 Ανάλογα, αποδεικνύεται ότι  
ε

Κ( f , ∆ ) Ι
2

> - . 

 Από τις τελευταίες ανισότητες παίρνουµε 

ε ε
Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) Ι Ι ε

2 2
- < + - + =  

που είναι η ζητούµενη ανισότητα. 

 Αντίστροφα, υποθέτουµε πως ισχύει η συνθήκη 2). 

 Εποµένως, για  ε>0  ορίζεται αριθµός  δ>0  τέτοιος ώστε, αν η  ∆  διαµέριση 

του  [α, β]  έχει λεπτότητα 
∆

d δ< , να ισχύει 

Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε- < . 

 Αρκεί λοιπόν να κατασκευάσουµε µια τέτοια διαµέριση. 

 Παίρνουµε nŒÍ  φυσικό αριθµό τέτοιο ώστε (Αρχιµήδεια ιδιότητα)  

nδ β α> -     (βλέπε [6], Εισαγωγή, §3) 

και ορίζουµε τα σηµεία της  ∆  διαµέρισης ισαπέχοντα ανά δύο διαδοχικά. 

 Μ’ αυτόν τον τρόπο το διάστηµα  [α, β]  διαιρείται σε υποδιαστήµατα µε 

κοινό µήκος 
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∆

β α
d δ

n

-
= < , 

οπότε ισχύει Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε- < . 

 Αλλά, όπως είδαµε στην προηγούµενη περίπτωση 1), από την τελευταία ανι-

σότητα συνεπάγεται η Riemann ολοκληρωσιµότητα της  f  στο  [α, β]. É 

 

 Στη συνέχεια θα δώσουµε ένα παράδειγµα µιας φραγµένης συνάρτησης η 

οποία δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 

 

Παράδειγµα 1 

 H συνάρτηση του Dirichlet 

αν ρητός αριθµός

αν άρρητος αριθµός

1 , x ,
f ( x )

0, x ,

Ï
= Ì
Ó

 

περιορισµένη στο διάστηµα  [ ]α, β , α, β ŒÑ   δεν είναι Riemann ολοκληρώσι-

µη. 

� Πράγµατι, για τυχαία διαµέριση { }
0 1 n

∆ x , x , , x= … , µε 

0 1 2 n 1 n
a x x x x x β

-

= < < < < < =…  

 του διαστήµατος [ ]a, β , είναι 

 { [ ]}
k k k 1

Μ sup f ( x ) , x x , x 1
+

= Œ = , 

 { [ ]}
k k k 1

m inf f ( x ) , x x , x 0 , k 0,1, 2, , n 1
+

= Œ = = -…  

 επειδή σε κάθε διάστηµα [ ]
k k 1
x , x

+
 υπάρχουν ρητοί και άρρητοι αριθµοί 

([6], Εισαγωγή §5). 

 Έχουµε λοιπόν 

 

n 1

k 1 k

k 0

K( f ,∆ ) ( x x ) 0 ( β α ) 0 0

-

+

=

= - ◊ = - ◊ =Â , 

 

n 1

k 1 k

k 0

Α( f , ∆ ) ( x x ) 1 ( β α )1 β α

-

+

=

= - ◊ = - = -Â  

για κάθε  ∆  διαµέριση του  [α, β]. 

 Εποµένως θα είναι 
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 { [ ] }
β

α

f ( x )dx sup K( f , ∆ ) , ∆ D( α, β ) 0= Œ =

-

Ú  

και 

 { [ ] }
β

α

f ( x )dx inf A( f , ∆ ) , ∆ D( α, β ) β α

-

= Œ = -Ú . 

 Άρα, για  α<β  έχουµε 

β β

α α

f ( x )dx 0 β α f ( x )dx

-

= < - =

-

Ú Ú , 

δηλαδή η συνάρτηση Dirichlet  f  δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο διάστη-

µα [ ]α, β , α, β ŒÑ . 

 

ΠΡΟΤΑΣΗ 2: Για τη φραγµένη συνάρτηση  f  στο  [α, β]  υπάρχει µια ακολουθία 

διαµερίσεων 
n

( ∆ ) , nŒÍ  του  [α, β] , µε λεπτότητες 
n

d  που τείνουν στο µη-

δέν όταν nÆ +• , τέτοια ώστε 

α) 
β

n
n α

lim A( f , ∆ ) f ( x )dx
Æ+•

-

= Ú  ,      β) 

β

n
n α

lim Κ( f , ∆ ) f ( x )dx
Æ+•

=

-

Ú . 

 Απόδειξη 

 Σύµφωνα µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 1 (περίπτωση 2)), για κάθε φυ-

σικό αριθµό  n  θέτουµε 
n

1
ε

n
=  και επιλέγουµε µια κατάλληλη διαµέριση  ∆n  

τέτοια ώστε 

και

β β

n n
α α

1 1
0 f ( x )dx K( f , ∆ ) 0 Α( f , ∆ ) f ( x )dx

n n

-

£ - < £ - <

-
Ú Ú . 

 Εποµένως, όταν το nÆ +•  προκύπτουν οι ζητούµενες σχέσεις α) και β). 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 2: Η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η φραγµένη συνάρτη-

ση  f  στο  [α, β]  Riemann ολοκληρώσιµη είναι να υπάρχει ακολουθία διαµερί-

σεων 
n
∆ , nŒÍ  του διαστήµατος  [α, β] , µε λεπτότητες  (dn)  που τείνουν στο 

µηδέν, όταν nÆ +• ,  τέτοια ώστε 

n n

n n

lim K( f , ∆ ) lim A( f , ∆ )
Æ+• Æ+•

= . 
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 Απόδειξη 

 Υποθέτουµε ότι η  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [α, β]. 

Τότε προφανώς ισχύει (Ορισµός 1) 

β β β

α α α

f ( x )dx f ( x )dx f ( x )dx

-

= =

-

Ú Ú Ú  

και σύµφωνα µε την Πρόταση 2 ισχύει η ζητούµενη ισότητα. 

 Αντίστροφα, όταν υπάρχει µια ακολουθία διαµερίσεων 
n

( ∆ ) , nŒÍ  τέτοια 

ώστε 

n n

n n

lim A( f , ∆ ) lim K( f , ∆ )
Æ+• Æ+•

= , 

τότε ισχύει 

[ ]
n n

n

lim A( f , ∆ ) K( f , ∆ ) 0
Æ+•

- = . 

 Το τελευταίο όµως όριο σηµαίνει: όταν δοθεί  ε > 0  υπάρχει φυσικός αριθ-

µός 
0
n ( ε ) 0>  τέτοιος ώστε, για όλες τις 

n
∆  διαµερίσεις του  [α, β] , µε 

0
n n≥  

να ισχύει 

n n
0 A( f , ∆ ) K( f , ∆ ) ε£ - <  

(βλέπε [6], Κεφ. 1, §1). 

 Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1 (περίπτωση 1)), συνεπάγεται ότι η 

φραγµένη συνάρτηση  f  στο  [α, β]  είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 

 

Ο ορισµός του Riemann 

 Θεωρούµε τη διαµέριση { }
0 1 2 n

∆ x , x , x , , x= …  του  [α, β]  και κάνουµε µια 

τυχαία επιλογή σηµείων 

{ }
0 1 n 1

Ξ ξ , ξ , , ξ
-

= …  

τέτοιων ώστε [ ] …

k k k 1
ξ x , x , k 0,1, 2, , n 1

+
Œ = - . 

 Σχηµατίζουµε το άθροισµα 

n 1

k 1 k k

k 0

S( f , ∆, Ξ ) ( x x ) f ( ξ )

-

+

=

= -Â  

το οποίο λέγεται άθροισµα του Riemann της φραγµένης συνάρτησης  f  στο διά-

στηµα  [α, β]. 

 Το άθροισµα αυτό εξαρτάται από τη διαµέριση  ∆  και τα επιλεγµένα σηµεία 
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0 1 2 n 1
ξ , ξ , ξ , , ξ

-

… . 

 Πρακτικά, αν θεωρήσουµε επιπλέον ότι είναι f ( x ) 0 , x [ α, β ]≥ " Œ ,  πε-

ριµένουµε ότι: αν η λεπτότητα 

{ }
k 1 k

d max x x , k 0, 2, , n 1
+

= - = -…  

της  ∆  διαµέρισης τείνει προς το µηδέν, όταν  nÆ +• ,  τότε το άθροισµα 

S( f , ∆, Ξ )  

θα τείνει στο εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από το γράφηµα της  f ,  τις 

ευθείες  x=α , x=β  και τον άξονα των  x . 

 Aπό τον ορισµό τους τα τρία αθροίσµατα ικανοποιούν τη σχέση 

Κ( f , ∆ ) S( f , ∆, Ξ ) Α( f , ∆ )£ £  

για κάθε διαµέριση   [ ]∆ D( α,β )Œ . 

 Βέβαια, αν το άθροισµα S( f , ∆, Ξ )  ήταν µια συνάρτηση της λεπτότητας  d  

της διαµέρισης  ∆  θα µπορούσαµε να ορίσουµε ένα όριο της µορφής 

d 0

lim S( f , ∆, Ξ )
Æ

, 

αλλά το S( f , ∆, Ξ )  δεν είναι τέτοια συνάρτηση. 

 Σύµφωνα µε τον παραπάνω ορισµό το άθροισµα S( f , ∆, Ξ )  εξαρτάται από 

τη διαµέριση { }
0 1 2 n

∆ x , x , x , , x= …   και από τους επιλεγµένους αριθµούς 

{ }
-

=
0 1 n 1

Ξ ξ , ξ , , ξ… , δηλαδή εξαρτάται από τις δύο n-άδες 
0 1 2 n
x , x , x , , x…  και 

-0 1 n 1
ξ , ξ , , ξ… ,  ενώ τα [ ]

k k k 1
ξ x , x

+
Œ . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 2 (Riemann): Mια φραγµένη συνάρτηση  f  ορισµένη στο διάστηµα  

[ ]α, β , α, β ŒÑ  λέγεται ολοκληρώσιµη σ’ αυτό, αν υπάρχει αριθµός  Ι, που 

τον γράφουµε  
β

α

Ι f ( x )dx= Ú ,  τέτοιος ώστε: 

ε 0" > , υπάρχει  δ>0  έτσι ώστε, για κάθε διαµέριση  ∆  και για κάθε επιλογή 

σηµείων  Ξ , να ισχύει 

β

α

d δ S( f , ∆, Ξ ) f ( x )dx ε< fi - <Ú  

όπου  d  η λεπτότητα της διαµέρισης  [ ]∆ D( α, β )Œ . 
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Τον αριθµό 
β

α

Ι f ( x )dx= Ú  τον ονοµάζουµε Riemann ολοκλήρωµα της συ-

νάρτησης  f  στο διάστηµα  [α, β]. 

 

 Ο ορισµός του Riemann υπήρξε ο πρώτος µαθηµατικά ακριβής ορισµός του 

ολοκληρώµατος. Ο ορισµός του Riemann και ο ορισµός του Darboux, που είναι 

εννοιολογικά απλούστερος, είναι ισοδύναµοι ορισµοί. 

 Aυτή η ισοδυναµία των ορισµών αποδεικνύεται στο Θεώρηµα:  

 

ΘEΩPHMA 3: Μια φραγµένη συνάρτηση  f  στο  [α, β]  είναι Riemann ολοκλη-

ρώσιµη αν και µόνον αν ισχύει 

β β

α α

f ( x )dx f ( x )dx

-

=

-

Ú Ú . 

 Απόδειξη 

 Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [α, β]  µε 

ολοκλήρωµα  

β

α

I f ( x )dx= Ú . 

 Σύµφωνα µε τον ορισµό του Riemann θα ισχύει: 

 µε
∆

ε 0 , δ 0 : ∆ D([α, β ]) , d δ" > $ > " Œ <  

 
ε

S( f , ∆, Ξ ) Ι
2

fi - <  

απ’ όπου προκύπτει 

ε ε
Ι S( f , ∆, Ξ ) Ι

2 2
- < < + . 

 Τα αθροίσµατα S( f , ∆, Ξ ) , καθώς εξαρτώνται από τα επιλεγµένα σηµεία ξi , 

που µπορούν ν’ αλλάζουν, σχηµατίζουν ένα σύνολο  S  (τη διαµέριση  ∆  την 

κρατάµε σταθερή) το οποίο είναι φραγµένο. 

 Έχουµε λοιπόν το σύνολο 

{S S( f , ∆, Ξ ) : Ξ=    επιλεγµένα σηµεία στη  ∆  διαµέριση} 

και θα δείξουµε ότι ισχύει 
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K( f , ∆ ) inf S , Α( f , ∆ ) sup S= = . 

 Για δοσµένο  ε>0 , από τον ορισµό του K( f , ∆ )  προκύπτει ότι σε κάθε διά-

στηµα [ ]
k k 1
x , x

+
 µπορεί να βρεθεί 

k
ξ  τέτοιο ώστε 

k k

ε
f ( ξ ) m

β α
- <

-

. 

 Αλλά τότε θα είναι 

 

n 1

k 1 k k k

k 0

0 S( f , ∆, Ξ ) Κ( f , ∆ ) ( x x ) f ( ξ ) m( )
-

+

=

£ - = - -Â  

 

n 1

k 1 k

k 0

ε
( x x ) ε

β α

-

+

=

< - ◊ =

-
Â . 

 Ανάλογα αποδεικνύεται η δεύτερη σχέση. 

 Εποµένως, έχουµε (βλέπε ορισµό του infimum) 

 
ε ε ε

Ι S( f , ∆, Ξ ) Ι Ι K( f , ∆ )
2 2 2

- < < + fi - £  

 
ε

Ι Κ( f , ∆ )
2

fi - £ . 

 Όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 1 (περίπτωση 2)) βρίσκουµε ότι, όταν 

η λεπτότητα  d  της διαµέρισης  ∆  είναι µικρότερη από κατάλληλο 
0
δ 0> , τότε 

ισχύει 

β

α

ε
f ( x )dx Κ( f , ∆ )

2
- <

-

Ú . 

 Άρα, αν η λεπτότητα  d  της  ∆  διαµέρισης είναι µικρότερη του  min{δ, δ0 }  

θα ισχύει 

β β

α α

Ι f ( x )dx I K( f , ∆ ) K( f , ∆ ) f ( x )dx ε- £ - + - <

- -

Ú Ú . 

 Επειδή οι αριθµοί 

και

β β

α α

Ι f ( x )dx f ( x )dx=

-

Ú Ú  
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είναι δοσµένοι και η απόσταση µεταξύ τους είναι µικρότερη από οποιοδήποτε 

θετικό αριθµό  ε>0 , αυτοί θα πρέπει να συµπίπτουν. 

 Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται ότι ισχύει 

-

= =Ú Ú
β β

α α

Ι f ( x )dx f ( x )dx .  

 Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι ισχύει 

β β

α α

Ι f ( x )dx f ( x )dx

-

= =

-

Ú Ú . 

 Θα δείξουµε ότι ο αριθµός  Ι  είναι το Riemann ολοκλήρωµα της συνάρτησης 

f  στο διάστηµα  [α, β] . 

 Από τους ορισµούς που δώσαµε στα προηγούµενα προκύπτει ότι  

και

β β

α α

K( f , ∆ ) f ( x )dx f ( x )dx Α( f , ∆ )

-

£ £

-
Ú Ú , 

ενώ συγχρόνως ισχύει η ανισότητα 

K( f ,∆ ) S( f , ∆, Ξ ) Α( f , ∆ )£ £ . 

 Από τις τρεις τελευταίες σχέσεις, εφόσον υποθέσαµε ότι 

β β

a a

I f ( x )dx f ( x )dx

-

= =

-

Ú Ú , 

παίρνουµε 

S( f , ∆, Ξ ) Ι Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ )- £ - . 

 Αλλά, εύκολα αποδεικνύεται ότι, για κάθε  ε >0 , υπάρχει  δ > 0  τέτοιο ώστε 

για κάθε  ∆  διαµέριση, µε λεπτότητα  d <δ ,  να είναι  

β β β β

α α α α

f ( x )dx f ( x )dx Α( f , ∆ ) K( f , ∆ ) f ( x )dx f ( x )dx ε

- -

- £ - < - +

- -
Ú Ú Ú Ú . 

 Θα έχουµε λοιπόν εδώ 

0 A( f ,∆ ) Κ( f , ∆ ) ε£ - <  

και άρα, αν η λεπτότητα  d  της  ∆  διαµέρισης είναι µικρότερη του  δ, τότε θα 

ισχύει 
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S( f , ∆, Ξ ) Ι ε- < , 

πράγµα που σηµαίνει πως η φραγµένη συνάρτηση  f  στο  [α, β]  είναι Riemann 

ολοκληρώσιµη µε    
β

α

Ι f ( x )dx= Ú . É 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3 
è Αν  α=β  και η συνάρτηση  f  είναι ορισµένη στο  α , θέτουµε  

a

α

f ( x )dx 0=Ú . 

è Αν  α>β  και η συνάρτηση  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [β, α] , 

θέτουµε 

β α

α β

f ( x )dx f ( x )dx= -Ú Ú . 

 

 Η διαδικασία εύρεσης του ολοκληρώµατος Riemann δείχνεται γραφικά στο 

παρακάτω σχήµα. 

 

d
λεπτότητα διαμέρισης

y(δ)

yS(f, Δ, Ξ)

δΟ

f(x)dx
β

α
∫

 
 

 Παρατηρούµε στο σχήµα ότι, όταν το ολοκλήρωµα Riemann υπάρχει, για 

δοσµένο  δ>0  τα αθροίσµατα Riemann  S( f, ∆, Ξ) , µε { }
-

=
0 1 n 1

Ξ ξ , ξ , , ξ…  

σηµεία στα διαστήµατα  [ ]
k k 1
x , x

+
  της  ∆  διαµέρισης µε λεπτότητα  d=δ , βρί-

σκονται στο ορισµένο διάστηµα  y(δ). 

 Όταν η λεπτότητα  d=δ  της  ∆  διαµέρισης τείνει στο µηδέν τότε τα διαστή-

µατα  y(δ)  τείνουν επίσης στο µηδέν. 

 

Γεωµετρική ερµηνεία 

 Έστω µια φραγµένη συνάρτηση  f  στο διάστηµα  [α,  β]  που είναι Riemann 

ολοκληρώσιµη στο  [α, β]  και έχει την παρακάτω γραφική παράσταση. 
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Ε2

y = f(x)

Ο
–Ε3–Ε1

α1α α2 β x

y

 

 

 Το Riemann ολοκλήρωµα της  f  στο [α, β]  είναι το άθροισµα των εµβαδών 

1 2 3
E , E , E- - ,  όπου  

1 2 3
E 0 , E 0 , E 0> > > , δηλαδή 

= - + -Ú
β

1 2 3
α

f ( x )dx E E E . 

 Σηµειώνουµε ότι τα εµβαδά που σχηµατίζονται πάνω από τον άξονα των  x 

(προς τα θετικά y) είναι µε θετικό πρόσηµο και τα εµβαδά που σχηµατίζονται 

κάτω από τον άξονα των  x  (προς τα αρνητικά y) είναι µε αρνητικό πρόσηµο. 

 Εύκολα διαπιστώνεται πως ισχύει 

β

1 2 3
α

f ( x ) dx E E E= + +Ú . 

 

Παράδειγµα 2 

 Αν η συνάρτηση  f  είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο  [0, α] , α>0,  τότε 

ισχύει 

a

n 0

1 a 2a na 1
lim f f f f ( x )dx

n n n n aÆ+•

È ˘Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ + + =Á ˜ Á ˜ Á ˜Í ˙Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯Î ˚ Ú… . 

� Θεωρούµε τη 
n
∆  διαµέριση του διαστήµατος  [0, α] 

n

0a a 2a na
∆ :0 a

n n n n
= < < < < =…  

 και σχηµατίζουµε το άθροισµα Riemann της  f 

…

n

a a a 2a a na
f f f S( f , ∆ , Ξ )

n n n n n n

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ + + =Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ , 

 όπου ως σηµεία 
k
ξ  πήραµε τα άκρα της  ∆  διαµέρισης. 
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 Όταν το nÆ +•  η λεπτότητα 
n

1
d

n
=  της διαµέρισης  ∆n  τείνει στο µηδέν, 

οπότε έχουµε (Θεώρηµα 3): για κάθε  ε>0  υπάρχει 
0
n ŒÍ  τέτοιο ώστε 

n

1
d δ

n
= < ,  

0
n n" ≥   να ισχύει 

…

α

0

a a a
f f ( a ) f ( x )dx ε

n n n

Ê ˆ + + - <Á ˜Ë ¯ Ú  

πράγµα που αποδεικνύει το ζητούµενο. 

 

ΘEΩPHMA 4: Aν µια συνάρτηση  f  είναι Riemann oλοκληρώσιµη στο διάστηµα  

[α, β]  τότε είναι φραγµένη σ’ αυτό το διάστηµα. 

 Απόδειξη 

 Υποθέτουµε πως η  f  δεν είναι φραγµένη στο διάστηµα  [α, β]. 

 Θεωρούµε µια  ∆  διαµέριση του  [α, β] 

0 1 n 1 n
α x x x x β

-

= < < < < =…  

και σχηµατίζουµε το αντίστοιχο άθροισµα Riemann 

n 1

k 1 k k

k 0

S( f , ∆, Ξ ) ( x x ) f ( ξ )

-

+

=

= -Â  

µε εκλογή των σηµείων 

{ } µε [ ]
0 1 n 1 k k k 1

Ξ ξ , ξ , , ξ , ξ x , x
- +

= Œ… . 

 Αφού η συνάρτηση  f  δεν είναι φραγµένη στο [α, β] δεν θα είναι φραγµένη 

τουλάχιστον σ’ ένα από τα διαστήµατα 

[ ]
k k 1
x , x , k 0,1, 2, , n 1

+
= -…  

π.χ. στο διάστηµα    [ ]
0 0
k k 1
x , x

+
. 

 Τότε έχουµε 

 
0 0 0
k 1 k k k 1 k k

S( f , ∆, Ξ ) ( x x ) f ( ξ ) ( x x ) f ( ξ )
+ +

= - + -Â  

  
0 0 0
k 1 k k

( x x ) f ( ξ ) A
+

= - + , 

όπου 
k 1 k k

A ( x x ) f ( ξ )
+

= -Â  και το άθροισµα Â δεν περιέχει τον όρο για 

0
k k= , δηλαδή  



26 Κεφάλαιο 1 

n 1

0 0

k 0

, k k , 0 k n 1

-

=

= π £ £ -Â Â . 

 Υπενθυµίζουµε πως τα σηµεία 
k
ξ , k 0,1, 2, , n 1= -…  εκλέγονται αυθαίρε-

τα µέσα στα διαστήµατα [ ]
k k 1
x , x

+
, αντίστοιχα. 

 Από την παραπάνω σχέση προκύπτει 

0 0 0
k k 1 k

S( f , ∆, Ξ ) f ( ξ ) ( x x ) A
+

≥ - - . 

 Επειδή όµως η συνάρτηση  f  δεν είναι φραγµένη στο διάστηµα [ ]
0 0
k k 1
x , x

+
, 

για οποιονδήποτε µεγάλο θετικό αριθµό  Μ  υπάρχει [ ]
0 0 0
k k k 1
ξ x , x

+
Œ  τέτοιο 

ώστε να ισχύει  

0 0 0 0

0 0

k k k 1 k

k 1 k

A M
f ( ξ ) f ( ξ ) ( x x ) A M 0

x x
+

+

+
> fi - - > >

-

. 

 Βλέπουµε λοιπόν ότι, για οποιονδήποτε µεγάλο αριθµό  Μ>0  και δοσµένη  

∆  διαµέριση του  [α, β] , υπάρχει κάποιο άθροισµα Riemann, µε κατάλληλη επι-

λογή των σηµείων 

 { }
0 1 n 1

Ξ ξ , ξ , , ξ
-

= …  

και ειδικά του [ ]
0 0 0
k k k 1
ξ x , x

+
Œ , 

του οποίου η απόλυτη τιµή είναι µεγαλύτερη του  Μ. 

 Αυτό όµως σηµαίνει ότι η συνάρτηση  f  δεν είναι ολοκληρώσιµη στο διά-

στηµα  [α, β]. 

 

Συµπέρασµα  

Για να µπορεί να είναι Riemann ολοκληρώσιµη µια συνάρτηση  f  στο διάστηµα  

[α, β]  πρέπει να είναι φραγµένη στο  [α, β]. 

Αλλ’ όµως όλες οι φραγµένες συναρτήσεις δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµες 

π.χ. η συνάρτηση Dirichlet (Παράδειγµα 1) 

[ ]

[ ]

1 , αν x α, β και x ρητός αριθµός ,
f ( x )

0 , αν x α, β και x άρρητος αριθµός.

ŒÏ
= Ì

ŒÓ
 

Oι συναρτήσεις  f  που δεν είναι φραγµένες στο διάστηµα  [α, β]  δεν είναι  

Riemann ολοκληρώσιµες σ’ αυτό. 
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2. Θεωρήµατα ύπαρξης ορισµένου ολοκληρώµατος 

 

 Τα κριτήρια που αναφέρονται στην προηγούµενη παράγραφο §1 θα µας βοη-

θήσουν να δείξουµε την Riemann ολοκληρωσιµότητα των µονότονων συναρτή-

σεων (αυξουσών ή φθινουσών) και των συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα 

[ ]α, β , a, β ŒÑ . 

 Στη συνέχεια για απλότητα της έκφρασης, αντί Riemann ολοκληρωσιµότητα 

και Riemann ολοκλήρωµα, θα γράφουµε ολοκληρωσιµότητα και ολοκλήρωµα, 

αντίστοιχα. 

 

Ι. Μονότονες συναρτήσεις 
 

 Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση  f  είναι φραγµένη και αύξουσα στο  [α, β],  

οπότε είναι φανερό ότι ισχύουν (βλέπε σχήµα)  

k k k k 1
m f ( x ) , M f ( x ) , k 0,1, 2, , n 1

+
= = = -… . 

a = x0O

f(xk+1)
f(xk)

xk xk+1 β = xn x

y

 
 

 Επιλέγουµε ως  ∆  διαµέριση του διαστήµατος  [α, β]  αυτήν που χωρίζει το 

[α, β]  σε  n  ίσα τµήµατα, δηλαδή τη διαµέριση 

{ }β α β α β α
∆ α,α , , α k , , α n β

n n n

- - -
= + + + =… … . 

 Μ’ αυτήν την  ∆  διαµέριση του  [α, β]  έχουµε 

 

n 1

k 1 k k k

k 0

Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ( x x )( M m )

-

+

=

- = - - =Â  

 

n 1

k 1 k k 1 k

k 0

( x x ) f ( x ) f ( x )( )
-

+ +

=

= - - =Â  
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n 1

k 1 k

k 0

( β α )
f ( x ) f ( x )

n
( )

-

+

=

-

= - =Â  

 
( β α )

f ( β ) f ( α )
n

( )
-

= - . 

 Εποµένως, για οποιοδήποτε  ε>0  υπάρχει  n  φυσικός τέτοιος ώστε  

nε ( β α ) f ( β ) f ( α )( )> - -   (βλέπε [6], Εισαγωγή, §3). 

 Άρα, για κάθε  ε>0  επιλέγω 

( β α )
n f ( β ) f ( α )

ε
( )

-
> -  

και τη  ∆  διαµέριση, που χωρίζει το  [α, β]  σε  n  ίσα διαστήµατα µήκους 

( β α )

n

-

, για την οποία ισχύει: 

A( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ε- < . 

 Σύµφωνα λοιπόν µε το Θεώρηµα 1 (περίπτωση 1)) η φραγµένη και µονότονη 

συνάρτηση  f  είναι ολοκληρώσιµη στο  [α, β]. 

 

Παράδειγµα 1 

 Στο διάστηµα  [0, 2]  θεωρούµε τους όρους της ακολουθίας 

… …+ …
0 1 2 n 2 n 1

1 1 1 1
α 0 , α 1 , α 1 , , α 1 ,

2 2 2 2
-

= = = + = + + +  

που είναι τα µερικά αθροίσµατα της γεωµετρικής προόδου 

nn 1
n

n 1

1
2 lim α

2

•

-
Æ+•

=

= =Â . 

� Ορίζουµε µια συνάρτηση  f  στο διάστηµα  [0, 2]  κλιµακωτή ως εξής: 

αν [ ]

αν ( ]
n n 1n

1 , x 0 ,1

f ( x ) 1
, x α ,α , n 1, 2,

2
+

ŒÏ
Ô

= Ì
Œ =ÔÓ

…

 

 Προφανώς, η συνάρτηση  f  είναι φθίνουσα στο  [0, 2] , µε σηµεία ασυνέχει-

ας τα 
1 2 n
α , a , , a ,… …  δηλαδή σε αριθµήσιµο πλήθος. 

 Θεωρούµε τις ∆n διαµερίσεις του [0, 2] που περιέχουν τα σηµεία 
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1 2
α , a ,

n
, a…  και άλλα ενδιάµεσα σηµεία (όχι όµως δεξιά του  αn) έτσι ώστε οι 

λεπτότητές τους  dn  να είναι 
n n

d 2 a= - . 

 Αλλά είναι  
n

n

lim α 2
Æ+•

= ,  οπότε   
n n

n n

lim d 2 lim α 0
Æ+• Æ+•

= - = . 

 Τα διαστήµατα [ ]
k k 1

α ,α
+

 µήκους 
k

1

2
 διαµερίζονται και µε άλλα σηµεία  xi  

και έχουµε άθροισµα µηκών  

i k 1 k k

i

1
∆x α α

2
+

= - =Â , 

µε ελάχιστη τιµή της  f  σ’ όλα αυτά το  
k

1

2
. 

 Στο τελευταίο διάστηµα [ ]
n

α , 2  θέτουµε την τιµή 

{ [ ]}1 max f ( x ) , x 0, 2= Œ . 

 Έχουµε λοιπόν 

n 1 n 1

n nk k k k

k 0 k 0

1 1 1 1
K( f , ∆ ) ( 2 α )

2 2 2 2

- -

= =

◊ £ £ ◊ + -Â Â  

και επειδή είναι 

2 k

k 0

1 4

3( 2 )

•

=

=Â    (γεωµετρική σειρά λόγου  
1

λ
4

= ) , 

συνεπάγεται ότι 

2

n
n 0

4
lim Κ( f , ∆ ) f ( x )dx

3Æ+•

= =Ú , 

σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2 της §1. 

 

Παράδειγµα 2 

 Έστω  f  µια συνάρτηση συνεχής και γνήσια αύξουσα στο διάστηµα  [α, β]. 

 Αν 1f -  είναι η αντίστροφη συνάρτηση της  f,  να υπολογιστεί η παράσταση 

β f ( β )
1

α f ( α )

I f ( x )dx f ( x )dx-

= +Ú Ú . 
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 Να γίνει γεωµετρική παρουσίαση του αποτελέσµατος. 

� Αφού η συνάρτηση  f  είναι γνήσια αύξουσα (είναι και συνεχής) στο διάστη-

µα  [α, β ]  είναι ολοκληρώσιµη σ’ αυτό. 

 Η 1f -  είναι επίσης συνεχής και γνήσια αύξουσα στο [ )]f ( α ) , f ( β , άρα 

ολοκληρώσιµη σ’ αυτό (βλέπε [6], Κεφ. 5, §5). 

 Θεωρούµε µια τυχαία  ∆  διαµερίσιµη του  [α, β ] 

0 1 n 1 n
∆ : α x x x x β

-

= < < < < =… , 

και σχηµατίζουµε το κάτω άθροισµα Darboux 

n 1 n 1

k 1 k k k 1 k k

k 0 k 0

Κ( f , ∆ ) ( x x )m ( x x ) f ( x )

- -

+ +

= =

= - = -Â Â  

επειδή η  f  είναι γνήσια αύξουσα στο  [α, β ]  ισχύει 

{ [ ]}
k k k 1 k

m min f ( x ) , x x , x f ( x )
+

= Œ =  

 Ανάλογα, έχουµε το πάνω άθροισµα Darboux για τη διαµέριση  ∆0  του δια-

στήµατος [ ]f ( α ), f ( β ) , που προκαλείται από την  ∆  διαµέριση, 

…

0 1 n 1 n
∆ : f ( α ) f ( x ) f ( x ) f ( x ) f ( β )

-

< < < < =  

το οποίο είναι 
n 1

1

0 k 1 k k 1

k 0

Α( f , ∆ ) f ( x ) f ( x ) x( )
-

-

+ +

=

= - ◊Â , 

επειδή η  1f -   είναι γνήσια αύξουσα στο  [ ]f ( α ), f ( β )  ισχύει 

{ [ ]}1

k k k 1 k 1
M max f ( y ) , y f ( x ) , f ( x ) x-

+ +
= Œ = . 

 Άρα, για τυχαία  ∆  διαµέριση του  [α, β] , η οποία προκαλεί µια επίσης τυ-

χαία  ∆0  διαµέριση του [ ]f ( α ), f ( β ) , έχουµε 

- -

-

+ + +

= =

+ = - + - =Â Â
n 1 n 1

1

0 k 1 k k k 1 k k 1

k 0 k 0

K( f , ∆ ) Α( f , ∆ ) ( x x ) f ( x ) f ( x ) f ( x ) x( )  

 β f ( β ) α f ( α )= - . 

 Όταν η λεπτότητα  d  της διαµέρισης  ∆  τείνει στο µηδέν, τότε και η λεπτό-

τητα  d0  της διαµέρισης  ∆0  τείνει στο µηδέν, λόγω της συνέχειας της  f  στο 

[α, β]  (µάλιστα οµοιόµορφης συνέχειας). 
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 Αφού οι  f  και 1f -  είναι ολοκληρώσιµες θα έχουµε 

0

β f ( β )
1 1

0
d 0 d 0α f ( α )

lim K( f , ∆ ) f ( x )dx , lim A( f , ∆ ) f ( x )dx- -

Æ Æ

= =Ú Ú  

οπότε προκύπτει 

 

[ ]

β f ( β )
1

α f ( α )

1
0

d 0

I f ( x )dx f ( x )dx

lim Κ( f , ∆ ) Α( f , ∆ )

-

-

Æ

= + =

= + =

Ú Ú
 

  = -β f ( β ) α f ( α ) . 

 Η γεωµετρική ερµηνεία είναι ότι το  Ι  

είναι το άθροισµα των εµβαδών  Ε1 και  

Ε2 , 

1 2
Ι Ε Ε= + . 

 

II. Συνεχείς συναρτήσεις 
 
 Μια συνάρτηση  f  συνεχής στο διάστηµα [ ]α, β , α, β ŒÑ  είναι ολοκληρώ-

σιµη στο  [α, β]. 

 Είναι γνωστό ότι µια συνεχής συνάρτηση  f  στο διάστηµα  [α, β] : 

 i) είναι φραγµένη σ’ αυτό ([6], Κεφ. 5, §4), 

 ii) είναι οµοιόµορφα συνεχής σ’ αυτό ([6], Κεφ. 5, §3). 

 Υπενθυµίζουµε τον ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας: 

 Για κάθε  ε>0  υπάρχει δ( ε ) 0>  τέτοιο ώστε 

[ ] µεx, y α, β , x y δ f ( x ) f ( y ) ε" Œ - < fi - < . 

 Σηµειώνουµε ότι οι ρητές, οι τετραγωνικές, οι υπερβολικές, οι λογαριθµικές, 

οι εκθετικές συναρτήσεις, καθώς και οι συνδυασµοί τους µε απλές πράξεις ή 

συνθέσεις αυτών είναι παραγωγίσιµες στο σύνολο ορισµού τους και οι παράγω-

γοί τους είναι συνεχείς συναρτήσεις. 

Άρα, οι συνεχείς συναρτήσεις που ορίζονται στο διάστηµα  [α, β]  είναι φραγ-

µένες και οµοιόµορφα συνεχείς σ’ αυτό, και όπως θα δείξουµε είναι ολοκλη-

ρώσιµες στο [ ]α, β , α, β ŒÑ . 

 Για να δείξουµε την ολοκληρωσιµότητα πρέπει, για κάθε  ε>0  να βρούµε 

µια  ∆  διαµέριση του  [α, β]  τέτοια ώστε 

aΟ xk xk+1

Ε1

Ε2

f(a)
f(xk)

f(xk+1)

f(β)

β x

y
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n 1

k 1 k k k

k 0

Α( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ( x x )( M m ) ε

-

+

=

- = - - <Â , 

σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1 (περίπτωση 1)) της §1. 

 Επίσης είναι γνωστό ότι, επειδή η  f  είναι συνεχής στο [ ]
k k 1
x , x

+
 υπάρχουν 

σηµεία [ ]
+

Œ
k k k k 1
ξ , η x , x  τέτοια ώστε 

k k k k
m f ( ξ ) , M f ( η )= =     ([6], Κεφ. 5, §4). 

 Έχουµε λοιπόν 
n 1

k 1 k k k

k 0

A( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) ( x x ) f ( η ) f ( ξ )( )
-

+

=

- = - -Â  

και επειδή η  f  είναι οµοιόµορφα συνεχής σε κάθε διάστηµα [ ]
k k 1
x , x

+
, 

k 0,1, 2, , n 1= -… , για κάθε  ε>0  υπάρχει  δ( ε ) 0>  τέτοιο ώστε  

αν τότε- < - <

-
k k k k

ε
ξ η δ f ( ξ ) f ( η )

β α
. 

 Επιλέγοντας λοιπόν τη  ∆  διαµέριση µε λεπτότητα  d < δ  θα έχουµε: 

 

n 1

k k k 1 k

k 0

A( f , ∆ ) Κ( f , ∆ ) f ( η ) f ( ξ ) x x

-

+

=

- = - - <Â  

 

n 1

x 1 k

k 0

ε
( x x ) ε

β α

-

+

=

< - =

-
Â . É 

 

 Για παράδειγµα στο ολοκλήρωµα 

1

2
1

1 συνx
dx

x

-

-

Ú  

η συνάρτηση  f  δεν προσδιορίζεται στο σηµείο  x=0, ενώ είναι συνεχής για 

x 0π . 

 Aν όµως ορίσουµε την τιµή της 

 
2

x 0 x 0

1 συνx 0 ηµx 0
f (0 ) lim lim

0 2x 0xÆ Æ

-

= = = = =  

 
x 0

συνx 1
lim

2 2Æ

= = , 

αυτή γίνεται συνεχής στο διάστηµα [ ]1,1-  και άρα ολοκληρώσιµη σ’ αυτό. 
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