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Ôï ìéêñü áõôü âéâëßï, ðïõ ï öïéôçôÞò Ý÷åé óôá ÷Ýñéá ôïõ, áðïóêïðåß íá

ôïõ äþóåé ôç äõíáôüôçôá íá áíôéìåôùðßæåé êëáóéêÝò áóêÞóåéò, ðïõ

áöïñïýí óôéò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí ìåôáâëçôþí, üðùò ìåñéêÝò êáé ïëé-

êÝò ðáñÜãùãïé, ìåñéêÜ êáé ïëéêÜ äéáöïñéêÜ, áíáæÞôçóç áêñïôÜôùí,

êõñßùò ìå äõï ìåôáâëçôÝò, äéðëÜ êáé ôñéðëÜ ïëïêëçñþìáôá óõìðåñé-

ëáìâáíïìÝíùí êáé ôùí ãåùìåôñéêþí åöáñìïãþí ôïõò, åðéêáìðýëéá êáé 

åðéöáíåéáêÜ ïëïêëçñþìáôá êáé ôÝëïò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðñþôçò êáé 

äåõôÝñáò ôÜîåùò êáèþò åðßóçò êáé óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. 

Óôá äéðëÜ êáé ôñéðëÜ ïëïêëçñþìáôá äåí äüèçêáí áóêÞóåéò ðïõ áðï-

óêïðïýí óôéò ñïðÝò êáé êÝíôñá ìÜæáò. Óôéò óõíáñôÞóåéò äåí äüèçêáí

áóêÞóåéò ó÷åôéêÝò ìå ôçí êëßóç (rot), ôçí áðüêëéóç (div) êáé ðåñéóôñï-

öÞ (rot, curl).

Óôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò õðÞñîáìå ó÷åôéêÜ áíáëõôéêïß êáé ðÝñá áðü

ôéò êëáóéêÝò ìåèüäïõò êÜíáìå ÷ñÞóç êáé ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Lapla-

ce. Ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôïí ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé óôç ëýóç

óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óõíôå- 

ëåóôÝò ðïëõþíõìá ôçò áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò, åîéóþóåéò ðïõ óõ÷íÜ

áðáíôþíôáé óôéò öõóéêÝò êáé ôå÷íéêÝò åðéóôÞìåò.

Óôá ðåñéèþñéá ôïõ âéâëßïõ ðáñáôßèåôáé ðëïýóéá åéêïíïãñÜöéóç ó÷å-

ôéêÞ ìå ôéò ìåëåôïýìåíåò áóêÞóåéò, êáèþò åðßóçò üëåò ïé áðáñáßôçôåò

èåùñçôéêÝò ãíþóåéò ðïõ ïäçãïýí óôç ëýóç ôùí áóêÞóåùí. ÐïëëÝò öï-

ñÝò ôüóï ôá ó÷Þìáôá, üóï êáé ïé ðáñáôçñÞóåéò, ðïõ äßíïíôáé óôá ðåñé-

èþñéá, åðáíáëáìâÜíïíôáé óå äéáöïñåôéêÝò èÝóåéò.

Óçìåéþíåôáé üôé ïé ðáñáôéèÝìåíåò ëýóåéò äßíïíôáé ãéá íá ãßíåé åðáëÞ-

èåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ ïé öïéôçôÝò âñßóêïõí êáé ìüíï óôçí

ðïëý äýóêïëç ðåñßðôùóç íá áðïôåëïýí ðçãÞ åêìÜèçóçò. 

Óå üëï ôï âéâëßï ìáò áðïöýãáìå óõóôçìáôéêÜ ôç äéåîïäéêÞ åðßëõóç

ôùí áðëþí ïëïêëçñùìÜôùí, áïñßóôùí êáé ïñéóìÝíùí, èÝìáôá ðïõ õðï- 

ôßèåôáé üôé ïé áó÷ïëïýìåíïé ãíùñßæïõí êáëÜ, ãéáôß ç ãíþóç ôïõò åßíáé

ðñïáðáéôïýìåíï.

Ðéóôåýù üôé èá õðÜñîïõí öïéôçôÝò ôùí èåôéêþí êáé ðïëõôå÷íéêþí Ó÷ï- 

ëþí ðïõ èá áðïêïìßóïõí óçìáíôéêÜ ïöÝëç.

Åõ÷áñéóôïýìå ôéò åêäüóåéò ÆÇÔÇ ãéá ôçí éäéáßôåñç öñïíôßäá ìå ôçí

ïðïßá ðåñéÝâáëå ôï âéâëßï ìáò áõôü.
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ÁóêÞóåéò óôéò óõíáñôÞóåéò ðïëëþí ìåôáâëçôþí

1. Íá âñåèåß ç óõíÜñôçóç f x( ),  áí åßíáé ãíùóôü üôé 
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Ëýóç:

ÅðåéäÞ y > 0, ç ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ãßíåôáé
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ïðüôå åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé

f(x) 2x x 12= + + .

2. Ná âñåèåß ç óõíÜñôçóç f(x,y), üôáí 

f(x y, x y) x 2xy2- + = + .

Ëýóç:

ÈÝôïõìå x y u, x y v- = + =  áðü ôéò ïðïßåò ðáßñíïõìå üôé

x
u v

2
, y

v u

2
=

+
=

-
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oðüôå ç äïèåßóá ó÷Ýóç ãßíåôáé

f(u,v)
(u v)

4
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3u 2uv
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2 2 2 2

=
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-

=
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Äçë. ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç åßíáé f(x,y)
1

4
(3x 2xy)2= × + .

3. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò

z 1 x y2 2= - - .

Ëýóç:

To ðåäßï ïñéóìïý ôçò åßíáé ï äßóêïò  ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí áíéóüôçôá 

1 x y 0  x y 12 2 2 2- - ³ Û + £ .

ÂëÝðïõìå äçë. üôé ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò åßíáé ï äßóêïò ìå

êÝíôñï ôçí áñ÷Þ áîüíùí êáé áêôßíá 1.

4. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò

z 4 x y 42 2= - + -

Ëýóç:

To ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò  ïñßæåôáé áðü ôéò áíéóüôçôåò

4 x 0, y 4 0  x 2, y 22 2- ³ - ³ Û £ ³ .

To ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò åéêïíßæåôáé óôï ó÷. 1.

O
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Tï ðåäßï ïñéóìïý ìéáò óõíÜñôç-

óçò êáèïñßæåôáé óôéò áðëïýóôå-

ñåò ðåñéðôþóåéò üôáí 

á.ïé õðüññéæåò ðáñáóôÜóåéò äåí

ãßíïíôáé áñíçôéêÝò,

â.ïé õðü ëïãáñßèìéóç ðáñáóôÜ-

óåéò êáèßóôáíôáé èåôéêÝò,

ã.ïé âÜóåéò  åêèåôéêþí óõíáñôÞ-

óåùí åßíáé èåôéêÝò, 

ä.ïé ðáñïíïìáóôÝò ñçôþí óõíáñ-

ôÞóåùí äåí ìçäåíßæïíôáé.



5. Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò

z
1

x y2 2
=

+

Ëýóç:

To ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò ïñßæåôáé áðü ôçí áíéóüôçôá

x y2 2 0+ > .

EðïìÝíùò ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò åßíáé ôï R2 0 0\( , ). H ãñáöéêÞ ôçò ðáñÜóôáóç

åéêïíßæåôáé óôï ó÷.2.

6. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç

f x y
x y

x y
( , ) =

+

2

2 2
.

Íá âñåèåß ôï üñéï

lin f(x)
(x,y) (0,0)®

  .

Ëýóç:

Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò åßíáé ôï R2-{0,0}.

Áðü ôç ó÷Ýóç

x y (x y ) x y2 2 2 2 2× £ + × + .

óõìðåñáßíïõìå üôé éó÷ýåé 

f x y x y( , ) ( , )<  .

KáôÜ óõíÝðåéá 

lim f x y
x y( , ) ( , )

( , )
®

=
0 0

0.

7. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç

f x y
x y

x y
( , ) =

×

+2 2
.

Íá âñåèåß, áí õðÜñ÷åé, ôï üñéï

lin f(x,y)
(x,y) (0,0)®

.

Ëýóç:

Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f åßíáé ôï R2-{0,0}.

Ðñïöáíþò ðáßñíïõìå f(x,0) 0 f(x,x)
1

2
= =êáé .

Áí åêëÝîïõìå å
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÷åé ç>0 ðïõ íá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

x y ç f(x,y)
1

4

2 2+ < Þ - <l  . 

ÐñáãìáôéêÜ, áí õðÞñ÷å ï l, ôüôå èá åß÷áìå

2 ÁóêÞóåéò ÁíùôÝñùí Ìáèçìáôéêþí
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Ç óõíÜñôçóç 
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x y f x y

:

( , ) ( , )

R R2 ®

a

åßíáé óõíå÷Þò  óôï óçìåßï

Ì(xo,yo), áí 

á. ôï óçìåßï Ì(xo,yo) åßíáé

óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý

ôçò  f,

â. ôï üñéï 

lim ( , )
( , ) ( , )x y x yo o

f x y
®

õðÜñ÷åé, üôáí ôï Ì(x,y) ôåß-

íåé êáôÜ ïðïéïäÞðïôå ôñüðï

ðñïò ôï Ì(xo,yo), êáé

ã. éó÷ýåé

lim f x y f x y
x y x y

o o
o o( , ) ( , )

( , ) ( , )
®

=

O ïñéóìüò áõôüò óçìáßíåé üôé
" > >

- + - < Þ

Þ <

å 0,ç 0 ô.ù.

(x x ) (y y ) h

f(x,y)f(x ,y å

o
2

o
2

o o



0
1

4
kai

1

2

1

4
- < - <l l ,

ðñÜãìá ðïõ åßíáé áäýíáôï.

8. Íá åîåôáóèåß áí ç óõíÜñôçóç

f x y
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an
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åßíáé óõíå÷Þò.

Ëýóç:

Ðñïöáíþò ç óõíÜñôçóç åßíáé óõíå÷Þò óå ïëüêëçñï ôï åðßðåäï åêôüò ôçò

áñ÷Þò áîüíùí, üðïõ üìùò èá åîåôÜóïõìå áí åßíáé óõíå÷Þò.

ÅðåéäÞ  f(x, 0)=0, f(0, y)=0, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ïé ìåñéêÝò áõôÝò óõ-

íáñôÞóåéò åßíáé óõíå÷åßò óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

Óôçí Üóêçóç 7 åßäáìå üôé äåí ïñßæåôáé ôï üñéï

 lim
(x,y) (0,0)®

f x y( , ). 

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç óõíÜñôçóç  f  äåí åßíáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï (0, 0).

9. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç ôñéþí ìåôáâëçôþí

  f

x y z u f x y z x y z

:

( , , ) ( , , ) .

R R3 ®

= = + +a

Íá åîåôáóèåß áí åßíáé óõíå÷Þò óôï R3.

Ëýóç:

Èá äåßîïõìå üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé óõíå÷Þò óå ïðïéïäÞðïôå óçìåßï

(xo,yo,zo) ôïõ ÷þñïõ R3. 

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç ðïóüôçôá

 u u x y z x y zo o o o- = + + - - -

ãßíåôáé "ïóïäÞðïôå ìéêñÞ" üôáí ç ðïóüôçôá

 ( ) ( ) ( )x x y y z zo o o- + - + -2 2 2

ãßíåôáé "áñêïýíôùò ìéêñÞ", Þ  üôáí ïé ðïóüôçôåò 

x x y y z zo o o- - -, ,  

ãßíïíôáé "áñêïýíôùò ìéêñÝò.

Ãéá êÜèå å >0 åêëÝãïõìå ôá (x, y, z) Ýôóé, þóôå

x x y y z zo o o- < - < - <
e e e

3 3 3
, , ,

ïðüôå
u u x y z x y z

x x y y z z

o o o o

o o o

- = + + - - - £

£ - + - + - < + + =
å

3

å

3

å

3
å.
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Äçë. ç óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé óõíå÷Þò óå êÜèå óçìåßï (xo,yo,zo) ôïõ ÷þñïõ R3.

10. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç f x y
x y

x y
x y

x y

( , )
, ,

,

= +
¹

= =

ì

í
ï

îï

2

2 2
0

0 0

.

Íá åîåôáóèåß áí åßíáé óõíå÷Þò óôï R2. 

Ëýóç:

¼ðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò Üóêçóçò 7, ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï

åðßðåäï åêôüò ôçò áñ÷Þò ôùí áîüíùí, üðïõ èá ðñÝðåé íá åîåôáóèåß ç óõíÝ÷åéá.

Eßäáìå (Üóêçóç 4) üôé 

lim
(x,y) (0,0)®

=f x y( , ) 0. 

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç óõíÜñôçóç f  åßíáé óõíå÷Þò óôï R2. 

11. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç 

f(x,y) 2x y2 2= + .

Íá äåé÷èåß üôé åßíáé óõíå÷Þò óôï R2.

Ëýóç

Èá äåßîïõìå üôé åßíáé óõíå÷çò óå êÜèå óçìåßï (xo, yo) ôïõ R2.

Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò åßíáé ïëüêëçñï ôï R2. Ç ãñáöéêÞ ôçò 

ðáñÜóôáóç åéêïíßæåôáé óôï áíôßóôïé÷ï ó÷Þìá.

Ç äéáöïñÜ f(x, y)-f(xo, yo) ãßíåôáé

f(x,y) f(x ,y ) 2x y 2x y

2 x x x x y y y

0 0

2 2

0

2

0

2

0 0 0

- = + - - £

£ - × + + - × +y .
0

EêëÝãïõìå ôï x0, þóôå íá åßíáé x x x- <
0 0

, ïðüôå x x x+ <
0 0

3 . 

Ïìïßùò åêëÝãïõìå ôï y0, þóôå íá åßíáé  y y y- <
0 0

, ïðüôå y y y+ <
0 0

3 .

Êáëïýìå ç min
å

12x
,

3

6y
0 0

= ( ), ïðüôå 

f(x,y) (x ,y ) 2ç 3x ç 3y 6x
å

12x
3y

å

6y
å

0 0 0 0 0

0

0

0

- < × + × < × + × = .

BëÝðïõìå äçë. üôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï  (xo,yo), Üñá åßíáé

óõíå÷Þò óå ïëüêëçñï ôï R2.

12. Íá âñåèåß ôï åõñýôåñï ÷ùñßï Ù óôï ïðïßï åßíáé óõíå÷Þò ç óõíÜñôçóç

f x y
ax

x y
( , ) ,=

+
Î a R.

Ëýóç:

Ðñüêåéôáé ãéá ìéá ñçôÞ óõíÜñôçóç. Ïé üñïé ôïõ êëáóìáôïò åßíáé óõíáñôÞóåéò

óõíå÷åßò óôï R. Ãéá íá ïñßæåôáé ç  f ðñÝðåé íá éó÷ýåé x y¹ - . ÅðïìÝíùò ç

4 ÁóêÞóåéò ÁíùôÝñùí Ìáèçìáôéêþí

Äå÷üìáóôå ÷ùñßò áðüäåéîç üôé:

á. êÜèå    ìïíùíõìéêÞ  óõíÜñ-

ôçóç äõï ìåôáâëçôþí, äçë  ôçò

ìïñöÞò 

f(x,y)=ë yá âx

 åßíáé óõíå÷Þò  óôï R2,

â. êÜèå ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñ-

ôçóç 

f x y x( , )= å
á,â

áâ

á âë y

åßíáé óõíå÷Þò  óôï R2,

ã. êÜèå óõíÜñôçóç ðïõ ðåñé-

ãñÜöåôáé ìå áðëü ôýðï åßíáé

óõíå÷Þò  óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò.
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óõíÜñôçóç åßíáé óõíå÷Þò óôï åðßðåäï Oxy åêôüò ôçò äé÷ïôüìïõ ôïõ äåýôåñïõ

êáé ôÝôáñôïõ ôåôáñôçìïñßïõ.

13. ¸óôù ç óõíÜñôçóç 

z x xy y= - +2 2.

Æçôïýíôáé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò.

Ëýóç:

Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò åßíáé ôï R2, åíþ ïé ôéìÝò ôÞò z åßíáé

èåôéêÝò. Ç ãñáöéêÞ ôçò ðáñÜóôáóç åéêïíßæåôáé óôï ó÷Þìá 3.

Èåùñþíôáò üôé ç ìåôáâëçôÞ y ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ, ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç

ìéáò ìåôáâëçôÞò åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï R. ÅðïìÝíùò

¢ = ¢ - ¢ + ¢ = -z x yx x x x(x ) (xy) (y ) 22 2 .

AíÜëïãá âñßóêïõìå  ¢ = -z y 2y x.

14. ´Åóôù ç óõíÜñôçóç 

z
x y

xy
=

+2 2

.

Íá âñåèïýí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò.

Ëýóç:

Tï ðåäßï ïñéóìïý ôçò åßíáé ôï R\{(0, 0)}. H óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé óõììå-

ôñéêÞ.

Yðïëïãßæïõìå ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò  f óôï R\{(0, 0)} ùò ðñïò x:

¢ =
+ ¢ × - + × ¢

=

=
× - +

z
(x y ) xy (x y ) (xy)

x y

2x xy y(x y

x

2 2
x

2 2
x

2 2

2 2 )

x y

x y

x y2 2

2 2

2
=

-
.

Ìå åíáëëáãÞ ôùí x, y ðáßñíïõìå ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò f óôï R\{(0, 0)} ùò

ðñïò  y:

¢ =
-

z
y x

xy
y

2 2

2
.

15. ¸óôù ç óõíÜñôçóç

z
x

y
n xy=

+
+

1
l ( ).

Íá âñåèïýí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò.

Ëýóç:

Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò åßíáé ôï ðñþôï êáé ôï ôñßôï ôåôáñôçìüñéï ôïõ åðéðÝäïõ

Ïxy, ÷ùñßò ôïõò Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí.

H  ìåñéêÞ ðáñÜãùãüò ôçò ùò ðñïò x åßíáé

ÓõíáñôÞóåéò ðïëëþí ìåôáâëçôþí 5
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Áðü  ôïí ïñéóìü ôçò ìåñéêÞò  ðá- 

ñáãþãïõ äéáðéóôþíïõìå üôé, áí

ç  f(x, y) åßíáé óõììåôñéêÞ, äçë. 

" Î =( , ) , ( , ) ( , )x y f x y f y xW , 

ôüôå

¢ = ¢f y x f x yy x( , ) ( , ) .

Ï ôåëåõôáßïò áõôüò ôýðïò óç-

ìáßíåé üôé 

á. âñßóêïõìå ôç ìåñéêÞ ðáñÜ-

ãùãï ¢ =f x y g x yx ( , ) ( , ),

â. óôç óõíÜñôçóç áõôÞ g(x,y)

åíáëëÜóóïõìå ôï ñüëï ôùí x, y,

ðáßñíïõìå äçë. ôç óõíÜñôçóç

g(y,x).



¢ = × + ¢ + ¢ = +
¢

= + =
+

z
1

y
(x 1) ( n(x y))

1

y

(x y)

xy

1

y

1

x

x y

xy
x x x

xl .

¼ðùò âëÝðïõìå ç óõíÜñôçóç  áõôÞ äåí åßíáé óõììåôñéêÞ, áëëÜ áðïôåëåßôáé

áðü Ýíá ôìÞìá, ôï ln xy( ), ðïõ åßíáé óõììåôñéêü ùò ðñïò  x êáé y . Áñêåß óõ-

íåðþò íá âñïõìå ôç ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò ìå íÝá ðáñá-

ãþãéóç. ¸ôóé ðáßñíïõìå

¢ =
- +

× + ¢ = -
+

+ =
- -

z y

(x 1)

y
( n(x y))

x 1

y

1

y

y x 1

y2 y 2 2
l .

16. ¸óôù ç óõíÜñôçóç 

z e x
y

x

x y= +
+1

.

Íá âñåèïýí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò.

Ëýóç:

Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé

y 1 0, x <0,+ <   Þ

y 1 0, x >0, y 0+ > ¹ .

Oé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò åßíáé

¢ = × ¢ +
+

+ ×
+æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ Þz e (x/y)

y 1

x
x

x

y 1

x
x

x/y
x

¶

¶

¢ = × + ×
+

z
1

y
e

1

2

y 1

x
.x

x y

Ïìïßùò åñãáæüìåíïé âñßóêïõìå

¢ = - × -
+

×
+

z
x

y
e

x

2(y 1)

y 1

x
y 2

x y .

17. Áí ç  f  åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ðáñÜóôáóçò  x y2 2+ , äçë. z f x y= +( )2 2 , íá 

õðïëïãéóèåß ç ðïóüôçôá A y z x zx y= ¢ - ¢ .

Ëýóç:

ÈÝôïõìå x y u2 2+ = , ïðüôå ¢ = ¢ ¢ = ¢ ¢ = ¢ ¢ = ¢z f u 2x f   z 2x u x u y, f u y fu y u .

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ðïóüôçôá Á ðáßñíåé ôçí ôéìÞ

A y z x zx y= ¢ - ¢ = ¢- ¢=2yx f 2x y f 0u u .

18. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç z f(at x, bt y)= + + . Íá õðïëïãéóèåß ç ðïóüôçôá ¢z t .

Ëýóç:

ÈÝôïõìå u=at x, v=bt y+ + , ïðüôå
¢ = ¢ ¢ + ¢ ¢ = ¢ + ¢z f u f v a f b ft u t v t u v .

19. Ná äåé÷èåß üôé ç åîßóùóç 
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Áí z f x y= ( , ) ìéá óõíÜñôçóç äõï 

ìåôáâëçôþí. Ôüôå

  ¢ =
-

-®
z im

f x y f x y

x x
x

x x

o

o
o

o

l
( , ) ( , )

  ¢ =
-

-®
z im

f x y f x y

y y
y

y y

o

o
o

o

l
( , ) ( , )



1

x
z

1

y
z

z

y
x y 2

× ¢ + × ¢ =

áëçèåýåé áðü ôç óõíÜñôçóç z y f(y x )2 2= - .

Ëýóç:

ÈÝôïõìå y x u2 2- = , ïðüôå

¢ = - ¢ ¢ = + ¢z 2xy f , z f 2y fx u y
2

u .

KáôÜ óõíÝðåéá
1

x
z

1

y
z 2y f 2y fx y u× ¢ + × ¢ = - ¢+ ¢+ = =u

f

y

yf

y

z

y2 2
.

20. Aí z xy x f y x= + ( / ), íá äåé÷èåß ç ó÷Ýóç

x z y y z x z xyx y( ) ( )¢ - + ¢ - = - .

Ëýóç:

ÈÝôïõìå 
y

x
u= , oðüôå z xy f u= + ( ).

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò z åßíáé

¢ = + + ¢ ¢ = + - ¢z y f f u y f
y

x
fx u x 2 u ,   ¢ = + ¢z x

1

x
fy u .

Ôï ðñþôï ìÝëïò ôçò éóüôçôáò, ðïõ ðñÝðåé íá áðïäå÷èåß, ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

x(z y) y(z x) x (f
y

x
f ) y

1

x
f x f(u) z xx y 2 u u¢ - + ¢ - = × - × ¢ + × × ¢= = - y.              

21. Íá âñåèåß ç ðáñÜãùãïò ôçò óõíáñôÞóçò f x y
y

x
( , ) =

2

 êáôÜ ôç äéåýèõíóç

ôçò êáèÝôïõ ôçò åëëåßøåùò x
y

2
12

2

+ =  óôï ôõ÷áßï óçìåßï ôçò.

Ëýóç:

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò f åßíáé 

¢= - ¢ =f
y

x
, f

2y

x
x

2

2 y .

¸óôù Ì(x1,`y1) ôõ÷áßï óçìåßï ôçò åëëåßøåùò. ¸íá ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜ-

íõóìá  
r
n ôçò åëëåßøåùò áõôÞò óôï óçìåßï Ì Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò 

2x

4x y
, 

y

4x y

1

1

2

1

2

1

1

2

1

2+ +

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
. 

KáôÜ óõíÝðåéá ç ðáñÜãùãïò ôçò  f  êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôçò êáèÝôïõ áõôÞò åßíáé

¶

¶

f

n

1

4x y

y

x
2x

2y

x
y 0

1

2

1

2

1

2

2 1
1

1

1

1

=
+

× - × + ×
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= .
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Aí u f x y z= ( , , ) åßíáé ìéá óõ-

íÜñôçóç, ç ðáñÜãùãüò ôçò ùò

ðñïò ôç äéåýèõíóç pºq åßíáé
¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

u

p
cosá

u

x
cosâ

u

y
cosã

u

z
= + +

Áí ç äéåýèõíóç ïñßæåôáé áðü ôï

ìïíáäéáßï äéÜíõóìá 
r
v(î,ç,æ), ôü-

ôå ç ðáñÜãùãïò ôçò  f ùò ðñïò ôç

äéåýèõíóç ôïõ äéáíýóìáôïò áõ-

ôïý åßíáé

   
¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

u

p
î

u

x
ç

u

y
æ

u

z
= × + × + ×

x

y

z

O

á

â

ã

p

q

p=//q



22. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç z
1

2
n(x y )2 2= +l . Ná âñåèåß ç ðáñÜãùãïò ôçò óõ-

íÜñôçóçò áõôÞò óôï óçìåßï ôçò Ì(1, 1) êáôÜ ôçí åõèåßá y x= .

Ëýóç:

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò óôï ôõ÷áßï óçìåßï ôçò P(x,y)

åßíáé

¢ =
+

z
x

x y
x 2 2

,  ¢ =
+

z
y

x y
y 2 2

.

Óõíåðþò óôï óçìåßï Ì(1,1) åßíáé ¢ =z
1

2
x ,  ¢ =z

1

2
y .

To ìïíáäéáßï ôçò äé÷ïôüìïõ y x=  Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò 
2

2
, 

2

2
.

Ç ðáñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò óôï óçìåßï Ì êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôçò äé÷ïôü-

ìïõ åßíáé 

¶

¶

z

p

1

2

2

2

1

2

2

2

2

2
= × + × = .

23. Íá åîåôáóèåß áí ç óõíÜñôçóç z arctan
y

x
=  éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç

Laplace.

Ëýóç:

Eýêïëá âñßóêïõìå

¢¢ =
+

¢¢ = -
+

z
2xy

(x y )
,  z

2xy

(x y )
x 2 2 2 y 2 2 2

2 2 ,

ïðüôå áìÝóùò ðáßñíïõìå 
¶

¶

¶

¶

2

2

2

2

z

x

z

y
0+ = .

24. Íá äåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç u
1

x y z2 2 2
=

+ +
 éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç

Laplace (äõíáìéêü ðåäßïõ).

Ëýóç:

Eýêïëá âñßóêïõìå

¢¢ =
- -

+ +
u

x y z

x y z
x 2

2 2 2 2

2 2 2 5( )
,  ¢¢ =

- -

+ +
u

y z x

x y z
y 2

2 2 2 2

2 2 2 5( )
,  

¢¢ =
- -

+ +
u

z x y

x y z
z 2

2 2 2 2

2 2 2 5( )
,

ïðüôå áìÝóùò ðáßñíïõìå  
¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

2

2

2 2x

u

y z
0

u u
+ + =

2

.
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Áí ç z f x y= ( , ) åßíáé óõíå÷Þò

êáé Ý÷åé óõíå÷åßò ìåñéêÝò ðáñá-

ãþãïõò, ôüôå ç óåéñÜ ðáñáãù-

ãßóåùò äåí Ý÷åé óçìáóßá, äçë.

¢¢ = ¢¢z zxy yx .

¸óôù u f x y z= ( , , ) åßíáé ìéá

óõíÜñôçóç äõï öïñÝò ðáñáãù-

ãßóéìç ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò.

Áí 
¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

2

2

2

2

2

u

x

u

y

u

z
0+ + = , ôüôå

ëÝìå üôé ç f éêáíïðïéåß ôçí åîß-

óùóç Laplace.

Óôçí ðåñßðôùóç u f x y= ( , ) ç

åîßóùóç Laplace ðáßñíåé ôç

ìïñöÞ

 
¶

¶

¶

¶

2

2

2

2

u

x

u

y
0+ = .



25. Íá äåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç u(x,t) sin(at m) sinx= + ×  éêáíïðïéåß ôçí åîßóù-

óç ÷ïñäþí 
¶

¶

¶

¶

2

2

2
2

2

u

t
a

u

x
= ×      (á).

Ëýóç:

Eýêïëá âñßóêïõìå

¶

¶

2

2

u

t
= - + ×a sin(at m) sinx, 2   

¶

¶

2

2

u

x
= - + ×sin(at m) sinx

áðü ôéò ïðïßåò ó÷Ýóåéò äéáðéóôþíïõìå ôçí áëÞèåéá ôçò åîßóùóçò ìå ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò.

26. Íá äåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç z(x,t) ö(x-at)+ó(x+at)=  éêáíïðïéåß ôçí

åîßóùóç ÷ïñäþí (á)  
¶

¶

¶

¶

2

2

2
2

2

z

t
a

z

x
= ×  , áí ö êáé ó åßíáé óõíáñôÞóåéò äõï öïñÝò

ðáñáãùãßóéìåò.

Ëýóç:

ÈÝôïõìå u x at, v x at= - = + .

Åýêïëá âñßóêïõìå

¶

¶

2

2 u v

z

t
a(ö +ó )2 2= ¢¢ ¢¢ ,  

¶

¶

2

2 u v

z

x
ö +ó2 2= ¢¢ ¢¢

áðü ôéò ïðïßåò ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé ç æçôïõìÝíç éóüôçôá.

27. Ná âñåèåß ôï äéáöïñéêü d z2  ôçò óõíáñôÞóåùò z e xy= .

Ëýóç:

Oé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé

¢¢ = ¢¢ = + ¢¢ =z y e , z (1 xy)e , z x e
x

2 xy
xy

xy

y

2 xy
2 2

Ç ó÷Ýóç (*) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

d z z dx 2z dxdy z dy

      = (y dx

2

x

2
xy y

2

2 2

2 2= ¢¢ + ¢¢ + ¢¢ =

+e xy 2(1 xy)dxdy x dy ).2 2+ +

28. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç z xe y x= / +y/x, üðïõ ö êáé ó åßíáé äõï óõíáñôÞóåéò

äõï öïñÝò ðáñáãùãßóéìåò. Íá õðïëïãéóèåß ç ðïóüôçôá

A x
x

y
y

z=( )2¶

¶

¶

¶
+

Ëýóç:

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò óõíÜñôçóçò z åßíáé

¶

¶

2

2 3

y/xz

x

y

x
(ye 2)= × + ,  

¶

¶

2

2

y/xz

y

1

x
e= ,  

¶

¶ ¶

2

2

y/xz

x y

1

x
(1 ye )= - × + .

H ðïóüôçôá Á ðáßñíåé ôç ìïñöÞ
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Áí ç óõíÜñôçóç z z x y= ( , ) åßíáé

n öïñÝò ðáñáãùãßóéìç, ôïôå ôï

äéáöïñéêü n ôÜîåùò äßíåôáé áðü

ôïí óõìâïëéêü ôýðï

(*)   d z zn

n

= +
æ

è
çç

ö

ø
÷÷dx

x
dy

y

¶

¶

¶

¶



A x z 2xyz y z

   =
y

x
(ye 2)

2y

x
(1

2

x xy
2

y

y/x

2 2= ¢¢ + ¢¢ + ¢¢ =

× + - × + + × =e )
y

x
e 0.y/x

2
y/x

29. Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç z n(xy) xy e y/x= + ×l . Ná äåé÷èåß ç éóüôçôá

x z y z
x y

2 2
2 2¢¢ = ¢¢ .

Ëýóç:

Åõêïëá âñßóêïõìå

¢¢ = - × × - - × -z
1

4x
e (x 4xy 4y ) xy

1

x
x 2

y/x 2 2

2
2 ,

¢¢ = -
× - -

×
-z

e (x 4xy 4y )

4xy xy

1

y
y

y/x 2 2

2
2 ,

ïðüôå åýêïëá áðïäåéêíýåôáé ç æçôïýìåíç ó÷Ýóç.

30. Ná åîåôáóèåß áí ç ðïóüôçôá
xdx ydy

x y

+

+2 2

åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ìéáò óõíÜñôçóçò êáé óôç èåôéêÞ ðåñßðôùóç íá âñå èåß ç 

óõíÜñôçóç áõôÞ.

Ëýóç:

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé éó÷ýåé ç óõíèÞêç (*). ÐñáãìáôéêÜ Ý÷ïõìå

¶

¶ y

x

x y

xy

(x y ) x y2 2 2 2 2 2+

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= -
+ +

¶

¶ x

y

x y

xy

(x y ) x y2 2 2 2 2 2+

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= -
+ +

.

Õðïëïãßæïõìå ôï ïëïêëÞñùìá

U(x,y)
xdx

x y
x y h(y)

2 2

2 2=
+

= + +ò , 

üðïõ h(y) åßíáé ìéá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ôïõ y, o ðñïóäéïñéóìüò ôçò ïðïßáò

ãßíåôáé ëáìâÜíïíôáò õðüøç üôé 
y

x y
h (y)

2 2+
+ ¢ = 

y

x y2 2+
. 

BëÝðïõìå üôé h y C( ) =  (óôáèåñÜ). Äçë. U(x,y) x y C2 2= + + .

31. Ná åîåôáóèåß áí ç ðïóüôçôá 
ydx xdy

y

-
2

 åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ìéáò
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Ç ðïóüôçôá 

dU(x,y) U (x,y)dx U (x,y)dyx y= ¢ + ¢

åßíáé ôï ïëéêü äéáöïñéêü ôçò 

óõíÜñôçóçò  U(x, y).

(*) Ç ðïóüôçôá 

P(x,y)dx Q(x,y)dy+

åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ìéáò 

óõíÜñôçóçò, áí 
¶

¶

¶

¶

Q

x

P

y
= .

(**) Ç ðïóüôçôá 

 P(x,y,z)dx Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz+

åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ìéáò 

óõíÜñôçóçò, áí 

 
¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

Q

x

P

y
= = =, ,

R

y

Q

z

P

z

R

x
.



óõíÜñôçóçò êáé óôç èåôéêÞ ðåñßðôùóç íá âñåèåß ç óõíÜñôçóç áõôÞ.

Ëýóç:

Åýêïëá âñßóêïõìå üôé ç ðïóüôçôá åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü, äéüôé

¶

¶

¶

¶y

1

y

1

y
,  

x

x

y

1

y2 2 2

æ

è
ç

ö

ø
÷ = - -

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ = - .

Õðïëïãßæïõìå ôï ïëïêëÞñùìá

ò = +
dx

y

x

y
h y( ).

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò y êáé ðáßñíïõìå 

( )x

y
h(y)

x

y
h (y)y 2

+ = - + ¢¢ . 

Ðñïêýðôåé äçë. üôé h(y)=C. 

¿óôå ç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç åßíáé U(x,y)
x

y
C= + .

32. Ná åîåôáóèåß áí ç ðïóüôçôá

e (ydx xdy)xy +

åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ìéáò óõíÜñôçóçò êáé óôç èåôéêÞ ðåñßðôùóç íá âñåèåß ç

óõíÜñôçóç áõôÞ.

Ëýóç:

Åýêïëá âñßóêïõìå (e y) (e x) e (xy 1)xy
y

xy
x

xy¢ = ¢ = + , éóüôçôá ðïõ ìáò âåâáéþíåé

üôé ç ðáñÜóôáóç áõôÞ åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ìéáò óõíÜñôçóçò U.

U(x,y) ye dx e h(y)xy xy= = +ò .

ÅðåéäÞ ¢ =U x y xey
xy( , )  óõìðåñáßíïõìå üôé h(y)=C.

33. Íá âñåèïýí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé 
¶

¶

¶

¶

z

x
,  

z

y
 ôçò ðåðëåãìÝíçò óõíÜñôçóçò

z ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí åîßóùóç

xcosy ycosz zcosx 1 0+ + - = .

Ëýóç:

Áí êáëÝóïõìå f x y z( , , ) ôï ðñþôï ìÝëïò ôçò äïèåßóçò åîßóùóçò, ôüôå
¶

¶

z

x

f (x,y,z)

f (x,y,z)

cosy zsinx

cosx ysinz
x

z

= -
¢

¢
= -

-

-

¶

¶

z

y

f (x,y,z)

f (x,y,z)

cosz x siny

cosx ysinz

y

z

= -
¢

¢
= -

-

-
.

34. Ná âñåèåß ç ðáñÜãùãïò 
dy

dx
 ôçò ðåðëåãìÝíçò óõíÜñôçóççò ðïõ ïñßæåôáé

áðü ôçí éóüôçôá y 2 y x= + .
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Aðü ôçí éóüôçôá f(x,y) 0= , ç y

(êáé ç x) ïñßæåôáé ùò ðåðëåã-

ìÝíç óõíÜñôçóç ôçò Üëëçò

ìåôáâëçôÞò, åöüóïí ç f åßíáé

äéáöïñßóéìç ùò ðñïò x êáé y.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

    
dy

dx

f (x,y)

f (x,y)
x

y

= -
¢

¢
.

Aðü ôçí éóüôçôá f(x,y,z) 0= , ç z

(êáé ïé x, y) ïñßæåôáé ùò ðåðëåã-

ìÝíç óõíÜñôçóç ôùí Üëëùí ìå-

ôáâëçôþí, åöüóïí ç f åßíáé äéá-

öïñßóéìç ùò ðñïò x, y êáé z.    

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé ìåñéêÝò 

ðáñÜãùãïé äßíïíôáé áðü ôéò ó÷Ý- 

óåéò

     

¶

¶

¶

¶

z

x

f (x,y,z)

f (x,y,z)

z

y

f (x,y,z)

f (x,y,

x

z

y

z

= -
¢

¢

= -
¢

¢ z)
.



Ëýóç:

ÈÝôïõìå f x y y( , ) = + -2 y x . Oé ðáñÜãùãïé ôçò f åßíáé

 ¢= ¢ = --f y ny,  f xy 1x
x

y
x 1l .

ÊáôÜ óõíÝðåéá 
dy

dx

y ny

xy 1

x

x 1
= -

--

l
.

35. ¸óôù ïé åîéóþóåéò

x u v, y x 2uv, z x 3uvx2 3= + = - = -

áðü ôéò ïðïßåò ïñßæåôáé ç z ùò óõíÜñôçóç ôùí x, y. Íá âñåèïýí ïé ¢ ¢z , zx y  ùò

óõíáñôÞóåéò 1ïí ôùí x, y êáé 2ïí ôùí u,v .

Ëýóç:

Aðü ôéò äïèåßóåò ó÷Ýóåéò ðáßñíïõìå

uv
x y

2

uv
x z

3x

x z

3x

x y

2
x 3xy 2z 0

2

3

3 2
3

=
-

=
-

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ
-

=
-

Þ - + = .

Áðü ôçí ôåëåõôáßá åîßóùóç ðáßñíïõìå åýêïëá

¢ = × -z
3

2
(y x )x

2 ,  ¢ = ×z
3

2
xy .

Aíôéêáèéóôþíôáò ôéò ìåôáâëçôÝò u,v ðáßñíïõìå

¢ = - ¢ = × +z 3uv, z
3

2
(u v)x y .

36. Ç óõíÜñôçóç z ïñßæåôáé áðü ôçí åîßóùóç F(x áz, y âz)=0- - , üðïõ F åßíáé

ìéá äéáöïñßóéìç óõíÜñôçóç äõï ìåôáâëçôþí.  Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò ðáñáóôÜ-

óåùò A=áz +âzx y
¢ ¢ .

Ëýóç:

Êáëïýìå u = -x áz,v=y-âz , ïðüôå ç åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ F(u,v) 0= .

Oé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò F ùò ðñïò x êáé y åßíáé
¢ = ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = ¢

¢ = ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = ¢

¢ =

F F u F v F

F F u F v F

F

x u x v x u

y u y v y v

z ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = - ¢- ¢F u F vu z v z áF âFu v

¢ñá èá åßíáé 

¢ = -
¢

¢
=

¢

¢+ ¢
z

F

F

F
x

x

z

u

áF âFu v

,  ¢ = -
¢

¢
=

¢

¢+ ¢
z

F

F

F
y

y

z

v

áF âFu v

.

ÊáôÜ óõíÝðåéá

A = áz +âz
áF +âF

áF +âF
1x y

u v

u v

¢ ¢ =
¢ ¢

¢ ¢
= .

12 ÁóêÞóåéò ÁíùôÝñùí Ìáèçìáôéêþí

Aí ôï óýóôçìá

    F(x,y,u,v) 0, G(x,y,u,v) 0= =

ïñßæåé ôéò u, v ùò ðåðëåãìÝíåò

óõíáñôÞóåéò ôùí x, y êáé ç éáêù-

âéáíÞ

D F G

D u v

F F

G G
u v

u v

( , )

( , )
=

¢ ¢

¢ ¢

åßíáé äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò, ôüôå

ôá äéáöïñéêÜ êáé ïé ðáñÜãùãïé

ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí ðáßñ-

íïíôáé áðü ôéò

    ¢ + ¢ + ¢ + ¢ =F dx F dy F du F dv 0x y u v

   ¢ + ¢ + ¢ + ¢ =G dx G dy G du G dv 0x y u v .

Aí ç z åßíáé óõíÜñôçóç ôùí x,y

êáé ïñßæïíôáé ðáñáìåôñéêÜ áðü

ôéò åîéóþóåéò

x x u v y y u v z z u v= = =( , ), ( , ), ( , )

êáé ç éáêùâéáíÞ 

     
D(x,y)

D(u,v)

x x

y y
0u v

u v

=
¢ ¢

¢ ¢
¹ , 

ôüôå ôá äéáöïñéêÜ êáé ïé ìåñéêÝò

ðáñÜãùãïé ôùí óõíáñôÞóåùí

áõôþí ïñßæïíôáé áðü ôéò éóüôçôåò

dx x du x dvu v= ¢ + ¢

dy y du y dvu v= ¢ + ¢

dz z du z dvu v= ¢ + ¢ .



37. Aí ç F åßíáé ìéá óõíÜñôçóç äõï ìåôáâëçôþí êáé éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç 

F
x

z
, 

y

z
0æ

è
ç

ö

ø
÷ = ,

áðü ôçí ïðïßá ïñßæåôáé ï z ùò ðåðëåãìÝíç óõíÜñôçóç ôùí x, y, íá äåé÷èåß ç

éóüôçôá x z y z z 0x y¢ + ¢ - = .

Ëõóç:

Êáëïýìå u
x

z
, v

y

z
= = . Ç äïèåßóá åîßóùóç ãßíåôáé F(u,v) 0= . 

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò F åßíáé

¢= ¢× ¢ = ¢× ¢ = - ¢× - ¢×F F
1

z
,  F F

1

z
,  F F

x

z
F

y

z
x u y v z u 2 v 2

.

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò z åßíáé

¢ =
¢

¢ + ¢
z

zF

xF yF
x

u

u v

,  ¢ =
¢

¢ + ¢
z

zF

xF yF
y

v

u v

ïðüôå ç æçôïýìåíç ó÷Ýóç áìÝóùò áðïäåéêíýåôáé.

38. Óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

 x(xy 2y )
ù

x
y 0

2

2
¢¢+ ¢ + × =  

íá ãßíåé áëëáãÞ ôçò ìåôáâëçôÞò ìå ôç ó÷Ýóç x
1

t
= .

Ëýóç:

Ðñïöáíþò ç ìåôáâëçôÞ y åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ x. ÊáôÜ óõíÝðåéá 
dy

dx
y t t

dy

dt
t x= ¢ × ¢ = - ×2

d y

dx

d

dx

dy

dx
2t

dy

dt
t

d y

dt

2

2

3 4
2

2
= æ

è
ç

ö

ø
÷ = × + ×

ÈÝôïõìå ôéò ôéìÝò áõôÝò óôç äïèåßóá åîßóùóç êáé ðáßñíïõìå
1

t
t (2y t y )

2

t
( t y ) ù t y 0

2

3
t t

2
t

2 2
2× × ¢ + ¢¢ + × - ¢ + =

êáé ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò ðáßñíïõìå

¢¢ + =y ù y 0
t

2
2 ,

äçë. ìéá äéáö. åîßóùóç ôçí ïðïßá åýêïëá ëýíïõìå.

39. Óôçí åîßóùóç ¢ =
+ +

-
y

x 2xy y

x y
x

2 2

2 2
 íá åöáñìïóèåß ç áëëáãÞ ìåôáâëçôþí áðü 

êáñôåóéáíÝò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (á) x rcosè, y = rsinè= , ëáìâÜíïíôáò

õðüøç üôé ï r åßíáé óõíÜñôçóç ôçò ðïëéêÞò ãùíßáò.

Ëýóç:

ÌåôÜ ôéò áðëïðïéÞóåéò ç åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ 
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ÐïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò

Áí 

x rcosè, y= rsinè= , 

ôüôå

     dx cosèdr rsinèdè

dy= sinèdr+rcosèdè.

= -



(*) ¢ =
+

-
y

x y

x y
x .

Eýêïëá âñßóêïõìå üôé

(**)  
dy

dx
=

sinèdr+rcosèdè

cosèdr-rsinèdè
.

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò éóüôçôåò (á), (*) êáé (**) ðáßñíïõìå
sinèdr+rcosèdè

cosèdr-rsinèdè

rcosè+rsiè

rcosè-rsinè
= .

MåôÜ ôéò ðñÜîåéò ðáßñíïõìå

rd è= dr r =
dr

dè
Û .

40. ̧ óôù ç åîßóùóç  
¶

¶

¶

¶

2

2

2
2

2

z

x
k

z

t
- × =0 (åîßóùóç êõìÜôùí). Íá ãßíåé ç áëëá-

ãÞ ìåôáâëçôþí u x= -át, v=y+át.

Ëýóç:

Ïé ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîåùò ôçò z åßíáé:
¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

z

x

z

u

u

x

z

v

v

x

z

u

z

v
= × + × = +

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

z

t

z

u

u

t

z

v

v

t

z

v

z

u
= × + × = × -æ

è
ç

ö

ø
÷k 2 .

Ïé ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò z åßíáé:

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶ ¶

¶

¶

2

2

2

2

2 2

2

z

x x

z

x

z

u
2

z

u v

z

v
= æ

è
ç

ö

ø
÷ = + × +

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶ ¶

¶

¶

2

2

2

2

2 2

2

z

t t

z

t

z

u
2

z

u v

z

v
= æ

è
ç

ö

ø
÷ = × - × +

æ

è
çk 2

ç
ö

ø
÷÷.

ÈÝôïíôáò ôéò ôéìÝò áõôÝò óôç äïèåßóá åîßóùóç ðáßñíïõìå 
¶

¶ ¶

2 z

u v
0= .

41. Äßíåôáé ç åîßóùóç ¢¢- ¢¢+ ¢ =y x(xy y ) 0. Ná ãßíåé ç áëëáãÞ x cosu= .

Ëýóç:

Ç äïèåßóá åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ (1 x )y xy 02- ¢¢- ¢= .

Oé ðáñÜãùãïé ôçò y (ëïãéæüìåíçò ùò óýíèåôçò óõíÜñôçóçò ôçò t) åßíáé

¢ = ¢ × ¢ = -
¢

y y tx t x

y

sint
t ,  

¢¢ = -
¢æ

è
ç

ö

ø
÷ = × - ¢¢ + ¢y

x

y

sint

1

sin t
( y sint y cost

x

t

3 t t2 2

¶

¶
).

Aíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôéìÝò áõôÝò óôç äïèåßóá åîßóùóç ðáßñíïõìå
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1

sint
(y sint y cost)

x

sint
y 0  y 0

t t t t2 2× ¢¢ - ¢ + × ¢ = Þ ¢¢ =

  y 0
t 2Þ ¢¢ = , äéüôé x=cost.

42. Ná ðñáãìáôïðïéçèåß áëëáãÞ ìåôáâëçôþí óôçí åîßóùóç x z y z 0y x¢ - ¢ = , ðïõ 

ïñßæåôáé áðü ôéò éóüôçôåò u x, v x y2 2= = + .

Ëýóç:

´Å÷ïõìå
¢ = ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = ¢ + ¢ ×z z u z v z 2z xx u x v x u x

¢ = ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = ¢ ×z z u z v 2z yy u y v y y .

ÈÝôïíôáò ôéò ôéìÝò áõôÝò óôç äïèåßóá åîßóùóç ðáßñíïõìå

x 2z y y (z 2z x) 0    z 0y u x u× ¢ × - × ¢ + ¢ × = Þ ¢ = .

43. Ná ìåôáó÷çìáôéóèåß ç åîßóùóç Laplace 
¶

¶

¶

¶

2

2

2

2

z

x

z

y
0+ =  óå ðïëéêÝò óõíôå- 

ôáãìÝíåò x rcosè,  y = rsinè= .

Ëýóç:

Oé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîåùò ôçò z åßíáé

¢ = ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = ¢ × - × ¢z z r z
r

zx r x è x r 2 è
è z

x y

r

¢ = ¢ × ¢ + ¢ × ¢ = ¢ × + × ¢z z r z
r

zy r y è y r 2 è
è z

y x

r
.

Oé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò z åßíáé

¢¢ = ¢¢ ×æ

è
ç

ö

ø
÷ + ¢ × + × ¢ + × ¢¢z z

x

r
z

y

r

xy

r
z

y

r
z

x r r2

2 2

3 4

2

4

2
è è2

¢¢ = ¢¢ ×æ

è
ç

ö

ø
÷ + ¢ × - × ¢ + × ¢¢z z

y

r
z

x

r

xy

r
z

y

r
z

y r r2

2 2

3 4

2

4

2
è è2 .

ÐñïóèÝôïíôáò ôéò éóüôçôåò áõôÝò êáôÜ ìÝëç ðáßñíïõìå

¢¢ + ¢¢ = ¢¢ +
¢

+
¢¢

z z z
z

r

z

r
x y r

r
2 2 2

2

è2

.

¿óôå ç åîßóùóç Laplace óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò åßíáé

¶

¶

¶

¶

¶

¶

2

2 2

2

2

z

r

1

r

z

è

1

r

z

r
0+ × + × = .

44. Íá õðïëïãéóèïýí ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò

z x(x y) y(y 3)= - + -

Ëýóç:

Ç óõíÜñôçóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ z x y xy 3y2 2= + - - .

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïß ôçò ðñþôçò ôÜîåùò åßíáé ¢ = - ¢ = - -z 2x y, z 2y x 3x y  êáé
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MåôáôñïðÞ êáñôåóéáíþí óå

 ðïëéêÝò  óõíôåôáãìÝíåò

Éó÷ýïõí

  r x y ,  è=arctan(y/x)2 2= + .

Ïé ðáñÜãùãïß ôïõò åßíáé

  

¢ = ¢ =

¢¢ = ¢¢=

r
x

r
, r

y

r
, 

r
y

r
, r

x

r

x y

x

2

3
y

2

3
2

   
¢ = - ¢ =

¢¢ = ¢¢ = -

è
y

r
, è

x

r
, 

è
2xy

r
, è

2xy

r

x 2 y 2

x 4 y 42 .

Áêñüôáôá óõíáñôÞóåùò ðïëëþí 

ìåôáâëçôþí

ÐñïêåéìÝíïõ íá âñïýìå ôá ôïðéêÜ 

áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò f(x,y):

á. âñßóêïõìå ôéò ëýóåéò á, â ôïõ

óõóôÞìáôïò

¢ = ¢ =f x y f x yx y( , ) , ( , )0 0,

â. åîåôÜæïõìå ôï ðñüóçìï ôçò

ðáñÜóôáóçò (äéáêñßíïõóáò)

D [f (á,â)] f (á,â) f (á,â)x y
2

x yo o o
2

o
2= ¢¢ - ¢¢ × ¢¢ ,

 ã. áí éó÷ýåé ç  D<0, ç f(á,â) åßíáé

Ýíá ôïðéêü áêñüôáôï êáé ìÜëéóôá:

¨ ôïðéêü ìÝãéóôï áí 

    ¢¢ <f
x 2 0( , )á â   

(åðïìÝíùò êáé ¢¢ <f
y2 0( , )á â )

¨ ôïðéêü åëÜ÷éóôï áí

    ¢¢ >f
x2 0( , )á â  

(åðïìÝíùò êáé ¢¢ >f
y2 0( , )á â ),

ä. áí D>0 ç f äåí ðáñïõóéÜæåé

ôïðéêü áêñüôáôï,

å. áí D=0 ìðïñåß íá õðÜñ÷åé ôï-

ðéêü áêñüôáôï Þ êáé íá ìçí õðÜñ-

÷åé. Áðáéôåßôáé óôçí ðåñßðôùóç

áõôÞ íá åîåôÜóïõìå ôéò ôéìÝò ðïõ

ðáßñíïõí ïé åðüìåíïé üñïé ôïõ

áíáðôýãìáôïò Taylor.



ìçäåíßæïíôáé üôáí 2x y =0, 2y x 3=0  x=1, y=2- - - Þ .

Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé
¢¢ = ¢¢ = ¢¢ = -z 2, z 2, z 1
x y xy2 2 .

Ç ðïóüôçôá D åßíáé D ( 1) 2 2 3 02= - - × = - < .

BëÝðïõìå üôé õðÜñ÷åé áêñüôáôï ôçò óõíáñôÞóåùò. ÅðåéäÞ ¢¢ > ¢¢ >z 0 (êáé z 0)
x y2 2

óõìðåñáßíïõìå üôé óôï óçìåßï Ì(1,2) ç äïèåßóá óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåé

åëÜ÷éóôï, ç ôéìÞ ôïõ ïðïßïõ åßíáé z(1,2)=-3.

45. Ná õðïëïãéóèïýí ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò

z 3áxy-x -y  3 3= ,

üðïõ á óôáèåñüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò.

Ëýóç:

Ïé ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîåùò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé

¢ =z x 3áy-3x 2 ,  ¢ =z y 3áx-3y 2

êáé ìçäåíßæïíôáé üôáí 3áy-3x 02 = ,  3áx-3y 02 =  Þ x=y=á Þ x=y=0.

Ïé ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò åßíáé ¢¢ = - ¢¢ = - ¢¢ =z 6x, z 6y, z 3á
x y xy2 2 .

Ìå ôéò ôéìÝò x=y=0 ç ðïóüôçôá D ãßíåôáé D = >9á 02 , ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé

üôé óôï óçìåßï áõôü ç óõíÜñôçóç äåí ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï.

Ìå ôéò ôéìÝò x=y=á ç ðïóüôçôá D ãßíåôáé D = ×9á -6á 6á=-27á <02 2 . Äçë. óôï 

óçìåßï áõôü ç óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï êáé ìÜëéóôá

ìÝãéóôï áí á > 0 ( ¢¢ = -z 6á
x 2 ),

åëÜ÷éóôï áí á < 0.

Ç ôéìÞ ôïõ áêñïôÜôïõ åßíáé z(á,á)=á 3 .

46. Ná õðïëïãéóèïýí, áí õðÜñ÷ïõí, ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò

z (x 1) 2y2 2= - - .

Ëýóç:

Ïé ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîåùò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé  ¢ = - ¢ = -z 2(x 1),z 4yx y  êáé

ìçäåíßæïíôáé üôáí x=1, y=0.

Ïé ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò åßíáé ¢¢ = ¢¢ = - ¢¢z 2, z 4, z =0
x y xy2 2 . H äéáêñßíïõóá 

D 8 0= > , ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ äåí ðáñïõóéÜæåé áêñü-

ôáôï.

47. Íá âñåèåß Ýíá ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï ìå åìâáäüí ïëéêÞò åðéöáíåßáò 

Å=125, ôïõ ïðïßïõ ï üãêïò åßíáé ìÝãéóôïò.

Ëýóç:

¸óôù x, y, z ïé äéáóôÜóåéò ôùí áêìþí ôïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ. Ôï åìâáäüí ôïõ 

åßíáé 

16 ÁóêÞóåéò ÁíùôÝñùí Ìáèçìáôéêþí



E 2(xy yz zx)    z
E 2xy

2(x y)
= + + Þ =

-

+
.

Ï üãêïò ôïõ åßíáé V
E 2xy

2(x y)
x y=

-

+
× × .

Ïé ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîåùò ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé

¢= -
+ -

+
V

y (2x 4xy E)

2(x y)
x

2 2

2
,  ¢ = -

+ -

+
V

x (2y 4xy E)

2(x y)
y

2 2

2

êáé ìçäåíßæïíôáé üôáí 

y (2x 4xy E)

(x y)
0

2 2

2

+ -

+
= ,  

x (2y 4xy E)

(x y)
0

2 2

2

+ -

+
= ,

áðü ôéò ïðïßåò, åðåéäÞ x,y 0¹ , ðñïêýðôåé x y
E

6
= =  êáé êáôÜ óõíÝðåéá z

E

6
= ,

äçë. ðñüêåéôáé ãéá êýâï.

48. Íá âñåèåß ôï áêñüôáôï ôçò óõíÜñôçóçò z x y2 2= +  áí åßíáé ãíùóôü üôé ïé

ìåôáâëçôÝò x, y éêáíïðïéïýí ôç x y 2 0+ + =  (äåóìü).

Aðüäåéîç

Ç óõíÜñôçóç F x y x y( , )= + +2 2 ë(x+y+2) Ý÷åé ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîåùò

¢= + ¢ = + ¢ = + +F 2x ë, F 2y ë, F x y 2x y ë
.

Ôï áíôßóôïé÷ï óýóôçìá (*) 

2x ë =0, 2y ë =0, x y 2=0+ + + + .

Ý÷åé ëýóç x 1, y 1, ë = 2= - = - .

Ìå ôéò ôéìÝò  x 1,y 1= - = -  ç óõíÜñôçóç z ðáßñíåé åíäå÷ïìÝíùò ìéá Üêñá ôéìÞ.

Ïé ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò F åßíáé ¢¢ = ¢¢= ¢¢ =F 2, F 2, F 0
x y xy2 , ïðüôå ç

äéáêñßíïõóá åßíáé D 0 2 2 4 0= - × = - < , ó÷Ýóç ðïõ âåâáéþíåé üôé Ý÷ïõìå

áêñüôáôï õðü óõíèÞêç êáé ìÜëéóôá åëÜ÷éóôï äéüôé ¢¢ >F
x 2 0.

Ãéá íá ôï äéáðéóôþóïõìå äßíïõìå óôï x ìéá áýîçóç h êáé óôï y ìéá áýîçóç k

êáé õðïëïãßæïõìå ôç äéáöïñÜ Äz=z(x,y)-z(x+h,y+k) óôï óçìåßï Ì(-1,-1).

Äz=(-1) ( 1) ( 1 h) ( 1 k) (h k 2(h k))2 2 2 2 2 2+ - - - + - - + = - + - + .

Ôï óçìåßï Ì´(-1+h, -1+k) ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ôï äåóìü, äçë.

- + - + + = Þ1 h 1 k 2 0  h+k =0.

KáôÜ óõíÝðåéá Äz= +k )<02-(h 2 .

¿óôå óôï óçìåßï Ì(-1,-1) ç óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éóôï, ç ôéìÞ ôïõ

ïðïßïõ åßíáé z ( 1) ( 1) 2
min

2 2= - + - = .

49. Ná âñåèåß ôï áêñüôáôï ôçò óõíÜñôçóçò z 3(2 x y)-y= - - , áí åßíáé ãíùóôü

üôé ôï óçìåßï Ì(x,y) êéíåßôáé åðß åíüò êýêëïõ êÝíôñïõ Ï êáé áêôßíáò 1.

Ëýóç:

H åîßóùóç ôïõ êýêëïõ (äåóìüò) åßíáé x y 12 2+ = . H óõíÜñôçóç F åßíáé
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MÝèïäïò Lagrange

¸óôù ç óõíÜñôçóç  ìå äõï ìåôá-

âëçôÝò z=f(x,y). Æçôïýìå Ýíá ôïðé-

êü áêñüôáôï ôçò óõíáñôÞóåùò

áõôÞò áí åßíáé ãíùóôü üôé ïé ìåôá-

âëçôÝò x, y éêáíïðïéïýí ôç óõíèÞ-

êç (äåóìü)  g(x,y)=0.

Ó÷çìáôßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

F x y f x y( , ) ( , )= + ëg(x,y).

Oé óõíôåôáãìÝíåò åíüò ôïðéêïý

áêñïôÜôïõ ôçò f, áí õðÜñ÷ïõí, éêá-

íïðïéïýí ôéò éóüôçôåò (áíáãêáéåò

óõíèÞêåò)

 ¢ ¢ ¢F =f (x,y)+ëg (x,y)x x x

(*)  ¢ ¢ ¢F =f (x,y)+ëg (x,y)y y y

 ¢F =g(x,y)=0ë .

Åîõðáêïýåôáé üôé èá ðñÝðåé êÜèå

ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý íá

åîåôÜæåôáé ãéá íá äéáðéóôùèåß áí

ðñáãìáôéêÜ áíôéóôïé÷åß óå áêñüôá- 

ôï  ôçò óõíÜñôçóçò . ÓõãêåêñéìÝíá

áí d F2 <0 Ý÷ïõìå ìÝãéóôï, åíþ áí 

d F 02 >  Ý÷ïõìå åëÜ÷éóôï, üðïõ

  d F dx
x

dy
y

F(x,y)2

2

= × + ×
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

¶

¶

¶

¶
.

ÅéäéêÜ áí ç äéáêñßíïõóá D ôçò

óõíáñôÞóåùò F x y( , ) åßíáé áñíçôé-

êÞ óôï óçìåßï ðïõ éêáíïðïéåß ôéò 

¢= ¢ =F 0, F 0x y , ôüôå Ý÷ïõìå ìÝãéóôï

áí ¢¢ <F 0
x2 , Þ åëÜ÷éóôï áí ¢¢ >F 0

x2 .

Áí ç óõíÜñôçóç åßíáé ìå í ìåôá-

âëçôÝò

 u f x x xv= ( , , , )1 2 K  

êáé õðÜñ÷ïõí ê äåóìïß

g i 1 2 v(x ,x , ,x )=0, i=1,2,...,kK ,

ôüôå, ó÷çìáôßæïíôáò ôçí

 F = f+ ë gi
i=1

ê

i iå ,

ðáßñíïõìå ôçí áíáãêáßá óõíèÞêç

ýðáñîçò áêñïôÜôïõ
g (x ,x , ,x )=0, i=1,2,...,k

F (x ,x ,...,x )=0, 

i 1 2 v

i 1 2 v

K

¢ i=1,2,...,k.



F x y( , ) = - - +6 4x 3y ë(x +y -1)2 2 ,

ôçò ïðïßáò ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé åßíáé

¢ = ¢ ¢Fx 2ëx-4, F =2ëy-4, F =x +y -1y ë

2 2 .

Ïé  óõíèÞêåò (*) äßíïõí

2ëx-4=0, 2ëy-4=0, x +y -1=02 2 ,

ðïõ áëçèåýïõí üôáí Þ x 4/5,y 3/5,ë=5/2= =  Þ  x 4/5,y 3/5,ë= 5/2= - = - - .

Ïé ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò åßíáé
¢¢ = ¢¢ ¢¢F F F
x y xy2 22ë, = 2ë, =0, 

ïðüôå  d F2 =2ë(dx +dy )2 2 .

Óôï óçìåßï Ì(4/5,3/5), ðïõ ðáßñíïõìå ë=5/2, áíôéóôïé÷åß  d F 02 > , äçë. óôï

óçìåßï Ì åìöáíßæåôáé åëÜ÷éóôï õðü ðåñéïñéóìü, åíþ óôï óçìåßï Í(-4/5,-3/5),

ðïõ ðáßñíïõìå ë= -5/2, áíôéóôïé÷åß d F 02 < , äçë.óôï Í åìöáíßæåôáé ìÝãéóôï

õðü ðåñéïñéóìü.

Åýêïëá âñßóêïõìå üôé z 11, z 1max min
= = .

50. Ná âñåèïýí ôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò

z x y= +2 2

áí åßíáé ãíùóôü üôé ôá x, y éêáíïðïéïýí ôçí 3x 2y 6 0+ - = .

Ëýóç:

Ç óõíÜñôçóç F åßíáé F(x,y) x y ë(3x+2y-6)2 2= + + .

Oé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ðñþôçò ôÜîåùò ôçò F åßíáé
¢= + ¢ ¢F 2x 3ë,  F =2y+2ë, F =3x+2y-6.x y ë

Ïé óõíèÞêåò (*) äßíïõí
2x 3ë=0,  2y+2ë=0, 3x+2y-6=0  

x=18/13, y=12/3, ë=

+ Þ

-12/13.
.

Ïé ðáñÜãùãïé äåõôÝñáò ôÜîåùò åßíáé ¢¢ = ¢¢ = ¢¢ =F F 2, F 0
x y xy2 2 , ïðüôå 

d F 4(d x d y)>02 2 2= + .

Äçë. ç óõíÜñôçóç áõôÞ ðáñïõóéÜæåé åëÜ÷éóôï õðü ðåñéïñéóìü óôï óçìåßï

Ì(18/13,12/13), ç ôéìÞ ôïõ ïðïßïõ åßíáé F (18/13) (12/13)
36

13
min

2 2= + = .

 

Ðñïôåéíüìåíåò áóêÞóåéò

51. Íá âñåèåß ôï ÷ùñßï óôï ïðïßï ç óõíÜñôçóç f(x,y)
1 2xy

y x2
=

+

-
 åßíáé áóõíå÷Þò.

52. Íá åîåôáóèåß áí åßíáé óõíå÷Þò ç óõíÜñôçóç 

f x y

xy

x y
y

( , )
,

= +
+ ¹ì

í
ï

îï

2
2 2

2 áí x 0

0,      áí x=y=0

2

.
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ÁðáíôÞóåéò

51. H ðáñáâïëÞ y x2 = .

52. Åßíáé óõíå÷Þò.



53. Íá äåé÷èåß üôé ¢× + ¢ × =f x f y 2x y , áí f(x,y) n(x xy y )2 2= + +l .

54. Ná äåé÷èåß üôé ¢+ ¢ + ¢ =f f f 0x y z , áí f(x,y,z) (x y)(y z)(z x)= - - - .

55. Ná äåé÷èåß üôé ¢+ ¢ + ¢ =f f f 0x y z , áí f(x,y) x
x y

y z
= +

-

-
.

56. Ná âñåèïýí ôá ïëéêÜ äéáöïñéêÜ ôùí óõíáñôÞóåùí

á. f(x,y) ntan
y

x
= l ,   

â. f(x,y,z) x y z= ,

ã. f x y z
z

x y
( , , )=

+2 2
 óôï óçìåßï Ì(3,4,5).

57. Ná âñåèåß ç ðáñÜãùãïò 
du

dt
 ôçò óõíÜñôçóçò 

u
x

y
= , áí x , y nt= =e t l .

58. Ná âñåèïýí ïé ðáñÜãùãïé 
¶

¶

z

x
, 

dz

dx
 ôçò óõíÜñôçóçò z arctan

y

x
= , áí y x 2= .

59. Ná âñåèïýí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ¢ ¢z , zx  ôçò óõíÜñôçóçò  z u v= +2 2 , áí 

u x y , v e2 2 xy= - = . 

60. Íá äåé÷èåß üôé ç óõíÜñôçóç z
1

(z á) y
,

2 2
=

- +
 á=óôáè. éêáíïðïéåß ôçí

åîßóùóç ¢¢ + ¢¢ =z z 0
x y2 2 .

61. Íá âñåèåß ôï d u2  ôçò óõíÜñôçóçò u xyz= .

62. Ná åîåôáóèåß áí åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ç ðïóüôçôá A
xdx ydy zdz

x y z
=

+ +

+ +2 2 2

êáé óôçí êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç íá âñåèåß ç óõíÜñôçóç F x y z( , , ) ôçò ïðïßáò

åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü.

63. Ná äåé÷èåß üôé åßíáé ïëéêü äéáöïñéêü ç ðïóüôçôá A=g(x,y) (dx dy)× + , üôáí 
¢ = ¢g gx y .

64. Ná âñåèïýí ïé ïëéêÝò ðáñÜãùãïé  
dy

dx
, 

d y

dx

2

2
 ôçò ðåðëåãìÝíçò óõíÜñôçóçò  

y y(x)= , áí x y ny= - l . 

65. Ná ìåôáó÷çìáôéóèåß ç åîßóùóç (x 1)y xy 02 - ¢¢+ ¢=  èÝôïíôáò x cosu= .

66. Ná âñåèïýí ôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò u x 2y= + , áí åßíáé ãíùóôü üôé ôá

x, y åßíáé óõíôåôáãìÝíåò óçìåßïõ ðïõ ãñÜöïõí êõêëï ìå êÝíôñï ôï Ï êáé

áêôßíá 5 .
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56á. df
2 dy (y/x)dx

xsin(2y/x)

( )
=

-
.

   â. df yzdx zxdy xydz= + + .

   ã. df(3,4,5)
3dx 4dy 5dz

25
=

- - +
.

57. 
du

dt
e

1

nt

1

t n t

t

2
= -

æ

è
ç

ö

ø
÷

l l
.

58. ¢ = -
+

=
+

z
y

x y
, 

dy

dx

1

1 x
x 2 2 2

.

59.  z 4ux 2uye

      z 4uy 2xve

x
xy

y
xy

¢ = +

¢ = - + .

61. d u 2(xdydz ydzdx zdxdy)2 = + + .

62. F x y z x y z C( , , )= + + +2 2 2 .

64. 
dy

dx

y

y 1
, 

d y

dx

y

(1 y)

2

2 3
=

-
=

-
.

65. 
d y

du
0

2

2
= .

66.  u 5 Ì(1,2)

       u 5 Ì (́-1,-2)

max

min

=

= -

óôï 

 óôï .




