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ÊåöÜëáéï 1ï

Âáñýêåíôñá õëéêþí óùìÜôùí

1. 1 Âáñýêåíôñï ìéáò åðéöáíåßáò

¸óôù Á ìéá õëéêÞ åðéöÜíåéá åðéöáíåéáêÞò ðõêíüôçôáò d ðïõ ðå-

ñéâÜëëåôáé áðü ìéá êáìðýëç C ìå åîßóùóç ö(x,y)=0 (ó÷.1). Ïé ñïðÝò

åðéöÜíåéáò (ìÜæçò) ôçò Á ùò ðñïò ôïõò Üîïíåò Ïx êáé Ïy áíôßóôïé÷á

åßíáé

M Mx
A

y
A

ydxdy xdxdy= =òò òòd d,

ÄåäïìÝíïõ üôé ç ìÜæá ôçò åðéöÜíåéáò åßíáé

E = òò ddxdy
A

ôï âáñýêåíôñï ôçò Á Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò

x
xdxdy

dxdy
G

A

A

=
òò

òò

d

d
,  y

ydxdy

dxdy
G

A

A

=
òò

òò

d

d

ÐáñÜäåéãìá 1

Æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÏÌÍ (ó÷.2) åðéöáíåéáêÞò

ðõêíüôçôáò d=1, ðïõ ðåñéïñßæåôáé áðü ôïí çìéÜîïíá Ïx, ôçí åõèåßá

ÏÍ:y=ëx êáé ôçí åõèåßá ÌÍ:x=á.

Ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ áõôïý ðñïöáíþò åßíáé E =
1

2
ëá2

.

Ïé ñïðÝò åðéöáíåßáò (ìÜæáò) ôïõ ôñéãþíïõ ÏÌÍ ùò ðñïò ôïõò

Üîïíåò  Ïx êáé Oy åßíáé

M x
A

x

ydxdy dx ydy= = =òò ò ò0 0

2 3

6

a l l a

M y
A

x

xdxdy xdx dy= = =òò ò ò0 0

3

3

a l la

ÊáôÜ óõíÝðåéá ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôñéãþíïõ

ÏÌÍ åßíáé

xG = =
ëa
3

,� y 2a
3G .

1. 2 ÑïðÞ åðéöáíåßáò ùò ðñïò ôõ÷áßá åõèåßá

¸óôù Á ìéá åðéöÜíåéá åìâáäïý E êáé (å) ìéá åõèåßá (ó÷.3) ìå

åîßóùóç 

x y p× + × - =óõíù çìù 0

1

Äx
Äy

C

O x

y

y

x

Ó÷Þìá 1

Á

y=ëx

x=áÏ

y

Ó÷Þìá 2

x
M

N

Óôá åðüìåíá èá õðïèÝôïõ-

ìå üôé ç ðõêíüôçôá (ãñáì-

ìéêÞ, åðéöáíåéáêÞ êëð) ôùí

óùìÜôùí åßíáé ßóç ìå d=1

O x

y A

C

M
r

Ó÷Þìá 3

å

O x

y A

C

M
r

p

Ó÷Þìá 3

å

ù



Áí Äm=ÄxÄy åßíáé Ýíá óôïé÷åéþäåò åìâáäü ôçò åðéöÜíåéáò Á, ç

ñïðÞ ôïõ ùò ðñïò ôçí åõèåßá (å) åßíáé r m r x yD D D= , ïðüôå ç ñïðÞ

ïëüêëçñçò ôçò åðéöÜíåéáò Á ùò ðñïò ôçí (å) åßíáé

M e = òò rdxdy
A

Ç áðüóôáóç ôïõ ôõ÷áßïõ óçìåßïõ Ì(x,y) áðü ôçí åõèåßá (å) åßíáé

ùò ãíùóôü 

r x y p= + -óõíù çìù

ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãßíåôáé

M M M E=e = + -x y póõíù çìù

= + - =( )x y p rG G Gçìù çìù E E.

Äçë. ç ñïðÞ ìéáò åðéöÜíåéáò Á, åìâáäïý E, ùò ðñïò ìéá åõèåßá (å),
åßíáé ßóç ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò Å åðß ôçí áðüóôáóç rG ôïõ âá-
ñýêåíôñïý ôçò áðü ôçí åõèåßá (å).
ÐáñÜäåéãìá 2

¸óôù ï êýêëïò G(2r,2r) áêôßíïò r êáé ç åõèåßá (å): x=4r (ó÷.4).Ôï

åìâáäü ôïõ êýêëïõ åßíáé ð×r2 êáé ç áðüóôáóç ôïõ êÝíôñïõ ôïõ áðü

ôçí åõèåßá åßíáé 2r. ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ñïðÞ ôïõ êýêëïõ ùò ðñïò ôçí

åõèåßá áõôÞ åßíáé 

M e p p= × = ××2 22 3r r r

1. 3 ÑïðÞ óôåñåïý ùò ðñïò Ýíá åðßðåäï

Á. Óôåñåü åê ðåñéóôñïöÞò

¸óôù C ìéá êáìðýëç ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí y x=ö( ). ÐåñéóôñÝöï-

íôáò ôçí C ðåñß ôïí Üîïíá Ox ðáßñíïõìå ôï óôåñåü åê ðåñéóôñïöÞò

ðåñß ôïí Üîïíá áõôü. Ç ñïðÞ ôïõ äßóêïõ D ðÜ÷ïõò Äx ùò ðñïò ôï

åðßðåäï yOz åßíáé x y xð 2 D , ïðüôå ç ñïðÞ ïëüêëçñïõ ôïõ óôåñåïý ùò

ðñïò ôï åðßðåäï áõôü åßíáé

M yOz xy dx= ×òð 2

a

b

¼ðùò ãíùñßæïõìå, ï üãêïò ôïõ óôåñåïý áõôïý åßíáé

V = ×òð y dx2

a

b

KáôÜ óõíÝðåéá ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ óôåñåïý áõôïý

åßíáé

2 ÃåíéêÞ Ìç÷áíéêÞ

å

G

r

4r2r
O

x

y

Ó÷Þìá 4

C D

O x

y

z
Ó÷Þìá 5

á
â

. .

  Ãéá ôï áðëïýóôåñï õ-

ðïèÝôïõìå üôé ç åðéöáíåé-

áêÞ ðõêíüôçôá åßíáé ßóç ìå 

1. Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôù- 

óç d¹1, èá åß÷áìå

Me = òò drdxdy
A



x
xy dx

y dx
G =

ò

ò

2

2

a

b

a

b
, Þ x

xy dx

y dx
G =

ò

ò

d

d

2

2

a

b

a

b
, áí d¹1

Äçë. ôï âáñýêåíôñï ôïõ åê ðåñéóôñïöÞò ðåñß ôïí Ox óôåñåïý åßíáé

ôï óçìåßï G (xG, 0, 0).

ÐáñÜäåéãìá 3

¸óôù üôé æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôïõ çìéóöáéñßïõ ðïõ ðñïêýðôåé

åê ðåñéóôñïöÞò ðåñß ôïí Üîïíá Ox ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ

( ) ,x y r x- + = >a a2 2 2

(ó÷. 6).

Ç ñïðÞ ôïõ çìéóöáßñéïõ ùò ðñïò ôï åðßðåäï Oyz åßíáé

MOyz

r r

xy dx x r x dx
r

= × = - - = × +
+ +

ò òð a
ð

a2 2 2
3

12
8 3

a

a

a

a

ð ( ) (( ) r)

ÄåäïìÝíïõ üôé ï üãêïò ôïõ çìéóöáéñßïõ åßíáé 
2

3

3pr  äéáðéóôþíïõìå

üôé ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé 

x
r

rG =
+

= +
8 3

8

3

8

a a

ÂëÝðïõìå äçë. üôé ôï âáñýêåíôñï ôïõ çìéóöáéñßïõ âñßóêåôáé óôïí

Üîïíá ðåñéóôñïöÞò êáé óå áðüóôáóç áðü ôç âÜóç ßóç ìå ôá 3/8 ôçò

áêôßíáò ôïõ.

Â ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç

¸óôù Ýíá óôåñåü ôÝôïéï, þóôå ôï åìâáäü åðßðåäçò ôïìÞò ôïõ ðá-

ñÜëëçëçò ðñïò ôï åðßðåäï Oyz åßíáé óõíÜñôçóç q(x) ôçò ôåôìçìÝíçò x

ôçò ôïìÞò áõôÞò (ó÷. 7), ôüôå 

ç ñïðÞ ôçò ìÜæçò ùò ðñïò ôï åðßðåäï Oyz åßíáé

MOyz xq x dx= ò ( )
a

b

o üãêïò ôïõ åßíáé

V = ò q x dx( )
a

b

Ç åýñåóç ôçò ôåôìçìÝíçò ôïõ âáñõêÝíôñïõ åßíáé Üìåóç. ¼ôáí âñå-

èåß ç xG ç áíáæÞôçóç ôùí Üëëùí óõíôåôáãìÝíùí  ðñáãìáôïðïéåßôáé

ìå ôç äéáäéêáóßá åýñåóçò ôïõ âáñýêåíôñïõ ìéáò åðßðåäçò åðéöÜíåéáò,

óõãêåêñéìÝíá ôçò åðßðåäçò ôïìÞò x=xG.

ÊåöÜëáéï 1ï 3

x

y

z

á á+r
O

Ó÷Þìá 6

x

y

z

O
q(x)

Äx
Ó÷Þìá 7

x
á â



ÐáñÜäåéãìá 4

Æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï åíüò êþíïõ âÜóçò Â êáé ýøïõò h (ó÷.8).

Èåùñïýìå üôé ç âÜóç ôïõ êþíïõ åßíáé óôï åðßðåäï Oxy. 

Ç ðáñÜëëçëç ðñïò ôç âÜóç ôïìÞ ìå ôåôìçìÝíç z Ý÷åé åìâáäü q(z)
ôÝôïéï, þóôå 

q z

B

h z

h

( ) ( )
=

-
Þ

2

2

q z
B

h
h z( ) ( )= -

2

2

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ñïðÞ ìÜæáò ùò ðñïò ôï Oxy åßíáé

MOxy

h B

h
z h z dz Bh= - =ò 2

2

0

21

12
( )

åíþ ï üãêïò (ìÜæá) ôïõ åßíáé

V = - =ò
B

h
h z dz Bh

h

2

2

0

1

3
( )

Må ôá óôïé÷åßá áõôÜ âñßóêïõìå üôé ç êáôçãìÝíç ôïõ êÝíôñïõ âÜ-

ñïõò ôïõ ïìïãåíïýò êþíïõ åßíáé z hG =
1

4
.

Ã Ðåñßðôùóç ôõ÷áßïõ óôåñåïý

¸óôù A Ýíá óôåñåü üãêïõ V. Ïé ñïðÝò ìÜæçò (üãêïõ) ùò ðñïò ôá

åðßðåäá Oxy, Oyz, Ozx åßíáé

MOxy
A

zdxdydz= òòò
MOyz

A
xdxdydz= òòò

MOzx
A

ydxdydz= òòò
åíþ ï üãêïò ôïõ åßíáé

V = òòò dxdydz
A

Må ôá óôïé÷åßá áõôÜ åßíáé äõíáôü íá âñïýìå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ 

âáñýêåíôñïõ ôïõ óôåñåïý.

ÐáñÜäåéãìá 5

Æçôïýìå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôìÞìáôïò ôïõ åë-

ëåéøïåéäïýò (ó÷. 9), ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò

x y z
x y z

2

2

2

2

2

2
1 0

a â ã
+ + = ³, , ,

Ï üãêïò ôïõ ôìÞìáôïò áõôïý åßíáé

4 ÃåíéêÞ Ìç÷áíéêÞ

O

x

y

z

á

â

ã
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x

y

z
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B

q(z)z



V = = =òòò ò ò ò
- - -

dxdydz dx dy dz
A

x x y

0 0

1

0

1
2

2

2

2

2

2
a b

a
g

a b  

=
ð âãá

6

H ñïðÞ ôçò ìÜæáò (üãêïõ) Á ùò ðñïò ôï åðßðåäï Oyz åßíáé

MOyz
A

x x y

xdxdydz xdx dy dz= =òòò ò ò ò
- - -

0 0

1

0

1
2

2

2

2

2

2
a b

a
g

a b =

=
ðá âã

16

2

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôìÞìáôïò áõôïý

åßíáé

xG =
3

8
a

Áí åñãáóèïýìå êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï (Þ åöáñìüæïíôáò ôç äéáäéêá-

óßá ôçò óõììåôñßáò) âñßóêïõìå

y zG G= =
3

8

3

8
â ã,

ÐáñáôÞñçóç 1
Óå üëåò ó÷åäüí ôéò ðåñéðôþóåéò èåùñÞóáìå üôé ç ðõêíüôçôá ôïõ

õëéêïý, ôïõ ïðïßïõ æçôÞèçêå ôï âáñýêåíôñï, Þôáí ßóç ìå 1. Óôçí ðå-

ñßðôùóç ðïõ åßíáé óôáèåñÞ êáé ìÜëéóôá ñ, äçë. Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå

Ýíá ïìïãåíÝò õëéêü, ôüôå äåí Ý÷ïõìå ðáñÜ íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôïõò

ó÷åôéêïýò ôýðïõò ìå ñ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï ñ âãáßíåé åêôüò ôïõ

óõìâüëïõ ïëïêëÞñùóçò. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ðõêíüôçá ñ åßíáé

óõíÜñôçóç ôçò èÝóçò ôïõ êÜèå óçìåßïõ ôïõ õëéêïý óþìáôïò, äçë.

ñ=ñ(x, y, z), ôüôå ðñïöáíþò ôï ñ äåí ìðïñåß íá âãåß åêôüò ôïõ óõìâü-

ëïõ ïëïêëÞñùóçò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ðïëëïß óõããñáöåßò áíôß íá ÷ñçóé- 

ìïðïéïýí óôïõò ðñïçãïýìåíïõò ôýðïõò ôéò åêöñÜóåéò dxdydz ÷ñçóé-
ìïðïéïýí ôçí Ýêöñáóç dm êáé åííïïýí dm=ñ(x, y, z)dxdydz.
ÐáñáôÞñçóç 2

 Áí ôï ÷ùñßï Á (åðßðåäï Þ óôåñåü) ÷ùñßæåôáé Þ áðïôåëåßôáé áðü

ðåñéóóüôåñá ÷ùñßá Ái , i=1, 2, . . ., n, ôï âáñýêåíôñï ôïõ Á ðáßñíåôáé

ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí âáñýêåíôñùí ôùí Ái, äçë

x

x A

A
G

iG i
i

n

i
i

n
=

×
=

=

å

å

1

1

 ,  y

y A

A
G

iG i
i

n

i
i

n
=

×
=

=

å

å

1

1

,  z

z A

A
G

iG i
i

n

i
i

n
=

×
=

=

å

å

1

1

ÊåöÜëáéï 1ï 5
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Æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ ó÷Þìáôïò ðïõ ðñïêý-

ðôåé áí, áðü äßóêï áêôßíáò r, áöáéñåèåß äßóêïò äéáìÝôñïõ r, ðïõ åöÜ-

ðôåôáé óôïí áñ÷éêü äßóêï (ó÷.10).

Ðñïöáíþò ëüãù óõììåôñßáò ôï âáñýêåíôñï ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý 

Ý÷åé ôåôìçìÝíç xG= 0. 

Ç åðéöÜíåéá åßíáé “Üèñïéóìá” åíüò äßóêïõ Á1=ðr2
 êáé ôïõ äßóêïõ 

A
r

2

2

4
= -

p
 åéò ôñüðïí, þóôå 

y
r

r r

r
r

r
G =

× - ×

-

= -
p

p

p
p

2
2

2
2

0
4 2

4

6

ÐáñÜäåéãìá 7

Âáñýêåíôñï ôïõ óõóôÞìáôïò Çëßïõ-Ãçò.

Åßíáé ãíùóôü üôé ç ìÜæá ôïõ ¹ëéïõ åßíáé M,=1,99x10
30
kg, ç ìÜæá 

ôçò Ãçò ÌÅ=5,97x10
24
kg êáé ç áðüóôáóç ôïõ êÝíôñïõ ôïõ Çëßïõ áðü

ôï êÝíôñï ôçò Ãçò 1UA=1,496x10
8
km. H áêôßíá ôçò çëéáêÞò óöáßñáò

åßíáé R,=6,96x10
8
m êáé ç áêôßíá ôçò Ãçò íïïýìåíçò ùò óöáéñéêÞò

RÅ=6,38x10
6
m.

To âáñýêåíôñï ôïõ óõóôÞìáôïò ¹ëéïò-Ãç, áíáöåñüìåíï óå Ýíá óý-

óôçìá áîüíùí ìå êÝíôñï ôï êÝíôñï ôçò Ãçò êáé Üîïíá Ïx ôçí åõèåßá

ðïõ óõíäÝåé ôï êÝíôñï ôçò Ãçò ìå áõôü çò çëéáêÞò óöáßñáò, åßíáé

xG =
× × × + × ×

× + ×

19910 149610 5 9710 0

19910 5 971

30 8 24

30

, , ,

, , 024
»149599551km

ÂëÝðïõìå äçë. üôé ôï êÝíôñï âáñýôçôáò ôïõ óõóôÞìáôïò ¹ëéïò-Ãç

âñßóêåôáé ìÝóá óôïí çëéáêü äßóêï êáé ìÜëéóôá ðïëý êïíôÜ óôï êÝíôñï 

ôïõ Çëßïõ.

1. 4 ÊÝíôñï âÜñïõò åíüò ôüîïõ

¸óôù Ýíá ôüîï C ìéáò åðßðåäçò êáìðýëçò ðïõ ïñßæåôáé áðü ôç

óõíÜñôçóç y=f(x) ãéá ôçí ïðïßá äå÷üìáóôå üôé åßíáé ðáñáãùãßóéìç.

Áí s1, s2 åßíáé ôá Üêñá ôïõ ôüîïõ C, ôüôå ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ âáñý-

êåíôñïõ ôïõ ôüîïõ áõôïý åßíáé

x
x y dx

y dx
G

s

s

s

s
=

+ ¢

+ ¢

ò

ò

1

1

2

2

1

2

1

2

,   y

y dy

y dx
G

s

s

s

s

dx
dy

=

+

+ ¢

ò

ò

1

1

2

2

1

2

1

2

( )

6 ÃåíéêÞ Ìç÷áíéêÞ

O x

y

K
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Zçôïýìå ôï âáñýêåíôñï åíüò ôåôáñôïêõêëßïõ áêôßíáò r (ó÷. 11).

¸óôù x y r x y2 2 2
0+ = ³, ,  ç åîßóùóç ôïõ ôüîïõ áõôïý. To ìÞêïò

ôïõ ôüîïõ áõôïý åßíáé 
pr
2
.

Ç ñïðÞ ôïõ ìÞêïõò (ìÜæçò) åßíáé

M y

r r

x dx r
x

r x
dx rx

r x
= + =

-
=

-ò ò1
2

2 20 2 20

2

ÅðïìÝíùò ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

y
r

r

r
G = =

2

2

2

p p

Ðñïöáíþò êáé ç ôåôìçìÝíç yG ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôüîïõ áõôïý

åßíáé x
r

G =
2

p

ÐáñÜäåéãìá 9

¸óôù (ó÷.12) ôï ôüîï ôçò õðïêõêëïåéäïýò

x y x y
2
3

2
3

2
3 0+ = ³a , ,

Ðáñáãùãßæïíôáò ôçí  x y
2
3

2
3

2
3+ = a  ùò ðñïò x ðáßñíïõìå

2

3

2

3
0

1

3

1

3

1

3

x y y y
y

x

- -
-

+ × ¢ = Þ ¢ = -
æ

è
ç

ö

ø
÷

ïðüôå 1 12

2

3

2

3

1

3+ ¢ = + =
-

y
y

x

x  êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ

åßíáé

s x dx= =
-

ò
1

3

0

3

2

a
a

H ñïðÞ ìÜæáò (ìÞêïõò) ùò ðñïò ôïí Ïy åßíáé

x y dx x x dx
0

2

0

1

3 21
3

5

a a

a aò ò+ ¢ = × =
-

Ëüãù óõììåôñßáò âñßóêïõìå üôé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ âáñýêåíôñïõ 

ôïõ ôüîïõ áõôïý åßíáé ßóåò êáé ìÜëéóôá

x yG G= =
2

5
a

ÊåöÜëáéï 1ï 7
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y
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×ñÞóç ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí

Áí, áíôß ãéá ôï óýóôçìá Oxy ôùí êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí,

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óýóôçìá ( , )
r r
r qo o  ôùí ðïëéêþí óõíôåôáãìÝíùí

(ó÷. 13), ïðüôå 

x=ñóõíè, y=ñçìè, 

ôüôå

dx •= -rçìèd è+óõíèdñ
dy =ñóõíèdè+çìèdñ

êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôï ìåí ìÞêïò åßíáé

s= ñ ñ2

s

è
dñ

1

( )
d• Šd

s
2

1
2

+ò , Þ s dds
= +ò ñ è2

s

ñ
dè

1

( )
22

ç äå ñïðÞ ôïõ ìÞêïõò ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy åßíáé

M y

s d d= +ò ñóõíè ñ è2

s

ñ
dè

1

( )
22
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Æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôçò êáñäéïåéäïýò

ñ=á(óõíè+1)
(ó÷.14), üðïõ á åßíáé Ýíá óôáèåñü ìÞêïò.

Ëüãù óõììåôñßáò, ôï êÝíôñï ôçò êáìðýëçò âñßóêåôáé óôïí Üîïíá

Ox. Èá âñïýìå ôçí ôåôìçìÝíç ôïõ xG.

¸÷ïõìå 
dñ
dè

áçìè= - .

Ôï ìÞêïò ôçò êáñäéïåéäïýò åßíáé

s Šd= + +ò2 1
0

á ( óõíè) á çì è è=8á2 2 2 2ð

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæáò (ìÞêïõò) ôçò êáñäéïåéäïýò ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy 

åßíáé

M a
y = =ò2

32

5

2

á a(1+óõíè)óõíè 2(1+óõíè) dè
0

ð

ÊáôÜ óõíÝðåéá

x G = =
32

8
4

5

á
5

á á
2

.

1. 5 Âáñýêåíôñï óõóôÞìáôïò óçìåßùí

Èåùñïýìå ôá óçìåßá Mi (xi,yi,zi) ìå ìÜæåò mi. Ôï âáñýêåíôñü ôïõò

Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò

8 ÃåíéêÞ Ìç÷áíéêÞ

è

ñ

x

y ñ

è

x

y M

x

y
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Ï
x

y

ñ

è
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x
m x

mG
i i

i

=
å
å

,  y
m y

mG
i i

i

=
å
å

,  z
m z

mG
i i

i

=
å
å

Þ áêüìá ôï äéÜíõóìá èÝóåùò ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

r
r

r
m r

mG
i i

i

=
å
å

üðïõ 
rri  åßíáé ôá äéáíýóìáôá èÝóåùò ôùí õëéêþí óçìåßùí Mi.
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Æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôùí ôñéþí õëéêþí óçìåßùí Á, Â êáé Ã ìå

ßóåò ìÜæåò m áí ãíùñßæïõìå üôé ôá óçìåßá áõôÜ åßíáé êïñõöÝò åíüò 

ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ó÷.15) ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôïõò Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí.

Åöáñìüæïíôáò ôïí ôåëåõôáßï ôýðï âñßóêïõìå

r
r

rr
r m

m
r OA OB O OAG

i
i= = = + +

å
å

å
--® -® -® -®1

3

1

3
( Ã)= 2

3

Äéáðéóôþíïõìå, üðùò öáßíåôáé, üôé ôï 
rrG  åßíáé ôï äéÜíõóìá èÝóåùò

ôïõ óçìåßïõ ôïìÞò ôùí äéáìÝóùí.

1. 6 ÈåùñÞìáôá Guldin

Ðñþôï èåþñçìá

¸óôù ÁÂ Ýíá ôüîï êáìðýëçò ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí y=f(x)

(ó÷.16á). ÐåñéóôñÝöïõìå ôï ôüîï áõôü ðåñß ôïí Ïx êáôÜ ãùíßá 2ð êáé 

ðáßñíïõìå Ýíá óôåñåü åê ðåñéóôñïöÞò (ó÷.16â). Áí S åßíáé ôï åìâáäü

ôçò åðéöÜíåéáò åê ðåñéóôñïöÞò, ë ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ ðïõ ôçí ðáñÜãåé 

êáé yG ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôüîïõ ÁÂ, ôüôå

S=2ðëyG

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï âáñýêåíôñï ôïõ åðßðåäïõ ÷ùñßïõ Å (ó÷.16á)

Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò

x
E

xydx= ò
1

a

â
,  y

E
y dx= ò

1 2

a

â

Ìéá Üëëç óõíÝðåéá åßíáé êáé ç äõíáôüôçôá åýñåóçò ôïõ âáñýêåí-

ôñïõ ìéáò åðßðåäçò åðéöÜíåéáò (ó÷.17), ðïõ ðåñéâÜëëåôáé áðü ôéò êá-

ìðýëåò y=f1(x), y=f2(x). ÓõêåêñéìÝíá ôï âáñýêåíôñï ôçò åðéöÜíåéáò áõ- 

ôÞò åìâáäïý Å Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò 

x
E

x f f dxG = -ò
1

1 2a

â
,  y

E
f f dxG = -ò

1

2
1

2

2

2

a

â
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Á

Â

Å
Ï

x

y

z

Á

Â

Å
Ï

x

y

z
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(á)

(â)

ë

O x

y

f1

f2

E
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Äåýôåñï èåþñçìá

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ìéá åðéöÜíåéá åìâáäïý Å ôçò ïðïßáò ôï âáñýêåí-

ôñï åßíáé G (xG, yG). ÐåñéóôñÝöïõìå ôçí Å ðåñß Ýíá Üîïíá Ä ðïõ äåí ôÝì- 

íåé ôçí Å (ó÷. 18) êáé Ýóôù V ï üãêïò ôïõ ðáñáãüìåíïõ åê ðåñé-

óôñïöÞò óôåñåïý. Ôüôå V E HG= × ×2p

Áí äå÷èïýìå üôé ï Ä ôáõôßæåôáé ìå ôïí Ox, ôüôå

y V
G =

2pE

ÐáñÜäåéãìá 12

¸óôù üôé æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôïõ ìéóïý äßóêïõ 

C: x y r y2 2 2
0+ £ ³,

(ó÷.19).

Èåùñïýìå ôç óöáßñá ðïõ ðáñÜãåôáé åê ðåñéóôñïöÞò ðåñß ôïí Üîï- 

íá Ox. 

O üãêïò ôçò óöáßñáò åßíáé V r=
4

3

3ð .

Ôï åìâáäü ôïõ ìéóïý äßóêïõ åßíáé E =
ðr 2

2
.

 H ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ìéóïý äßóêïõ C åßíáé

y r
G =

× ×
= ×

4
3

2

4

3

ðr

ð ðr ð

3

21
2
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Æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôïõ çìéêõêëßïõ x y r y2 2 2
0+ = ³, .

Ç åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò ðïõ ðáñÜãåôáé åê ðåñéóôñïöÞò ðåñß ôïí

Üîïíá Ox ôïõ çìéêõêëßïõ åßíáé 4ðr
2
, åíþ ôï ìÞêïò ôïõ çìéêõêëßïõ åßíáé

ðr. 

ÊáôÜ óõíÝðåéá ôï âáñýêåíôñï ôïõ çìéêõêëßïõ Ý÷åé ôåôáãìÝíç 

4ðr
2
=2ð

2
ryG Þ y rG =

2

p

åíþ ç ôåôìçìÝíç åßíáé ðñïöáíþò xG=0.
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ÁóêÞóåéò  1ïõ Êåöáëáßïõ

1. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ ðñþôïõ ôåôáñôçìïñßïõ ôçò Ýëëåéøçò

x y
x y

2

2

2

1 0
a b

+ = ³
2

, ,

Õðüäåéîç

ÏõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá ìéá åðéöÜíåéá “ïìïãåíÞ” ìå ðõêíüôçôá d=1.

Õðïëïãßæïõìå ôç ñïðÞ ìÜæçò (åìâáäïý) ùò ðñïò ôïí Üîïíá Ox:

Mx
A

x

ydm dx ydy= = =òò ò ò
× -

0 0

2 2a
b

a
a

= × - =ò
b

a
a

aba
2

2

2 2
2

02 3
( )x dx

Tï åìâáäüí  (ìÜæá) ôïõ ôåôáñôçìïñßïõ ôçò Ýëëåéøçò åßíáé

A =
1

4
pab

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ÷ùñßïõ Á åßíáé

yG = =
ab pab b

p

2

3 4

4

3
:

Ëüãù óõììåôñßáò ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

yG =
4

3

a

p

2. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ åðéðÝäïõ ÷ùñßïõ (d=1) ðïõ ðåñéïñßæåôáé áðü ôéò 

êáìðýëåò 

x a y px= =, 2 2

Yðüäåéîç

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæáò (åðéöÜíåéáò) ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy åßíáé

My
A px

px

xdxdy xdx dy= = =
=

-òò ò ò
d 1

0 2

2a

= × = =ò =2 2
4

5
2

4

5
3

0

2 2p x dx px yx

a

aa a

Ç ìÜæá (åìâáäüí) ôçò åðéöÜíåéáò åßíáé

Ay
A px

px

xdxdy dx dy y= = =
=

-
=òò ò ò

d 1

0 2

2 4

3

a

aa

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

x y yG x x= × × × × = ×= =

4

5

4

3

3

5
2a a aa a:

Óçìåéþíåôáé üôé ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé 0, äçë. ôï âáñýêåíôñï 

âñßóêåôáé óôïí Üîïíá Ox.

3. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï åíüò êñßêïõ, äõï êñßêùí ôçò êáìðýëçò

AóêÞóåéò 1ïõ Êåöáëáßïõ 11

 Âáñýêåíôñï åðéðÝäïõ åðéöÜíåéáò

 ×ñÞóç ôùí åðüìåíùí ôýðùí

x
xdm

dm
G

A

A

=
òò

òò
, y

ydm

dm
G

A

A

=
òò

òò
ìå

 dm dxdy=d  

óå êáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé

dm d d=dr r q

óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò, üðïõ

x =ñóõíè,  y=ñçìè

êáé d åßíáé ç åðéöáíåéáêÞ ðõêíü-

ôçôá

Ï á

â

x x

y

â
á

2 2á -x.y=

¢óêçóç 1

Á

áÏ G x

y

x

y=+  2px

y=-  2px

¢óêçóç 2

Á



ñ áóõí2è=

Õðüäåéîç

Ôï åìâáäüí ôïõ åíüò êñßêïõ (ìå Üîïíá ôïí èåôéêü çìéÜîïíá Ox, äçë. ôïí

óêéáóìÝíï êñßêï) åßíáé

A = = =òò ò òñdñdè è ñdñ
Á -

ð/4

0

áóõí2è

d
ð/ 4

= =ò
a

óõí 2èdè
ðá2

2

-ð/4

ð/4
2

2 8

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæáò (åìâáäïý) ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy åßíáé

My

y

y= = =òò ò ò
=

ñdñdè óõí è ñ dñ
Á

ñçìè
2

-ð/4

2

0

áóõí2èð/ 4

= =ò
1

3

16 2

105
3a óõíèóõí 2èdè

á3

-ð/4

ð/4
3

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

xG =
128á 2

105ð

Ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ êñßêïõ áõôïý åßíáé 0. 

Áí æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôùí äýï êáôÜ êïñõöÞí êñßêùí, ôï âáñýêåíôñü

ôïõò ôáõôßæåôáé ìå ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí. 

Áí æçôïýìå ôï âáñýêåíôñï ôùí äýï äéáäï÷éêþí êñßêùí, ôï âáñýêåíôñü

ôïõò âñßóêåôáé óôç äé÷ïôüìï ôçò ïñèÞò ãùíßáò ôùí áîüíùí êáé üðùò åýêïëá

âñßóêïõìå åßíáé ôï óçìåßï 

G
128á 2

105ð

×æ

è
ç , 

128á 2

105ð

× ö

ø
÷, Þ ¢ -

×æ

è
çG

128á 2

105ð
, -

× ö

ø
÷

128á 2

105ð

4. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý ôùí ðáñá-

âïëþí

y px x py2 2= =,

Õðüäåéîç

Ðñüêåéôáé ãéá ôï óêéáóìÝíï ÷ùñßï. Ôï óçìåßï Ñ Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò (p, p).

Ôï åìâáäüí (ìÜæá) ôïõ ÷ùñßïõ åßíáé

A = = = - =òò ò ò òdxdy dx dy px
x

p
dx

p
A

p

x p

px p

0

2

0

2

2
3/

( )

H ñïðÞ ôçò ìÜæáò (åìâáäïý) ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy åßíáé

My
A

p

x p

px

xdxdy xdx dy p= = =òò ò ò0

3

2

3

20/

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ÷ùñßïõ áõôïý åßíáé

x p
p

pG = =
3

20 3
3

2

:

Ëüãù óõììåôñßáò ôçí ôéìÞ áõôÞ Ý÷åé êáé ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ 

÷ùñßïõ áõôïý.
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5. Ná âñåèåß ôï âáñýêåíôñï åíüò çìéóöáéñßïõ. 

Õðüäåéîç

¸óôù üôé ðåñéóôñÝöïõìå êáôÜ ãùíßá 2ð ôï ôåôáñôçìüñéï 

x y R x y2 2 2 0+ = ³, ,

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæçò (üãêïõ) åßíáé 

Myz
x

x R R

xdm x dx= = = - =ò ò ò
1

2 2

0
ð xy dx ð x R

ðR

4
2

0

2
4

( )

O üãêïò ôïõ åßíáé V
R

=
2ð 3

3
 åéò ôñüðïí, þóôå ôï âáñýêåíôñü ôïõ Ý÷åé

ôåôìçìÝíç

x
R R R

G = =
ð

:
ð4 3

4

2

3

3

8

Áíôéëáìâáíüìáóôå üôé yG=zG=0.

6. Íá âñåèåé ôï âáñýêåíôñï ôïõ óôåñåïý ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ ðåñß 

ôïí Oy ôçò ðáñáâïëÞò y x2 2=  áðü ôï y=0 Ýùò ôï y=2.

Õðüäåéîç

Ç ìÜæá (üãêïò ) ôïõ ðáñáãüìåíïõ óôåñåïý åßíáé

V dy
y

dy= = = ×ò òð x2

0

2
4

0

2
5

4 20
2ð

ð

Ç ñïðÞ ìÜæáò (üãêïõ) ùò ðñïò ôï åðßðåäï Ozx åßíáé

MOzx yx dy y
y

dy= = × = ×ò òð ð
ð2

0

2
4

0

2
6

4 24
2

ïðüôå ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

yG = =
2

24

2

20

5

3

6 5ð
:

ð

Áíôéëáìâáíüìáóôå üôé xG=zG=0.

7.  Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ ðñþôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ êõêëéêÞò ðëÜêáò ôçò

ïðïßáò ç ðõêíüôçôá óôï óçìåßï Ì(x,y) åßíáé d=ëxy.

Õðüäåéîç

¸óôù x y R x y2 2 2 0+ = ³, ,  ç åîßóùóç ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ.

Ç ìÜæá ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ åßíáé 

m ydy R
R x

= = =òò ò ò
-

ëxydxdy ë xdx
ë

5A 0

R

0

4
2 2

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæçò ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy åßíáé

My
A

R R x

xy xdxdy x dx ydy R= × = =òò ò ò
-

l l
l2

0 0

5
2 2

15

ïðüôå ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé y
R R

RG = =
l l5 4

15 8

8

15
: .
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Óôåñåü åê ðåñéóôñïöÞò ðåñß ôïí

Ox

  H ñïðÞ ìÜæçò ùò ðñïò ôï åðßðåäï

Oyz åßíáé

Myz
x

x x

xdm= =ò ò
1

2 2

ð xy dx2

x1

d

åíþ ç ìÜæá ôïõ

m dm dx
x

x

x

x

= =ò ò
1

2

1

2

ð y2d

üðïõ d ç åðéöáíåéáêÞ ðõêíüôçôá

y

z

x

y

z

¢óêçóç 5

Ï

x

y

z

O

¢óêçóç 6

2y =2x

2

x



Áíôéëáìâáíüìáóôå üôé xG = zG = 0.

8. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï çìéóöáéñßïõ ðïõ ç âÜóç ôïõ åäñÜæåôáé óôï åðßðåäï

Oxy êáé Ý÷åé åîßóùóç x y R2 2 2+ = , åíþ ç ðõêíüôçôá óôï óçìåßï Ì(x,y) åßíáé

d=z2.

Õðüäåéîç

Tï çìéóöáßñéï ðáñÜãåôáé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá Oz ôïõ

ðñþôïõ ôåôáñôçìïñßïõ y z R y z2 2 2 0+ = ³, ,  êáôÜ 2ð.

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæçò ùò ðñïò ôï åðßðåäï Oxy åßíáé

MOxy

R R R

zy dz z y dz z R z dz
R

= = = - =ò ò òp p p
p

d 2

0

3 2

0

3 2 2

0

6

12
( )

H ìÜæá ôïõ çìéóöáéñßïõ åßíáé

m z y dz z R z dz
RR R

= = - =ò òp p
p2 2

0

2 2 2

0

52

15
( )

ÊáôÜ óõíÝðåéá ç êáôçãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ åßíáé

z
R R R

G = =
p p6 5

12

2

15

5

8
:

Ðñïöáíþò  x yG G= = 0.

9.  Äßíåôáé ìéá ïìïãåíÞò ôåôñáãùíéêÞ ëáìáñßíá ÏÁÂÃ ðëåõñÜò á, áðü ôçí ïðïßá

êüâïõìå ìéá ãùíßá ÏÌÍ, üðïõ Ì, Í åßíáé ôá ìÝóá äýï äéáäï÷éêþí ðëåõñþí ôïõ

ôåôñáãþíïõ. Æçôåßôáé ôï âáñýêåíôñï ôïõ ôìÞìáôïò ðïõ ðáñÝìåéíå (óêéáóìÝíï).

Õðüäåéîç

Èåùñïýìå Ýíá óýóôçìá áîüíùí Ïxy ìå Üîïíåò ôéò äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò 

ôåôñáãþíïõ êáé êïñõöÞ ôçí êïñõöÞ ôçò ïñèÞò ãùíßáò ôïõ ôñéãþíïõ ðïõ áðï-

êüðçêå (ó÷Þìá)

Ôï âáñýêåíôñï ôçò áñ÷éêÞò  ôåôñáãùíéêÞò ëáìáñßíáò åßíáé  G a a1 2 2( / , / ) êáé 

ôï åìâáäüí (ìÜæá) ôïõ åßíáé a2. 

To âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ðïõ áðïêüðçêå åßíáé G a a2 6 6( / , / ) êáé ôï åì-

âáäü ôïõ åßíáé 
a2

8
, ôüôå ç æçôïýìåíç ôåôìçìÝíç åßíáé

xG =
× - ×

-

=
á

á

2

á á

á
á

á

42

2
2

2
2

8 6

8

23

Ëüãù óõììåôñßáò êáé ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ Ý÷åé ôçí ßäéá ôéìÞ.

10. ̧ íáò ïìïãåíÞò óõìðáãÞò êýëéíäñïò áðïôåëåßôáé áðü äõï ôìÞìáôá, ôï ðñþôï

ìÞêïõò l1 êáé áêôßíáò R1 êáé ôï äåýôåñï ìÞêïõò l2 êáé áêôßíáò R2,ôùí ïðïßùí ïé

Üîïíåò óõìðßðôïõí. Æçôåßôáé ôï âáñýêåíôñï ôïõ êõëßíäñïõ.

Õðüäåéîç

¸óôù Ïx ï êïéíüò Üîïíáò ôùí äýï êõëßíäñùí êáé Ï ôï êÝíôñï ôçò âÜóåùò
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Óôçí ðåñßðôùóç óõóôÞìáôïò 

óùìÜôùí ìå ìÜæåò mi êáé

âáñýêåíôñá Gi(xi,yi), ôï âá-

ñýêåíôñï ôïõ óõóôÞìáôïò

Ý÷åé óõíôåôáãìÝíåò

x
x m

m
y zG

iG i
G G= = =

å
å

, ,K K

Óôï óýìâïëï Ó åííïåßôáé êáé

áöáßñåóç.

R1

R2

l 1

l 2

O x

y

z
¢óêçóç 10



ôïõ êõëßíäñïõ áêôßíá R1. Åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï áëëáãÞò ðáßñíïõìå

x
R R

R R

R
G =

× + +

+
=

+
l l

l l l

l l

l
1 2

2 21
2

1 1 2
2

2

1 1
2

2 2
2

1
2

1
2p p

p

( )

( )

R R

R R
2
2

2
2

1 2 2
2

1 1
2

2 2
2

2

2

l l l

l l

+

+( )

Ðñïöáíþò  yG=zG=0.

11. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôçò áëõóßäáò y e e
x x

= × +
× - ×3

2

3

2

3

2( ), üôáí 0£ x £2. 

Õðüäåéîç

Ôï óôïé÷åéþäåò ìÞêïò ôüîïõ ôçò áëõóßäáò åßíáé

ds e e dx
x x

= × +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

-1

2
2 2

Ç ìÜæá ôçò áëõóßäáò åßíáé

m e e dx e
e

e

e

x x

= +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ = - =

-

ò
-

0

2

2 2

21

2

1 1

H ñïðÞ ôçò ìÜæáò ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy åßíáé

My

x x

xds x e e dx
e

e
= = × × +

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ = × - =

-
ò ò

-

0

2

0

2

2 2
1

2
4 1

1 4
( )

( 1)

e
,

ïðüôå ç ôåôìçìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôüîïõ áõôïý åßíáé

x
e

e

e

e e
G =

- -
=

+

4 1 1 4

1

2( )
:

Ç ñïðÞ ôçò ìÜæáò ùò ðñïò ôïí Üîïíá Ox åßíáé

Mx

x x

yds e e dx e e= = × +
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷ = - +ò ò

-
-

0

2

0

2

2 2

2

2 21

4

1

4
4( ),

ïðüôå åýêïëá âñßóêåôáé êáé ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ ôïõ ôüîïõ áõôïý.

12. Ìå åöáñìïãÞ ôïõ äåõôÝñïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Guldin (§1. 6) íá âñåèåß ôï

âáñýêåíôñï ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ. 

Õðüäåéîç

¸óôù  x y R x y2 2 2 0+ = ³, ,   ç åîßóùóç ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ ôï (ÏÁÂ),

ðïõ ðåñéóôñåöüìåíï ðåñß ôïí Üîïíá Ox êáôÜ ãùíßá 2ð ðáñÜãåé ôï çìéóöáßñéï.

Ôï åìâáäüí ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ åßíáé 
pR2

4
, åíþ ï üãêïò ôïõ çìéóöáéñßïõ

åßíáé 
2

3
3pR . 

To ìÞêïò ôïõ êýêëïõ ðïõ ãñÜöåé ôï âáñýêåíôñï åßíá l = =
2

3 4

8

3
3

2

p
p

R
R R

: .

Áí yG åßíáé ç ôåôáãìÝíç ôïõ âáñýêåíôñïõ, ôüôå 2
8

3

4

3
p

p
y

R
y

R
G G= Þ =

Ëüãù óõììåôñßáò  èá åßíáé x
R

G =
4

3p
.
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Âáñýêåíôñï ôüîïõ êáìðýëçò
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yds
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=
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d
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1

2
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üðïõ 
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dy

dx
dx= +
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ç

ö

ø
÷1

2

áí ç êáìðýëç åêöñÜæåôáé óå êáñ-

ôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò, Þ

ds
d

d
d= +

æ

è
ç

ö

ø
÷1

2
r

q
r 

ds
d

d
d= +

æ

è
ç

ö

ø
÷1

2
q

r
q

áí åêöñÜæåôáé óå ðïëéêÝò óõíôå-

ôáãìÝíåò

 Íá óçìåéùèåß üôé

dx

dy

d

d

æ

è
ç

ö

ø
÷ =

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

æ

è
ç
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ø
÷
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13. ̧ íá éóüðëåõñï ôñßãùíï ðëåõñÜò á óôñÝöåôáé êáôÜ ãùíßá 2ð ðåñß ìéá ðëåõñÜ

ôïõ. Æçôåßôáé íá âñåèåß ôï åìâáäüí êáé ï üãêïò ôïõ ðáñáãïìÝíïõ óôåñåïý.

Õðüäåéîç

¸óôù ôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôï ïðïßï óôñÝöïõìå ðåñß ôçí ÁÂ êáôÜ  ãùíßá 2ð.

¸óôù Å ç ðáñáãüìåíç åðéöÜíåéá (ðáñÜãåôáé áðü ôéò ðëåõñÝò ÁÃ êáé ÂÃ). Ôï

âáñýêåíôñï ôùí äýï áõôþí ðëåõñþí åßíáé ôï óçìåßï G1 ðïõ áðÝ÷åé áðü ôç âÜóç 

ôïõ ôñéãþíïõ áðüóôáóç 
a 3

4
. 

Ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ ðïõ ðáñÜãåé ôï  G1 åßíáé G =
pa 3

2
, 

åíþ ôï ìÞêïò ôçò êáìðýëçò ðïõ ðáñÜãåé ôçí åðéöÜíåéá åßíáé 2á. ÅðïìÝíùò

êáôÜ ôï èåþñçìá ôïõ Guldin èá Ý÷ïõìå

E
E

2

3

2
32

á
= Þ =

pa
pa

¸óôù V ï üãêïò ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ áõôÞ. Ôï âáñýêåíôñï 

ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáñÜãåé ôï óôåñåü åßíáé ôï G2 êáé áðÝ÷åé áðü ôç âÜóç 
a 3

6

êáé ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ ðïõ ãñÜöåé ôï G2 åßíáé G =
pa 3

3
 . Ôï åìâáäüí ôïõ

ôñéãþíïõ (ðïõ ðáñÜãåé ôï óôåñåü) åßíáé 
a 2 3

4
 êáé êáôÜ óõíÝðåéá

 
pa

a

pa3

3 3

4

42

3

= Þ =
V

V

14. Íá âñåèåß ôï âáñõêåíôñï ôïõ ðñþôïõ ôåôáñôçìïñßïõ ôçò Ýëëåéøçò

x y2

2

2

2
1 0

a b
a b+ = ³, ,

AðÜíô. x yG G= =
4

3

4

3

a

p

b

p
,

15. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôçò åðéöÜíåéò ôïõ ðñþôïõ êñßêïõ ôçò êáìðýëçò 

r = asun q3 .

AðÜíô. xG =
81 3

80

a

p

16. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôïí Üîïíá Ox,

ôéò åõèåßåò x=0,  x=3ð êáé ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò y = ×3 çì
x

3
.

ÁðÜíô.x yG G= × = ×
3

2

3

8
p, p
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17. Íá âñåèåß ç áðüóôáóç ôïõ âáñýêåíôñïõ êõêëéêïý ôìÞìáôïò ãùíßáò ö áðü

ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ ôïõ ïðïßïõ ç áêôßíá åßíá ñ.

ÁðÜíô. 
4

3 2

r

j
hm

j
×

18. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ óôåñåïý ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ 

ðåñß ôïí Üîïíá Ox êáôÜ ãùíßá 2ð ôïõ ôìÞìáôïò ôçò Ýëëåéøçò 

b a a b2 2 2 2 2 2 0x x+ - =

ÁðÜíô. xG =
3

8

a

19. Íá âñåèåß ôï âáñýêåíôñï ôïõ óôåñåïý ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý ôïõ

åðéðÝäïõ z=1 êáé ôïõ åëëåéðôéêïý ðáñáâïëïåéäïýò z
x y

= +
2

2

2

2a b
.

20. Áðü Ýíá çìéóöáßñéï êÝíôñïõ Ï êáé áêôßíáò R áöáéñïýìå Ýíá êþíï ìå âÜóç 

ôç âÜóç ôïõ çìéóöáéñßïõ êáé ýøïò R. Æçôåßôáé ôï âáñýêåíôñï ôïõ óôåñåïý

ôìÞìáôïò ðïõ áðïìÝíåé.

ÁðÜíô. z
R

G =
2
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