


Ðñüëïãïò

Ôï âáóéêü ÷áñáêôçñéóôéêü ôïõ, ðÝñá áðü ôçí åíäåëå÷Þ áíÜðôõîç ôïõ èåù-

ñçôéêïý õðüâáèñïõ, åßíáé ç ðëçèþñá ôùí ëõìÝíùí ðñïâëçìÜôùí (ðëÝïí ôùí 450 áðü

ôá ïðïßá ðåñéóóüôåñá áðü 350 åßíáé ëõìÝíá) êáé ï åìðëïõôéóìüò ôçò èåùñßáò ìå

áíôéðñïóùðåõôéêÜ ðáñáäåßãìáôá.

Ôá ðÝíôå ðñþôá êåöÜëáéá ìáæß ìå ôçí åéóáãùãÞ áðåõèýíïíôáé óôïõò öïéôçôÝò ôùí

Öõóéêïìáèçìáôéêþí Ó÷ïëþí ðïõ õðï÷ñåïýíôáé íá ðáñáêïëïõèÞóïõí ôï ìÜèçìá Ðé-

èáíüôçôåò É. Ôï Ýêôï êåöÜëáéï åßíáé Ýíá áðáñáßôçôï óõìðëÞñùìá ãéá ôïõò öïéôçôÝò

áõôïýò êáé ìéá åéóáãùãÞ óôï ìÜèçìá Ðéèáíüôçôåò ÉÉ. Ôï ðñþôï êåöÜëáéï ìðïñåß íá

ôïõò âïçèÞóåé íá áíôéìåôùðßóïõí êáé ôï ìÜèçìá "èåùñßá ìÝôñïõ êáé ïëïêëÞñùóç"”

Ôá êåöÜëáéá 0 (åéóáãùãÞ), 2, 3 êáé 4 áíôéìåôùðßæïõí ôçí åîåôáæüìåíç ýëç ôùí

Ðïëõôå÷íéêþí, ôùí ãåùðïíïäáóïëïãéêþí, ôùí Ïéêïíïìéêþí Ó÷ïëþí êáé ôùí Ðáñá-

ãùãéêþí Ó÷ïëþí ôùí Åíüðëùí ÄõíÜìåùí. Ãéá ôïõò öïéôçôÝò áõôïýò óõíéóôÜôáé ç áðëÞ

ìåëÝôç ôçò ðåñßëçøçò ôïõ ðñþôïõ êåöáëáßïõ.

Ôá êåöÜëáéá 0, 2 êáé 3 åßíáé Ýíá óçìáíôéêü âïÞèçìá ãéá ôïõò åêðáéäåõôéêïýò ôçò

ÌÝóçò åêðáßäåõóçò.

Óôï ôÝëïò êÜèå êåöáëáßïõ, åêôüò áðü ôï 6ï, äßíåôáé ìéá óýíôïìç ðåñßëçøç ôïõ

áíôßóôïé÷ïõ êåöáëáßïõ, êÜôé ðïõ ìðïñåß íá åõêïëýíåé ôïõò öïéôçôÝò ðïõ áñ÷ßæïõí ôç

ìåëÝôç ôçò ëýóçò ôùí áóêÞóåùí.

Ó’ üëï ôï âéâëßï ãßíåôáé ÷ñÞóç ôçò äåßêôñéáò óõíÜñôçóçò (óåë. 35, 51 êïê) ìå ôçí

ïðïßá áðëïðïéåßôáé ç ðåñéãñáöÞ ôùí óõíáñôÞóåùí.

Ôá ðñïôåéíüìåíá ðñïâëÞìáôá óõíïäåýïíôáé åßôå áðü áíáëõôéêÝò ëýóåéò ôïõò åßôå

áðü ðåñéåêôéêÝò õðïäåßîåéò, üôáí êñßíåôáé óêüðéìï, åßôå áêüìá ìå áðáíôÞóåéò. Ôï áí

óõíïäåýïíôáé ìå ëýóåéò Þ õðïäåßîåéò Þ áðëþò áðáíôÞóåéò äåí óçìáßíåé üôé ç äéÜêñéóç

áõôÞ Ýãéíå áíÜëïãá ìå ôïí âáèìü äõóêïëßáò ôùí áóêÞóåùí. ¢ëëùóôå ç êáôáíïìÞ ôùí

áóêÞóåùí äåí Ýãéíå êáôÜ óåéñÜ äõóêïëßáò ôïõò. Åßíáé ìéá Üðïøç ðïõ ðñåóâåýïõìå

ãéá äõï ëüãïõò:

V

Ïé ðéèáíüôçôåò ìðïñåß íá ðñïâëÝðïõí ôá ìåëëïýìåíá!

Ôï ìÝëëïí üìùò åßíáé óõíäõáóìüò ðáéäåßáò,

óôï÷åýóåùí, åõêáéñéþí êáé äñÜóåùí.

A. Ë.



á. Ìå ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ èÝëïõìå íá äéäÜîïõìå óå âÜèïò ôéò ðéèáíüôçôåò.

â. Ãéá üóïõò öïéôçôÝò åðé÷åéñïýí íá ëýóïõí ôá ðñïôåéíüìåíá ðñïâëÞìáôá ÷ùñßò íá

óõìâïõëåõèïýí ôçí ðáñå÷üìåíç ëýóç (ðïõ áò óçìåéùèåß ãåíéêÜ äåí åßíáé êáé ç

ìïíáäéêÞ) äåí õðÜñ÷åé êßíäõíïò íá äçìéïõñãçèïýí . . . øõ÷ïëïãéêÜ ðñïâëÞìáôá

óå ôõ÷üí áäõíáìßá ëýóåùò ìéáò Üóêçóçò ðïõ èá åß÷å ÷áñáêôçñéóèåß åýêïëç.

¢ëëùóôå ðïëý óõ÷íÜ ç Ýííïéá ôïõ “åýêïëïõ” êáé “äýóêïëïõ” ìðïñåß íá Ý÷åé êáé

ðñïóùðéêÞ áíôáðüêñéóç.

Èá ìðïñïýóáìå íá ðñïóèÝóïõìå êáé Ýíá ðñüóèåôï ëüãï ðïõ Ý÷åé ó÷Ýóç ìå ôç

ìïñöÞ êáé ôïí ôñüðï ôçò ðáñå÷üìåíçò ðñïöïñéêÞò åêðáßäåõóçò.

Ïé ëýóåéò Þ õðïäåßîåéò äßíïíôáé áìÝóùò ìåôÜ ôéò åêöùíÞóåéò êáé áõôü ðÝñá áðü

ôïí ðñþôï ëüãï ðïõ ìíçìïíåýôáé ðáñÜ ðÜíù êáé ãéá ôï ëüãï üôé ôï âéâëßï áðåõèýíåôáé

óå þñéìïõò öïéôçôÝò êáé åðïìÝíùò äåí ìðïñïýìå íá êáôáëÜâïõìå ðïéï ñüëï ìðï-

ñïýóå íá ðáßîåé ôï “êñõöôïýëé”.

Óôï âéâëßï áõôü äåí ìíçìïíåýïõìå ôá äéÜöïñá éóôïñéêÜ ðñïâëÞìáôá ðéèáíïôÞ-

ôùí, ôá ðåñéóóüôåñá ôùí ïðïßùí ëýíïíôáé ìå éäáæïõóåò äéáäéêáóßåò, êÜôé ðïõ äåí åß-

íáé óôïõò óôü÷ïõò ôùí öïéôçôþí. ¢ëëùóôå äåí èÝëïõìå íá ÷áñáêôçñéóèåß ùò ìéá åãêõ-

êëïðáéäéêÞ áíôéìåôþðéóç ôïõ ìáèÞìáôïò ôùí ÐéèáíïôÞôùí. Óêïðüò ôïõ åßíáé íá áðï-

ôåëÝóåé Ýíá ðñáêôéêü åñãáëåßï óôá ÷Ýñéá ôïõ öïéôçôÞ ðïõ åðéèõìåß íá ìÜèåé êáé íá

áíôáðïêñéèåß óôéò åîåôÜóåéò ôïõ.

Èá ìðïñïýóáìå Üñáãå íá èåùñÞóïõìå ðéèáíü üôé èá âïçèÞóåé ôï âéâëßï áõôü

ôïõò öïéôçôåò ðñïò ôïõò ïðïßïõò áðõèýíåôáé;

ËÜñéóá, IáíïõÜñéïò 2004

Á. Ë.
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ÅéóáãùãÞ

ÓõíäõáóôéêÞ ÁíÜëõóç

Ôï êåöÜëáéï áõôü, áí êáé äåí áðïôåëåß ìÝñïò ôçò êáèáõôü èåùñßáò ðéèáíïôÞôùí,

êñßèçêå áíáãêáßï, äéüôé áíôéìåôùðßæåé ôá ôñÝ÷ïíôá ðñïâëÞìáôá ðéèáíïôÞôùí óå ðåðå-

ñáóìÝíïõò äåéãìáôéêïýò ÷þñïõò, üðïõ óôéò ðéï ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç åýñåóç ôçò æç-

ôïýìåíçò ðéèáíüôçôáò åßíáé Ýíá áðëü èÝìá áðáñßèìçóçò.

0. 1. ÄÜôÜîåéò

0. 1. 1 Êáëïýìå äéÜôáîç ôùí n óôïé÷åßùí åíüò óõíüëïõ Å, ëáìâáíüìåíùí áíÜ m,

êÜèå äéáôåôáãìÝíç áêïëïõèßá m óôïé÷åßùí ðïõ ëáìâÜíåôáé áðü ôá n óôïé÷åßá ôïõ

óõíüëïõ Å. Áí ïñéóìÝíá áðü ôá m óôïé÷åßá óõìðßðôïõí, ôüôå ìéëïýìå ãéá äéáôÜîåéò ìå

åðáíÜëçøç. Ìå ôç ãëþóóá ôùí óõíüëùí êáëïýìå äéáôÜîåéò ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m

êÜèå áðåéêüíéóç “1-1” ôïõ {1, 2, . . . , m} åíôüò ôïõ Å. Äõï äéáôÜîåéò ôùí m óôïé÷åßùí

áðü ôá n ìðïñåß íá äéáöÝñïõí ôüóï ùò ðñïò ôç öýóç ôùí óôïé÷åßùí, üóï êáé ùò ðñïò ôç

èÝóç ôùí óôïé÷åßùí ôïõò óôçí ðåñßðôùóç ðïõ áðáñôßæïíôáé áðü ôá ßäéá óôïé÷åßá.

0. 1. 2 ÐáñÜäåéãìá

¸óôù ôï óýíïëï Á={á, â, ã, ä}. Ïé äõíáôÝò äéáôÜîåéò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ óõíüëïõ

áõôïý áíÜ äýï åßíáé

á, â á, ã á, ä â, ã â, ä ã, ä

â, á ã, á ä, á ã, â ä, â ä, ã

0. 1. 3 ÂáóéêÞ áñ÷Þ ôçò áðáñßèìçóçò

Äßíïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôç âáóéêÞ áñ÷Þ ôçò áðáñßèìçóçò óôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

ôçò:

Áí Ýíá åíäå÷üìåíï, Ýíá ãåãïíüò, ìðïñåß íá ëÜâåé ÷þñáí óå äýï Þ ðåñéóóüôåñåò

öÜóåéò êáé k1, k2, . . . , kn åßíáé ïé ôñüðïé ðïõ ðñáãìáôïðïéïýíôáé ïé ó÷åôéêÝò öÜóåéò, ôüôå

ôï åíäå÷üìåíï ëáìâÜíåé ÷þñáí êáôÜ k k kn1 2� � �... ôñüðïõò.

0. 1. 4 Åßäáìå üôé åßíáé äõíáôü íá Ý÷ïõìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá äéáôÜîåéò ôùí n áíÜ

m ðñáãìÜôùí. Èá õðïëïãßóïõìå ôï ðëÞèïò Am

n ôùí äéáôÜîåùí áõôþí. Îåêéíïýìå êáé

åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç ôùí äéáôÜîåùí ÷ùñßò åðáíÜëçøç.

Ùò ðñþôï óôïé÷åßï, óôçí ðñþôç öÜóç, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá áðü ôá n óôïé-

÷åßá êáôÜ n ôñüðïõò. Ùò äåýôåñï óôïé÷åßï, êáôÜ ôç äåýôåñç öÜóç, ìðïñïýìå íá åêëÝ-
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îïõìå êáôÜ n-1 ôñüðïõò Ýíá áðü ôá õðüëïéðá n-1 óôïé÷åßá. Ùò ôñßôï óôïé÷åßï, óôçí

ôñßôç öÜóç, ìðïñïýìå íá åêëÝîïõìå êáôÜ n-2 ôñüðïõò Ýíá áðü ôá n-2 óôïé÷åßá, . . . ¿ò

m-éïóôü óôïé÷åßï ìðïñïýìå íá åêëÝîïõìå êáôÜ n-(m-1)=n-m+1 ôñüðïõò Ýíá áðü ôá

n-m+1 óôïé÷åßá. ¿óôå ç åðéëïãÞ ôùí m áðü ôá n óôïé÷åßá ìðïñåß íá ãßíåé, óýìöùíá ìå

ôç âáóéêÞ áñ÷Þ áðáñßèìçóçò êáôÜ

(1) Am

n n n n m� � � � � �( ). . .( )1 1

ôñüðïõò. Ç ó÷Ýóç (1) äßíåé ôïí áñéèìü ôùí äõíáôþí äéáôÜîåùí ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m.

Ïñßæïõìå ôï ðáñáãïíôéêü n! áðü ôéò ó÷Ýóåéò

n n n n ,! ( )! , ! , !� � � � � �1 1 1 0 1N .

Óôï óçìåßï áõôü åßíáé óêüðéìï íá ìíçìïíåýóïõìå ôç óõíÜñôçóç Ã ðïõ Ý÷åé ó÷Ýóç ìå ôï

ðáñáãïíôéêü. ÓõãêåêñéìÝíá ç óõíÜñôçóç
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Áí êÜíïõìå ÷ñÞóç ôçò Ýííïéáò ôïõ ðáñáãïíôéêïý, ï ôýðïò (1) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(1á) Am

n n

n m
�

�

!

( )!
.

O õðïëïãéóìüò ôïõ ðáñáãïíôéêïý n! ìðïñåß, ãéá ðïëý ìåãÜëåò ôéìÝò, íá õðïëïãß-

æåôå áðü ôïí ôýðï ôïõ Stirling
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0. 1. 5 Õðïëïãßæïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôéò äéáôÜîåéò ìå åðáíÜëçøç ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ

m. Êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åñãáæüìáóôå üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç, ìå

ìüíç äéáöïñÜ üôé óå êÜèå ìéá áðü ôéò m öÜóåéò Ý÷ïõìå n äõíáôüôçôåò. ¿óôå ôï ðëÞèïò

ôùí äõíáôþí äéáôÜîåùí ìå åðáíÜëçøç ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m åßíáé

(3) Ám

n mn� .

ÄéáôÜîåéò ìå åðáíÜëçøç Ý÷ïõìå óõíÞèùò óôá ðñïâëÞìôá üðïõ ç ôõ÷áßá åêëïãÞ áíôé-

êåéìÝíùí ãßíåôáé ìå åðáíáôïðïèÝôçóç.

0. 1. 6 ÐáñÜäåéãìá

Æçôïýìå íá âñïýìå ðüóïõò áñéèìïýò áõôïêéíÞôùí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå, áí êÜèå

ôåôñáøÞöéïò áñéèìüò Ý÷åé ðñï áõôïý ôñßá ãñÜììáôá ôïõ åëëçíéêïý áëöáâÞôïõ ðïõ õ-

ðÜñ÷ïõí êáé óôï ëáôéíéêü áëöÜâçôï .

Ëýóç
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Åßíáé ãíùóôü üôé ôá ãñÜììáôá áõôÜ åßíáé 16. ¸÷ïõìå óõíåðþò 16 ãñÜììáôá áíÜ ôñßá ìå

åðáíÜëçøç, äçë. ìðïñåß íá Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ 16
3
=4096 äéáôÜîåéò . Áí äå ëÜâïõìå õðüøç

ìáò üôé êÜèå äéÜôáîç ìðïñåß íá óõíäõáóèåß ìå 9000 áñéèìïýò, áíôéëáìâáíüìáóôå üôé ìðï-

ñïýìå íá Ý÷ïõìå 36864000 ðéíáêßäåò áõôïêéíÞôùí.

0. 1. 7 ÐáñÜäåéãìá

Ïé äéáöïñåôéêÝò óôÞëåò ðïõ ìðïñïýìå íá óõìðëçñþóïõìå óå Ýíá äåëôßï ÐÑÏ-

ÐÏ åßíáé üóåò ïé äéáôÜîåéò ìå åðáíÜëçøç ôùí ôñéùí óôïé÷åßùí (1, 2, ×) áíÜ 13,

äçë. 313=1594323.

0. 1. 8 ÐáñÜäåéãìá

¸óôù üôé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôï 20!.

Åöáñìüæïõìå ôïí ôýðï ôïõ Stirling óôçí ðñïóåããéóôéêÞ ôïõ ìïñöÞ

n
n

e
n

n

n
! � 2�

ãéá n=20.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ êÜíïõìå ÷ñÞóç ôùí äåêáäéêþí ëïãáñßèìùí. Õðïëïãßæïõìå óõãêå-

êñéìÝíá ôïí log(20!). ¸ôóé Ý÷ïõìå

log( !) log log log log

log

20 20 20 20
1

2
20 2

100 20 20

� � � � �

� �

e �

log , , .e � �0 39908 18 38439

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç âñßóêïõìå 20!�2,423�10
18

.

Óçìåßùóç

Ïé óõíçèéóìÝíåò çëåêôñïíéêÝò õðïëïãéóôéêÝò ìç÷áíÝò õðïëïãßæïõí áìÝóùò ìÝ÷ñé

ôï 69!. Ìå ôá äéÜöïñá õðïëïãéóôéêÜ ðñïãñÜììáôá ìðïñïýìå íá ðÜìå óå ìåãáëýôå-

ñïõò áñéèìïýò. ¸ôóé ìå ôï derive âñÞêáìå

170!=Ã(170)=426906800900470527493925188889956653806881863605673610384916

3411117977554942180092854323970142716152653818230139905012221568248567907

5017796052357489455946484708413412107621199803603527401512378815048789750

4056841967036015445358526282747717974640026893725894862438400000000000000

00000000000000000000000000
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0. 2 ÌåôáèÝóåéò

0. 2. 1 ¸óôù Å Ýíá óýíïëï ìå n óôïé÷åßá. Ìéá äéÜôáîç ôùí n óôïé÷åßùí ôïõ Å áíÜ n

ëÝãåôáé ìåôÜèåóç. Äçë. ìåôÜèåóç åßíáé ìéá áêïëïõèßá ôùí n óôïé÷åßùí ôïõ Å, Þ á-

ðëïýóôåñá ìéá äéáôåôáãìÝíç n-éÜäá. Ìå ôç ãëþóóá ôùí óõíüëùí ìðïñïýìå íá ðïýìå

üôé ìåôÜèåóç åßíáé ìéá áðåéêüíéóç “1-1” ôïõ Å åðß ôïõ Å. Äõï ìåôáèÝóåéò ðïõ ðáßñíïõ-

ìå áðü ôï ßäéï óýíïëï Ý÷ïõí áêñéâþò ôá ßäéá óôïé÷åßá. Åêåßíï óôï ïðïßï äéáöÝñïõí

åßíáé ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá åßíáé ôïðïèåôçìÝíá ôá óôïé÷åßá áõôÜ. Ôï ðëÞèïò ôùí äõíá-

ôþí ìåôáèÝóåùí âñßóêïõìå, åöáñìüæïíôáò ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò ôùí äéáôÜîåùí, üôé

åßíáé

(4) P nn � !

0. 2. 2 Ï ôýðïò (4) áöïñÜ óôéò ìåôáèÝóåéò ôùí óôïé÷åßùí åíüò óõíüëïõ ÷ùñßò åðáíÜ-

ëçøç. Áí óõìâåß êáé k áðü ôá n óôïé÷åßá íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò, ôüôå ìåôáîý ôùí Pn

ìåôáèÝóùí ðïõ äßíïíôáé áðü ôïí ôýðï (4) ïé k!, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò k ìåôáèÝóåéò ôïõ

áõôïý óôïé÷åßïõ, óõìðåñéöÝñïíôáé ïõóéáóôéêÜ ùò ìéá ìåôáèåóç.

Óõíåðþò ïé äéáêåêñéìÝíåò ìåôáèÝóåéò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé
n

k

!

!
. ÃåíéêÜ, áí áðü

ôá n óôïé÷åßá ôïõ Å ôá ki (i=1, 2, . . . , p } óõìðéðôïõí ìåôáîý ôïõò, ôüôå ïé äõíáôÝò ìåôá-

èÝóåéò åßíáé

(5) Pn
k p

p

i

n

k k k
k k k n� � � � �

!

! !... !
, ...

1 2

1 2 .

0. 2. 3 ÊõêëéêÝò ìåôáèÝóåéò

¸óôù üôé ôá n óôïé÷åßá ù1, ù2, . . ., ùn ôïðïèåôïýíôáé

êõêëéêÜ. Óå ìéá êõêëéêÞ ìåôÜèåóç ôùí óôïé÷åßùí, Ýóôù óôçí

(ù1, ù2, ù3, . . ., ùn) áíôéóôïé÷ïýí n ìåôáèÝóåéò

(ù1, ù2, ù3, . . ., ùn), (ù2, ù3, . . ., ùn, ù1), . . . ,

(ùn, ù1, ù2, ù3, . . ., ùn-1).

Áí K n åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí êõêëéêþí ìåôáèÝóåùí ôùí n

óôïé÷åßùí, ôüôå áðü ôçí n n� �K
n

!, ðáßñíïõìå

K=(n-1)!

0. 2. 4 ÐáñÜäåéãìá

¸íáò ðëáóéÝ âéâëßùí Ý÷åé 21 âéâëßá, áðü ôá ïðïßá 3 Ý÷ïõí ôïí ßäéï ôßôëï, Üëëá 5

ôïí ßäéï ôßôëï êáé Üëëá 2 ðïõ åðßóçò Ý÷ïõí ôïí ßäéï ôßôëï. Ôá âéâëßá áõôÜ ìðïñïýí íá

ôïðïèåôçèïýí óå óåéñÜ êáôÜ

4

ù 1

ù
2

ù
3

ù
4

. .
.

. . .

ù
n-

1
ù

n



21

3 5 2
3 5479861 1016!

! ! !
,

� �

� �

ôñüðïõò.

0. 2. 5 ÐáñÜäåéãìá

Óå ìéá Ýêèåóç áõôïêéíÞôùí Ýíáò áíôéðñüóùðïò Ý÷åé íá åêèÝóåé 12 áõôïêßíçôá, ôá

ïðïßá áíÜ 3 åßíáé ßäéá. Ôá áõôïêßíçôá áõôÜ ìðïñåß íá ôïðïèåôçèïýí óå óåéñÜ ôï

Ýíá äßðëá óôï Üëëï êáôÜ
12

3 3 3 3
369600

!

! ! ! !� � �

� ôñüðïõò.
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0. 3 Óõíäõáóìïß

0. 3. 1 ¸óôù Å Ýíá óýíïëï ìå n óôïé÷åßá. Êáëïýìå óõíäõáóìü ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ

m êÜèå õðïóýíïëï ôïõ Å ðïõ Ý÷åé m óôïé÷åßá. Äõï óõíäõáóìïß ðïõ Ý÷ïõí ôïí ßäéï

áñéèìü óôïé÷åßùí ìðïñåß íá äéáöÝñïõí ìüíï ùò ðñïò ôá óôïé÷åßá áõôÜ êáè’ åáõôÜ êáé

ü÷é ëüãù ôçò èÝóåþò ôïõò. ÂëÝðïõìå äçë. üôé óôïõò óõíäõáóìïýò ï üñïò äéÜôáîç äåí

åßíáé êáèïñéóôéêüò.

0. 3. 2 Èá õðïëïãßóïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôï ðëÞèïò
n

m

�

�

�

�

�

�

�

�

ôùí óõíäõáóìþí ôùí n óôïé-

÷åßùí áíÜ m.

¸óôù s={á1, á2, . . . , ám} Ýíáò ôÝôïéïò óõíäõáóìüò. ÌåôáèÝôïíôáò ôá óôïé÷åßá ôïõ s ðáßñ-

íïõìå m! ìåôáèÝóåéò. ¼ëåò áõôÝò ïé ìåôáèÝóåéò óõíéóôïýí Ýíá óõíäõáóìü, áëëÜ åßíáé m!

äéáôÜîåéò ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m.

ÊáôÜ óõíÝðåéá ðáßñíïõìå
n

m
m m

n�

�

�
�

�

�

�
�

� �! A , áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé

(6)
n

m

n

m n m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 	

!

! ( )!
.

0. 3. 3 Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ïñßóáìå ôïõò óõíäõáóìïýò ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m, äçë.

ùò õðïóýíïëá ôïõ Å ìå m óôïé÷åßá, äåí óõíçãïñåß óôçí ýðáñîç óõíäõáóìþí ìå óõ-

ìðßðôïíôá óôïé÷åßá. Áí üìùò ùò óõíäõáóìïýò ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m èåùñÞóïõìå

áêïëïõèßåò, ÷ùñßò åóùôåñéêÞ äéÜôáîç, áðïôåëïýìåíåò áðü m óôïé÷åßá, ôüôå ìðïñïýìå

íá äå÷èïýìå üôé ìåñéêÜ áðü ôá m óôïé÷åßá Þ êáé üëá óõìðßðôïõí ìåôáîý ôïõò. Ôï ðëÞ-

èïò ôùí óõíäõáóìþí ôùí n óôïé÷åßùí áíÜ m ìå åðáíÜëçøç åßíáé

(7) Sm

n n m

m

n m

m n
�


 	�

�

�

�

�

�

�

�

�


 	

� 	

1 1

1

( )!

! ( )!

0. 3. 4 ÐáñÜäåéãìá

Óå Ýíá êïõôß õðÜñ÷ïõí 6 áóöÜëåéåò, 3 áðü ôéò ïðïßåò åßíáé êáìÝíåò. ÊáôÜ ðüóïõò

ôñüðïõò ìðïñïýìå íá åêëÝîïõìå ôõ÷áßá 3 áóöÜëåéåò.

Ðñïöáíþò ìðïñïýìå êáôÜ
6

3

6

3 3
20

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

!

! !
ôñüðïõò íá “äéáëÝîïõìå” ôéò 3 áóöÜëåéåò. Óôçí

ðñÜîç åêåßíï ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé åßíáé íá äéáëÝîïõìå ôéò ìç êáìÝíåò áóöÜëåéåò. Áíôéëáì-

âáíüìáóôå üôé ìüíï êáôÜ
3

3

3

3 0
1

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

!

! !
ôñüðï ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ôéò 3 ìç êáìÝíåò

áóöÜëåéåò.
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¸óôù üôé åíäéáöåñüìáóôå ìéá ôïõëÜ÷éóôï áðü ôéò 3 áóöÜëåéåò íá ìçí åßíáé êáìÝíç.

Åýêïëá (åöáñìüæïíôáò ôç âáóéêÞ áñ÷Þ ôçò áðáñßèìçóçò) âñßóêïõìå
3

3
1

�

�

�
�

�

�

�
�

� ôñüðï ãéá íá

ìçí åßíáé êáìÝíåò êáé ïé ôñåéò áóöÜëåéåò.

3

2

3

1

3

2 1

3

2 1
9

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

!

! !

!

! !
ôñüðïõò ãéá íá ìçí åßíáé êáìÝíåò ïé äõï áóöÜëåéåò.

3

1

3

2
9

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

� ôñüðïõò ãéá íá ìçí åßíáé êáìÝíç ìéá ìüíï áóöÜëåéá.

¿óôå ãéá íá ìçí åßíáé êáìÝíç ìéá ôïõëÜ÷éóôïí áóöÜëåéá ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå ôéò 3 áðü

ôéò 6 áóöÜëåéåò êáôÜ 1+9+9=19 ôñüðïõò.

0. 3. 5 ÐáñÜäåéãìá

Ôï ÔÅÉ/Ë áãüñáóå 6 ÇÕ äéáöïñåôéêïý ôýðïõ. Æçôåßôáé íá âñåèåß ðùò èá êáôáíå-

ìçèïýí ïé õðïëïãéóôÝò, áí

á. óå êÜèå åñãáóôÞñéï äéáôåèåß áðü Ýíáò õðïëïãéóôÞò,

â. óå Ýíá åñãáóôÞñéï äéáôåèïýí 3 õðïëïãéóôÝò, óå Ýíá äåýôåñï 2 õðïëïãéóôÝò êáé óå

Ýíá ôñßôï Ýíáò õðïëïãéóôÞò.

Ëýóç

á. Ïé äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò êáôáíïìÞò ôùí 6 õðïëïãéóôþí óå 6 åñãáóôÞñéá, Ýíá óå êÜèå åñãá-

óôÞñéï, åßíáé üóåò ïé ìåôáèÝóåéò ôùí 6 ðñáãìÜôùí, äçë. Ñ6=6!=720.

â. Åöüóïí ôï ðñþôï åñãáóôÞñéï ðñüêåéôáé íá ðÜñåé 3 õðïëïãéóôÝò, ôï äåýôåñï 2 êáé ôï ôñßôï 1,

ïé äõíáôïß ôñüðïé äéÜèåóçò åßíáé üóåò ïé ìåôáèÝóåéò ìå åðáíÜëçøç 6 áíôéêåéìÝíùí åê ôùí

ïðïßùí ôá ôñßá “óõìðßðôïõí” ìåôáîý ôïõò êáé ôá Üëëá äýï åðßóçò óõìðßðôïõí ìåôáîý ôïõò.

0. 3. 6 ÐáñÜäåéãìá

Óôïí éððüäñïìï ôñÝ÷ïõí 15 Üëïãá. Áðü ôïýò ðáßêôåò ôïõ éððïäñüìïõ êåñäßæåé

åêåßíïò ðïõ Ý÷åé ðåôý÷åé ôá ôñßá Üëïãá ðïõ Ýñ÷ïíôáé óôéò ôñåéò ðñþôåò èÝóåéò ìå ôç

óåéñÜ ôïõò (ìåãÜëï êÝñäïò tierc�), Þ ìå äéáöïñåôéêÞ óåéñÜ (ìéêñüôåñï êÝñäïò). ¸íáò

ðáßêôçò êáôÜ ðüóïõò ôñüðïõò ìðïñåß íá äéáëÝîåé ôçí ôñéÜäá óôçí ïðïßá èá óôïé÷çìá-

ôßóåé;

Ëýóç

ÅðåéäÞ ôá ôñßá Üëïãá óôá ïðïßá óôïé÷çìáôßæåé ï ðáßêôçò ðñÝðåé íá äéáôá÷èïýí óå ìéá óåé-

ñÜ, áíôéëáìâáíüìáóôå üôé ç åðéëïãÞ ôçò íéêÞôñéáò ôñéÜäáò (ìå ôçí áêñéâÞ óåéñÜ ôùí áëü-

ãùí) ìðïñåß íá ãßíåé êáôÜ A3

15 15

12
2730� �

!

!
ôñüðïõò.

7



0. 4 ÅöáñìïãÝò

0. 4. 1 Èá äåßîïõìå ôïõò åðüìåíïõò ôýðïõò
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1

.

Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (8) åßíáé Üìåóç. Äåí Ý÷ïõìå ðáñÜ íá áíáðôýîïõìå ôá äõï ìÝëç ôçò

óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (6).

Äßíïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (9) åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (6) êáé åêôåëþíôáò ôéò ðñÜîåéò:

n

m

n

m

n

n m m

n��

�

�
�

�

�

�
�

	

�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

� �

	

�1 1

1

1

1

1( )!

( )! !

( )!

( )!( )!

( )( ) ...( )

!

( )( ) .

n m m

n n n m

m

n n

� � 	 �

�

� � �

	

� �

1 1 1

1 2 1 2 ..( )

( )!

( )( ) ...( )

!
.

n m

m

n n n n m

m

n

m

� 	

�

�

� � �

�

�

�

�
�

�

�

�
�

1

1

1 2

Ï ôýðïò (10) áðïäåéêíýåôáé áí åöáñìüóïõìå ôïí ôýðï (9) äéáäï÷éêÜ.

Ïé ôýðïé (11) êáé (12) áðïäåéêíýïíôáé áí êÜíïõìå ôéò ðñÜîåéò.

0. 4. 2 Äéþíõìï ôïõ Íåýôùíá

Èá âñïýìå ôïí ôýðï ðïõ äßíåé ôï áíÜðôõãìá ôïõ (x+y)n, n�N.

Ãéá íá âñïýìå ôï áíÜðôõãìá ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå n öïñÝò ôï äéþíõìï

x+y. Ôï áðïôÝëåóìá ôùí ðïëëáðëáóéáóìþí áõôþí åßíáé Ýíá Üèñïéóìá ìïíùíýìùí ôçò

ìïñöÞò xn-kyk, 0 
 k 
 n. ÊÜèå ôÝôïéïò üñïò åìöáíßæåôáé ôüóåò öïñÝò ôüóåò öïñÝò üóïé

åßíáé ïé ôñüðïé íá äéáëÝîïõìå ôïõò k ðáñÜãïíôåò x, äçë. íá äéáëÝîïõìå k äéþíõìá áðü

ôá n. Äçë. õðÜñ÷ïõí
n

k

�

�

�

�

�

�

�

�

ôñüðïé. Óõíåðþò õðÜñ÷ïõí
n

k

�

�

�

�

�

�

�

�

üñïé ôçò ìïñöÞò xn-kyk, ïé ïðïß-

ïé áèñïéæüìåíïé äßíïõí
n

k
x yn k k�

�

�

�

�

�

�

�

�

� . Ðáßñíïõìå Ýôóé ôïí ôýðï
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(10) ( )x y
n

m
x yn n k k

k

n
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0

.

Ëüãù ôçò ó÷Ýóåùò (6) äéáðéóôþíïõìå üôé ï ôýðïò áõôüò åßíáé óõììåôñéêüò ùò ðñïò x

êáé y.

0. 4. 3 Ôñßãùíï Pascal

Èåùñïýìå ôá åðüìåíá áíáðôýãìáôá

( )x y
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x
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� �
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1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò äéáðéóôþíïõìå üôé ï óõíôåëåóôÞò
n

k

�

�

�

�

�

�

�

�

ðáßñíåôáé, óýìöùíá

ìå ôïí ôýðï (9) ùò Üèñïéóìá ôùí óõíôåëåóôþí
n

k

n

k


�

�

�

�

�

�

�

�







�

�

�

�

�

�

�

�

1 1

1
�
� . ×Üñç óôçí ðáñáôÞ-

ñçóç áõôÞ ðáßñíïõìå áíáäñïìéêÜ ôï ðåñßöçìï ôñßãùíï Pascal.

0. 4. 4 ÊáôáíïìÞ n âüëùí óå k êëçñùôßäåò

¸óôù üôé èÝëïõìå n âüëïõò íá ôïõò êáôáíåßìïõìå êáè’ïéïíäÞðïôå ôñüðï óå k

êëçñùôßäåò.

Ãéá íá ãßíåé áíôéëçðôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï åðüìåíï äéÜãñáììá óôï ïðïßï ïé êëç-

ñùôßäåò ðáñéóôÜíïíôáé ìå åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÷ùñéæüìåíá ìå êáôáêüñõöá ôìÞìáôá.
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Äõí Üìå é ò Óõ í ôå ëå óô Ýò
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Ôï ðñüâëçìá óõíßóôáôáé óôï íá âñïýìå êáôÜ ðüóïõò ôñüðïõò ôá k-1 åõè. ôìÞìáôá

ìðïñåß íá ôïðïèåôçèïýí óôéò n+k-1 èÝóåéò. Âñßóêïõìå äçë. üôé áõôü åßíáé äõíáôü

êáôÜ
n k
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n k

n

� �
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�

�
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1
ôñüðïõò.
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