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Π ρ � λ � γ�ς

H πρ�τη �κδ
ση τ
υ παρ�ντ
ς �ι�λ�
υ �γινε τ
 1985. Δ�κα �ρ�νια
μετ�, τ
 �ι�λ�
 επανεκδ�δεται με π
λλ�ς πρ
σθ�κες και �ελτι�σεις.
Περι��ει την �λη π
υ διδ�σκεται σε �να πρ�τ
 ε�αμηνια�
 μ�θημα
Πιθαν
τ�των στα τμ�ματα Mαθηματικ�ν, Φυσικ�ς, Mη�ανικ�ν δια-
"�ρων ειδικ
τ�των των Πανεπιστημ�ων και Π
λυτε�νε�ων της ��ρας
μας.

Kατα�λ�θηκε πρ
σπ�θεια να υπ�ρ�
υν αρκετ�ς ε"αρμ
γ�ς στα
παραδε�γματα και τις ασκ�σεις �στε να "ανε� η �ρησιμ�τητα τ
υ
κλ�δ
υ αυτ
� των Mαθηματικ�ν σε δι�"
ρες επιστ�μες, Iατρικ�,
Bι
λ
γ�α, Φυσικ�, Oικ
ν
μικ�, Tηλεπικ
ινων�ες, Γενετικ�, Hλεκτρ
-
νικ
�ς Yπ
λ
γιστ�ς κ.λπ.

Eπειδ� ε�ναι τ
 πρ�τ
 μ�θημα π
υ πα�ρν
υν 
ι "
ιτητ�ς στις Πι-
θαν�τητες, �γινε πρ
σπ�θεια να δ
θ
�ν 
ι �ασικ�ς �νν
ιες �ωρ�ς
περιττ�ς μαθηματικ�ς λεπτ
μ�ρειες αλλ� με αρκετ� ακρ��εια �στε
να αναπτ�σσεται τ�σ
 η δια�σθηση �σ
 και η μαθηματικ� ωριμ�τητα
τ
υ "
ιτητ�.

H συμπλ�ρωση των �ασικ�ν γν�σεων στις Πιθαν�τητες δ�νεται σε
δε�τερ
 ε�αμηνια�
 μ�θημα Πιθαν
τ�των π
υ �σως δεν ε�ναι υπ
-
�ρεωτικ� για �λ
υς τ
υς "
ιτητ�ς.

Yπ�ρ�
υν π�ντε κε"�λαια και στ
 τ�λ
ς κ�θε κε"αλα�
υ πρ
τε�-
ν
νται ασκ�σεις για λ�ση. Στ
 παρ�ρτημα π
υ ακ
λ
υθε� στ
 τ�λ
ς
τ
υ �ι�λ�
υ δ�ν
νται σε συντ
μ�α 
ι λ�σεις π
λλ�ν ασκ�σεων εν� σε
�λλες δ�ν
νται υπ
δε��εις λ�σεων. T�λ
ς δ�ν
νται και μερικ�ς ασκ�-
σεις ιστ
ρικ
� ενδια"�ρ
ντ
ς καθ�ς και �ι�λι
γρα"�α στ
 τ�λ
ς τ
υ
�ι�λ�
υ.

Eυελπιστ
�με �τι τ
 παρ�ν �ι�λ�
 καλ�πτει μια �ασικ� αν�γκη
στην Eλληνικ� �ι�λι
γρα"�α και �τι θα ε�ναι �ρ�σιμ
 για τ
ν αναγν�-
στη.

Eυ�αριστ
�με τη διε�θυνση και τ
 πρ
σωπικ� των Eκδ�σεων Π.
Z�τη για την πρ
σεγμ�νη εκτ�πωση και τη "ρ
ντ�δα αυτ�ς της �κ-
δ
σης.
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1.1. Eισαγωγ�

H ıÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Â›Ó·È Ô ÎÏ¿‰Ô˜ ÂÎÂ›ÓÔ˜ ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ EÈ-
ÛÙ‹ÌË˜ Ô˘ ÌÂÏÂÙ¿ ÙË Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙˆÓ Ù˘¯·›ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ. E›Ó·È Ë ÂÈ-
ÛÙ‹ÌË Ô˘ ÂÍÂÙ¿˙ÂÈ ÙÔ˘˜ ν	μ
υς της τ��ης Î·È ¤¯ÂÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÛÂ fiÏÂ˜
Û¯Â‰fiÓ ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜, fiˆ˜ .¯. º˘ÛÈÎ‹, BÈÔÏÔÁ›·, KÔÈÓˆÓÈÔÏÔÁ›·,
æ˘¯ÔÏÔÁ›·, I·ÙÚÈÎ‹ Î.Ï. H ıÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ·Ó·Ù‡¯ıËÎÂ Î¿Ùˆ ·fi
ÙËÓ ·Ó¿ÁÎË Â›Ï˘ÛË˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ.

OÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙÔ˘ "Ù˘¯·›Ô˘" Î·È ÙÔ˘ "Èı·ÓÔ‡" Â›Ó·È, Û‹ÌÂÚ·, Ï›ÁÔ-ÔÏ‡
ÁÓˆÛÙ¤˜ Î·È ÂÍËÁÔ‡ÓÙ·È ÌÂ ÙË "‰È·›ÛıËÛË" Î·È ÙËÓ "ÎÔÈÓ‹ ÏÔÁÈÎ‹". ŒÙÛÈ Ë
¤ÎÊÚ·ÛË fiÙÈ Î·Ù¿ ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ Â›Ó·È Ù˘¯·›Ô ÙÔ ÔÈ· ÏÂ˘Ú¿ ı· ÂÌ-
Ê·ÓÈÛÙÂ›, ‰ÂÓ ÍÂÓ›˙ÂÈ Î·Ó¤Ó·Ó. E›ÛË˜ Ë ·Ú·Ù‹ÚËÛË fiÙÈ Î·Ù¿ ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜
Î·ÓÔÓÈÎÔ‡ ˙·ÚÈÔ‡ Î·È ÔÈ ¤ÍÈ ÏÂ˘Ú¤˜ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÂÌ-
Ê·ÓÈÛÙÔ‡Ó Ê·›ÓÂÙ·È Ó· ‰ÈÎ·ÈÔÏÔÁÂ›Ù·È ·fi ÙËÓ ÎÔÈÓ‹ ÏÔÁÈÎ‹. ŸÌÔÈ· fiÙ·Ó
‰È·Ï¤ÁÔ˘ÌÂ "Ù˘¯·›·" ¤Ó· ·È‰› ·fi Ì›· Û¯ÔÏÈÎ‹ Ù¿ÍË ÛÙËÓ ÔÔ›· ÊÔÈÙÔ‡Ó
10  ·ÁfiÚÈ· Î·È  15  ÎÔÚ›ÙÛÈ·, Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ Î·È Û‡ÌÊˆÓÔ ÌÂ ÙËÓ ÎÔÈÓ‹ ÏÔ-
ÁÈÎ‹ fiÙÈ Â›Ó·È Èı·ÓfiÙÂÚÔ Ó· ‰È·Ï¤ÍÔ˘ÌÂ ÎÔÚ›ÙÛÈ ·Ú¿ ·ÁfiÚÈ. MÂ ·˘Ùfi Î·-
Ù·ÓÔÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·Ó Â·Ó·Ï¿‚Ô˘ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ Â›Ú·Ì·  25  ÊÔÚ¤˜, ÚÔÛ‰ÔÎÔ‡ÌÂ Ó·
ÂÈÏ¤ÍÔ˘ÌÂ ÛÙÈ˜  15  ÊÔÚ¤˜ ÎÔÚ›ÙÛÈ Î·È ÛÙÈ˜  10  ÊÔÚ¤˜ ·ÁfiÚÈ. ◊ ·ÎfiÌË fiÙÈ
·Ó  100  ¿ÙÔÌ· ¤Î·Ó·Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Â›Ú·Ì·, Ù·  60  ÂÚ›Ô˘ ¿ÙÔÌ· ı· ‰È¿ÏÂÁ·Ó
ÎÔÚ›ÙÛÈ Î·È Ù· ˘fiÏÔÈ· ·ÁfiÚÈ.

OÈ ·Ú¯·›ÔÈ ŒÏÏËÓÂ˜ ‰ÂÓ ·Û¯ÔÏ‹ıËÎ·Ó Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÂ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ıÂˆ-
Ú›·˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ. O AÚÈÛÙÔÙ¤ÏË˜ (384-322 .X.) ‰È·Ù‡ˆÛÂ ÙË ‰È¿ÎÚÈÛË ÌÂ-
Ù·Í‡ ÙˆÓ Ï¤ÍÂˆÓ γν�ση Î·È γν�μη. £ÂÒÚËÛÂ ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ Ë ÁÓÒÛË ·ÊÔÚ¿
ÛÂ Î¿ÙÈ Ô˘ ε�ναι ÛˆÛÙfi ‹ Ï¿ıÔ˜, ÂÓÒ Ë ÁÓÒÌË ÛÂ Î¿ÙÈ Ô˘ μπ�ρε� να ε�ναι
ÛˆÛÙfi ‹ Ï¿ıÔ˜. Œ‰ˆÛÂ Â›ÛË˜ ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙÔ˘ τυ�α�
υ, ÙÔ˘ απρ
σδ	κητ
υ
Î·È ÙË˜ σ�ετικ�ς συ�ν	τητας. £ÂˆÚÔ‡ÛÂ fiÌˆ˜ fiÙÈ ÙÔ Ù˘¯·›Ô ‰ÂÓ Â›Ó·È ÂÈ-
ÛÙËÌÔÓÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ·, ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙË ‰ÈÎ‹ Ì·˜ ·‰˘Ó·Ì›· Ó· ÂÚÌËÓÂ‡ÛÔ˘ÌÂ Ù·
Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Î·È ¤‰ˆÛÂ ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·: OÔÈ·‰‹ÔÙÂ ·Ó·ÎÔ›ÓˆÛË ÁÈ· ÙÔ ·Ô-



10 ΘEΩPIA ΠIΘANOTHTΩN I

Ù¤ÏÂÛÌ· ÌÈ·˜ Ó·˘Ì·¯›·˜ Ô˘ ı· Á›ÓÂÈ ÙËÓ ÂfiÌÂÓË Ì¤Ú· ı· Â›Ó·È ÛˆÛÙ‹ ‹
Ï¿ıÔ˜ ÌÂÙ¿ ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙË˜ Ó·˘Ì·¯›·˜. ¶ÚÈÓ ÙË Ó·˘Ì·¯›· Î·ÌÌ›· ·Ó·ÎÔ›ÓˆÛË
‰Â ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ·ÏËı‹˜.

O K·ÚÓÂ¿‰Ë˜ (214-129 .X.), Ô˘ ¤˙ËÛÂ ÛÙ· ÂÏÏËÓÈÛÙÈÎ¿ ¯ÚfiÓÈ·, ¤‰ˆÛÂ
ÌÈ· ÚÒÙË ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ˆ˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÁÓÒÛË˜, ·ÚÓÔ‡ÌÂÓÔ˜ ÙËÓ
‡·ÚÍË κριτηρ�
υ της αλ�θειας. Ÿˆ˜ ÁÚ¿ÊÂÈ Ô ™¤ÍÙÔ˜ Ô EÌÂÈÚÈÎfi˜, Ô
K·ÚÓÂ¿‰Ë˜ ‰È¤ÎÚÈÓÂ ÙÚÂÈ˜ ‚·ıÌÔ‡˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ (Èı·Ó‹˜ ÁÓÒÛË˜). O ÚÒ-
ÙÔ˜ ‚·ıÌfi˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜, η πιθαν� �αντασ�α, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È fiÙ·Ó ·Û¯Ô-
ÏÔ‡Ì·ÛÙÂ ÌÂ ÎÔÈÓ¿ Ú¿ÁÌ·Ù· ‹ fiÙ·Ó ‰ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ Î·ÈÚfi. ¶.¯. Î¿ÔÈÔ˜ Î˘ÓË-
ÁËÌ¤ÓÔ˜ ÊÙ¿ÓÔÓÙ·˜ ÛÂ ¤Ó· ¯·ÓÙ¿ÎÈ Ê·ÓÙ¿˙ÂÙ·È fiÙÈ Ì¤Û· ÛÙÔ ¯·ÓÙ¿ÎÈ Â›Ó·È
ÎÚ˘ÌÌ¤ÓÔÈ ÔÈ Î˘ÓËÁÔ› ÙÔ˘, ÔfiÙÂ ¯ˆÚ›˜ Ó· ÙÔ Í·Ó·ÛÎÂÊıÂ› ·ÏÏ¿˙ÂÈ Î·ÙÂ‡-
ı˘ÓÛË Î·È ÊÂ‡ÁÂÈ ·fi ÙÔ ¯·ÓÙ¿ÎÈ. O ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ ‚·ıÌfi˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜, η απε-
ρ�σπαστ
ς �αντασ�α, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÛÔ˘‰·ÈfiÙÂÚ· Ú¿ÁÌ·Ù· fiÙ·Ó
Î¿ÔÈ· ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ô˘ Ì·˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È ‰ÂÓ ¤Ú¯ÂÙ·È ÛÂ ·ÓÙ›Ê·ÛË ÌÂ ¿Ï-
ÏÂ˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ ÏÔÁÈÎÔ‡ Ï·ÈÛ›Ô˘. ¶.¯. ·Ó ÎÈÓÔ‡ÌÂÓÔÈ ÛÂ ÛÎÔÙÂÈÓfi
‰ˆÌ¿ÙÈÔ ‰Ô‡ÌÂ ¤Ó· ÛÎÔÈÓ› ÛÙÚÈÌÌ¤ÓÔ ·Ì¤Ûˆ˜ Ë‰¿ÌÂ ¿Óˆ ·fi ·˘Ùfi ÁÈ·Ù›
ÙÔ Ê·ÓÙ·˙fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ Â›Ó·È Ê›‰È, ·ÏÏ¿ Î·ıÒ˜ Í·Ó·ÎÔÈÙ¿ÌÂ ›Ûˆ ÙÔ ÛÎÔÈÓ›
Ó· Â›Ó·È ·ÎfiÌË ·Î›ÓËÙÔ, ·ÔÊ·Û›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ Â›Ó·È Ê›‰È. O ÙÚ›ÙÔ˜ ‚·ıÌfi˜
Èı·ÓfiÙËÙ·˜, η διε�ωδευμ�νη �αντασ�α, ··ÈÙÂ› ¤Ó· ÔÏfiÎÏËÚÔ Û‡ÛÙËÌ·
·fi ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ¤¯ÂÈ ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ ·ÏÏËÏÔ˘¯›· Î·È ‰ÂÓ
·ÓÙÈÊ¿ÛÎÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÂÌÂÈÚ›·. ¶.¯. ÛÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÌÂ ÙÔ ÛÎÔÈÓ›,
·ÊÔ‡ ‰Ô‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ·Î›ÓËÙÔ, ÛÎÂÊÙfiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ ÂÓ‰¤¯ÂÙ·È Ó· Â›Ó·È ·Î›ÓËÙÔ
ÏfiÁˆ ÙÔ˘ ¯ÂÈÌÂÚÈÓÔ‡ ÎÚ‡Ô˘, ÁÈ’ ·˘Ùfi ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· Ú·‚‰› Î·È ÙÔ ÎÔ˘Ó¿ÌÂ.
EÊfiÛÔÓ Ô‡ÙÂ Î·È ÙÒÚ· ‚Ï¤Ô˘ÌÂ ÙÔ ÛÎÔÈÓ› Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È Î·Ù·Ï‹ÁÔ˘ÌÂ Ó·
·ÔÎÏÂ›ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È Ê›‰È. O‡ÙÂ fiÌˆ˜ Ô K·ÚÓÂ¿‰Ë˜ Ô‡ÙÂ Î·È Î·ÓÂ›˜ ¿ÏÏÔ˜
ÛÙËÓ ·Ú¯·ÈfiÙËÙ·, fiÚÈÛÂ π
σ
τικ� �νν
ια της πιθαν	τητας.

AÏÏ¿ Î·È ÔÏ‡ ·ÚÁfiÙÂÚ· Ô Thomas Aquinas (1225-1274 Ì.X.) ıÂˆÚÔ‡ÛÂ
fiÙÈ ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÁÂÁÔÓfiÙ· ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È Ù˘¯·›· ‰ÈfiÙÈ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘ÌÂ ‹ ‰ÂÓ ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· Û˘ÁÎÂÓÙÚÒÛÔ˘ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ ÁÈ· Ó· Ù· ÂÚÌËÓÂ‡ÛÔ˘ÌÂ.
¢›ÓÂÈ Ì¿ÏÈÛÙ· ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÂÓfi˜ ·ÊÂÓÙÈÎÔ‡ Ô˘ Â›¯Â ‰‡Ô ˘ËÚ¤ÙÂ˜ Î·È ‰›-
ÓÂÈ Ì˘ÛÙÈÎ¿ ÛÙÔÓ Î·ı¤Ó· ÙËÓ ÂÓÙÔÏ‹ Ó· Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÒÚ· ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ
Ì¤ÚÔ˜. ŸÙ·Ó ÔÈ ˘ËÚ¤ÙÂ˜ Û˘Ó·ÓÙÒÓÙ·È ÙÔ ·Ô‰›‰Ô˘Ó ÛÙËÓ Ù‡¯Ë, ÂÓÒ ÙÔ ·ÊÂ-
ÓÙÈÎfi ÁÓÒÚÈ˙Â fiÙÈ ı· Û˘Ó·ÓÙËıÔ‡Ó.

O Spinoza (1632-1677) ›ÛÙÂ˘Â fiÙÈ Ë ¿ÁÓÔÈ· ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ·˜ Ì·˜
Ô‰ËÁÂ› Ó· ·Ô‰›‰Ô˘ÌÂ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÁÂÁÔÓfiÙ·.

¶·Ú’ fiÏ· ·˘Ù¿ ÙÔ Ù˘¯·›Ô ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ ÁÈ· Ú·ÎÙÈÎÔ‡˜ ÛÎÔÔ‡˜ ÛÙËÓ
AıËÓ·˚Î‹ ÔÏÈÙÂ›·. ™ÙË ÓÔÌÔıÂÛ›· ÙÔ˘ ¢Ú¿ÎÔÓÙ· (624 ‹ 621 .X.) Ë ÂÈ-
ÏÔÁ‹ ÙˆÓ ·Ú¯fiÓÙˆÓ (‚Ô˘ÏÂ˘Ù¤˜, ÛÙÚ·ÙËÁÔ›) ÁÈÓfiÙ·Ó ÌÂ ÎÏ‹ÚÔ Î·È fi¯È ÌÂ
ÂÎÏÔÁ‹. ŸÛÔÈ ÎÏËÚÒÓÔÓÙ·Ó ÁÈ· ÌÈ· ıËÙÂ›· ‰ÂÓ ÌÂÙÂ›¯·Ó ÛÙËÓ ÂfiÌÂÓË ÎÏ‹-
ÚˆÛË. A˘Ùfi ‰È·ÙËÚ‹ıËÎÂ Î·È ÛÙË ÓÔÌÔıÂÛ›· ÙÔ˘ ™fiÏˆÓ· (639-559 .X.).

H ıÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ·Ó·Ù‡¯ıËÎÂ ·fi ÙËÓ ·Ó¿ÁÎË Ó· ·ÓÙÈÌÂÙˆÈ-



Kε�. 1: BAΣIKEΣ ENNOIEΣ - A�IΩMATA 11

ÛıÔ‡Ó Ú·ÎÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·. O  17Ô˜  ·ÈÒÓ·˜ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ó¿-
Ù˘ÍË ÙÔ˘ ‰ÈÂıÓÔ‡˜ ÂÌÔÚ›Ô˘ Î·È ÙËÓ ÏËÚˆÌ‹ ·ÛÊ·Ï›ÛÙÚˆÓ, fiÔ˘ ¤ÚÂÂ
Ó· ÏËÊıÔ‡Ó ˘fi„Ë Ù· ·Ù˘¯‹Ì·Ù· Î·Ù¿ ÙË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿.

E›ÛË˜ Ë ÔÚÁ¿ÓˆÛË ÙÔ˘ ÎÚ¿ÙÔ˘˜ ÌÂ Ù· Ó¤· ‰Â‰ÔÌ¤Ó· ··ÈÙÔ‡ÛÂ ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÌÔ‡˜ ÂÛfi‰ˆÓ Î·È ÂÍfi‰ˆÓ. °ÓˆÛÙÔ› Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› Û˘Ì‚Ô‡ÏÂ˘·Ó ÙÔ˘˜ ËÁÂÌfi-
ÓÂ˜ ÁÈ· ÙÔ ÔÛfi Ô˘ ·Ó·Ì¤ÓÂÙ·È Ó· Û˘ÁÎÂÓÙÚˆıÂ› ·fi ÊfiÚÔ˘˜, ÁÈ· ÙÔ Ï‹-
ıÔ˜ ÙˆÓ Î·ÙÔ›ÎˆÓ ÙË˜ ¯ÒÚ·˜ ‹ ÙÔ˘ ÛÙÚ·ÙÔ‡ Î.Ï. AÓ·Ê¤ÚÂÙ·È fiÙÈ Ô Leonard
Euler (1707-1783) ¤‰ˆÛÂ Û˘Ì‚Ô˘Ï¤˜ ÛÙÔ ‚·ÛÈÏÈ¿ Frederick ÙË˜ ¶ÚˆÛÛ›·˜ ÙÔ
1754 Î·È ÙÔ 1763 ÁÈ· ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÒÏËÛË˜ ÙˆÓ ÎÚ·ÙÈÎÒÓ Ï·¯Â›ˆÓ.

T¤ÏÔ˜ Ë ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ·ÛÙÚÔÓÔÌ›·˜ Ô‰‹ÁËÛÂ ÙÔÓ Galileo Galilei (1564-
1642) Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÂÈ Ù· ÛÊ¿ÏÌ·Ù· ÙˆÓ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ Ô˘ Ù· ıÂˆÚÔ‡ÛÂ Ù˘-
¯·›·.

T· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ ‹Ù·Ó Û‡ÓıÂÙ· Î·È ‰‡ÛÎÔÏ·, ÁÈ’ ·˘Ùfi ÔÈ ÚÒÙÔÈ Ô-
ÛÔÙÈÎÔ› ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ› ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ‰fiıËÎ·Ó ÛÂ ÈÔ ·Ï¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·,
fiˆ˜ ·˘Ù¿ Ô˘ ÚÔ¤Î˘Ù·Ó ·fi Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›‰È·.

H ·ÏÏËÏÔÁÚ·Ê›·, Á‡Úˆ ÛÙ· 1650 ÙˆÓ Blaise Pascal (1623-1662) Î·È
Pierre de Fermat (1601-1665) ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÛÂ ·Ú-
ÎÂÙ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·fi Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›‰È·. E›¯Â ÚÔËÁËıÂ› Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜
ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÛÙË Ú›„Ë Î‡‚Ô˘ (˙·ÚÈÔ‡) ‹ Î‡‚ˆÓ, fiˆ˜ ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô
ÙÔ˘ G. Cardano (1501-1576) Ô˘ ‰ËÌÔÛÈÂ‡ÙËÎÂ ÙÔ 1663 ¤Ó· ·ÈÒÓ· ÂÚ›Ô˘
ÌÂÙ¿ ÙÔ ı¿Ó·Ùfi ÙÔ˘.

OÈ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ› ·˘ÙÔ› Á›ÓÔÓÙ·Ó ÌÂ Û˘Ó‰˘·ÛÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Î·È ÁÈ· Û˘Ì-
ÌÂÙÚÈÎ¿ ˙¿ÚÈ·. TÔ˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡˜ ÙÔ˘ Gardano ¤Î·ÓÂ ÌÂ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÌÂıÔ-
‰ÈÎfiÙËÙ· Î·È Ô G. Galilei.

T· ÚÒÙ· ‚È‚Ï›· ÛÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ‹Ù·Ó ÙˆÓ Cristjaan Huygens (1629-
1695) ÌÂ Ù›ÙÏÔ "De Ratiociniis in Aleae Ludo", ÙÔ 1657 Î·È ÙÔ˘ Jacob Ber-
noulli (1654-1705) ÌÂ Ù›ÙÏÔ "Ars Conjectandi" Ô˘ Ù˘ÒıËÎÂ ÌÂÙ¿ ÙÔ ı¿Ó·Ùfi
ÙÔ˘ ÙÔ 1713. H ÎÏ·ÛÈÎ‹ ıÂˆÚ›· Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ıÂÌÂÏÈÒıËÎÂ ·fi ÙÔÓ P.S.
Laplace (1749-1827) ÌÂ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ˘ "Theorie Analytique des Probabilités",
ÙÔ 1795. ™ËÌ·ÓÙÈÎ‹ ‹Ù·Ó Î·È Ë Û˘Ì‚ÔÏ‹ ÙˆÓ Gauss (1777-1855), Poisson
(1781-1840), de Montmort (1678-1719), de Moivre (1667-1754), V. Bounja-
tovski (1804-1889).

H ·Ó¿ÁÎË ÁÈ· ÌÈ· ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÂ
Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ·˘ÛÙËÚfiÙËÙ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛıËÎÂ ·fi ÙÔÓ D. Hilbert ÛÙÔÓ Î·Ù¿ÏÔÁÔ
ÙˆÓ ÛÔ˘‰·›ˆÓ ¿Ï˘ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ¤‰ˆÛÂ ÙÔ 1900. H ÚÒÙË ÛÔ‚·Ú‹,
ÚÔÛ¿ıÂÈ· Û’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ¤ÁÈÓÂ ·fi ÙÔÓ von Mises ÙÔ 1919 ¯ˆ-
Ú›˜ ÈÎ·ÓÔÔÈËÙÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·. H ÛËÌÂÚÈÓ‹ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÔÊÂ›-
ÏÂÙ·È ÛÙÔÓ A.N. Kolmogorov ÙÔ 1933 Ô˘ ·ÚÔ˘Û›·ÛÂ ÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ˆ˜
ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ Ì¤ÙÚÔ˘.

H ıÂˆÚ›· ÙÔ˘ Kolmogorov, ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌfiÓÔÓ ·Ï‹ Î·È ÈÎ·ÓÔÔÈËÙÈÎ‹
fiÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ·˘ÛÙËÚfiÙËÙ·, ·ÏÏ¿ ¤‚·ÏÂ Î·È Ù· ıÂÌ¤ÏÈ· ÁÈ· ÙÈ˜
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ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ. ¶ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, fiÔ˘ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ‰ÂÓ
¤¯ÂÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË ÙÈÌ‹ Î·È ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙË ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹ ÌË¯·ÓÈÎ‹, Î‚·-
ÓÙÈÎ‹ ÌË¯·ÓÈÎ‹, ÙË ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹ Bayes Î.Ï. ‰ÂÓ ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË ıÂ-
ÌÂÏ›ˆÛË ÙÔ˘ Kolmogorov Ô˘ ıÂˆÚÂ› fiÙÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ·›ÚÓÂÈ ÙÈÌ¤˜ ÛÙÔ
‰È¿ÛÙËÌ· [0, 1]. ŒÙÛÈ ·Ó·Ù‡¯ıËÎÂ ·fi ÙÔÓ A. Renyi ÙÔ 1955 Ì›· ·ÍÈˆÌ·-
ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ‚·ÛÈÛÌ¤ÓË ÛÙÈ˜ ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓÂ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜.

™Ù· ÂfiÌÂÓ· ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ÌÂÓ ÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË, ‰ÂÓ ı· ÂÈÌÂ›-
ÓÔ˘ÌÂ fiÌˆ˜ ÛÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÏËÚfiÙËÙ·, ‰ÈfiÙÈ Ì·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ Û’ ·˘Ùfi ÙÔ
ÛÙ¿‰ÈÔ Î˘Ú›ˆ˜ Ë ‰È·›ÛıËÛË Î·È Ë Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ÂÓÓÔÈÒÓ.

1.2. Πε�ραμα τ��ης - Γεγ
ν	ς

B·ÛÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ· ÛÙË ıÂˆÚ›· Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ Â›Ó·È ÙÔ πε�ραμα τ��ης
(random experiment). MÂ ÙÔÓ fiÚÔ ·˘Ùfi ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ Î¿ıÂ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ ÂÎÙÂ-
ÏÂ›Ù·È (Â›Ú·Ì·) ‹ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È (Ê·ÈÓfiÌÂÓÔ) Î·È ÛÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ ÙÂÏÈÎfi ·Ô-
Ù¤ÏÂÛÌ· Â›Ó·È Ù˘¯·›Ô (fi¯È ÁÓˆÛÙfi ÂÎ ÙˆÓ ÚÔÙ¤ÚˆÓ). ŒÙÛÈ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
Ù·:

·. Ô ·ÚÈıÌfi˜ ·Ù˘¯ËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿-
ÛÙËÌ· ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ÙfiÔ,

‚. ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ·È‰ÈÒÓ Ô˘ Î¿ÓÂÈ ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·,

Á. Ô ·ÚÈıÌfi˜ „‹ÊˆÓ Ô˘ ·›ÚÓÂÈ ¤Ó· ÎfiÌÌ· ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÎÏÔÁÈÎ‹
ÂÚÈÊ¤ÚÂÈ·,

‰. Ë Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡,

Â. Ë ÎÏ‹ÚˆÛË ÙÔ˘ §OTTO,

˙. Ë ‰È¿ÚÎÂÈ· ÌÈ·˜ ÙËÏÂÊˆÓÈÎ‹˜ Û˘Ó‰È¿ÏÂÍË˜,

Ë. Ë Î·ı˘ÛÙ¤ÚËÛË ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÌÈ·˜ Ù‹ÛË˜ ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ˘,

Î.Ï. Â›Ó·È Î·Ù¿ ÙË ıÂˆÚ›· Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜.

A˘Ùfi Ô˘ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÈ ¤Ó· Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È fiÙÈ ÌÔÚÂ› Ó· Â·Ó·ÏË-
ÊıÂ›, Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜, ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜.

™ÙËÓ Ú¿ÍË Ë Â·Ó¿ÏË„Ë ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ·ÎÚÈ‚Ò˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜ Â›Ó·È ‰‡ÛÎÔÏË ¤ˆ˜ ·‰‡Ó·ÙË. ¶.¯. Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· Â·Ó·Ï¿‚Ô˘ÌÂ
ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÌÂ ›‰ÈÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ ‹ ÙËÓ ÎÏ‹ÚˆÛË
ÙÔ˘ §OTTO. E›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ fiÌˆ˜ Ó· ·Ú·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ÔÈÎÔÁ¤-
ÓÂÈ· Ó· Í·Ó·˙Â›, ÁÈ· Ó· ÌÂÙÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÛ· ·È‰È¿ ı· Î¿ÓÂÈ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿. £Âˆ-
ÚÔ‡ÌÂ fiÌˆ˜ ÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜ Ô˘ ˙Ô˘Ó ÛÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙfiÔ Î·È ¯ÚfiÓÔ ˆ˜
Â·Ó·Ï‹„ÂÈ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡. °ÂÓÈÎ¿ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Â·Ó¿ÏË„Ë˜
ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜, ÙË ‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ·Í›ˆ-
Ì·, fiˆ˜ ‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ ÙËÓ ‡·ÚÍË ÛËÌÂ›Ô˘ Î·È Â˘ıÂ›·˜ ÛÙË °ÂˆÌÂÙÚ›·.
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TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Ï¤ÁÂÙ·È απλ	 γεγ
ν	ς ‹ απλ	
ενδε�	μεν
 (simple event), Î·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ ·ÏÒÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Ï¤ÁÂÙ·È γε-
γ
ν	ς ‹ ενδε�	μεν
 (event).

™ÙËÓ EÏÏËÓÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ· ÔÈ Ï¤ÍÂÈ˜ ÁÂÁÔÓfi˜ Î·È ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ¤¯Ô˘Ó ‰È·ÊÔÚÂ-
ÙÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ‰ÈfiÙÈ Ë Ì›· ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ·˘Ùfi Ô˘ ¤ÁÈÓÂ, ÂÓÒ Ë ¿ÏÏË ·˘Ùfi Ô˘
·Ó·Ì¤ÓÂÙ·È Ó· Á›ÓÂÈ.

™ÙË ıÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, fiÌˆ˜, ‰›ÓÔ˘ÌÂ Î·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô Ï¤ÍÂÈ˜ ÙÔ ›‰ÈÔ Â-
ÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ, fiˆ˜ ÔÚ›ÛÙËÎÂ ·Ú·¿Óˆ Î·È ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Î˘Ú›ˆ˜ ÙË Ï¤ÍË
ÁÂÁÔÓfi˜.

OÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ¤Ó· ÁÂÁÔÓfi˜ πραγματ
π
ιε�ται ‹ συμ�α�νει (occurs),
fiÙ·Ó ÙÔ ·Ïfi ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Â-
ÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ ·˘Ùfi.

OÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó Â›Ó·È ÁÂÁÔÓfiÙ· Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ Ù· ÂÈÚ¿Ì·Ù·
Ù‡¯Ë˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎ·Ó ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ·

·1. TÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·Ù˘¯ËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ÙÔ ÔÏ‡ ‰‡Ô.

·2. O ·ÚÈıÌfi˜ ÙˆÓ ·Ù˘¯ËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜ ÙÔ˘  5  Î·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜
‹ ›ÛÔ˜ ÙÔ˘  10.

‚1. H ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Î¿ÓÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ·È‰›.

‚2. H ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· Î¿ÓÂÈ ¿Óˆ ·fi Ù¤ÛÛÂÚ· ·È‰È¿.

Á. TÔ ÎfiÌÌ· ·›ÚÓÂÈ ¿Óˆ ·fi  12.000  „‹ÊÔ˘˜.

‰1. £· ¤ÏıÂÈ ¤ÍÈ.

‰2. TÔ ˙¿ÚÈ ı· Ê¤ÚÂÈ ÂÚÈÙÙfi ·ÚÈıÌfi.

Â1. ŒÓ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù· ¤ÍÈ ÓÔ‡ÌÂÚ· Ô˘ ÎÏËÚÒÓÔÓÙ·È Ï‹ÁÂÈ ÛÂ  7.

Â2. ¶ÂÙ˘¯·›ÓÔ˘ÌÂ 5-¿ÚÈ, ¤¯ÔÓÙ·˜ ‰È·Ï¤ÍÂÈ  10  ·ÚÈıÌÔ‡˜.

˙. TÔ ÙËÏÂÊÒÓËÌ· ‰È·ÚÎÂ› ÏÈÁfiÙÂÚÔ ·fi  3  ÏÂÙ¿.

Ë. H Î·ı˘ÛÙ¤ÚËÛË ÙË˜ Ù‹ÛË˜ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ÙˆÓ  30  ÏÂÙÒÓ.

T· ÁÂÁÔÓfiÙ· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÎÂÊ·Ï·›· ÁÚ¿ÌÌ·Ù·. ¶.¯. ÁÈ· Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·
Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎ·Ó ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ·, Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ:

A1 = {TÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·Ù˘¯ËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ÙÔ ÔÏ‡ ‰‡Ô},

° = {TÔ ÎfiÌÌ· ·›ÚÓÂÈ ¿Óˆ ·fi  12.000  „‹ÊÔ˘˜},

Î.Ô.Î. TÔ απλ	 ενδε�	μεν
 (‹ απλ	 γεγ
ν	ς), Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·
ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙÔ ÁÚ¿ÌÌ·  ˆ. ¶.¯. Ù·

ˆ = {¤Ú¯ÂÙ·È  6  ÛÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡}
ˆ = {ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·Ù˘¯ËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ‰‡Ô}

Â›Ó·È ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·.
ŒÓ· ÁÂÁÔÓfi˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·Ï¿ ÁÂÁÔÓfiÙ·. B��αι
 γεγ
-

ν	ς Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜, Ô˘ fiˆ˜
Â›·ÌÂ Á›ÓÂÙ·È Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜.
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1.3. Δειγματ
��ρ
ς

TÔ Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜, ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ‰ËÏ. fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÏÒÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ ÙÔ˘, Ï¤ÁÂÙ·È δειγματ
��ρ
ς ‹
δειγματικ	ς ��ρ
ς (sample space) ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ
ø. AÓ ÌÂ  ˆi,  i=1, 2 …  Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜
ÙfiÙÂ

ø = {ˆ, ˆ2, … , ˆn, … }
‹ ø = {ˆ: ˆ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜} . (1.1)

AÓ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ·ÏÒÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ, ÙfiÙÂ ÙÔ  ø  Â›-
Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Î·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Ï¤ÁÂÙ·È Â›ÛË˜ πεπερασμ�-
ν
ς. ™Â Î¿ıÂ ¿ÏÏË ÂÚ›ÙˆÛË ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ ÛÂ ¯ÒÚÔ˘˜ ¿ÂÈÚ· ·ÚÈıÌ‹ÛÈ-
ÌÔ˘˜ Ô˘ ı· ÙÔ˘˜ ‰È·ÚÎ›ÓÔ˘ÌÂ ÛÂ αριθμ�σιμ
υς Î·È μη-αριθμ�σιμ
υς
‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘˜.

¢›ÓÔÓÙ·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÌÂÚÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·.

Παρ�δειγμα 1.1.  P›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· Î·ÓÔÓÈÎfi ˙¿ÚÈ. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ-
¯ÒÚÔ˜;

Λ�ση

K·Ù¿ ÙË Ú›„Ë ÙÔ˘ ˙·ÚÈÔ‡ Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Â›Ó·È ÌfiÓÔ ¤ÍÈ, ·Ó¿-
ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ ÔÈ· Â›Ó·È Ë ¿Óˆ ÏÂ˘Ú¿ ÙÔ˘ ˙·ÚÈÔ‡, fiÙ·Ó ·˘Ùfi ·ÎÈÓËÙÔÔÈÂ›Ù·È.
™˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·˜ ÌÂ  1  ÙÔ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ó· ¤ÚıÂÈ (‹ Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ›) Ë
ÏÂ˘Ú¿  1, ÌÂ  2  ÙÔ Ó· ¤ÚıÂÈ Ë ÏÂ˘Ú¿  2  Î.Ï. ¤¯Ô˘ÌÂ

ø = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. (1.2)

£· ÌÔÚÔ‡Û·ÌÂ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi

ø = { }, (1.3)

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÌˆ˜ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi  (1.2)  ÈÔ ‚ÔÏÈÎfi. ▲

Παρ�δειγμα 1.2.  P›¯ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÓÔÌ›ÛÌ·Ù·. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯Ò-
ÚÔ ;̃

Λ�ση

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  K  ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› "ÎÂÊ·Ï‹" ÛÙË Ú›„Ë
ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È ÌÂ  °  ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› "ÁÚ¿ÌÌ·Ù·". P›-
¯ÓÔÓÙ·˜ ‰‡Ô ÓÔÌ›ÛÌ·Ù· ı· ¤¯Ô˘ÌÂ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÔ ÙÈ
ÂÌÊ·Ó›ÛÙËÎÂ ÛÂ Î·ı¤Ó· ·fi ·˘Ù¿. AÓ Û˘ÌÊˆÓ‹ÛÔ˘ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÚÒÙ·
ÙËÓ ¤Ó‰ÂÈÍË Ô˘ Ê¤ÚÓÂÈ ÙÔ ¤Ó· ·fi ·˘Ù¿ Î·È ÌÂÙ¿ ÙËÓ ¤Ó‰ÂÈÍË Ô˘ Ê¤ÚÓÂÈ ÙÔ
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¿ÏÏÔ, ÙfiÙÂ ÔÈ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È  KK, K°, °K,
°°. ÕÚ· Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È:

ø = {KK, K°, °K, °°} (1.4)
▲

E›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎfi Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Î¿ıÂ
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜, ·ÏÏÈÒ˜ ÎÈÓ‰˘ÓÂ‡Ô˘ÌÂ Ó· ÂÚÈ¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ ·Ú¿-
‰ÔÍ· Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù·. E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ÙÔ παρ"δ
�
 τ
υ Chevalier de Méré
(·Ú·‰. 1.15) Î·È Ù· ·Ú¿‰ÔÍ· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÛÂ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÁÂˆÌÂÙÚÈ-
ÎÒÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ fiˆ˜ ÙÔ παρ"δ
�
 τ
υ Bertrand (·Ú·‰. 2.28). ™Ù·
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ ‰ÂÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÛˆÛÙ¿ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ‹ ˘¿Ú¯ÂÈ
·‰˘Ó·Ì›· ·ÎÚÈ‚Ô‡˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘.

AÎfiÌË Î·È ÌÂÁ¿ÏÔÈ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› ¤Î·Ó·Ó Ù¤ÙÔÈ· Ï¿ıË. O D’ Alembert
(1717-1783) ÈÛ¯˘ÚÈ˙fiÙ·Ó fiÙÈ Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ

ÊÔÚ¿ ÎÂÊ·Ï‹ ÛÂ  2  Ú›„ÂÈ˜ ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ ‹Ù·Ó  2
3
  ·ÓÙ› ÙÔ˘ ÔÚıÔ‡  3

4
 .  £Â-

ˆÚÔ‡ÛÂ ˆ˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ø = {0, 1, 2}, ÌÂ ÈÛÔ›ı·Ó· ÂÓ‰Â¯fi-
ÌÂÓ·, fiÔ˘ Ô ·ÚÈıÌfi˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÈ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÎÂÊ·ÏÒÓ ÛÙÈ˜ ‰‡Ô Ú›„ÂÈ˜.

H ÌÔÚÊ‹ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È ·fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ Î·Ù·ÁÚ·Ê‹˜
ÙˆÓ ·ÏÒÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ, ·fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ ‰ËÏ. Ô˘ Ô ÂÈÚ·Ì·ÙÈÛÙ‹˜ ·ÓÙÈÏ·Ì-
‚¿ÓÂÙ·È Î·È Î·Ù·ÁÚ¿ÊÂÈ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.

Παρ�δειγμα 1.3.  ¶ÂÚÈÌ¤ÓÔÓÙ·˜ Î¿ÔÈÔ˜ Ó· ¿ÚÂÈ Ù·Í› ÌÂÙÚ¿ÂÈ fiÛ·
Ù·Í› ÂÚÓÔ‡Ó ¯ˆÚ›˜ Ó· ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÔ˘Ó, ¤ˆ˜ fiÙÔ˘ ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ Î¿ÔÈÔ Î·È ÙÔÓ
ÂÍ˘ËÚÂÙ‹ÛÂÈ. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜;

Λ�ση

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘Â ˆ˜ ÂÈÙ˘¯›·  (E)  ·Ó ÙÔ Ù·Í›, ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ Î·È ˆ˜ ·ÔÙ˘¯›·
(A)  ·Ó ‰ÂÓ ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ.

A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ì¤¯ÚÈ Ó· ÂÍ˘ËÚÂÙËıÂ› Ô ÂÓ‰È·ÊÂÚfiÌÂÓÔ˜ ÂÚÓÔ‡Ó  k
Ù·Í›  (kŒƒ),  ¯ˆÚ›˜ Ó· ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÔ˘Ó. TÔ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÌÂ  AA… AE

123
k ÊÔÚ¤˜

  ÂÓÒ ·Ó ÂÍ˘ËÚÂÙËıÂ› ·fi ÙÔ ÚÒÙÔ Ù·Í›

ÙfiÙÂ ÙÔ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Â›Ó·È  E.  flÛÙÂ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜
ı· Â›Ó·È:

ø = {E, AE, AAE, … AA …AE
123
n ÊÔÚ¤˜

, … } (1.5)

▲

O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ (1.5) Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ˜ Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˜. ¢ÂÈÁÌ·-
ÙÔ¯ÒÚÔÈ Ô˘ Â›Ó·È Â›ÙÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔÈ Â›ÙÂ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔÈ, Ï¤ÁÔÓÙ·È απαριθ-
μητ
� ‹ διακριτ
� (discrete sample spaces).
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Σ��μα 1.1.

Παρ�δειγμα 1.4.  OÌÔÁÂÓ‹˜ Î˘ÎÏÈÎfi˜ ‰›ÛÎÔ˜,
·ÚÈıÌËÌ¤ÓÔ˜ ·fi ÙÔ  0  ¤ˆ˜ ÙÔ  10, ÛÙÚ¤ÊÂÙ·È Á‡Úˆ
·fi ¿ÍÔÓ· ‰ÈÂÚ¯fiÌÂÓÔ ·fi ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÙÔ˘. ŸÙ·Ó
ÛÙ·Ì·Ù¿ ¤Ó·˜ ·Î›ÓËÙÔ˜ ‰Â›ÎÙË˜ ‰Â›¯ÓÂÈ Î¿ÔÈÔ ÛË-
ÌÂ›Ô ÙË˜ ÂÚÈÊ¤ÚÂÈ¿˜ ÙÔ˘. ¶ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯Ò-
ÚÔ ;̃

Λ�ση

O ‰Â›ÎÙË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ‰Â›ÍÂÈ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô
ÙÔ˘ ‰›ÛÎÔ˘, ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÂ Î¿ÔÈÔ Ú·Á-
Ì·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  [0, 10). ÕÚ· Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È

ø = [0, 10) = {ˆ: 0 ≤ ˆ < 10}. (1.6)
▲

O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ (1.6) Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ˜, ·ÏÏ¿ ÌË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˜. E›Ó·È ¤Ó·˜
Û˘ÓÂ¯‹˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ (continuous sample space).

MÂÙ¿ ÙÔÓ Î·ıÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘ ÛÂ ¤Ó· Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜, Î¿ıÂ ÁÂ-
ÁÔÓfi˜ Ô˘ Û¯ÂÙ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ Â›Ú·Ì· ·˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ˆ˜ ˘ÔÛ‡-
ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘. °È· Î¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÈÛ¯‡ÂÈ ‰ËÏ.

A Õ ø . (1.7)

¶.¯. ·Ó ÛÙË Ú›„Ë ‰‡Ô ÓÔÌÈÛÌ¿ÙˆÓ (·Ú¿‰. 1.2) ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜  A  ÙÔ ÁÂÁÔ-
Ófi˜ Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ› Ì›· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÎÂÊ·Ï‹ Î·È  B  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ù· ‰‡Ô ÓÔÌ›-
ÛÌ·Ù· Ó· ÂÌÊ·Ó›ÛÔ˘Ó ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÏÂ˘Ú¤˜, ÙfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ:

A = {KK, K°, °K}, (1.8)
Î·È

B = {K°, °K}. (1.9)

ŸÌÔÈ· ·Ó ÛÙËÓ Î·Ù·Ì¤ÙÚËÛË ÙˆÓ Ù·Í› Ô˘ ÂÚÓÔ‡Ó (·Ú¿‰. 1.3) ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ
ˆ˜ ÁÂÁÔÓfi˜  ¢  fiÙÈ ı· ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ‹ ÙÔ ÙÚ›ÙÔ Ù·Í›, ı· ¤¯Ô˘ÌÂ:

¢ = {AE, AAE}. (1.10)

O Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ÌÂ Û‡ÓÔÏ· ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÂÈ Î·È ÙËÓ ÔÚÔÏÔÁ›·,
·ÏÏ¿ Î·È ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ, fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ ÛÙËÓ ÂfiÌÂÓË
·Ú¿ÁÚ·ÊÔ. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÌÂÙ·Ê¤ÚÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ÏÏËÏ· È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È ÔÚÔÏÔÁ›·
ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ÛÙ· ÁÂÁÔÓfiÙ·, ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Î·È ÔÚÔÏÔÁ›· ÛÙ· ÁÂÁÔ-
ÓfiÙ·. ¶.¯. ·Ó Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈËıÂ› ‹
Û˘Ì‚Â› ÙÔ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ  ˆ, ÙfiÙÂ πραγματ
π
ιε�ται ‹ συμ�α�νει Î¿ıÂ
ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô  ˆŒA,  ÂÓÒ δεν πραγματ
π
ιε�ται ‹ δεν συμ-
�α�νει Î¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô  ˆœA.

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·Ó Ú›¯ÓÔÓÙ·˜ ‰‡Ô ÓÔÌ›ÛÌ·Ù· ¤ÚıÔ˘Ó  2  ÎÂÊ·Ï¤˜ ÙfiÙÂ
Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË (1.8), ÂÓÒ ‰ÂÓ
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Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  B  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ (1.9). E›ÛË˜ ·Ó ÛÙ·-
Ì·Ù‹ÛÂÈ ÙÔ ÚÒÙÔ Ù·Í› Ô˘ ÂÚÓ¿, ÛÙÔ ·Ú¿‰. 1.3 ÙfiÙÂ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  ¢  Ô˘
ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ (1.10), ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È.

O ›‰ÈÔ˜ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜  ø  ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ Â›Ó·È ÁÂÁÔÓfi˜, ÙÔ ÔÔ›Ô Ì¿ÏÈ-
ÛÙ· Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ¿ÓÙÔÙÂ ·ÊÔ‡ fiÔÈÔ Î·È ·Ó Â›Ó·È ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙÔ˘
ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ı· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  ø. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜  ø  Ï¤ÁÂÙ·È ���αι
 γεγ
ν	ς. AÓ
ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜:

A ={ Ë ÏÂ˘Ú¿  x  Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Î·Ù¿ ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜

˙·ÚÈÔ‡, ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ·  7x–x2 > 0}

ÙfiÙÂ  A=ø,  ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ‰È·ÈÛÙˆıÂ› fiÙÈ Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ·  7x–x2 > 0,
ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· fiÏ· Ù·  x = 1, 2, … , 6.

ŒÓ· ÁÂÁÔÓfi˜ ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÔÙ¤, Ï¤ÁÂÙ·È αδ�νατ
 γε-
γ
ν	ς Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È, fiˆ˜ Î·È ÛÙË ıÂˆÚ›· Û˘ÓfiÏˆÓ, ÌÂ  Δ. °È· ·Ú¿-

‰ÂÈÁÌ· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜

A = { ÔÈ ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÚÈÒÓ ˙·ÚÈÒÓ Ô˘ Ú›¯ÓÔÓÙ·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ·

Â›Ó·È ‰È·‰Ô¯ÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›, ÌÂ ¿ıÚÔÈÛÌ· 10},

Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ, ‰ËÏ. A=Δ,  ‰ÈfiÙÈ Â‡ÎÔÏ· ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÚÂÈ˜ ‰È·‰Ô¯È-

ÎÔ› ·ÚÈıÌÔ› ¤¯Ô˘Ó ¿ıÚÔÈÛÌ· ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ ÙÔ˘  3.
T· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó ‰È·Û·ÊËÓ›˙Ô˘Ó ·ÎfiÌË ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ

ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ˆ˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ ÙÔ˘  ø.

Παρ�δειγμα 1.5.  ¢‡Ô ·›ÎÙÂ˜  A  Î·È  B  ·›˙Ô˘Ó ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ. O ·›-
ÎÙË˜  A  ÎÂÚ‰›˙ÂÈ ·Ó Ê¤ÚÂÈ ÂÚÈÙÙfi ·ÚÈıÌfi ÂÓÒ Ô  B  ·Ó Ê¤ÚÂÈ ÔÏÏ·Ï¿ÛÈÔ
ÙÔ˘  3. N· ÂÎÊÚ·ÛÙÔ‡Ó Ù·  A  Î·È  B  ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ‰ÂÈÁÌ·-
ÙÔ¯ÒÚÔ˘.

Λ�ση

O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÛÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡ Â›Ó·È (·Ú¿‰. 1.1)

ø = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

AÓ ÌÂ  A  Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Ô ·›ÎÙË˜  A  ÙÔ ·È¯Ó›-
‰È, ÙfiÙÂ ÙÔ  A  Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È fiÙ·Ó ÙÔ ˙¿ÚÈ ¤ÚıÂÈ  1, 3  ‹  5.  ÕÚ·:

A = {1, 3, 5}.

ŸÌÔÈ· ·Ó  B  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ó· ÎÂÚ‰›ÛÂÈ Ô  B, ÙfiÙÂ

B = {3, 6}. ▲

Παρ�δειγμα 1.6.  ¶ÂÚÈÌ¤ÓÔÓÙ·˜ Î¿ÔÈÔ˜ ÁÈ· Ù·Í› ıÂˆÚÂ› ÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘
Ù˘¯ÂÚfi, ·Ó ÂÍ˘ËÚÂÙËıÂ› ÙÔ ÔÏ‡ ÌÂ ÙÔ ¤ÌÙÔ Ù·Í› Ô˘ ÂÚÓ¿. AÓ  T  ÙÔ ÁÂ-
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ÁÔÓfi˜ Ó· Â›Ó·È Ù˘¯ÂÚfi˜, Ó· ÂÚÈÁÚ·ÊÂ› ÙÔ  T.

Λ�ση

XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ fiˆ˜ ÛÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.3,
¤¯Ô˘ÌÂ:

T = {E, AE, AAE, AAAE, AAAAE}.
▲

Παρ�δειγμα 1.7.  ŒÓ·˜ ·›ÎÙË˜ ÛÙÚ¤ÊÂÈ ÙÔÓ ÔÌÔÁÂÓ‹ ‰›ÛÎÔ ÙÔ˘ ·Ú·‰.
1.4 Î·È ÎÂÚ‰›˙ÂÈ ·Ó Ô ‰Â›ÎÙË˜, fiÙ·Ó ÛÙ·Ì·Ù‹ÛÂÈ Ô ‰›ÛÎÔ˜, ‰Â›¯ÓÂÈ ·ÚÈıÌfi Â›ÙÂ
ÌÂÙ·Í‡  2  Î·È  3, ‹ ÌÂÙ·Í‡  7  Î·È  8. AÓ  K  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Î¤Ú‰Ô˘˜ ÙÔ˘ ·›ÎÙË
Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› ÙÔ  K  ÌÂ ÌÔÚÊ‹ Û˘ÓfiÏÔ˘.

Λ�ση

O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÛÙÔ Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜ ÙË˜ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘ ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ ‰›-
ÛÎÔ˘ Â›Ó·È  ø=[0, 10)  Î·È ÁÈ· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  K, ı· Â›Ó·È

K = [2, 3] » [7, 8]

‹ K = {ˆ: 2 ≤ ˆ ≤ 3   ‹   7 ≤ ˆ ≤ 8}.
▲

Παρ�δειγμα 1.8.  P›¯ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô Î·ÓÔÓÈÎ¿ ˙¿ÚÈ· Î·È ¤ÛÙˆ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·:

A = {ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó· ÂÍ¿ÚÈ},

B = {ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ ÙˆÓ ˙·ÚÈÒÓ Â›Ó·È  10},

° = {ÙÔ ¤Ó· ˙¿ÚÈ Ê¤ÚÓÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ  5, ÂÓÒ ÙÔ ¿ÏÏÔ Ê¤ÚÓÂÈ ¿ÚÙÈÔ}.

N· ‚ÚÂıÂ› Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Î·È Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÔ‡Ó Ù·  A, B, °  ˆ˜ ˘ÔÛ‡-
ÓÔÏ¿ ÙÔ˘.

Λ�ση

™˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÙË˜ Ú›„Ë˜ ÙˆÓ ‰‡Ô ˙·ÚÈÒÓ ÌÂ ¤Ó·
‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (·, ‚), fiÔ˘  ·  Ë ¤Ó‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ˙·ÚÈÔ‡ Î·È  ‚  ÙÔ˘
‰Â‡ÙÂÚÔ˘, ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È:

ø = {(1, 1), (1, 2), … , (1, 6), (2, 1), … , (2, 6), (3, 1), … , (6, 6)},

‹ ø = {(·, ‚): ·,‚ = 1, 2, 3, 4, 5 ‹ 6}.

ÕÚ· ı· Â›Ó·È:

A = {(1, 6), (2, 6), … , (5, 6), (6, 1), (6, 2), … , (6, 5)},

B = {(6, 4), (5, 5), (4, 6)},

° = { (5, 2),  (6, 2), (5, 4), (6, 4), (5, 6), (6, 6), (2, 5), (2, 6),

(4, 5), (4, 6), (6, 5)}. ▲
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Ÿˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ ÛÙ· ÂfiÌÂÓ·, Ù· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÙÔ˘  ø  ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ
È‰ÈfiÙËÙ·, fiÙÈ Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Û˘¯Ó¿, Â›Ó·È fiˆ˜ Ï¤ÌÂ ÈÛÔ›ı·Ó·.

E›‰·ÌÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘  ø. T›ıÂ-
Ù·È, ÂÔÌ¤Óˆ˜ Â‡ÏÔÁ·, ÙÔ ÂÚÒÙËÌ· ·Ó Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ. E›Ó·È
‰ËÏ·‰‹ Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  ø  ÁÂÁÔÓfi˜; H ·¿ÓÙËÛË ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË
Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎ‹ Î·È ¤¯Ô˘Ó Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ [0, 1] Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È
ÁÂÁÔÓfiÙ·. ™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÂÙ·È ¤Ó· ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘
Â›Ó·È ÌË-·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Î·È ¤¯ÂÈ Èı·ÓfiÙËÙ· ›ÛË ÌÂ ÌË‰¤Ó.

Παρ�δειγμα 1.9.  ¢›ÓÂÙ·È ÙÔ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì·  AB, Ì‹ÎÔ˘˜ 1, ÙÔ
ÔÔ›Ô ‚Ú¤¯ÂÙ·È ·fi ‚ÚÔ¯‹ Ô˘ ¤ÊÙÂÈ ÙÂÏÂ›ˆ˜ Î·Ù·ÎfiÚ˘Ê·. TÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ
ÛÙ¤Á·ÛÙÚ· ÛÙÔ  AB  ÌÂ ÙËÓ ÂÍ‹˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·. ¢È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÚÒÙ· ÙÔ  AB  ÛÂ
ÙÚ›· ÙÌ‹Ì·Ù· Î·È ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ ÛÙ¤Á·ÛÙÚÔ ÛÙÔ ÌÂÛ·›Ô ÙÌ‹Ì·, ‰ËÏ·‰‹ ÛÙÔ

 Î
È 

1
3

 , 
 ̄
ˆ 2

3
    (Û¯‹Ì· 1.2·). YÔ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÛÂ ÙÚ›· ÙÌ‹Ì·Ù· Î·ı¤Ó·

·fi Ù· ‰‡Ô ÙÌ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.2·, Ô˘ Û˘ÓÂ¯›˙Ô˘Ó Ó· ‚Ú¤¯ÔÓÙ·È Î·È
ÙÔÔıÂÙÔ‡ÌÂ ·fi ¤Ó· ÛÙ¤Á·ÛÙÚÔ ÛÙÔ ÌÂÛ·›Ô ·fi ·˘Ù¿, ‰ËÏ·‰‹ ÛÙ· ÙÌ‹Ì·Ù·

 Î
È 

1
9

 , 
 ̄
ˆ 2

9
    Î·È  

 Î
È 

7
9

 , 
 ̄
ˆ 8

9
    (Û¯‹Ì· 1.2‚). ™˘ÓÂ¯›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ·˘Ù‹ ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›·,

˘Ô‰È·ÈÚÒÓÙ·˜ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· Ô˘ ‚Ú¤¯ÔÓÙ·È ÛÂ ÙÚ›· Î·È ÛÎÂ¿˙Ô-
ÓÙ·˜ ÌÂ ÛÙ¤Á·ÛÙÚÔ ÙÔ ÌÂÛ·›Ô ·’ ·˘Ù¿, ‰È·ÚÎÒ˜ Ì¤¯ÚÈ ÙÔ ¿ÂÈÚÔ.

A

0 1 2
3 3

B

1

A B

10 1 2
3 3

2
9

1
9

7
9

8
9

Σ��μα 1.2α Σ��μα 1.2�.

A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· fiÙÈ ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ Ù˘¯·›· ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  AB  Î·È ·˜
Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  C  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜: "ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜
AB  ‚Ú¤¯ÂÙ·È". TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ ·˘Ùfi Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘, Ô˘
Â‰Ò Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 1], Î·È Â›Ó·È ÙÔ ÁÓˆÛÙfi σ�ν
λ
 ÙÔ˘
Cantor.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Cantor ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Â›Ó·È ÌË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ, Û˘Ì·Á¤˜
ÂÓÒ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÙÔ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi ÁÂÁÔÓfi˜  C¢
¤¯ÂÈ Ì‹ÎÔ˜  1, ·ÊÔ‡:

1
3
 + 2

9
 + 4

27
 + … = 1

3
 Â

•

k=0
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2
3

 

k
 = 1. ▲
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AÓ ÛÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ  [0, 1]  ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ Èı·ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ÙÔ
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘, ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Cantor Â›Ó·È ¤Ó· ÌË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ ÁÂÁÔÓfi˜ ÌÂ
Èı·ÓfiÙËÙ· ÌË‰¤Ó.

Παρατ�ρηση  AÓ  ·Ó = 1  Ë  2, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë Û¯¤ÛË:

·1
3

 + ·2
32 + … + ·Ó

3Ó = ·1
3

 + ·2
32 + … + ·Ó–1

3Ó  + 2
3Ó+1 + 2

3Ó+2 + … 2
3Ó+Ì + …,

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÙÔ˘  [0, 1], Ô˘ ÙÔ ÙÚÈ·‰ÈÎfi ÙÔ˘ ·Ó¿Ù˘ÁÌ·
¤¯ÂÈ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ (ÌË-ÌË‰ÂÓÈÎ¿) „ËÊ›·, ¤¯ÂÈ Â›ÛË˜
¤Ó· ÙÚÈ·‰ÈÎfi ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÌÂ ¿ÂÈÚÔ Ï‹ıÔ˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎÒÓ „ËÊ›ˆÓ, ‰ËÏ.

(0, ·1·2 … ·Ó–1·Ó)3 = (0, ·1·2 … ·Ó–1(·Ó–1) 222 …)3.

TÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ·˘Ùfi Ï¤ÁÂÙ·È μη-τερματι#	μεν
 (non-terminating).

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î¿ıÂ ·ÚÈıÌfi˜ ÙÔ˘  [0, 1]  ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÌË-ÙÂÚÌ·-
ÙÈ˙fiÌÂÓÔ ÙÚÈ·‰ÈÎfi ·Ó¿Ù˘ÁÌ·. AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È Â›ÛË˜ fiÙÈ ·Ó ÙÔ ÙÚÈ·‰ÈÎfi ÌË-
ÙÂÚÌ·ÙÈ˙fiÌÂÓÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÂÓfi˜ ·ÚÈıÌÔ‡ ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·ıfiÏÔ˘ ÙÔ „ËÊ›Ô  1
ÙfiÙÂ Ô ·ÚÈıÌfi˜ ·˘Ùfi˜ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Cantor. ŒÙÛÈ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·
ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›:

1
3
 = (0.1)3 = (0.0222…)3,   7

9
 = 2

3
 + 1

9
 = (0.21)3 = (0.2022…)3

Â
•

Ó=1
  2
3Ó(Ó+1)/2 = (0.202002000200002…)3,   1 = 2

3
 + 2

9
 + 2

27
 + … = (0.222…)3,

·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  C.  E›ÛË˜ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›:

2
3
  (0.2)3 = (0.1222…)3,   8

9
 = 2

3
 + 2

9
 = (0.22)3 = (0.21222…)3,

·ÏÏ¿ Î·È ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›:

16
27

 = 1
3
 + 2

9
 + 1

27
 = (0.121)3 = (0.120222…)3,

15
18

 = 2
3
 + 1

9
 + 1

27
 + … + 1

3n + … = (0.2111…)3,

‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  C  ‰ÈfiÙÈ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 16
27

 Œ  
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
3
 , 2

3
    Î·È  15

18
 Œ  

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

7
9
 , 8

9
 

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
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1.4. Πρ"�εις με γεγ
ν	τα

H ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ÁÈ· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Ì·˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ
Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ Î·È ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ÌÂ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ Ú¿-
ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ. ™ÙÈ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ·fi ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ·ÎfiÌË Î·È ÔÈ
Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ› ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÔÈ ›‰ÈÔÈ. Œ¯Ô˘ÌÂ:

·. Iσ	τητα. ¢‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B, Ô˘ fiÙ·Ó Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙÔ  A  Û˘Ì‚·›ÓÂÈ
¿ÓÙÔÙÂ Î·È ÙÔ  B  Î·È Â›ÛË˜, fiÙ·Ó Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙÔ  B  Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ
Î·È ÙÔ  A, Ï¤ÁÔÓÙ·È �σα (equal events)  A=B.

‚. Συμπλ�ρωμα. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙfiÙÂ, fiÙ·Ó ‰ÂÓ Û˘Ì-
‚Â› ÙÔ  A, Ï¤ÁÂÙ·È συμπλ�ρωμα (complement) ÙÔ˘  A  Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›-

˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  A¢  (‹  Ac  ‹  
–
A). Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ·˘ÙfiÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ, ·Ó ÙÔ

·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ  ˆ  ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  A, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ı· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  A¢  Î·È ·ÓÙ›-

ÛÙÚÔÊ·, ·Ó ÙÔ  ˆ  ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  A¢, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ ı· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  A. A˘Ùfi ÛË-

Ì·›ÓÂÈ fiÙÈ Ù·  A  Î·È  A¢, ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘, Â›Ó·È Û˘Ì-

ÏËÚˆÌ·ÙÈÎ¿ Û‡ÓÔÏ·
E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ  (A¢)¢=A.

‰. T
μ�. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó Û˘Ì‚Ô‡Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ù· ÁÂÁÔ-
ÓfiÙ·  A  Î·È  B, Ï¤ÁÂÙ·È τ
μ� (intersection) ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A  Î·È  B
Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  AB. AÓ Î¿ÙÈ Ù¤ÙÔÈÔ Â›Ó·È ·‰‡Ó·ÙÔ Ó· Û˘Ì‚Â›, ÙfiÙÂ
Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ù·  A  Î·È  B  Â›Ó·È ασυμ���αστα ‹ ��να (mutually exclusive)
Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  AB=Δ.  H Ú¿ÍË ÙË˜ ÙÔÌ‹˜ ÁÂÓÈÎÂ‡ÂÙ·È Î·È ÁÈ· Â-

ÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ ‹ ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÁÂÁÔÓfiÙ·. ŒÙÛÈ, ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜, Ô˘ Û˘Ì-
‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó Û˘Ì‚·›ÓÔ˘Ó Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, … An  Â›Ó·È Ë
ÙÔÌ‹ ÙˆÓ  n  ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È

A1A2 … An = «
n

i=1
 Ai.

Á. %νωση. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ, fiÙ·Ó Û˘Ì‚Â› ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi
Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B, Ï¤ÁÂÙ·È �νωση (union) ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A  Î·È  B
Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A»B. H Ú¿ÍË ·˘Ù‹ ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜ ÁÂÓÈÎÂ‡ÂÙ·È Î·È

ÁÈ· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÁÂÁÔÓfiÙ·. ŒÙÛÈ, ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜, Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ
fiÙ·Ó ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· ·fi Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, … , An Û˘Ì‚·›ÓÂÈ, Â›Ó·È
Ë ¤ÓˆÛË ÙˆÓ  n  ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È

A1 » A2 » … » An = »
n

i=1
 Ai.

AÓ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A1, A2, A3, …  Â›Ó·È ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ·Ó¿



22 ΘEΩPIA ΠIΘANOTHTΩN I

‰‡Ô Î·È Ë ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È fiÏÔ˜ Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜, ·Ó ‰ËÏ·‰‹ ÈÛ¯‡ÂÈ

A1 » A2 » A3 … = ø,   AiAj = Δ    ÁÈ· Î¿ıÂ  iπj,

ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ· ·˘Ù¿ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ì›· διαμ�ριση (partition)
ÙÔ˘ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘.

Â. Δια�
ρ". TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙfiÙÂ fiÙ·Ó Û˘Ì‚Â› ÙÔ  A
·ÏÏ¿ ‰ÂÓ Û˘Ì‚Â› ÙÔ  B, Ï¤ÁÂÙ·È δια�
ρ" τ
υ γεγ
ν	τ
ς  B  απ	 τ

A  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  A–B. E›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

A–B = AB¢

ÛÙ. Συμμετρικ� δια�
ρ". TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙfiÙÂ fiÙ·Ó
Û˘Ì‚Â› ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó· ·fi Ù·  A  Î·È  B, Ï¤ÁÂÙ·È συμμετρικ� δια�
ρ"
ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A  Î·È  B, Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  A+. B  (‹ A B).  IÛ¯‡Ô˘Ó

A+. B = (A–B) » (B–A),

A+. B = AB¢ » A¢B.

°È· ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  {An, nŒƒ}  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Â›ÛË˜:

˙. Aν�τερ
 	ρι
. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó Û˘Ì‚Ô‡Ó ¿ÂÈÚ· ·fi Ù·
ÁÂÁÔÓfiÙ·  An  ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ {An}  Ï¤ÁÂÙ·È αν�τερ
 	ρι
 ÙË˜ ·ÎÔ-

ÏÔ˘ı›·˜ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  limsupAn  ‹ ÌÂ  
�
limAn. AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ

limsupAn = 
�
limAn = «

•

n=0
 »

•

k=n
 Ak.

Ë. Kατ�τερ
 	ρι
. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ô˘ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó Û˘Ì‚Ô‡Ó, fiÏ·, ÂÎÙfi˜
›Ûˆ˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÁÂÁÔÓfiÙ·  An  ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  {An}, Ï¤ÁÂ-
Ù·È κατ�τερ
 	ρι
 ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  liminf An  ‹
ÌÂ  

�
limAn.   AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ

liminfAn = 
�
limAn = »

•

n=0
 «

•

k=n
Ak.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È Â›ÛË˜ fiÙÈ:

�
limAn Ã �

limAn.

M¿ÏÈÛÙ· ·Ó Û˘Ì‚Â›  A = 
�
limAn = 

�
limAn, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·

{An}  ¤¯ÂÈ fiÚÈÔ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  limAn=A.
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ΘEΩPHMA 1.1. IÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

A»A = A AØA = A (Ù·˘ÙÔ‰˘Ó·Ì›·˜)

A»ø= ø AØø = A (Ù·˘ÙÔÙÈÎ¤˜)

A»Δ = A AØΔ = Δ »

A»A¢ = ø AØA¢ = Δ (Û˘ÌÏËÚÒÌ·ÙÔ˜)

A»B = B»A AØB = BØA (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ¤˜)

A»(B»°) = (A»B)»° AØ(BØ°) = (AØB)Ø° (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ¤˜)

AØ(B»°) = AB » A° A»(BØ°) = (A»B)Ø(A»°) (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹)

(A»B)¢ = A¢B¢ (AB)¢ = A¢»B¢ (de Morgan)

(»
i

Ai)¢ = «
i

A¢i («
i

Ai)¢ = »
i

A¢i »

Aπ�δει�η

H ·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ, Û¯Â‰fiÓ Â›Ó·È Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ÔÚÈÛÌÒÓ
ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·fi ·˘Ù¤˜, Ô˘ ¤¯ÂÈ Î¿ÔÈ· ÌÂÁ·-
Ï‡ÙÂÚË ‰˘ÛÎÔÏ›·.

ŒÛÙˆ  ˆ  ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  (»
i

Ai)¢.  Afi ÙÔÓ

ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ‡, ÙÔ  ˆ  ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ¤ÓˆÛË  »
i

Ai  Î·È ÂÔ-

Ì¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÂ Î·Ó¤Ó· ·fi Ù·  Ai, ÁÈ· fiÏ· Ù·  i  (‰ÈfiÙÈ ·Ó ·Ó‹ÎÂ ÛÂ Î¿-
ÔÈÔ  Ai  ı· ·Ó‹ÎÂ Î·È ÛÙËÓ ¤ÓˆÛË). ÕÚ· ÙÔ  ˆ  ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  A¢i  ÁÈ· fiÏ· Ù·  i,

Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÙÔÌ‹  «
i

A¢i.  ¢Â›Í·ÌÂ ÂÔÌ¤Óˆ˜ fiÙÈ

Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  (»
i

Ai)¢  Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ›Ù·È

Î·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  «
i

A¢i. AÓÙÈÛÙ¤ÊÔÓÙ·˜ ÙË ÊÔÚ¿ ÙˆÓ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÒÓ ‰È·ÈÛÙÒ-

ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ Î·È ¿Ú· ÙÂÏÈÎ¿:

(»
i

Ai)¢ = «
i

A¢i.
■

°È· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ Î·È ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ, ·ÏÏ¿
Î·È ÁÈ· ÙËÓ ·ÔÎ¿Ï˘„Ë ÌÂ ÂÔÙÈÎfi ÙÚfiÔ Û¯¤ÛÂˆÓ ÌÂÙ·Í‡ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ,
¯Ú‹ÛÈÌ· Â›Ó·È Ù· B�ννια διαγρ"μματα ‹ διαγρ"μματα των Venn. ™ÙÔ
Û¯‹Ì· 1.3 ‰›ÓÔÓÙ·È ÌÂÚÈÎ¿ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙÔ˘ Venn, ÛÙ· ÔÔ›· Ù·  A  Î·È  B
Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘Ó ÁÂÁÔÓfiÙ·. K¿Ùˆ ·fi Î¿ıÂ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÔÈÔ ÁÂÁÔ-
Ófi˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÈ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô.
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A

A»B

B A

AB

B

A–B = AB¢

A B A

A¢B¢ = (A»B)¢

B

B¢–A¢ = A–B

A

A¢»B = (A–B)¢

BA B

Σ��μα 1.3.

Παρ�δειγμα 1.10.  ™ÎÔÂ˘Ù‹˜ ‚¿ÏÏÂÈ ÂÓ·ÓÙ›ÔÓ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ÛÙfi¯Ô˘. ŒÛÙˆ
A  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ó· ÂÙ‡¯ÂÈ ÙÔ ÛÙfi¯Ô ÛÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¿Óˆ ËÌÈÎ˘ÎÏ›Ô˘ Î·È  B  ÙÔ
ÁÂÁÔÓfi˜  Ó· ÙÔÓ ÂÙ‡¯ÂÈ ÛÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ‰ÂÍÈÔ‡ ËÌÈÎ˘ÎÏ›Ô˘. N· ÂÚÈÁÚ·ÊÔ‡Ó
ÌÂ ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B  Î·ıÒ˜ Î·È ·˘Ù¿ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÌÂ
Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ  A  Î·È  B.

Λ�ση   Œ¯Ô˘ÌÂ:

A»B AB A-B

A B A¢

A+B = A   B.

Σ��μα 1.4.
▲
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1.5. Π
λυ�νυμα γεγ
ν	των

ŒÛÙˆ  A1, A2, … , An, ÁÂÁÔÓfiÙ· ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˘  ø. K¿ıÂ ¿ÏÏÔ ÁÂ-
ÁÔÓfi˜ Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ ·˘ÙÒÓ Î·È ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ
ÙË˜ ¤ÓˆÛË˜, ÙÔÌ‹˜ ‹ Û˘ÌÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ Ï¤ÁÂÙ·È π
λυ�νυμ
 ÙˆÓ γεγ
ν	των
A1, A2 … An. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·

A»B°,   (A¢B»A¢B¢°)¢ » B,   B¢»A¢(B»°)

Â›Ó·È ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A, B, °.  EÂÈ‰‹

A–B = AB¢,   A+. B = AB¢»A¢B,

¤ÂÙ·È fiÙÈ Ë ‰È·ÊÔÚ¿ Î·È Ë Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ  A, B  Â›Ó·È ÔÏ˘Ò-
Ó˘Ì· ÙˆÓ  A, B  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÔÚ›˙Ô˘Ó ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ÁÂ-
ÁÔÓfiÙˆÓ.

ŒÓ· ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A1, A2, … , An  Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË
ÌÔÚÊ‹

AÂ1
1 AÂ2

2  … AÂn
n ,    Âi=0  ‹    1,    AÂj

j  = 
 Ó
Ì
ÏAj,  ·Ó  Âj=1

A¢j,   ·Ó  Âj=0 (1.11)

Ï¤ÁÂÙ·È �ασικ	 π
λυ�νυμ
 ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A1, A2, … , An. E›Ó·È ÚÔÊ·-
Ó¤˜ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  2n  ‚·ÛÈÎ¿ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì·  n  ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ. ¶.¯. ÁÈ· ‰‡Ô ÁÂÁÔ-
ÓfiÙ·  A  Î·È  B, Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È:

A¢B¢, A¢B, AB¢, AB,

ÂÓÒ ÁÈ· ÙÚ›· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, B  Î·È  °, Â›Ó·È:

A¢B¢°¢, A¢B¢°, A¢B°¢, A¢B°, AB¢°¢, AB¢°, AB°¢, AB°.

T· ‚·ÛÈÎ¿ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘  ø, ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È Í¤Ó·
ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ Î·È ¯ˆÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ ÛÂ  2n  ÁÂÁÔÓfiÙ·, ·fi Ù· ÔÔ›·
ÌÂÚÈÎ¿ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ·‰‡Ó·Ù· (ÎÂÓ¿).

™Ù· Û¯‹Ì·Ù· 1.5· Î·È Á fiÏ· Ù·  2n  ‚·ÛÈÎ¿ ÔÏ˘ÒÓ˘Ì· Â›Ó·È ÂÓ Á¤ÓÂÈ ÌË
ÎÂÓ¿. ™ÙÔ Û¯‹Ì· 1.5‚, fiÔ˘ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  B, ÙÔ ‚·-
ÛÈÎfi ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ  AB¢  ‰ÂÓ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ‰ÈfiÙÈ ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÎÂÓfi.

E›ÛË˜ ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.5‰, fiÔ˘  BÃA, Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ÁÂÁÔÓfiÙ·  A¢B° = Δ  Î·È

A¢B°¢ = Δ  Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi ‰ÂÓ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È.
K¿ıÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A1, A2, … , An  ÂÚÈ¤¯ÂÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·-

Í‡ ÙˆÓ  Ai  ‹/Î·È  A¢i  ÁÈ·  i=1, 2, … , n  Î·È  ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ ıÂÒÚËÌ·:
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A B

(·)

AB¢ AB A¢B

A¢B¢

ø

B

(‚)

A¢B¢

ø

A A¢B

°

B

(Á)

AB¢°¢ A¢B°¢

A¢B°AB¢°

A¢B¢°

AB°¢

AB°

ø

(‰)

AA

AB

A¢B¢°¢

ø

°

A¢B¢°AB¢°

AB°
AB°¢

AB¢°¢
B

Σ��μα 1.5.

ΘEΩPHMA 1.2. K¿ıÂ ÔÏ˘ÒÓ˘ÌÔ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A1, A2, … , An  ÂÎ-
ÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ ˆ˜ ¤ÓˆÛË ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌˆÓ ÙˆÓ  A1,
A2, … , An ■

Παρ�δειγμα 1.11.  N· ÂÎÊÚ·ÛÙÔ‡Ó ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ÔÏ˘ˆ-
Ó‡ÌˆÓ ÙˆÓ  A, B,  Î·È  °, Ù· ÁÂÁÔÓfiÙ·

A,    (A»B)¢,    (A»B°)¢–A¢°

Λ�ση

IÛ¯‡ÂÈ  ø = B¢°¢ » B¢° » B°¢ » B°

ÔfiÙÂ  A = A ø = A(B¢°¢ » B¢° » B°¢ » B°) =

= AB¢°¢ » AB¢° » AB°¢ » AB°.

ŸÌÔÈ·

(A»B)¢ = A¢B¢ = A¢B¢ø = A¢B¢(°¢»°)=

= A¢B¢°¢»A¢B¢°.

T¤ÏÔ˜

(A»B°)¢–A¢° = (A»B°)¢ (A¢°)¢ =

= A¢(B°)¢ (A¢°)¢ =
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= A¢(B¢»°¢) (A»°¢) = A¢(A»°¢) (B¢»°¢) =

= (A¢A»A¢°¢) (B¢»°¢) = A¢°¢(B¢»°¢) =

= A¢B¢°¢»A¢°¢ =

= A¢B¢°¢»A¢°¢(B¢»B) =

= A¢B¢°¢ » A¢B¢°¢ » A¢B°¢ =

= A¢B¢°¢»A¢B°¢. ▲

Παρ�δειγμα 1.12.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ  A– {A–[B–(B–°)]} = AB°.

Λ�ση

Œ¯Ô˘ÌÂ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿:

A–{A–[B–B°¢]} =

= A–{A–B(B°¢)¢} =

= A–{A[B(B°¢)¢]¢} =

= A{A[B(B°¢)¢]¢}¢ =

= A{A¢»[B(B°¢)¢]} =

= AA¢»A[B(B¢»°)] =

= Δ » ABB¢ » AB° =

= AB°. ▲

1.6. Kλασικ� πιθαν	τητα

¶ÔÏÏ¿ ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜, È‰È·›ÙÂÚ· ‰Â ·˘Ù¿ Ô˘ ·ÊÔÚÔ‡Ó Ù˘¯ÂÚ¿ ·È¯Ó›-
‰È·, ¤¯Ô˘Ó, ÏfiÁˆ Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜ Î·È ÔÌÔÈÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÔ‡ÓÙ·È, ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· fiÏ· Ù· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛ‹ ÙÔ˘˜ Ó·
¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ Â˘Î·ÈÚ›Â˜ Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛÙÔ‡Ó. E›Ó·È ‰ËÏ·‰‹ Û‡ÌÊˆÓÔ ÌÂ ÙËÓ
ÎÔÈÓ‹ ÏÔÁÈÎ‹ fiÙÈ ÛÙ· ÂÈÚ¿Ì·Ù· ·˘Ù¿ Î·Ó¤Ó· ·fi Ù· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ‰ÂÓ
¤¯ÂÈ ÏÂÔÓ¤ÎÙËÌ· ¤Ó·ÓÙÈ ÙˆÓ ¿ÏÏˆÓ. T¤ÙÔÈ· ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È .¯. Ù·:

·. H Ú›„Ë ÂÓfi˜ (‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚˆÓ) Î·ÓÔÓÈÎÔ‡ ˙·ÚÈÔ‡ ‹ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜.

‚. H ÂÈÏÔÁ‹ ÂÓfi˜ (‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚˆÓ) ¯·ÚÙÈÔ‡ ·fi Ì›· Î·Ï¿ ·Ó·Î·ÙÂÌ¤ÓË
ÙÚ¿Ô˘Ï·.

Á. H ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÌÈ·˜ ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ ÚÔ˘Ï¤ÙÙ·˜.

‰. H ·Ú·Ù‹ÚËÛË ÙÔ˘ Ê‡ÏÔ˘ ÙˆÓ ·È‰ÈÒÓ ÌÈ·˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜.

Â. H ·Ú·Ù‹ÚËÛË ÙË˜ ËÌ¤Ú·˜ ÙË˜ Â‚‰ÔÌ¿‰·˜ ‹ ÙË˜ ËÌÂÚÔÌËÓ›·˜ ÛÙËÓ
ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ¤Ó· ¿ÙÔÌÔ, ‰È·ÏÂÁÌ¤ÓÔ ÛÙËÓ Ù‡¯Ë, ÁÂÓ¤ıÏÈ·.
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H ·Ú·Ù‹ÚËÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ È‰ÈfiÙËÙ·˜ Ô‰‹ÁËÛÂ ÙÔÓ De Moivre (1711) ÛÙÔÓ
ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÎÏ·ÛÈÎ‹˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜.

™Â ÂÈÚ¿Ì·Ù· fiÔ˘ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ‹ ·ÏÒÓ ÁÂ-
ÁÔÓfiÙˆÓ (outcomes) Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Î·È fiÏ· Ù· ‰˘Ó·Ù¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·
Â›Ó·È ÈÛÔ›ı·Ó·, ÙfiÙÂ Ë πιθαν	τητα (probability) Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË˜ ÂÓfi˜
ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ ÙÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÁÈ· ÙËÓ Ú·ÁÌ·-
ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ, ÚÔ˜ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·Ô-
ÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ.

TfiÛÔ ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÁÈ· ÙÔ ÁÂ-
ÁÔÓfi˜ Ô˘ Ì·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ, fiÛÔ Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ
˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ÚÈÓ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜.

flÛÙÂ ·Ó  ø  Â›Ó·È Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi
N  ÈÛÔ›ı·Ó· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· Î·È ·Ó ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜  A  ÂÚÈ¤¯ÂÈ  NA  ·fi
·˘Ù¿, ÙfiÙÂ Ë Èı·ÓfiÙËÙ·  P(A)  ı· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ:

P(A) = NA
N

 = Ï‹ıÔ˜ Â˘ÓÔ˚ÎÒÓ ÁÈ· ÙÔ A ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ
Ï‹ıÔ˜ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ

 . (1.12)

H Û˘Óı‹ÎË ÙÔ˘ ÈÛÔ›ı·ÓÔ˘ ÙˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹
ÛÙÔÓ ÎÏ·ÛÈÎfi ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ Î·È Û˘Ó¿Ì· ‰›ÓÂÈ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ÙË˜ ·‰˘Ó·-
Ì›·˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ‰‡ÛÎÔÏÔ Ó·
·ÔÊ·ÓıÔ‡ÌÂ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Û˘ÌÌÂÙÚ›· Ô˘ Ó· ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ ÙÔ ÈÛÔ›ı·ÓÔ.
EÍ¿ÏÏÔ˘ Î·È ÛÙÈ˜ ·Ï¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, fiˆ˜ ·˘Ù‹ ÙË˜ Ú›„Ë˜ ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡, ÙÔ
ÈÛÔ›ı·ÓÔ ··ÈÙÂ› ·fi ÙÔ ˙¿ÚÈ Ì›· Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÂ ÙÂÏÂ›ˆ˜ Â›Â‰Â˜ ¤‰ÚÂ˜ Î·È
ÌÂ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ˙·ÚÈÔ‡.

™ÙËÓ Ú¿ÍË, fiÔ˘ ÔÏ‡ ÌÈÎÚ¤˜ ‰È·ÊÔÚ¤˜, ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ·ÌÂÏËÙ¤Â˜, ÙÔ ÈÛÔ-
›ı·ÓÔ ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ Â›ÎÏËÛË ÙË˜ αρ��ς τ
υ μη επαρκ
�ς λ	-
γ
υ (principle of insufficient reason). K·Ù¿ ÙËÓ ·Ú¯‹ ·˘Ù‹, Ù· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fi-
ÌÂÓ· Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜ Â›Ó·È ισ
π�θανα (equally li-
kely), ÂÎÙfi˜ ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÏfiÁÔÈ ÂÚ› ÙÔ˘ ·ÓÙÈı¤ÙÔ˘. ¶·Ï·ÈfiÙÂÚ· Ë ˘fiıÂÛË
ÙÔ˘ ÈÛÔ›ı·ÓÔ˘ ÁÈ· Ù· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÂÓfi˜ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ Ù‡¯Ë˜
‹Ù·Ó ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ Û˘¯Ó‹ ·’ fiÙÈ Â›Ó·È Û‹ÌÂÚ· Î·È ‰È·Ù˘ˆÓfiÙ·Ó Û˘Ó‹ıˆ˜
¿ÎÚÈÙ· Î·È ¯ˆÚ›˜ Î·Ó¤Ó· ¤ÏÂÁ¯Ô. ™‹ÌÂÚ· ÔÈ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÛÙ¤˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘Ó Ù· ÂÈ-
Ú¿Ì·Ù¿ ÙÔ˘˜ ÌÂ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÛÂÈÚ¿˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ (ÈÏÔÙÈÎ¿) ‹ È‰Â·ÙÒÓ (ÌÂ
ÚÔÛÔÌÔ›ˆÛË) ÂÈÚ·Ì¿ÙˆÓ, Ô˘ ·ÔÎ·Ï‡ÙÔ˘Ó ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ‹ fi¯È επαρκ�ς
λ	γ
ς Ó· ÌËÓ ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È ÈÛÔ›ı·Ó· Ù· ·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·.

EÍ¿ÏÏÔ˘ Ë ·Ú·‰Ô¯‹ ÙÔ˘ ÈÛÔ›ı·ÓÔ˘ ÛÙÈ˜ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë
ÌÂ ÙËÓ ·Ú·‰Ô¯‹ ÙË˜ ‡·ÚÍË˜ ÛËÌÂ›Ô˘ Î·È Â˘ıÂ›·˜ ÛÙË °ÂˆÌÂÙÚ›·.

H Û˘ÛÙËÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÏÔÁÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔÓ ÎÏ·ÛÈÎfi
ÔÚÈÛÌfi ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙÔÓ Laplace (1812). OÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Èı·ÓÔÙ‹-
ÙˆÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ô‰‹ÁËÛ·Ó ÛÙËÓ ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ÙÔ˘˜ ıÂÌÂÏ›ˆÛË Â›-
Ó·È ÔÈ ÂÍ‹˜:
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ŒÛÙˆ  ø  ¤Ó·˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÈÛÔ›ı·Ó· ·Ï¿ ÂÓ-
‰Â¯fiÌÂÓ· Î·È  P(A)  Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙ· ÁÂÁÔÓfiÙ·  A, Ô˘ Â›Ó·È
˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  ø, ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË (1.12). H Û˘ÓÔÏÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  P(Ø)  ¤¯ÂÈ ÙÈ˜
È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(P1): P(A) ≥ 0  ÁÈ· Î¿ıÂ ÁÂÁÔÓfi˜  A

(P2): P(ø) = 1

(P3): P(A»B) = P(A)+P(B),  ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜

ÁÂÁÔÓfiÙ·  A  Î·È  B.

OÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜  (P1)  Î·È  (P2)  ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ¿ÌÂÛ· ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi. °È· ÙËÓ
È‰ÈfiÙËÙ·  (P3), Ô˘ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ απλ" πρ
σθετικ� ιδι	τητα (simply
additive law), ·ÚÎÂ› Ó· ·Ú·ÙËÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó  N(A) = Î  Â˘ÓÔ˚ÎÔ›
ÙÚfiÔÈ ÁÈ· ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜  A  Î·È  N(B) = Ï  ÙÚfiÔÈ ÁÈ·
ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙÔ˘  B  ÙfiÙÂ ÔÈ  Î+Ï  ÙÚfiÔÈ Â›Ó·È ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ‰È·ÊÔÚÂ-
ÙÈÎÔ›, ‰ÈfiÙÈ ·ÏÏÈÒ˜ Ù·  A  Î·È  B  ‰ÂÓ ı· ‹Ù·Ó ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ·. £· ˘¿Ú¯Ô˘Ó
ÂÔÌ¤Óˆ˜  N(A»B) = Î+Ï = N(A)+N(B)  ÙÚfiÔÈ ÁÈ· ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÔÔ›ËÛË ÙË˜

¤ÓˆÛË˜  A»B,  Ú¿ÁÌ· Ô˘ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ ÙËÓ  (P3).

MÂ ·Ï‹ Â·ÁˆÁ‹ Ë  (P3)  ÂÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È Î·È ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÂÂÚ·-
ÛÌ¤ÓÔ Ï‹ıÔ˜ ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙˆÓ ·Ó¿ ‰‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ. IÛ¯‡ÂÈ ‰ËÏ.

(P3)¢: P(A1»A2» … »An) = P(A1)+P(A2)+ … +P(An),

fiÔ˘  A1, A2, … , An  ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ·Ó¿ ‰‡Ô

‰ËÏ. AiAj=Δ,   iπj,   i, j = 1, 2, … , n.

Παρ�δειγμα 1.13.  P›¯ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô Î·ÓÔÓÈÎ¿ ˙¿ÚÈ·. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó ÔÈ Èı·-
ÓfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A, B  Î·È  °, fiÔ˘:

A = {ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó· ÂÍ¿ÚÈ}
B = {ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ ÙˆÓ ˙·ÚÈÒÓ Â›Ó·È  10}
° = {ÙÔ ¤Ó· ˙¿ÚÈ Ê¤ÚÓÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  5, ÂÓÒ ÙÔ ¿ÏÏÔ Ê¤ÚÓÂÈ ¿ÚÙÈÔ}.

Λ�ση

O ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ ÂÈÚ¿Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ Ú›„Ë˜ ‰‡Ô Î·ÓÔÓÈÎÒÓ ˙·ÚÈÒÓ Â›Ó·È
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

ø = {(·, ‚): ·, ‚Œ{1, 2, 3, 4, 5, 6}}

ø = {(1, 1), (1, 2), … , (1, 6), (2, 1), … , (2, 6), (3, 1), … , (6, 6)}.

T·  36 ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ÙÔ˘  ø, ÏfiÁˆ ÙÔ˘ fiÙÈ Ù· ‰‡Ô ˙¿ÚÈ· Â›Ó·È Î·ÓÔÓÈÎ¿,
ÌÔÚÔ‡Ó Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ÌË Â·ÚÎÔ‡˜ ÏfiÁÔ˘ Ó· ıÂˆÚËıÔ‡Ó ˆ˜
ÈÛÔ›ı·Ó·, ÔfiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ  A, B  Î·È
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°  ·ÚÎÂ› Ó· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· Ï‹ıË ÙˆÓ ·ÏÒÓ ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤ÓˆÓ Ô˘ Ú·ÁÌ·ÙÔ-
ÔÈÔ‡Ó Î·ı¤Ó· ·fi ·˘Ù¿.

™ÙÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· (1.8) ‚Ú¤ıËÎÂ fiÙÈ:

A = {(1, 6), (2, 6), … , (5, 6), (6, 1), (6, 2), … , (6, 5)},

B = {(6, 4), (5, 5), (4, 6)},

° ={(5, 2), (6, 2), (5, 4), (6, 4), (5, 6), (6, 6), (2, 5), (2, 6), (4, 5), (4, 6), (6, 5)}.

EÔÌ¤Óˆ˜ ı· Â›Ó·È:

P(A) = NA
N

 = 10
36

 = 0.278,

P(B) = NB
N

 = 3
36

 = 0.083,

P(°) = N°
N

 = 11
36

 = 0.305. ▲

Παρ�δειγμα 1.14.  P›¯ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô Î·ÓÔÓÈÎ¿ ˙¿ÚÈ· Î·È Î·Ù·ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ
¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ. N· ‚ÚÂıÂ› Ë Èı·ÓfiÙËÙ· Î¿ıÂ ‰˘Ó·ÙÔ‡ ·ıÚÔ›ÛÌ·-
ÙÔ˜. N· Á›ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÈ· ÙËÓ ·fiÏ˘ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ.

Λ�ση

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ô ‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ˜ ı· ¤¯ÂÈ ˆ˜
·Ï¿ ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ·  36  ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ˙Â‡ÁË  (·, ‚)  ÌÂ  ·, ‚Œ{1, 2, … , 6}.

°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ Ù·  36  ·˘Ù¿ ˙Â‡ÁË ÛÂ ¤Ó· ÔÚıÔÁÒÓÈÔ Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi fiˆ˜ ÛÙÔ
Û¯‹Ì· (1.6).

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)
¿ıÚÔÈÛÌ· 6

¿ıÚÔÈÛÌ· 10

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

Σ��μα 1.6.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÙÒÚ· fiÙÈ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ˙Â‡ÁË ÙÔÔıÂÙËÌ¤Ó· ÛÙËÓ ›‰È· ‰È·-
ÁÒÓÈÔ, ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂ ·˘Ù¤˜ Ô˘ ÛËÌÂÈÒıËÎ·Ó ÛÙÔ Û¯‹Ì· (1.6) ¤¯Ô˘Ó ÛÙ·-
ıÂÚfi Î·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi ¿ıÚÔÈÛÌ·. EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ÎÏ·ÛÈÎfi ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Èı·-
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ÓfiÙËÙ·˜ Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·˜ ÌÂ  {Z=k}  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ ÂÓ-
‰Â›ÍÂˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ˙·ÚÈÒÓ Â›Ó·È  k,  k=2, 3, … , 12  ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ Â‡ÎÔÏ· fiÙÈ:

P(Z=k) = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏk–1

36
 ,  ·Ó  k = 2, 3, … , 7

12–(k–1)
36

 ,  ·Ó k = 7, 8, … , 12

°È· ÙËÓ ·fiÏ˘ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ˙·ÚÈÒÓ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ
fiÙÈ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ˙Â‡ÁË ÙÔÔıÂÙËÌ¤Ó· ÛÂ ‰È·ÁÒÓÈÔ Ô˘ ·¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛÔ˘ ·fi
ÙËÓ Î‡ÚÈ· ‰È·ÁÒÓÈÔ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ˘ Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ (Û¯‹Ì· 1.7) ¤¯Ô˘Ó ›‰È·
·fiÏ˘ÙË ‰È·ÊÔÚ¿. ™˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·˜ ÌÂ  {D=k}  ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ Ë ·fiÏ˘ÙË ‰È·-
ÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÂÓ‰Â›ÍÂˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ˙·ÚÈÒÓ Ó· Â›Ó·È  k, k = 0, 1, … , 5, ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ
ÌÂ ÙÔÓ ÎÏ·ÛÈÎfi ÔÚÈÛÌfi:

P(Z=k) = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ 6

36
 ,  ·Ó  k=0

12–2k
36

 ,  ·Ó k = 1, 2, … , 5

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)

·fiÏ˘ÙË
‰È·ÊÔÚ¿ 2

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 1) (5, 2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6, 1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

Σ��μα 1.7.
▲

Παρ�δειγμα 1.15.  (Παρ�δ��� τ�υ Chevalier de Méré). O de Méré
¤Ó·˜ ÈfiÙË˜ Ô˘ ‹Ù·Ó Ì·ÓÈÒ‰Ë˜ ·›ÎÙË˜, Û˘Ó‹ıÈ˙Â Ó· ·›˙ÂÈ ÌÂ ÙÚ›· ˙¿ÚÈ·
ÔÓÙ¿ÚÔÓÙ·˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ¿ ÛÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·  11  ‹  12  ÁÈ·Ù› ›ÛÙÂ˘Â fiÙÈ ÚfiÎÂÈ-
Ù·È ÁÈ· ÈÛÔ›ı·ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ Ô de Méré ˘ÔÏfiÁÈ˙Â fiÙÈ ˘¿Ú-
¯Ô˘Ó ¤ÍÈ ÙÚfiÔÈ ÁÈ· ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘  11, ÔÈ:

6–4–1, 6–3–2, 5–5–1, 5–4–2, 5–3–3, 4–4–3,
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Î·È ¿ÏÏÔÈ ¤ÍÈ ÁÈ· ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘  12, ÔÈ:

6–5–1,  6–4–2,  6,  –3–3,  5–5–2,  5–4–3,  4–4–4.

™ÙËÓ Ú¿ÍË fiÌˆ˜ ‰È·›ÛÙˆÛÂ fiÙÈ ÙÔ  11  ¤Ú¯ÂÙ·È Û˘¯ÓfiÙÂÚ· ·fi ÙÔ  12,
Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÙÔ ıÂÒÚËÛÂ ·Ú¿‰ÔÍÔ.

ŒıÂÛÂ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÛÙÔÓ Pascal, Ô ÔÔ›Ô˜ ¤Ï˘ÛÂ ÛˆÛÙ¿ ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· Î·-
ıÔÚ›˙ÔÓÙ·˜ ˆ˜ Û‡ÓÔÏÔ ÈÛÔ›ı·ÓˆÓ ‰˘Ó·ÙÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ (‰ÂÈÁÌ·ÙÔ¯ÒÚÔ) ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  63=216  ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙÚÈ¿‰ˆÓ

(·, ‚, Á),    ·, ‚, Á = 1, 2, 3, 4, 5,   ‹   6,

Î·È fi¯È ÙÈ˜  56  ÌË ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÔÓÙ·È ÌÂ Ù· ÙÚ›· ˙¿-
ÚÈ·.

O Pascal ·Ú·Ù‹ÚËÛÂ fiÙÈ Ô ÙÚfiÔ˜  6-4-1  ÂÙ˘¯·›ÓÂÙ·È ÌÂ ¤ÍÈ ‰È·ÙÂÙ·-
ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜, ÙÈ˜  (6,4,1), (6,1,4), (4, 6, 1), (4, 1, 6), (1, 6, 4), (1, 4, 6). ŸÌÔÈ·
Ô ÙÚfiÔ˜  5-5-1  ÂÙ˘¯·›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÚÂÈ˜ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜, ÙÈ˜  (5, 5, 1),
(5, 1, 5), (1, 5, 5), ÂÓÒ Ô ÙÚfiÔ˜  4-4-4  ÂÙ˘¯·›ÓÂÙ·È ÌÂ Ì›· ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ ÙÚÈ¿‰·.

MÂÙÚÒÓÙ·˜ ÙÒÚ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÚÈ¿‰Â˜ Ô˘ ‰›ÓÔ˘Ó  11  ‹  12
Î·È ı¤ÙÔÓÙ·˜  P(11)  ‹  P(12)  ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ:

P(11) = 27
216

 ,     P(12) = 25
216

 .

ÕÚ·  P(11) : P(12) = 27 : 25, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ  11  ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Û˘¯ÓfiÙÂ-
Ú· ·fi ÙÔ  12, fiˆ˜ ÛˆÛÙ¿ ·Ú·Ù‹ÚËÛÂ Ô de Méré. ▲

Σημε�ωση MÂ ¤Ó· ·Ó¿ÏÔÁÔ Úfi‚ÏËÌ· ·Û¯ÔÏ‹ıËÎÂ Î·È Ô Galileo Galilei (1564-1642). TÔ
Úfi‚ÏËÌ· ‹Ù·Ó: TÈ Â›Ó·È Èı·ÓfiÙÂÚÔ Ó· ¿Úˆ ¿ıÚÔÈÛÌ·  10  ‹  9  Ú›¯ÓÔÓÙ·˜
ÙÚ›· ˙¿ÚÈ·; Œ‰ˆÛÂ ÙËÓ ·¿ÓÙËÛË  27

216
  Î·È  25

216
  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÂÓÒ Ì¤¯ÚÈ ÙfiÙÂ

ıÂˆÚÔ‡Û·Ó fiÙÈ ÔÈ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ›ÛÂ˜.

Παρ�δειγμα 1.16.  ŒÛÙˆ fiÙÈ Ú›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ  4  ÊÔÚ¤˜ ·Ó·Ì¤ÓÔÓÙ·˜
ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÂÓfi˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ "6". AÓ Ì·˙› ÌÂ ÙÔ ÚÒÙÔ ˙¿ÚÈ Ú›¯Ó·ÌÂ Î·È
¤Ó· ‰Â‡ÙÂÚÔ, ÙfiÙÂ Î¿ıÂ ÊÔÚ¿ Ô˘ ÙÔ ÚÒÙÔ Ê¤ÚÓÂÈ  "6", ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ı· Ê¤ÚÓÂÈ
1, 2, …, ‹ 6. ŒÙÛÈ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È Ë ÂÓÙ‡ˆÛË fiÙÈ ÂÎÙÂÏÒÓÙ·˜  6  ÊÔÚ¤˜ ÙÔ
ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ Â›Ú·Ì·, ‰ËÏ. ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· Ú›¯ÓÔÓÙ·˜  24  ÊÔÚ¤˜ Ù· ‰‡Ô ˙¿ÚÈ·
ı· ÂÚÈÌ¤ÓÔ˘ÌÂ Ó· ¤ÚıÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ì›· ÊÔÚ¿ ÙÔ  (6, 6), ÙÔ ›‰ÈÔ Û˘¯Ó¿ Ô˘
¤Ú¯ÂÙ·È ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  "6"  fiÙ·Ó Ú›¯ÓÔ˘ÌÂ ¤Ó· ˙¿ÚÈ  4  ÊÔÚ¤˜.

N· ‚ÚÂıÂ› Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ÙˆÓ ‰‡Ô ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ:

A = EÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ  6, ÛÂ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ Ú›„ÂÈ˜ ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡.

B = EÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ì›· ÊÔÚ¿ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ÂÍ¿ÚÂ˜, ÛÂ  24  Ú›„ÂÈ˜ ‰‡Ô ˙·ÚÈÒÓ.

Λ�ση

™ÙË Ú›„Ë ÂÓfi˜ ˙·ÚÈÔ‡  4  ÊÔÚ¤˜, ÙÔ ·Ïfi ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓÔ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÛÙ·-




