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ΠPOΛOΓOΣ

T� �ι�λ�� αυτ
 κ�ρι� σκ�π
 ��ει να παρ�υσι�σει τις �ασικ�ς αρ��ς
της Δυναμικ�ς Yλικ�ν Σωμ�των, καθ�ς και την επ�δει�η της ε�αρ-
μ�γ�ς τ�υς στη συστηματικ� επ�λυση πρακτικ�ν πρ��λημ�των.

H Δυναμικ� ε�ναι � κλ�δ�ς της Mη�ανικ�ς π�υ ε�ετ�!ει τη σ��ση
αν�μεσα στην κ�νηση υλικ�ν σωμ�των (δηλαδ� μετα��ρ�, περιστρ�-
��, παραμ
ρ�ωση) και στις δυν�μεις �ι �π��ες πρ�καλ��ν την κ�νη-
ση � αναπτ�σσ�νται στη δι�ρκεια της κ�νησης. H ε�αρμ�γ� των αρ-
��ν της Δυναμικ�ς ε�ναι απαρα�τητη σε συστ�ματα π�υ ���υν μ�λη
τα �π��α κιν��νται με σ�ετικ� μεγ�λες επιτα��νσεις, �π
τε �ι υπ�λ�-
γισμ�� π�υ �ασ�!�νται στις αρ��ς της Στατικ�ς γ�ν�νται ανακρι�ε�ς.

H επιστ�μη της Δυναμικ�ς υλικ�ν σωμ�των �ασ�!εται σ’ �να μι-
κρ
 αριθμ
 �ασικ�ν αρ��ν, αλλ� ε�ναι �ρ�σιμη σ’ �να ευρ�τατ� πε-
δ�� ε�αρμ�γ�ν. Oι πρ�τες μελ�τες της Δυναμικ�ς �γιναν απ
 τ�ν
Aριστ�τ�λη, αλλ� �ι σωστ�ς επιστημ�νικ�ς ��σεις της τ�θηκαν π�λ�
αργ
τερα απ
 τ� Γαλιλα�� και τ� Nε�τωνα και συμπληρ�θηκαν απ

πρωτ�π
ρ�υς τ�υ πνε�ματ�ς 
πως �ι Euler, Lagrange, Hamilton,
Laplace, Poincare και Einstein.

Στις περισσ
τερες πρακτικ�ς ε�αρμ�γ�ς �ι παρατηρ��μενες τα-
��τητες ε�ναι π�λ� μικρ�ς ως πρ�ς την τα��τητα τ�υ �ωτ
ς, η �π��α
��ει τιμ� 300.000 km/s. Eπ�σης, �ι διαστ�σεις των ε�ετα!
μενων σω-
μ�των ε�ναι π�λ� μεγαλ�τερες απ
 τις ατ�μικ�ς � τις πυρηνικ�ς δια-
στ�σεις και π�λ� μικρ
τερες απ
 τις διαστ�σεις των συστημ�των
π�υ ε�ετ�!�νται απ
 αστρ�ν
μ�υς και κ�σμ�λ
γ�υς. Kατ� συν�-
πεια, �ι πρ��λ�ψεις της λεγ
μενης Kλασικ�ς Δυναμικ�ς –η �π��α
�ασ�!εται στ�υς ν
μ�υς κ�νησης π�υ διατυπ�θηκαν απ
 τ� Nε�-
τωνα– ε�ναι αρκετ� ακρι�ε�ς για τη μεγ�λη πλει�ψη��α των τε�ν�-
λ�γικ�ν ε�αρμ�γ�ν. Για τ� λ
γ� αυτ
, η παρ�υσ�αση τ�υ υλικ�� τ�υ
�ι�λ��υ αυτ�� θα �ασισθε� απ�κλειστικ� στα α�ι�ματα και στις αρ-
��ς της Kλασικ�ς Δυναμικ�ς.

Kαταρ��ν, ως κ�νηση υλικ�� σ�ματ�ς �ρ�!εται η μετα��λ� της
θ�σης των μερ�ν τ�υ σ�ετικ� με �λλα σ�ματα. Eπ�μ�νως, για την
περιγρα�� και τη μ�τρηση της κ�νησης �ρει�!εται κ�π�ι� σ�στημα
ανα��ρ�ς. %πως απ�δει�ε � Γαλιλα��ς, υπ�ρ��υν πρ�τιμητ�α συ-
στ�ματα ανα��ρ�ς, στα �π��α η επιτ��υνση ��ει την απλ��στερη
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μ�ρ��, γιατ� δεν εμ�αν�!�νται σε αυτ� �ι κινηματικ�ς συνιστ�σες της
(
πως η επιτ��υνση Coriolis και η �υγ
κεντρ�ς επιτ��υνση). Aυτ�
τα συστ�ματα ανα��ρ�ς �ν�μ�!�νται αδρανειακ� . Eπιπλ��ν, η
�παρ�η εν
ς τ�τ�ι�υ συστ�ματ�ς συνεπ�γεται την �παρ�η μιας
απειρ�ας παρ
μ�ιων συστημ�των, τα �π��α μετα��ρ�νται με σταθε-
ρ� τα��τητα ως πρ�ς τ� αρ�ικ
 σ�στημα ανα��ρ�ς. &τσι, κατ� τ�
Nε�τωνα, τ� πι� πρ�ν�μιακ
 αδρανειακ
 σ�στημα ανα��ρ�ς ε�ναι
αυτ
 π�υ ε�ναι στερεωμ�ν� στ� «κ�ντρ� τ�υ Σ�μπαντ�ς».

Oι αρ��ς της Δυναμικ�ς μπ�ρε� να εκ�ρασθ��ν με τρ�α θεμελι�δη
�υσικ� μεγ�θη, δηλαδ� τ� μ�κ�ς, τ� �ρ
ν� και τη μ�!α. Σ�μ�ωνα με
την Kλασικ� Δυναμικ�, η μ��α εν
ς σ�ματ�ς παραμ�νει σταθερ� και
ανε��ρτητη απ
 την κ�νησ� της και τ� �ρ
ν�. Eπ�σης, � ��ρ�ς ε�ναι
απ
λυτ�ς και μπ�ρε� να περιγρα�ε� με στ�ι�ε�α της Eυκλε�δειας Γε-
ωμετρ�ας. Eπ�μ�νως, θεωρε�ται 
τι ε�ναι �μ�γεν�ς και ισ
τρ�π�ς,
δηλαδ� ��ει τις �διες μετρικ�ς ιδι
τητες σε κ�θε σημε�� και διε�θυνση.
Eπιπλ��ν, � �ρ�ν�ς ε�ναι απ
λυτ�ς (δηλαδ� � �δι�ς για παρατηρητ�ς
π�υ �ρ�σκ�νται σε δια��ρετικ� συστ�ματα ανα��ρ�ς και ανε��ρτη-
τ�ς απ
 την κ�νηση και τα �υσικ� αντικε�μενα) και �μ�γεν�ς (δηλα-
δ� ανε��ρτητ�ς απ
 τ� ��ρ�).

Παραδ�σιακ�, η Δυναμικ� �ωρ�!εται σε δ�� μεγ�λες περι���ς:
την Kινηματικ� και την Kινητικ�. H πρ�τη ε�ετ�!ει τη γεωμετρ�α
της κ�νησης. Δηλαδ� συνδ�ει τις �νν�ιες της θ�σης, της τα��τητας,
της επιτ��υνσης και τ�υ �ρ
ν�υ �ωρ�ς ανα��ρ� στη �υσικ� αιτ�α της
κ�νησης. Aπ
 την �λλη μερι� η Kινητικ� ε�ετ�!ει τη σ��ση αν�μεσα
στις δυν�μεις, τη μ�!α και την κ�νηση των σωμ�των. Δηλαδ� πρ�-
�λ�πει την κ�νηση αν ε�ναι γνωστ�ς �ι δυν�μεις � καθ�ρ�!ει τις δυν�-
μεις π�υ απαιτ��νται για την επ�τευ�η συγκεκριμ�νης κ�νησης.

Aν η κ�νηση εν
ς σ�ματ�ς ε�ναι τ�τ�ια, �στε να μπ�ρε� να αγν�η-
θε� η περιστρ��� (αλλαγ� πρ�σανατ�λισμ��) τ�υ, τ
τε τ� σ�μα
�ν�μ�!εται υλικ� σημε��. %ταν η περιστρ��� εν
ς σ�ματ�ς ε�ναι
σημαντικ�, αλλ� η αλλαγ� στην απ
σταση μετα�� δ�� τυ�α�ων ση-
με�ων τ�υ ε�ναι αμελητ�α, τ
τε τ� σ�μα �ν�μ�!εται απαραμ
ρ�ωτ�
στερε
 � απλ� στερε� σ�μα. T�λ�ς, 
ταν �ι παραμ�ρ��σεις τ�υ σ�-
ματ�ς ε�ναι σημαντικ�ς, τ
τε τ� σ�μα �ν�μ�!εται παραμ�ρ��σιμ�
σ�μα. E�ναι πρ��αν�ς 
τι τ� �δι� σ�μα μπ�ρε� να θεωρηθε� ως υλικ

σημε��, στερε
 � παραμ�ρ��σιμ� σ�μα αν�λ�γα με τ� σκ�π
 της με-
λ�της (π.�. πλαν�τες, αερ�πλ�να, αυτ�κ�νητα).

T� αντικε�μεν� τ�υ παρ
ντ�ς μαθ�ματ�ς ε�ναι η αν�λυση της κ�-
νησης δυναμικ�ν συστημ�των, τα �π��α απ�τελ��νται απ
 υλικ� ση-
με�α και απ
 στερε� σ�ματα. Tα μαθηματικ� μ�ντ�λα π�υ πρ�κ�-
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πτ�υν για τα συστ�ματα αυτ� απ�τελ��νται απ
 καν�νικ�ς δια��ρι-
κ�ς ε�ισ�σεις με ανε��ρτητη μετα�λητ� τ� �ρ
ν�. Aπ
 την �λλη με-
ρι�, η κ�νηση παραμ�ρ��σιμων στερε�ν σωμ�των � ρευστ�ν σωμ�-
των (δηλαδ� σωμ�των π�υ δεν μπ�ρ��ν να παραλ���υν διατμητικ�
τ�ση 
ταν �ρ�σκ�νται σε κατ�σταση στατικ�ς ισ�ρρ�π�ας και δεν
���υν πρ�τιμητ�α μ�ρ��) περιγρ��εται απ
 μερικ�ς δια��ρικ�ς ε�ι-
σ�σεις με ανε��ρτητες μετα�λητ�ς τ� �ρ
ν� καθ�ς και �ωρικ�ς
συντεταγμ�νες. H περιγρα�� και αν�λυση της κ�νησης παραμ�ρ��-
σιμων σωμ�των απ�τελε� αντικε�μεν� �λλων μαθημ�των (π.�. Eλα-
στ�δυναμικ�, Mη�ανικ� Pευστ�ν).

T� σ�ν�λ� των αρ��ν κ�νησης π�υ πρ�κ�πτ�υν με απευθε�ας
ε�αρμ�γ� των ν
μων τ�υ Nε�τωνα απ�τελε� τη Nευτ�νεια � Διανυ-
σματικ� Δυναμικ�. Mια εναλλακτικ� μ�θ�δ�ς για τη θεμελ�ωση και
την παραγωγ� των ε�ισ�σεων κ�νησης παρ�υσι�!εται απ
 την �ν�-
μα!
μενη Aναλυτικ� Δυναμικ�, π�υ αναπτ��θηκε κυρ�ως απ
 τ�ν
Lagrange και τ�ν Hamilton. H μ�θ�δ�ς αυτ� απαιτε� την εισαγωγ�
πι� α�ηρημ�νων ενν�ι�ν –
πως �ι γενικευμ�νες συντεταγμ�νες, δυ-
ν�μεις και �ρμ�ς καθ�ς και �ι δυνατ�ς μετατ�π�σεις– αλλ� παρ�υ-
σι�!ει �ρισμ�να σημαντικ� πλε�νεκτ�ματα ως πρ�ς τις μεθ
δ�υς της
Nευτ�νειας Δυναμικ�ς.

Σε 
λη την �κταση τ�υ παρ
ντ�ς �ι�λ��υ δ�νεται καταρ��ν �μ�αση
στη δι�κριση �ρισμ�ν και ενν�ι�ν π�υ ανα��ρ�νται στην Kινηματικ�
και στην Kινητικ�. Eπιπλ��ν, γ�νεται δια�ωρισμ
ς μετα�� των δια��-
ρετικ�ν μεθ�δ�λ�γι�ν της Kινητικ�ς. Aπ
 την �λλη μερι�, τ�ν�!εται
η αλληλ�σ�νδεση π�υ υπ�ρ�ει μετα�� των δια�
ρων περι���ν και
αρ��ν της Δυναμικ�ς. Στα πρ�τα δ�� κε��λαια τ�υ �ι�λ��υ παρ�υ-
σι�!εται η Kινηματικ� και η Kινητικ� Yλικ�ν Σημε�ων. Oι �ρισμ�� και
�ι αρ��ς της Kινητικ�ς αναπτ�σσ�νται αρ�ικ� για μεμ�νωμ�να υλικ�
σημε�α και γενικε��νται στη συν��εια για συστ�ματα υλικ�ν σημε�ων.
T� τρ�τ� και τ� τ�ταρτ� κε��λαι� ανα��ρ�νται στην Kινηματικ� και
την Kινητικ� Στερε�ν Σωμ�των και απ�τελ��ν �υσικ� συν��εια τ�υ
πρ�τ�υ και τ�υ δε�τερ�υ κε�αλα��υ, αντ�στ�ι�α. T�λ�ς, στ� π�μπτ�
κε��λαι� γ�νεται παρ�υσ�αση των �ασικ�ν αρ��ν της Aναλυτικ�ς
Δυναμικ�ς.

Για την καταν
ηση της θεωρ�ας της Δυναμικ�ς και την παραγωγ�
σωστ�ν μαθηματικ�ν μ�ντ�λων ε�ναι απαρα�τητη η γν�ση �ασικ�ν
στ�ι�ε�ων τ�υ Διανυσματικ��, τ�υ Δια��ρικ�� και τ�υ Oλ�κληρω-
τικ�� Λ�γισμ��, καθ�ς και των ενν�ι�ν, αρ��ν και μεθ�δ�λ�γι�ν
της Στατικ�ς. Eπ�σης, τ� υλικ
 π�υ παρ�υσι�!εται στα παραρτ�μα-
τα A και  B και ανα��ρεται στ�ν �ρισμ
 και τις ιδι
τητες τ�υ Tανυ-
στ� Aδρ�νειας και στην παρ�υσ�αση στ�ι�ε�ων τ�υ Λ�γισμ�� των
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Mετα��λ�ν, αντ�στ�ι�α, ε�ναι απαρα�τητ� συμπλ�ρωμα τ�υ τετ�ρ-
τ�υ και τ�υ π�μπτ�υ κε�αλα��υ, αντ�στ�ι�α. Eπιπλ��ν, για την επ�λυ-
ση των ε�ισ�σεων π�υ πρ�κ�πτ�υν απ
 την ε�αρμ�γ� των αρ��ν
της Δυναμικ�ς ε�ναι �ρ�σιμη η γν�ση μεθ
δων επ�λυσης αλγε�ρικ�ν
και δια��ρικ�ν ε�ισ�σεων με αναλυτικ
 � με αριθμητικ
 τρ
π�.

Σε κ�θε �ε�ωριστ� εν
τητα, η παρ�υσ�αση της θεωρ�ας συν�δε�ε-
ται απ
 �ναν αριθμ
 παρατηρ�σεων, π�υ ���υν σκ�π
 τη συμπλ�-
ρωση � τη διαλε�κανση �ρισμ�νων σημε�ων της θεωρ�ας. Στη συν�-
�εια γ�νεται η συστηματικ� επ�λυση αντιπρ�σωπευτικ�ν παραδειγ-
μ�των, με σκ�π
 την περαιτ�ρω εμ��θυνση και καταν
ηση της θε-
ωρ�ας. Παρ�λληλα με την αν�πτυ�η των μαθηματικ�ν μ�ντ�λων π�υ
πρ�κ�πτ�υν και τη διαδικασ�α επ�λυσ�ς τ�υς, δ�νεται �μ�αση στη
σωστ� ερμηνε�α και τη σημασ�α των απ�τελεσμ�των κ�θε παραδε�γ-
ματ�ς. T�λ�ς, για να δ�θε� η ευκαιρ�α στ�ν αναγν�στη να ελ�γ�ει σε
π�ι� �αθμ
 κατ��ει τη θεωρ�α καθ�ς και να διαπιστ�σει τη �ρησιμ
-
τητα της Δυναμικ�ς στην επ�λυση μερικ�ν απλ�ν πρακτικ�ν ε�αρ-
μ�γ�ν, παρ�υσι�!εται στ� τ�λ�ς κ�θε κε�αλα��υ �νας αριθμ
ς �λυ-
των πρ��λημ�των.

Στ� σημε�� αυτ
 θα �θελα να ευ�αριστ�σω τις Eκδ
σεις Z�τη για
τις πρ�σπ�θειες π�υ κατ��αλαν για την καλ�τερη δυνατ� εμ��νιση
τ�υ �ι�λ��υ αυτ��.

Θεσσαλ�ν�κη, M�ρτι�ς 1994 Σωτ�ρης Nατσι��ας
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11 KINHMATIKH YΛIKOY ΣHMEIOY

1.1 EIΣAΓΩΓH

H KÈÓËÌ·ÙÈÎ‹ Â›Ó·È Ô ÎÏ¿‰Ô˜ ÙË˜ MË¯·ÓÈÎ‹˜ Ô˘ ÂÍÂÙ¿˙ÂÈ Î·È ·Ó·Ï‡ÂÈ
ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜, ¯ˆÚ›˜ Ó· ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙ· ·›ÙÈ· Ô˘
ÙËÓ ÚÔÎ·ÏÔ‡Ó. °È· ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô, ˆ˜ κ�νηση ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ·ÏÏ·Á‹ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘ ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ÔÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜. ŒÙÛÈ, ÁÈ· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙË˜
Î›ÓËÛË˜ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Ù· ıÂÌÂÏÈÒ‰Ë Ê˘ÛÈÎ¿ ÌÂÁ¤ıË Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ Î·È Ô
¯ÚfiÓÔ˜.

™ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘Ùfi ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ·Ú¯ÈÎ¿ ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ı¤-
ÛË˜, Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ·Ú¿ÁÔÓÙ·È ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÁÈ·
ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÌÂÚÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·Ó·ÊÔ-
Ú¿˜ Ô˘ ÂÈÏ¤ÁÔÓÙ·È Û˘¯Ó¿ ÛÂ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜. ¶·Ú¿ÏÏËÏ·, ÂÍËÁÂ›Ù·È
Ë Ê˘ÛÈÎ‹ ÛËÌ·Û›· ÙˆÓ Û˘ÓÈÛÙˆÛÒÓ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ. TÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ
ÙÂÏÂÈÒÓÂÈ ÌÂ ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔ-
Ú¿˜ Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È ·Ú¿ÏÏËÏ· ˆ˜ ÚÔ˜ Î¿ÔÈÔ ¿ÏÏÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜.

EÎÙfi˜ ·fi ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ÁÂˆÌÂÙÚ›·˜, Ë ‚·ÛÈÎ‹ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ¤ÓÓÔÈ· Ô˘
ÂÈÛ¿ÁÂÙ·È Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙÔ ·ÚfiÓ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Â›Ó·È Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ·Ú¿-
ÁˆÁÔ˜ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜. H ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ·˘Ù‹ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜ ÙfiÛÔ ÛÙÔ
Ì¤ÁÂıÔ˜ fiÛÔ Î·È ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜.

1.2 ΔIANYΣMA ΘEΣHΣ, TAXYTHTA, EΠITAXYNΣH

1.2.1 Oρισμ��

£ÂˆÚÂ›Ù·È ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô Î·ıÒ˜ ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ ÙÚÔ¯È¿ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ. H ÙÚÔ¯È¿
·˘Ù‹ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË ¯ˆÚÈÎ‹ Î·Ì‡ÏË  C  Î·È ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛıÂ›
Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ Î¿ÔÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜  Oxyz  (‹  F),  fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ
Û¯‹Ì· 1.1. MÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi Ë ı¤ÛË  ™  ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹  t  Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È Ï‹Úˆ˜ ·fi ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· Ô˘ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ·Ú¯‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô
O  ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó·ÊÔÚ¿˜  F  Î·È ˆ˜ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  ™. TÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·
·˘Ùfi,  r(t),  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È δι�νυσμα θ�σης ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ
Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜  F.
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Σ�	μα 1.1

™ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹  t+¢t  ÙÔ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô Î·Ù·Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙË ı¤ÛË  ™¢,  Ë
ÔÔ›· Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜  r(t+¢t).  ™Â ·Ó·ÏÔÁ›· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈ-
ÛÌfi ÙË˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘ ‚·ıÌˆÙ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜  f(t),  Ô ÔÔ›Ô˜ Â›Ó·È

�
f(t) = df

dt
 = lim

¢tÆ0
 f(t+¢t) – f(t)

¢t
   ,

ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛıÂ›  Î·È Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜
r(t).  ¢ËÏ·‰‹

v(t) =  �r(t)  , (1.1)

ÌÂ

�r(t) = lim
¢tÆ0

 r(t+¢t) – r(t)
¢t

 = lim
¢tÆ0

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

¢r
¢t

   = dr
dt

 .

TÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  v(t)  Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È τα��τητα
ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙË ı¤ÛË  ™.

MÂ ·ÚfiÌÔÈÔ ÙÚfiÔ ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È Ë επιτ��υνση ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙË
ı¤ÛË  ™,  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜  F,  ˆ˜ Ë ¯ÚÔÓÈÎ‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙÔ˘
‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜. ¢ËÏ·‰‹

a(t) ∫  �v(t) = ��r (t)  (1.2)

● Παρατ�ρηση 1η: EÂÈ‰‹ Ë KÈÓËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÍÂÙ¿˙ÂÈ ÌfiÓÔ ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜
Î›ÓËÛË˜ Î·È ‰ÂÓ ÂÌÏ¤ÎÂÈ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ÓfiÌÔ˘˜, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÚÔÙÈÌËÙ¤·
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Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·Ó·ÊÔÚ¿˜. H Î›ÓËÛË fiÌˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ·fi ·Ú·-
ÙËÚËÙ¤˜ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ Î·È ÂÔÌ¤-
Óˆ˜ Ú¤ÂÈ Ó· Î·ıÔÚÈÛıÂ› Î¿ÔÈÔ Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚ›Ùˆ-
ÛË. E›ÛË˜, ÌÂ ‚¿ÛË ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜, ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙˆÓ ‰È·-
Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ı¤ÛË˜, Ù·¯‡ÙËÙ·˜  Î·È ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛıÔ‡Ó ÛÙÔ
ÈÔ ‚ÔÏÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ (Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi, Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎfi, ÛÊ·ÈÚÈÎfi
Î.Ï.), fiˆ˜ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È ÛÙÈ˜ ÂfiÌÂÓÂ˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘˜.

● Παρατ�ρηση 2η: ™Â ÌÂÚÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙË˜ Ú¿ÍË˜, ·ÓÙ› ÙË˜ ÛÙÈÁ-
ÌÈ·›·˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1.1) ÁÈ· ·ÂÈÚÔÛÙfi ¯ÚÔÓÈÎfi
‰È¿ÛÙËÌ·  dt,  Â›Ó·È ÈÔ ¯Ú‹ÛÈÌÔ Ó· ıÂˆÚËıÂ› ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ  ¢t  Î·È Ó·
ÔÚÈÛıÂ› Ë μ�ση τα��τητα

–v(t) = ¢r
¢t

  ,

fiÔ˘
¢r = r(t+¢t) – r(t)

Â›Ó·È ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ  ¢t.
MÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë μ�ση επιτ��υνση

–a(t) = ¢v
¢t

  ,

ÌÂ

¢v = v(t+¢t) – v(t) .

● Παρατ�ρηση 3η: MÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ ÔÚ›ÛıËÎ·Ó Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈ-
Ù¿¯˘ÓÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÔÚÈÛıÔ‡Ó Î·È ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ·ÓÒÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÙË˜ Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛË˜  r(t).  A˘Ù¤˜ ÔÈ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ, fiÌˆ˜, ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó Û˘Ó‹ıˆ˜ Ú·ÎÙÈÎ‹
·Í›·, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ ÂÌÏ¤ÎÔÓÙ·È ÛÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÙË˜ KÈÓËÙÈÎ‹˜. TË ÌfiÓË ÂÍ·›-
ÚÂÛË ·ÔÙÂÏÂ› Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜, Ë ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹
ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ÌË¯·ÓÈÛÌÒÓ Î·È ÙË˜ ÎÚÔ‡ÛË˜ Ô¯ËÌ¿ÙˆÓ.

● Παρατ�ρηση 4η: O Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜  r(t)  Â›Ó·È Û˘ÓÙÔÌÔÁÚ·Ê›· ÙÔ˘ ÏË-
Ú¤ÛÙÂÚÔ˘ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡  rO™(t).  TÔ ›‰ÈÔ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜
(1.1)  Î·È (1.2), Ô˘ ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡Ó ÙÔ˘˜ ÈÔ Ï‹ÚÂÈ˜, ·ÏÏ¿ Î·È ÈÔ ÔÏ‡-
ÏÔÎÔ˘˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜

v = v™/F = ( �rO™)F

Î·È

a = a™/F = ( �v™/F)F .
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H ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙˆÓ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÒÓ ·˘ÙÒÓ ı· Ê·ÓÂ› ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ KÈÓË-
Ì·ÙÈÎ‹˜ ÛÙÂÚÂÒÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙË˜ Û¯ÂÙÈÎ‹˜ Î›ÓËÛË˜ ÛˆÌ¿ÙˆÓ, fiÔ˘
ÂÌÏ¤ÎÔÓÙ·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·fi ¤Ó· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·Ó·ÊÔÚ¿˜.

1.2.2 Kαρτεσιαν� Σ�στημα Aνα��ρ�ς

™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ë ÙÚÔ¯È¿ ÂÓfi˜ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘  ™  Â›Ó·È ÌÈ· ¯ˆÚÈÎ‹
Î·Ì‡ÏË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¿ ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

(x™, y™, z™) = (x(t), y(t), z(t))

ˆ˜ ÚÔ˜ ÔÚıÔÎ·ÓÔÓÈÎfi Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜  Oxyz,  fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ
ÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.  ŒÙÛÈ, ·Ó  ex, ey  Î·È  ez  Â›Ó·È Ù· ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ‚¿-

Σ�	μα 1.2

ÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó·ÊÔÚ¿˜, ÙfiÙÂ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÙË ÌÔÚÊ‹:

r(t) = x(t) ex + y(t) ey + z(t) ez .

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·, ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi (1.1) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ·
ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Â›Ó·È:

v(t) = lim
¢tÆ0

 [x(t+¢t) ex + y(t+¢t) ey + z(t+¢t) ez] – [x(t) ex + y(t) ey + z(t) ez]
¢t

 .

EÔÌ¤Óˆ˜,

v(t) = vx ex + vy ey + vz ez = �x(t) ex +  �y(t) ey +  �z(t) ez  . (1.3)
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¶·ÚfiÌÔÈ·, Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

a(t) = ax ex + ay ey + az ez = ��x(t) ex + ��y(t) ey + ��z(t) ez  . (1.4)

● Παρατ�ρηση 1η: ™Â ÔÏÏ¤˜ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ Ë ÌÂÏÂÙÒÌÂÓË ÙÚÔ-
¯È¿ Â›Ó·È Î·Ì˘ÏfiÁÚ·ÌÌË, ·ÏÏ¿ επ�πεδη. ™ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÙÔ
Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÈÏÂÁÂ› ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

z(t) = z0 = ÛÙ·ıÂÚ¿ ,

ÔfiÙÂ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜  (1.3)  Î·È  (1.4)  ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·ÓÙ·È ·fi ÙÈ˜

v = �x ex +  �y ey (1.5)
Î·È

a = ��x ex + ��y ey  , (1.6)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

● Παρατ�ρηση 2η: ™Â ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë ÙÚÔ¯È¿ Â›Ó·È ευθ�-
γραμμη, ‰ËÏ·‰‹ Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

z(t) = z0 = ÛÙ·ıÂÚ¿    Î·È    y(t) = y0 = ÛÙ·ıÂÚ¿ ,

ÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› (1.3)  Î·È  (1.4)  Á›ÓÔÓÙ·È

v = �x ex

Î·È
a = ��x ex  ,

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÂÎÊ˘Ï›˙ÂÙ·È Ô ÚfiÏÔ˜ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ
Î·È fiÏ· Ù· ÌÂÁ¤ıË ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ıÂˆÚËıÔ‡Ó ˆ˜ ‚·ıÌˆÙ¿. EÈÏ¤ÔÓ, Á›ÓÂ-
Ù·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ë Â›Â‰Ë Î›ÓËÛË Â›Ó·È Â·ÏÏËÏ›· ‰‡Ô ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ ÎÈ-
Ó‹ÛÂˆÓ ÛÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ  Ox  Î·È  Oy, ÂÓÒ Ë ¯ˆÚÈÎ‹ Î›ÓËÛË
Â›Ó·È Â·ÏÏËÏ›· ÙÚÈÒÓ ÎÈÓ‹ÛÂˆÓ ÛÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜  Ox, Oy  Î·È  Oz.

� Παρ�δειγμα 1.1: Eυθ�γραμμη K�νηση με Γνωστ	 Eπιτ��υνση

YÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÂÎÙÂÏÂ› Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌË Î›ÓËÛË ÌÂ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË Ô˘ Â›Ó·È ÁÓˆ-
ÛÙ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘. ¢ËÏ·‰‹

��x = f(t)  . (1)

AÓ Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË Î·È Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ Â›Ó·È  x0  Î·È  v0,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,
Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÁÈ· ¯ÚfiÓÔ  t > 0.
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Λ�ση:
MÂ ·Â˘ıÂ›·˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  (1)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

v = �x = Ú0

t
 f(Ù) dÙ + a ,

fiÔ˘  a  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ¿ Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û˘Óı‹ÎË

v(0) = a = v0 .

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Â›Ó·È

v(t) = v0 + Ú0

t
 f(Ù) dÙ . (2)

O ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË
ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  (2).  ¢ËÏ·‰‹

x(t) = Ú0

t
 v(Í) dÍ + b , (3)

fiÔ˘ Ë ÛÙ·ıÂÚ¿  b  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Óı‹ÎË

x(0) = b = x0  .

™˘Ó‰˘¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ·Ú·¿Óˆ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜  (2)  Î·È  (3)  ÚÔ-
Î‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Â›Ó·È:

x(t) = x0 + v0t + Ú0

t
  Ú0

Í
 f(Ù) dÙ dÍ  . (4)

➧ Σημε�ωση: MÈ· ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÂ Ú·ÎÙÈÎfi ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ Â›Ó·È Ë Î›ÓË-
ÛË ÌÂ σταθερ� επιτ��υνση, ‰ËÏ·‰‹ ÌÂ

f(t) = a0  .

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜  (2)  Î·È  (4)  Á›ÓÔÓÙ·È

v = v0 + a0 t (5)

Î·È

x = x0 + v0 t + 1
2
 a0 t2  , (6)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. EÈÏ¤ÔÓ, ··ÏÂ›ÊÔÓÙ·˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ ·fi ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (5)  Î·È
(6)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

v2 = v2
0 + 2a0 (x – x0)  . (7)
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� Παρ�δειγμα 1.2: K�νηση με Περι�ρισμ��ς

TÔ ¿ÎÚÔ  A  ÙË˜ ÛÙÂÚÂ¿˜ Ú¿‚‰Ô˘ Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯‹Ì· ·Ú¯›-
˙ÂÈ Ó· ÎÈÓÂ›Ù·È ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Ó· ¤¯ÂÈ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË

x = ·t2 (1)

AÓ Ë ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜  ·  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Â›Ó·È l  Ó· ˘Ô-
ÏÔÁÈÛıÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ¿ÏÏÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  B, Ô˘ ÎÈÓÂ›Ù·È Î·-

Ù·ÎfiÚ˘Ê·, ÙË ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ Á›ÓÂÙ·È  y = l
2
 .

Σ�	μα 1.3

Λ�ση:
H ı¤ÛË  y  ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  B  ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË ı¤ÛË  x  ÙÔ˘

¿ÎÚÔ˘  A  Ì¤Ûˆ ÙË Û¯¤ÛË˜

x2 + (l – y)2 = l2  , (2)

‹ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜

y = l – ÷̀````l2 – x2  , (3)

Ë ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÂ› ÙË Û˘Óı‹ÎË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙË ÛÙÂÚÂfiÙËÙ· ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘. EÔ-
Ì¤Óˆ˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  B  ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

x�x + (l–y) (– �y) = 0  fi  �y = x�x

÷̀```l2–x2
   , (4)

ÂÓÒ Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  B  Â›Ó·È
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��y = (
�x2+x��x) ÷̀```l2–x2 + (x �x)2 (l2–x2)–1/2

l2 – x2

‹, ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ

��y = x
��x (l2–x2) +  �x2 l2

(l2 – x2)3/2   . (5)

TË ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ Á›ÓÂÙ·È  y = y0 = l
2
 ,  Ë Û¯¤ÛË  (3)  ‰›ÓÂÈ

x = x0 = ÷̀3
2

 l (6)

Î·È ¿Ú· Ë Û¯¤ÛË (1) Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ ·˘Ùfi Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÙË ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹

t = t0 = ÷̀x0
·

 = ÷̀`÷̀3 l
2·

  .

TËÓ ›‰È· ÛÙÈÁÌ‹, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  A  Â›Ó·È

�x0 = 2· t0 = ÷̀```2÷̀3 l· , (7)

ÂÓÒ Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È

��x0 = 2·  . (8)

T¤ÏÔ˜, ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ÂÎÊÚ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ  x0, �x0  Î·È  ��x0  ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜
(6), (7)  Î·È  (8), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (4) Î·È (5)  ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÈ ÙËÓ ÙÈÌ‹
ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Î·È ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  B  Î·Ù¿ ÙËÓ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹
t = t0.

Eρ�τηση: TÈ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·ıÒ˜  x Æ l;

� Παρ�δειγμα 1.3: K�νηση σε Oδηγητικ	 Kαμπ�λη
TÔ ¿ÎÚÔ  ™  ÂÓfi˜ Ì¤ÏÔ˘˜ ÌÈ·˜ ÌË¯·Ó‹˜ ÂÍ·Ó·ÁÎ¿˙ÂÙ·È Ó· ·ÎÔÏÔ˘ı‹ÛÂÈ

ÙËÓ Â›Â‰Ë Ô‰ËÁËÙÈÎ‹ Î·Ì‡ÏË

y = f(x) , (1)

fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.4. AÓ Ë Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË
Ox  Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ›ÛË ÌÂ  v0, Ó· ‚ÚÂıÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘
™  ÛÂ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹.

Λ�ση:
EÂÈ‰‹ Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘  ™  Â›Ó·È Â›Â‰Ë, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛ‹ ÙÔ˘



9

Î·ıÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜  (1.5) Î·È (1.6), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ™ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜
·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·È ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜:

�x = v0,      ��x = 0  ,

Σ�	μα 1.4

�y = f¢(x)  �x = v0 f¢(x)

Î·È
��y = f¢¢(x) v2

0  .

ŒÙÛÈ, ÙÂÏÈÎ¿ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘  ™  ¤¯ÂÈ ÌÔÚÊ‹

v = v0 [ex + f¢(x) ey]  ,

ÂÓÒ Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛ‹ ÙÔ˘ Â›Ó·È

a = v2
0 f¢¢(x) ey  ,

ÌÂ
x = v0 t + x0  .

� Παρ�δειγμα 1.4: B�λ	 Yλικ�� Σημε��υ

YÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ ÁÓˆÛÙ‹ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË

a = – g ey , (1)

fiÔ˘  g  Â›Ó·È Ì›· ıÂÙÈÎ‹ ÛÙ·ıÂÚ¿. AÓ Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È

r0 = x0 ex + y0 ey (2)

Î·È ‚¿ÏÏÂÙ·È ÌÂ ·Ú¯ÈÎ‹ Ù·¯‡ÙËÙ·
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v0 = v0x ex + v0y ey = v0 (cosı ex + sinı ey)  , (3)

ÙfiÙÂ:

·) N· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë ı¤ÛË Î·È Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹
ÛÙÈÁÌ‹.

‚) N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ı¤ÛË  xÌ  ÛÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ ÛÒÌ· Êı¿ÓÂÈ ÛÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ
‡„Ô˜  H  ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘.

Á) N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜  ı  ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÙÔ ÛÒÌ· ı· Û˘Á-
ÎÚÔ˘ÛıÂ› ÌÂ ÛÙfi¯Ô Ô˘ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  x™  Î·È  y™.

‰) N· Î·ıÔÚÈÛıÂ› Ë ı¤ÛË  xs  ÛÙËÓ ÔÔ›·  y = y0.

Σ�	μα 1.5

Λ�ση:
·) MÂ ·Â˘ıÂ›·˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

v = c1 ex + (c2 – gt) ey + c3 ez .

EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙË Û¯¤ÛË (3), ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  c1, c2  Î·È  c3  Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙Ô-
ÓÙ·È ÛÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË ·›ÚÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜

c1 = v0x,    c2 = v0y,    c3 = 0 .

ÕÚ·, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Â›Ó·È

v = v0x ex + (v0y – gt) ey  . (4)

¶·ÚfiÌÔÈ·, ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (4)  Ô‰ËÁÂ› ÛÙË Û¯¤ÛË

r = (v0xt + c4) ex + 
 Ë
Ê

 ̄
ˆv0yt + c5 – 1

2
 gt2  ey + c6 ez ,

Ë ÔÔ›· ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ Û¯¤ÛË˜ (2)  ‰›ÓÂÈ
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r = (x0 + v0xt) ex + 
 Ë
Ê

 ̄
ˆy0 + v0yt – 1

2
 gt2  ey  . (5)

‚) MÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (5) Ë Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤-
ÛË˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË

y = y0 + v0yt – 1
2
 gt2  . (6)

H ·ÎÚ·›· ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·˘Ù‹˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û˘Óı‹ÎË

�y = 0  fi  tÌ = v0y
g

  , (7)

Ë ÔÔ›· ÌÂ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (6)  ‰›ÓÂÈ

H = y(tÌ) = y0 + 
v2

0y
2g

  . (8)

EÂÈ‰‹  ��y (tÌ) = – g < 0,  Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ë  H  Â›Ó·È Ú¿ÁÌ·ÙÈ Ë Ì¤ÁÈÛÙË
ÙÈÌ‹ ÙË˜ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛ·˜  y (ÁÈ·Ù›;).  H ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ı¤ÛË ÛÙËÓ
ÔÔ›· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ·˘Ùfi ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (5)  ÛÙË ÌÔÚÊ‹

xÌ = x(tÌ) = x0 + v0x v0y
g

 = x0 + 
v2

0
2g

 sin2ı  . (9)

A·ÏÂ›ÊÔÓÙ·˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t  ·fi ÙÈ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜  r
ÌÔÚÂ› Â‡ÎÔÏ· Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È παρα�!λικ�
ÌÂ ÎÔÚ˘Ê‹ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (xÌ, yÌ).

Á) Afi ÙË Û¯¤ÛË (5)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ

x™ = x0 + v0x t™

Î·È fiÙÈ

y™ = y0 + v0y t™ – 1
2
 g t2

™  .

A·ÏÂ›ÊÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ¯ÚfiÓÔ  t™  ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ Û¯¤ÛÂÈ˜, ÚÔÎ‡ÙÂÈ
Ë Û˘Óı‹ÎË

tan2ı™ – 2v2
0

g(x™–x0)
 tanı™ + 2v2

0 (y™–y0)
g(x™–x0)2   + 1 = 0 (10)

ÁÈ· ÙË ÁˆÓ›·  ı.  H ·Ú·¿Óˆ Û˘Óı‹ÎË ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ‰‡Ô ÙÈÌ¤˜ ÙË˜
ÁˆÓ›·˜  ı™.  H ÙÚÔ¯È¿ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙË ÌÈÎÚfiÙÂÚË / ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË Áˆ-
Ó›· Ï¤ÁÂÙ·È ευθ��!λη / επισκυπτικ�, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

‰) °È·  y = y0  Î·È  t π 0,  Ë ÂÍ›ÛˆÛË  (6)  ‰›ÓÂÈ

ts = 2v0y
g

 = 2tÌ  .
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EÔÌ¤Óˆ˜,

xs = x(ts) = x0 + 
v2

0
g

 sin2ı  .

Eρ�τηση 1η: ¶ˆ˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ı¤ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  S  ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.5;

Eρ�τηση 2η: ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë Û¯¤ÛË ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÙÈ˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË˜  y  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ Î·È ÙÈ˜ ·Ú·ÁÒÙÔ˘˜ ÙË˜ ˆ˜ ÚÔ˜  x;

1.2.3 Kυλινδρικ� Σ�στημα Aνα��ρ�ς

™Â ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ ÌÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ‹ ÁÂˆÌÂÙÚ›· Â›Ó·È ‚ÔÏÈÎfi Ó·
¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  (r, ı, z),  fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ ÔÚ›-
˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.6 ÁÈ· ÙÔ Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô  ™  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ·ÓÙ› ÁÈ· ÙÈ˜

Σ�	μα 1.6

Σ�	μα 1.7

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜
(x, y, z).  Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi, ÔÈ ¿ÍÔÓÂ˜  Oz, ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  z  Î·È Ù· ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡-
ÛÌ·Ù· ‚¿ÛË˜  ez  ÙˆÓ ‰‡Ô ·˘ÙÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿-
ÙˆÓ Û˘Ì›ÙÔ˘Ó. EÈÏ¤ÔÓ, ·Ó  ™¢  Â›Ó·È Ë

ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™  ÛÙÔ Â›Â‰Ô  Oxy,
ÙfiÙÂ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Î·È ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.7
ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯¤ÛÂÈ˜
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x = r cosı ,    y = r sinı . (1.7)

E›ÛË˜, Ù· ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ‚¿ÛË˜  er  Î·È  eı  ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘
Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜  O™¢  Î·È ÙË˜ Î·ı¤ÙÔ˘ ÙË˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È

Ì¤Ûˆ ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ

er = cosı ex + sinı ey (1.8)
Î·È

eı = – sinı ex + cosı ey (1.9)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÌÂ Ù· ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ‚¿ÛË˜  ex  Î·È  ey  ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·-
ÓÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó·ÊÔÚ¿˜. Afi ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ
Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·  er  Î·È  eı  Â›Ó·È Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË˜  ı.

™ÙÔ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·Ó·ÊÔÚ¿˜, ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™
ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

r = r er + z ez . (1.10)

EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  ™  ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÌÂ ·Ú·ÁÒÁÈÛË ÙË˜  (1.10)
ÛÙË ÌÔÚÊ‹

v = �r er +  �z ez + r  �er + z  �ez  .

™ÙËÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË, ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  ez  ‰È·ÙËÚÂ› ¿ÓÙ· ÛÙ·ıÂÚfi
Ì¤ÙÚÔ Î·È ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË, ÂÓÒ ÙÔ ·ÎÙÈÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ·  er  ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË Áˆ-
ÓÈ·Î‹ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË  ı. ¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, Ë Û¯¤ÛË (1.8)  Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ

�er = –
�
ı sinı ex + 

�
ı cosı ey ,

Ë ÔÔ›· ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1.9)  ‰›ÓÂÈ

�er = 
�
ı eı  . (1.11)

ŒÙÛÈ, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ·›ÚÓÂÈ ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ÙÂÏÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂ-
Ù·ÁÌ¤ÓÂ˜:

v = �r er + r 
�
ı eı +  �z ez  . (1.12)

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ·Ú·ÁÒÁÈÛË ÙË˜  (1.12).
¢ËÏ·‰‹

a = ��r  er + ( �r 
�
ı + r 

��
ı) eı + ��z ez +  �r  �er + r 

�
ı  �eı  . (1.13)

¶·Ú·ÁˆÁ›˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1.9)  Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ  (1.8)  ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ fiÙÈ

�eı = –
�
ı er  . (1.14)

ŒÙÛÈ, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ (1.11)  Î·È  (1.14)  Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1.13)  ‰›ÓÂÈ
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ÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ¤ÎÊÚ·ÛË ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜ ÛÂ Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜

a = (��r  – r 
�
ı2) er + (r 

��
ı + 2  �r 

�
ı) eı + ��z ez  . (1.15)

● Παρατ�ρηση 1η: ŸÙ·Ó Ë Î›ÓËÛË ÂÚÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ Â›Â‰Ô

z = H = ÛÙ·ıÂÚ¿,

Ï¤ÁÂÙ·È επ�πεδη Î·È ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÈÁÚ·ÊÂ› ·fi ÙÈ˜ ÔÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤-
ÓÂ˜ (r, ı)  ÌfiÓÔ. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË
ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜  (1.12)  Î·È  (1.15)  ÌÂ  �z = ��z = 0.
¶·ÚfiÌÔÈ·, fiÙ·Ó

ı = ı0 = ÛÙ·ıÂÚ¿ ,

Ë Î›ÓËÛË Â›Ó·È ¿ÏÈ Â›Â‰Ë, ·ÏÏ¿ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ «Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜»
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜  (r, z).
AÓ fiÌˆ˜

r = R = ÛÙ·ıÂÚ¿,

Ë Î›ÓËÛË Á›ÓÂÙ·È ¿Óˆ ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘ ·ÎÙ›Ó·˜  R.  ™ÙËÓ Â-
Ú›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜  (1.12)  Î·È  (1.15)  Á›ÓÔÓÙ·È

v = R 
�
ı eı +  �z ez

Î·È
a = – R

�
ı2 er + R

��
ı eı + ��z ez  ,

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

● Παρατ�ρηση 2η: AÓ ÙÔ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÎÈÓÂ›Ù·È ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

ı = ı0    Î·È    r = R
‹

ı = ı0    Î·È    z = H,

ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜  (1.12)  Î·È  (1.15) Á›ÓÔÓÙ·È ›‰ÈÂ˜ ÌÂ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û¯¤ÛÂÈ˜
Ô˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌË Î›ÓËÛË.
AÓ fiÌˆ˜

r = R   Î·È   z = H ,

Ë Î›ÓËÛË Â›Ó·È ÌÂÓ ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË, ·ÏÏ¿ ‰ÂÓ Â›Ó·È Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌË. H Î›ÓËÛË
·˘Ù‹ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È κυκλικ� Î·È ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù·¯‡ÙËÙ·

v = R
�
ı eı (1.16)

Î·È ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË

a = – R
�
ı2 er + R

��
ı eı  . (1.17)
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● Παρατ�ρηση 3η: OÈ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ÙˆÓ ÌÔÓ·‰È·›ˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿-
ÙˆÓ ‚¿ÛË˜  er  Î·È  eı,  Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.11)  Î·È
(1.14), ÌÔÚÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛıÔ‡Ó ÌÂ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎfi ÙÚfiÔ. T· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·
·˘Ù¿ ¤¯Ô˘Ó ÛÙ·ıÂÚfi Ì‹ÎÔ˜, ·ÏÏ¿ Ë ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛ‹ ÙÔ˘˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË Áˆ-
Ó›·  ı.  ŒÙÛÈ, Ë ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÙÔ˘ ·ÎÙÈÓÈÎÔ‡ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  er  Â›Ó·È

�er = der
dı

 
�
ı  . (1.18)

™‡ÌÊˆÓ· fiÌˆ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi

der
dı

 = lim
¢ıÆ0

er (ı+¢ı) – er(ı)
¢ı

 = lim
¢ıÆ0

 ¢er
¢ı

  .

E›ÛË˜, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜  1.8  ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ, Î·ıÒ˜ Ë
ÁˆÓ›·  ¢ı  Á›ÓÂÙ·È ·ÂÈÚÔÛÙ‹, Ë ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  ¢er  Ù·˘Ù›-
˙ÂÙ·È ÌÂ ÂÎÂ›ÓË ÙÔ˘  eı, ÂÓÒ ÙÔ Ì¤ÁÂıfi˜ ÙÔ˘ Á›ÓÂÙ·È ›ÛÔ ÌÂ  ¢ı. A˘Ùfi ÛË-
Ì·›ÓÂÈ fiÙÈ

der
dı

 =  eı (1.19)

Î·È Û˘Ó‰˘¿˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·˘Ùfi ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1.18)  Ô‰ËÁÂ› ÛÙË
Û¯¤ÛË  (1.11). T¤ÏÔ˜, ÌÂ ·ÚfiÌÔÈÔ ÙÚfiÔ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› Î·È Ë ÂÍ›ÛˆÛË
(1.14).

Σ�	μα 1.8

● Παρατ�ρηση 4η: Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË (1.12), ÔÈ Û˘ÓÈÛÙÒ-
ÛÂ˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙÈ˜ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂÈ˜  r  Î·È  z  ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ÏfiÁˆ ÌÂÙ·‚Ô-
Ï‹˜ ÙÔ˘ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜, ÂÓÒ Ë Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜
ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË  ı  ÚÔÎ‡ÙÂÈ, ÏfiÁˆ ·ÏÏ·Á‹˜ ÙË˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙÔ˘ ‰È·Ó‡-
ÛÌ·ÙÔ˜ ı¤ÛË˜. H ÂÈÎfiÓ· Â›Ó·È ÈÔ ÔÏ‡ÏÔÎË ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÏÈÎ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜
ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜. MÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜  1.9  Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ë ·Ï-
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Ï·Á‹ ÙÔ˘ Ì‹ÎÔ˘˜ Î·È ÙË˜ ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ ·ÎÙÈÓÈÎ‹˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛ·˜  vr  Û˘ÓÂÈ-

ÛÊ¤ÚÂÈ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜  ��r   Î·È  �r
�
ı  ÛÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË  (1.15)  ÙË˜ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË˜. ¶·-

ÚfiÌÔÈ·, Ë ·ÏÏ·Á‹ Ì‹ÎÔ˘˜ Î·È ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË˜ ÙË˜ ÁˆÓÈ·Î‹˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛ·˜  vı

·Ú¿ÁÂÈ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜  �r
�
ı + r

��
ı  Î·È  – r

�
ı2,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÛÙËÓ  (1.15).

(·) (‚)
Σ�	μα 1.9

� Παρ�δειγμα 1.5: K�νηση σε Kαρδι�ειδ	 Kαμπ�λη

TÔ ÛËÌÂ›Ô  ™  ÙÔ˘ Ì¤ÏÔ˘˜ ÂÓfi˜ ÌË¯·ÓÈÛÌÔ‡ ÎÈÓÂ›Ù·È ¿Óˆ ÛÂ Î·Ú‰ÈÔÂÈ‰‹
Ô‰ËÁËÙÈÎ‹ Î·Ì‡ÏË Ë ÔÔ›· ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

r = · (1 + cosı)  . (1)

AÓ Ë ÊÔÚ¿ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ Â›Ó·È ·ÓÙÈˆÚÔÏÔÁÈ·Î‹ Î·È Á›ÓÂÙ·È ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

�
ı = ˆ = ÛÙ·ıÂÚ¿  , (2)

Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™.

Σ�	μα 1.10
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Λ�ση:
¶·Ú·ÁÒÁÈÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜  (1)  Ô‰ËÁÂ› ÛÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

�r = – ·
�
ı sinı (3)

Î·È
��r  = – ·

��
ı sinı – ·

�
ı2 cosı  . (4)

AÏÏ¿, ·fi ÙË Û¯¤ÛË (2)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

��
ı = 0  . (5)

EÔÌ¤Óˆ˜, ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ (1)-(5) ÛÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.11) Î·È
(1.15)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

v = ·ˆ [– sinı er + (1 + cosı) eı]

Î·È

a = – ·ˆ2 [(1 + 2cosı) er + 2sinı eı] ,

ÌÂ
ı = ˆt + ı0  .

Eρ�τηση: ™Â ÔÈÂ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ë Ì¤ÁÈÛÙË ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË;

➧ Σημε�ωση: M›· ÂÎÙ›ÌËÛË ÁÈ· ÙË ‰ÈÂ˘ÎfiÏ˘ÓÛË Ô˘ ·Ú¤¯ÂÈ Ë ¯ÚËÛÈÌÔ-
Ô›ËÛË Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎÒÓ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ ·ÚfiÓ Úfi‚ÏËÌ· ÌÔÚÂ› Ó·
·Ó·Ù˘¯ıÂ› ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· Â›Ï˘ÛË˜ ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜ ¯ÚËÛÈ-
ÌÔÔÈÒÓÙ·˜ Î·ÚÙÂÛÈ·Ó¤˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜.

� Παρ�δειγμα 1.6: K�νηση στην Eπι��νεια Παρα��λ�ειδ��ς

TÔ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô  ™  ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ ·Ú¯‹  O  ÛÙÔ ¯ÚfiÓÔ  t = 0  Î·È ÎÈÓÂ›Ù·È
ÛÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ·Ú·‚ÔÏÔÂÈ‰Ô‡˜ ÂÎ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜, ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ ÂÍ›ÛˆÛË

z = H 
 Ë
Ê

 ̄
ˆr

R

2
  .

H ÙÚÔ¯È¿ Ô˘ ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  ™  ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¿ ·fi ÙÈ˜
ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜

r = ·t,     ı = ‚t2  .

N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ı¤ÛË, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· Î·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛ‹ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™, fiÙ·Ó
Êı¿ÓÂÈ ÙÔ ¿Óˆ ¯Â›ÏÔ˜ ÙÔ˘ ·Ú·‚ÔÏÔÂÈ‰Ô‡˜.
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Σ�	μα 1.11

Λ�ση:
ŸÙ·Ó ÙÔ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô  ™  Êı¿ÓÂÈ ÛÙÔ ¯Â›ÏÔ˜ ÙÔ˘ ·Ú·‚ÔÏÔÂÈ‰Ô‡˜ ÈÎ·ÓÔ-

ÔÈÂ›Ù·È Ë Û˘Óı‹ÎË

R = ·tx  fi  tx = R
·

 .

EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™  ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›Ûˆ-
ÛË (1.10)  ÛÙË ÌÔÚÊ‹

r = ·t er + H 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ·t

R

2
 ez .

ÕÚ·,
rx = r(tx) = R er +H ez  ,

ÌÂ

ıx = ‚ 
 Ë
Ê

 ̄
ˆR

·

2
  .

¶·ÚfiÌÔÈ·, Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™  ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË
(1.12)  ÛÙË ÌÔÚÊ‹

v = · er + 2·‚t2 eı + 2H ·
2t

R2  ez  .

EÔÌ¤Óˆ˜,

vx = v(tx) = ·er + 2  ‚
·

 R2 eı + 2· H
R

 ez  .

T¤ÏÔ˜, Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘  ™  ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË (1.15)
ÛÙË ÌÔÚÊ‹
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a = – ·t (2‚t)2 er + (·t 2‚ + 2·2‚t) eı + 2 H
R2 ·2 ez .

K·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·

ax = a(tx) = –4  ‚
2

·2  R3 er + 6‚R eı + 2H ·
2

R2 ez  .

➧ Σημε�ωση: Afi ÙÈ˜ ‰ÔıÂ›ÛÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

z = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ2 ·

2H
‚R2   ı

2
 = p ı

2
  .

H ÛÙ·ıÂÚ¿  p  ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙÔ ÏÂÁfiÌÂÓÔ ��μα ελ�κωσης (‰ËÏ·‰‹
ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ·fiÛÙ·ÛË Ô˘ ·Ó˘„ÒÓÂÙ·È ÙÔ ÛËÌÂ›Ô Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ·
ÌÈ·˜ ÔÏfiÎÏËÚË˜ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘ Á‡Úˆ ·fi ÙÔÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊÔ ¿ÍÔÓ·  Oz).

1.2.4 Tρ��ιακ� Σ�στημα Aνα��ρ�ς

¶ÔÏÏ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÙË˜ KÈÓËÌ·ÙÈÎ‹˜ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Ï‡ÓÔÓÙ·È Â˘ÎÔÏfiÙÂ-
Ú· ÌÂ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÂÓfi˜ ÂÈ‰ÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ. EÎÙfi˜ ·fi ÙË
‰ÈÂ˘ÎfiÏ˘ÓÛË ÙË˜ Ï‡ÛË˜, ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·˘Ùfi ·Ú¤¯ÂÈ ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜
Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ Ù· ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜.

O ÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ÂÈ‰ÈÎÔ‡ ·˘ÙÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙË
‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.12. ¶ÚÒÙ·, Ë ÙÚÔ¯È¿ ÙÔ˘ ÂÍÂÙ·˙ÔÌ¤ÓÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛË-
ÌÂ›Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ˆ˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ Ì‹ÎÔ˘˜ ÙfiÍÔ˘  s  ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜  C,  ÌÂ-
ÙÚÔ‡ÌÂÓÔ ·fi Î¿ÔÈÔ ÛÙ·ıÂÚfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜  ™0.  ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÙÔ ‰È¿-

Σ�	μα 1.12
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Ó˘ÛÌ· ı¤ÛË˜ ¤¯ÂÈ ÌÔÚÊ‹

r = r (s(t))

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ Â›Ó·È

v = dr
ds

  ds
dt

 = �s lim
¢sÆ0

 r(s+¢s) – r(s)
¢s

  , (1.20)

‹

v = �s lim
¢sÆ0

 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

¢r
 ¢s

    .

K·ıÒ˜ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘  ¢s  Á›ÓÂÙ·È ·ÂÈÚÔÛÙfi, Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ÙÔ ‰È¿-
Ó˘ÛÌ·  ¢r  Á›ÓÂÙ·È ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÛÙÔ ıÂˆÚÔ‡ÌÂÓÔ ÛËÌÂ›Ô  ™  ÂÓÒ
ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÏËÛÈ¿˙ÂÈ ÙËÓ ÙÈÌ‹  ¢s. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·

et = dr
ds

(1.21)

Â›Ó·È ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ε$απτ%μεν! δι�νυσμα ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÛÙÔ  ™, ÛÙËÓ Î·ÙÂ‡-
ı˘ÓÛË Ô˘ ·˘Í¿ÓÂÈ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜  s.

™˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÂÎÊÚ¿ÛÂˆÓ (1.20)  Î·È  (1.21)  Ô‰ËÁÂ› ÛÙË Û¯¤ÛË

v = �s et  , (1.22)

Ë ÔÔ›· ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ τ! δι�νυσμα της τα��τητας ε�ναι π�ντα ε$απτ%-
μεν! της τρ!�ι�ς. EÈÏ¤ÔÓ, ·Ú·ÁˆÁ›˙ÔÓÙ·˜ ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ‰›ÓÂÈ
ÙËÓ ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÛÙË ÌÔÚÊ‹

a = ��s  et + �s2 det
ds

  . (1.23)

°È· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ‰È·Ó‡ÛÌ·ÙÔ˜  det
ds

 ,  ÙÔ ÔÔ›Ô ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ·-

Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË ıÂˆÚÔ‡ÓÙ·È Ù· ÛËÌÂ›·  ™¢  Î·È  ™¢¢  ÛÙË ÁÂÈÙÔÓÈ¿ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘

™,  fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.13. K·ıÒ˜ Ù· ÛËÌÂ›·  ™¢  Î·È  ™¢¢  ÚÔÛÂÁÁ›-

˙Ô˘Ó ÙÔ  ™, ÙÔ Â›Â‰Ô Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  ™, ™¢  Î·È  ™¢¢  ÚÔÛÂÁ-
Á›˙ÂÈ ÙÔ ÏÂÁfiÌÂÓÔ εγγ�τατ! επ�πεδ! ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÛÙÔ  ™. ŒÙÛÈ, ÙÔ Â›Â‰Ô
·˘Ùfi Û˘Ì›ÙÂÈ ÌÂ ÙÔ Â›Â‰Ô Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  ™  Î·È ÙÔ

‰È¿Ó˘ÛÌ·  ¢et  = e¢t – et, Î·ıÒ˜ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘  ¢s = 
—
™™¢  Á›ÓÂÙ·È ·ÂÈÚÔÛÙfi.

EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  det
ds

  ÎÂ›Ù·È ÛÙÔ ÂÁÁ‡Ù·ÙÔ Â›Â‰Ô ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÛÙÔ

ÛËÌÂ›Ô  ™. EÈÏ¤ÔÓ, ÂÂÈ‰‹ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ·  et  ¤¯ÂÈ ÛÙ·ıÂÚfi Ì¤ÙÚÔ, ÙÔ ‰È¿Ó˘-

ÛÌ·  det
ds

   Â›Ó·È Î¿ıÂÙÔ ÛÙÔ  et.  ¢ËÏ·‰‹




