


K¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ ·ÓÙ›Ù˘Ô Ê¤ÚÂÈ ÙËÓ ˘ÔÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·

18Ô ¯ÏÌ £ÂÛ/Ó›ÎË˜-¶ÂÚ·›·˜

T.£. 171 ñ N¤ÔÈ EÈ‚¿ÙÂ˜ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜ ñ  T.K. 570 19

TËÏ.: 0392-72.222 (3 ÁÚ·Ì.) - Fax: 0392-72.229

www.ziti.gr e-mail: ziti@ziti.gr

¶. ZHTH & ™È· OEºˆÙÔÛÙÔÈ¯ÂÈÔıÂÛ›·
EÎÙ‡ˆÛË

AÚÌÂÓÔÔ‡ÏÔ˘ 27 ñ 546 35  £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË 

TËÏ. (031) 203.720,  Fax 211.305

EK¢O™EI™ ZHTHBÈ‚ÏÈÔˆÏÂ›Ô

A·ÁÔÚÂ‡ÂÙ·È Ë ÌÂ Î¿ıÂ ÙÚfiÔ ·ÓÙÈÁÚ·Ê‹ ‹ ·Ó··Ú·ÁˆÁ‹ Ì¤ÚÔ˘˜ ‹ fiÏÔ˘ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ 
¯ˆÚ›˜ ÙËÓ ¤ÁÁÚ·ÊË ¿‰ÂÈ· ÙÔ˘ Û˘ÁÁÚ·Ê¤· Î·È ÙÔ˘ ÂÎ‰fiÙË.

ISBN 960-431-596-X

© Copyright: ™. N·ÙÛÈ¿‚·˜, EÎ‰fiÛÂÈ˜ ZHTH

ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ˜ 2.000, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË



¶PO§O°O™

∏ ÂÍ¤Ù·ÛË ÙË˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ ‰È·Ù¿ÍÂˆÓ ‚·Û›˙ÂÙ·È Û˘¯Ó¿

ÛÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ıÂˆÚ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜. ŸÙ·Ó ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÙ·È Ë ÈÎ·ÓÔÔ›ËÛË ÙË˜

‚·ÛÈÎ‹˜ ˘fiıÂÛË˜ Ô˘ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·, ‰ËÏ·‰‹ fiÙÈ Ù· ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓ·

Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÂÎÙÂÏÔ‡Ó "Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜" Á‡Úˆ ·fi ÌÈ· ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜,

ÔÈ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ıÂˆÚ‹ÛÂÈ˜ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÂ ·ÚÎÂÙ¿ ·ÎÚÈ‚‹ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·. ŸÌˆ˜, ·ÎfiÌË

Î·È fiÙ·Ó Ë ‡·ÚÍË Î·È Â›‰Ú·ÛË ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ·Ú·ÁfiÓÙˆÓ Â›Ó·È ÂÌÊ·Ó‹˜, Ë ÚÒ-

ÙË ÂÎÙ›ÌËÛË ÙË˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ‚·Û›˙ÂÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÛÂ ·Ú¿ÏÂÈ„Ë ÙˆÓ ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ ‹ ÛÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·Û‹ ÙÔ˘˜ ÌÂ “ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˘˜”  ÁÚ·Ì-

ÌÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜.

√ Î‡ÚÈÔ˜ ÏfiÁÔ˜ ÁÈ· ÙËÓ ÚÔÙ›ÌËÛË ÚÔ˜ Ù· ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌË¯·ÓÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· Â›Ó·È fiÙÈ

Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ

Ë Â›Ï˘ÛË Î·È Ë ÌÂÏ¤ÙË Â›Ó·È ÔÏ‡ Â˘ÎÔÏfiÙÂÚË ·fi ÙËÓ Â›Ï˘ÛË ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ. ∏ ‡·ÚÍË ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ Û˘-

ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û¯¤ÛË ·ÈÙ›Ô˘-·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·ÙÔ˜, Î·ıÒ˜ Î·È Ë

·Ú¯‹ ÙË˜ Â·ÏÏËÏ›·˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜

Ô˘ Ó· Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÂ ·ÎÚÈ‚Â›˜ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ Ù¤ÙÔÈˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ. ∞fi ÙËÓ ¿ÏÏË

ÌÂÚÈ¿, Ë ‡·ÚÍË ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ Î¿ÓÂÈ Èı·Ó‹ ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÌÈ·˜ ÏËıÒÚ·˜

Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ Ô˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔ‚ÏÂÊıÔ‡Ó ‹ Ó· ÂÍËÁËıÔ‡Ó ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÁÚ·Ì-

ÌÈÎÒÓ ıÂˆÚÈÒÓ.

Δ· ÙÂÏÂ˘Ù·›· ¯ÚfiÓÈ·, Ë ·Ó¿ÁÎË ÁÈ· ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ Ô˘ ‚·Û›˙Ô-

ÓÙ·È ÛÂ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· Á›ÓÂÙ·È fiÏÔ Î·È Èfi ÂÈÙ·ÎÙÈÎ‹. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,

··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÁÈ· Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ Èfi Ù·¯‡ÛÙÚÔÊˆÓ Î·È Û˘Ì·Á¤ÛÙÂÚˆÓ ÌË¯·ÓÒÓ ‹ ÁÈ·

ÙËÓ ÏËÚ¤ÛÙÂÚË ‰˘Ó·Ù‹ ÂÎÌÂÙ¿ÏÂ˘ÛË ÙË˜ ·ÓÙÔ¯‹˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌË¯·ÓÒÓ Î·È Î·Ù·-

ÛÎÂ˘ÒÓ Ô‰ËÁÔ‡Ó Û˘¯Ó¿ ÛÂ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›·˜ fiÔ˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÌÂÁ¿ÏÂ˜ ·-

Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ˜, ÙÚÔ¤˜ Î·È Ù¿ÛÂÈ˜. ∞˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÂ ÂÈÎ›Ó‰˘ÓÔ˘˜ Û˘-

ÓÙÔÓÈÛÌÔ‡˜ Ô˘ ‰ÂÓ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Ú¤ÂÈ Ó·

ÚÔ‚ÏÂÊıÔ‡Ó Î·È Ó· ·ÔÊÂ˘¯ıÔ‡Ó ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÂ˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÈÎ¤˜ ÙÚÔÔÔÈ‹-

ÛÂÈ˜. ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi, Î·ı›ÛÙ·Ù·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë ÂÏÂÁ¯fiÌÂÓË Î·È ·Ô‰ÔÙÈÎfiÙÂÚË ÏÂÈ-

ÙÔ˘ÚÁ›· ÌË¯·ÓÈÎÒÓ ‰È·Ù¿ÍÂˆÓ ÛÂ ÂÚÈÔ¯¤˜ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹

ıÂˆÚ›· ÚÔ‚Ï¤ÂÈ ·ÛÙ·ı‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ (.¯. ·˘ÙÔ‰ÈÂÁÂÈÚfiÌÂÓÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ Â-
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ÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È ÛÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÎÔ‹˜ ÌÂÙ¿ÏÏˆÓ ‹ ÚÔ˚Î¿

Â·ÁfiÌÂÓÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜).

Ÿˆ˜ Î·È ÛÙ· ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·, ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÂÁ¿ÏË Û˘Ó¿ÊÂÈ· Î·È Û˘Û¯¤ÙÈÛË ÙˆÓ

Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ Ô˘ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È Î·Ù¿ ÙË ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›· ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ÌÂ

Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÂ ¿ÏÏÂ˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ Î·È ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜. °È·

·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·ÚfiÌÔÈ· Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Î¿ÓÔ˘Ó ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛ‹ ÙÔ˘˜ ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ Ù˘Ú-

‚Ò‰Ô˘˜ ÚÔ‹˜ ‹ ÙˆÓ Î˘Ì·ÙÒÛÂˆÓ ˘ÁÚÒÓ ÌÂÁ¿ÏÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜, ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙË˜ ªË¯·-

ÓÈÎ‹˜ ƒÂ˘ÛÙÒÓ. ∂›ÛË˜, ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· Â›Ó·È Û˘¯Ó¿ ··Ú·›ÙËÙ· ÛÙËÓ Â›Ï˘-

ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ËÏÂÎÙÚÈÎ¿ ‹ ËÏÂÎÙÚÔÓÈÎ¿ Î˘ÎÏÒÌ·Ù·, ÂÓÒ Ë ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› ¯Ú‹ÛÈÌË ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ¯ÚÔÓÈÎ‹˜ ÂÍ¤-

ÏÈÍË˜ ÙË˜ Û˘ÁÎ¤ÓÙÚˆÛË˜ ·ÓÙÈ‰ÚÒÓÙˆÓ Ô˘ÛÈÒÓ Î·È ÔÚÁ·ÓÈÛÌÒÓ ÛÂ ¯ËÌÈÎÔ‡˜ Î·È ‚ÈÔ-

¯ËÌÈÎÔ‡˜ ·ÓÙÈ‰Ú·ÛÙ‹ÚÂ˜. Δ¤ÏÔ˜, ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· ‚Ú›ÛÎÔ˘Ó Â˘ÚÂ›· ÂÊ·ÚÌÔÁ‹

Î·È ÛÂ ¿ÏÏÂ˜ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜, fiˆ˜ Ë ªÂÙÂˆÚÔÏÔÁ›· (ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ Î›ÓËÛË˜

·ÂÚ›ˆÓ Ì·˙ÒÓ ÛÙËÓ ·ÙÌfiÛÊ·ÈÚ· Î·È Úfi‚ÏÂ„Ë ÙÔ˘ Î·ÈÚÔ‡), Ë √ÈÎÔÓÔÌ›· (Úfi‚ÏÂ-

„Ë ‰È·Î˘Ì¿ÓÛÂˆÓ ÛÂ ÔÈÎÔÓÔÌÈÎÔ‡˜ ‰Â›ÎÙÂ˜, ÙÈÌ¤˜ ·ÎÈÓ‹ÙˆÓ Î·È ÌÂÙÔ¯ÒÓ ÙÔ˘ ¯ÚË-

Ì·ÙÈÛÙËÚ›Ô˘), Ë º˘ÛÈÔÏÔÁ›· (Î‡ÎÏÔ˜ ÌÂÙ·ÙÚÔ‹˜ ‰ÈÔÍÂÈ‰›Ô˘ ÙÔ˘ ¿ÓıÚ·Î· ÛÂ ÔÍ˘-

ÁfiÓÔ ÛÙ· Ê‡ÏÏ· ÙˆÓ Ê˘ÙÒÓ), Ë √ÈÎÔÏÔÁ›· (ÂÍ¤ÏÈÍË ÏËı˘ÛÌÒÓ ˙ÒˆÓ Î·È ÂÓÙfiÌˆÓ

Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÂ ·ÏÏËÏÂ›‰Ú·ÛË ‹ ·ÓÙ·ÁˆÓÈÛÌfi), Ë μÈÔÏÔÁ›· (ÏÂÈÙÔ˘ÚÁ›· Î·Ú-

‰È¿˜ Î·È Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÙË˜ ÌÂ ÙÔ ·Ó·ÓÂ˘ÛÙÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·, Û˘ÓÂÚÁ·Û›· ÂÁÎÂÊ¿ÏÔ˘ ÌÂ

¿ÏÏ· fiÚÁ·Ó· ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜) Î·È Ë π·ÙÚÈÎ‹ (ÂÍ¿ÏˆÛË ·ÛıÂÓÂÈÒÓ Î·È ÂÈ‰ËÌÈÒÓ).

T· ÙÂÏÂ˘Ù·›· ¯ÚfiÓÈ· ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È ÌÈ· ¤ÓÙÔÓË Î·È Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹ ÚÔÛ¿ıÂÈ·

ÂÂÍÂÚÁ·Û›·˜ ÂÓfi˜ ÌÂÁ¿ÏÔ˘ fiÁÎÔ˘ ıÂˆÚËÙÈÎÒÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ¤¯Ô˘Ó Û˘ÛÛˆ-

ÚÂ˘ıÂ› ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. ∏ ÛˆÛÙ‹ “ÌÂÙ¿-

ÊÚ·ÛË” Î·È ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ ·Ô‚·›ÓÂÈ Û˘¯Ó¿ ¯Ú‹ÛÈÌË ÛÙËÓ

Úfi‚ÏÂ„Ë Î·È ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜, ·ÏÏ¿ Î·È ÛÙÔ ‚¤ÏÙÈÛÙÔ Û¯Â‰È·ÛÌfi,

Ú·ÎÙÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·Ó Î·È Ù· Ê˘ÛÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· Â›Ó·È ÔÏ‡ ‰È·ÊÔÚÂ-

ÙÈÎ¿, ÔÈ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È ÛÂ ÌÈ· ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ‹

ÂÚÈÔ¯‹ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÂÊ·ÚÌfiÛÈÌÂ˜ Î·È ÛÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜, ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÂ˜ ÌÂÙ·ÙÚÔ-

¤˜. ŒÙÛÈ, Ë Û˘ÏÏÔÁ‹ Î·È Ô Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÏËÚÔÊÔÚÈÒÓ Ô˘ ÚÔ¤Ú¯ÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜

‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜ Î·È Ë ·Ú¿ÏÏËÏË ˘ÔÛÙ‹ÚÈÍË ·fi Û˘ÓÂ¯Ò˜ ‚ÂÏ-

ÙÈˆÓfiÌÂÓÂ˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ¤˜ ÌË¯·Ó¤˜ Î·È ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜, ¤¯ÂÈ ÂÈÊ¤ÚÂÈ ÌÈ· ¿ÓıËÛË

ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ, Ë ÔÔ›· ¤ÁÈÓÂ È‰È·›ÙÂÚ·

·ÈÛıËÙ‹ ÛÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÈÎÔÛ·ÂÙ›·.

∏ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ

‰ÂÓ ·ÔÛÎÔÂ› ÛÙËÓ ·Ï‹ ‚ÂÏÙ›ˆÛË ÙË˜ ·ÎÚ›‚ÂÈ·˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÒÓ, ·ÏÏ¿ Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙË

ÛˆÛÙ‹ Úfi‚ÏÂ„Ë ÙË˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ Î·È ÙˆÓ ÛËÌ·ÓÙÈÎÒÓ ·ÏÏ·ÁÒÓ Ô˘ Â¤Ú¯ÔÓÙ·È

ÛÙËÓ ·fiÎÚÈÛË ÂÓfi˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. °È· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ÔÏÏÔ‡˜ ‚·ıÌÔ‡˜

ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜, ÁÂÓÈÎ‹ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË Î·È ÈÛ¯˘Ú‹ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·, Ô Û˘Ó‹ıË˜

ÙÚfiÔ˜ Â›Ï˘ÛË˜ ‚·Û›˙ÂÙ·È ÛÂ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜. ™Â Ù¤ÙÔÈÂ˜

Πρ�λ�γ�ς6



ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, Ë ÂÎ¿ÛÙÔÙÂ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈ˙fiÌÂÓË Ï‡ÛË ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÈ˜ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÂ˜ ·Ú-

¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ô‰ÔıÂ› Ë ÔÏÈÎ‹ ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ ‰˘Ó·ÌÈ-

Î‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜, ·ÊÔ‡ ‰ÂÓ Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ˜ Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ Ô˘ Â›-

Ó·È Èı·Ófi Ó· Û˘Ó˘¿Ú¯Ô˘Ó. ∞ÓÙ›ıÂÙ·, fiÙ·Ó Ë ·fiÎÏÈÛË ·fi Ù· ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·

Â›Ó·È ÌÈÎÚ‹, Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ Â›Ï˘ÛË ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ÌÂ-

ıfi‰ˆÓ. ∞˘Ùfi Â›Ó·È È‰È·›ÙÂÚ· ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfi ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÂÓfi˜ ‹ ‰‡Ô ‚·ıÌÒÓ

ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜, fiÔ˘ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Î·È ÙÔÔÏÔÁÈÎÒÓ (ÁÂˆÌÂÙÚÈÎÒÓ) ÌÂ-

ıfi‰ˆÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ·Ú¤ÍÔ˘Ó Ï‹ÚË ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈ-

ÊÔÚ¿˜.

∏ ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ· ÙˆÓ ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÒÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ¤ÁÎÂÈÙ·È ÛÙÔ fiÙÈ ÔÈ Ù·-

Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÏÂÈÔ„ËÊ›· ÙˆÓ Ú·ÎÙÈÎÒÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÌÔ-

ÚÂ› Ó· ¤¯Ô˘Ó ÌÂÁ¿ÏÔ ÌÂÓ, ·ÏÏ¿ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Â‡ÚÔ˜, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÂÓÂÚÁÔÔ›ËÛË˜ ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌË¯·ÓÈÛÌÒÓ Ô˘ ÂÚÈÔÚ›˙Ô˘Ó ÙÔ Â‡ÚÔ˜ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·ÎfiÌ·

Î·È ÛÂ ÔÏ‡ÏÔÎ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, Ë ·fiÎÚÈÛË ÌÔÚÂ› Û˘¯Ó¿ Ó· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ Á›ÓÂÙ·È

ÌÂ ÙË Û˘ÌÌÂÙÔ¯‹ Ì›·˜ ‹ ‰‡Ô Î˘ÚÈ·Ú¯Ô˘ÛÒÓ È‰ÈÔÌÔÚÊÒÓ, ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹

ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ È‰ÈÔÛ˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ Î·È ÙË Û¯¤ÛË ÙÔ˘˜ ÌÂ ÙÈ˜ Û˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜.

√ Î‡ÚÈÔ˜ ÛÎÔfi˜ ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ Èfi ÛËÌ·ÓÙÈÎÒÓ

Î·È ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎÒÓ Û‡Á¯ÚÔÓˆÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ Ô˘ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙËÓ Úfi‚ÏÂ„Ë ÙË˜

Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿. Δ·˘Ùfi-

¯ÚÔÓ· Á›ÓÂÙ·È Î·È Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ Î˘ÚÈÔÙ¤ÚˆÓ Ó¤ˆÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ Ô˘ ·Ú·ÙË-

ÚÔ‡ÓÙ·È ÛÂ Ù¤ÙÔÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·. ™ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Ê˘ÛÈÎ¤˜ ·ÈÙ›Â˜

Ô˘ ÚÔÎ·ÏÔ‡Ó ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ÌË¯·ÓÈ-

ÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Î·È ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÔÔ›-

ˆÓ ÂÈ¯ÂÈÚÂ›Ù·È ÌÈ· ÚÒÙË ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙÈ˜ Ó¤Â˜ ıÂÌÂÏÈÒ‰ÂÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜. ΔÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂ-

Ê¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÂÏÂ‡ıÂÚË˜ Ù·Ï¿-

ÓÙˆÛË˜ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜. ∏ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ Ù·Ï·ÓÙˆÙÒÓ ÂÓfi˜

‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜ ÛÂ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ·Ó·Ï‡ÂÙ·È ÛÙÔ ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, ÂÓÒ ÛÙÔ

Ù¤Ù·ÚÙÔ Î·È ¤ÌÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È ÔÏ˘‚¿ıÌÈÔÈ Ù·Ï·ÓÙˆÙ¤˜ ÌÂ ‰È·ÎÚÈÙ¿ Î·È

Û˘ÓÂ¯‹ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ∏ ·Ó¿Ï˘ÛË ·Ú·ÌÂÙÚÈÎÒÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ·-

ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÍÂ¯ˆÚÈÛÙ¿, ÛÙÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, ÏfiÁˆ ÙË˜ ÌÂÁ¿ÏË˜ Ú·ÎÙÈÎ‹˜ ÛÔ˘-

‰·ÈfiÙËÙ¿˜ ÙÔ˘˜. ™ÙÔ ¤‚‰ÔÌÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Á›ÓÂÙ·È Ì›· ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÂ ¯Ú‹ÛÈÌ· ·ÔÙÂÏ¤-

ÛÌ·Ù· Î·È ÛÂ Û‡Á¯ÚÔÓÂ˜ ıÂˆÚ›Â˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. Δ¤ÏÔ˜, ÛÙÔ fiÁ‰ÔÔ ÎÂÊ¿-

Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË˜ ÂÍÈÛÒ-

ÛÂˆÓ Î›ÓËÛË˜, Ì·˙› ÌÂ Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ Ô˘ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó ·Â˘ıÂ›·˜

ÌfiÓÈÌÂ˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿.

§fiÁˆ ÙË˜ ·Ó¿ÁÎË˜ Ó· ÌÂÏÂÙËıÔ‡Ó Î·È Ó· ÂÚÌËÓÂ˘ıÔ‡Ó ÛˆÛÙ¿ Ù· ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¿

Ê·ÈÓfiÌÂÓ·, Ë ÂÚÈÔ¯‹ ÙË˜ ·Ó¿Ï˘ÛË˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙˆÓ ÌË ÁÚ·ÌÌÈ-

ÎÒÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ, ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, Â›Ó·È ÛÙÔ Â›ÎÂÓÙÚÔ ÂÓÙ·ÙÈÎÒÓ Û‡Á¯ÚÔÓˆÓ ÂÚÂ˘ÓË-

ÙÈÎÒÓ ÚÔÛ·ıÂÈÒÓ. ŒÙÛÈ, Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÚfiÔ Ô˘ Ó· ·-
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Ú¤¯ÂÈ ¤Ó· ·fiÛÙ·ÁÌ· Î·È Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÁÓÒÛÂˆÓ ÙfiÛÔ ·fi ÙÈ˜ ÎÏ·ÛÈÎ¤˜, fiÛÔ Î·È ·fi

ÙÈ˜ Û‡Á¯ÚÔÓÂ˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÁÈ· ÙË ÛˆÛÙ‹ Î·È ·ÎÚÈ‚‹ ·Ó¿Ï˘ÛË ÙË˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. √È Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÂÈÚÈÛÌÔ› ‰È·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È ÛÂ Â›-

Â‰Ô Ô˘ Â›Ó·È Î·Ù·ÓÔËÙfi ·fi ÁÓÒÛÙÂ˜ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ,

Ë ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÂ› ıÂÌ¤ÏÈÔ Î·È ·ÊÂÙËÚ›· ÁÈ· Ù· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ô˘ ·-

ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È. ™Â fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ‰›ÓÂÙ·È ¤ÌÊ·ÛË ÛÙËÓ ÂÚÌËÓÂ›· ÙˆÓ ·ÔÙÂ-

ÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙÈ˜ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ Û˘Ó¤ÂÈ¤˜ ÙÔ˘˜. Δ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Î·È ÔÈ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ÛÙÔ

Ù¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ Â›Ó·È ÂÈÏÂÁÌ¤Ó· ÌÂ ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ Ó· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Û˘ÌÏ‹Úˆ-

Ì· ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ‹ Ó· ‰Â›¯ÓÔ˘Ó Î¿ÔÈ· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿. √

Î‡ÚÈÔ˜ ·ÓÙÈÎÂÈÌÂÓÈÎfi˜ ÛÎÔfi˜ Â›Ó·È ·ÊÂÓfi˜ Ë ·fiÎÙËÛË ÔÈÎÂÈfiÙËÙ·˜ ÌÂ ÙÈ˜ ·Ó·Ï˘-

ÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Î·È ·ÊÂÙ¤ÚÔ˘ Ë ·Ó¿Ù˘ÍË Î·Ï‡ÙÂÚË˜ ·›ÛıËÛË˜ Î·È ÂÔÙÂ›·˜ ÙË˜

ÚÔÛ‰ÔÎfiÌÂÓË˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜, fiÙ·Ó ·ÓÙÈÌÂÙˆ›˙ÔÓÙ·È ·ÚfiÌÔÈ· ‹ Û˘ÓıÂÙfiÙÂÚ·

Î·È ‰˘ÛÎÔÏfiÙÂÚ· Ú·ÎÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·.

™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ı¤Ïˆ Ó· ÂÎÊÚ¿Ûˆ ÙÈ˜ Â˘¯·ÚÈÛÙ›Â˜ ÌÔ˘ ÛÙÔ ÚÔÛˆÈÎfi ÙˆÓ

∂Î‰fiÛÂˆÓ ∑‹ÙË Ô˘ ‚Ô‹ıËÛÂ ÁÈ· ÙËÓ ·ÚÙÈfiÙÂÚË ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ‚È‚Ï›Ô˘.

™ˆÙ‹ÚË˜ ¡·ÙÛÈ¿‚·˜ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË,

π·ÓÔ˘¿ÚÈÔ˜ 2000
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KEºA§AIO 

EÈÛ·ÁˆÁ‹

™ÙÔ ·ÚfiÓ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Á›ÓÂÙ·È ·Ú¯ÈÎ¿ ÌÈ· ÁÂÓÈÎ‹ ·Ó·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ Ê˘ÛÈÎ¤˜
·ÈÙ›Â˜ Ô˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÈ˜ Û˘ÓËı¤ÛÙÂÚÂ˜ ËÁ¤˜ ÂÌÊ¿ÓÈÛË˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ
ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È
ÌÂÚÈÎ¿ ·Ï¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ˆ˜
ÚfiÙ˘· Î·È ‚¿ÛË ÛÙË ıÂˆÚ›· ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ, ÁÈ·Ù› ÂÌÂÚÈ¤¯Ô˘Ó
ÙÔ˘˜ ÈÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÔ‡˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜ Î·È ÂÌÊ·Ó›˙Ô˘Ó Ù· ÛËÌ·ÓÙÈÎfi-
ÙÂÚ· Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ ÚÔÎ·ÏÔ‡ÓÙ·È ·fi ·˘ÙÔ‡˜. ¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ·ÚÔ˘ÛÈ¿-
˙ÔÓÙ·È ÔÈ Ù·Ï·ÓÙˆÙ¤˜ Duffing, van der Pol Î·È Mathieu-Duffing, ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ·ÔÙÂ-
ÏÔ‡Ó Ù· ÚfiÙ˘· ÌÔÓÙ¤Ï· ÁÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙Ô˘Ó ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ÛÙÈ‚·Úfi-
ÙËÙ·, ÁÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ·˘ÙÔ‰ÈÂÁÂÈÚfiÌÂÓ· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ Î·È ÁÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘
ÂÎÙÂÏÔ‡Ó ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. T¤ÏÔ˜, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È Î·È ¤Ó·
Û‡ÛÙËÌ· ÌÂ ÙÌËÌ·ÙÈÎ¿ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ Î·È ·fiÛ‚ÂÛË˜.
MÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi Á›ÓÂÙ·È Ì›· ÚÒÙË ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙÈ˜ Î˘ÚÈfiÙÂÚÂ˜ Î·ÈÓÔ‡ÚÁÈÂ˜ ¤Ó-
ÓÔÈÂ˜ Î·È Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ô˘ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›· ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙÈ˜
ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜.

1.1 ™YNH£EI™ ¶H°E™ MH °PAMMIKøN OPøN

MÈ· Û˘Ó‹ıË˜ ·ÈÙ›· ÂÌÊ¿ÓÈÛË˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜

ÔÓÔÌ·˙fiÌÂÓÂ˜ ˘ÏÈÎ¤˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙÂ˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·˘Ùfi Û˘Ì‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó ÙÔ

ÙÌ‹Ì· Î¿ÔÈÔ˘ ÌË¯·ÓÈÎÔ‡ ÊÔÚ¤· ÊÔÚÙ›˙ÂÙ·È ÛÂ Û˘Óı‹ÎÂ˜ fiÔ˘ Ô Î·Ù·ÛÙ·ÙÈÎfi˜ Ófi-

ÌÔ˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È ÂÏ·ÛÙÈÎfi˜ ·ÏÏ¿ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ (.¯. ÔÏ˘ÌÂÚ‹ ˘ÏÈÎ¿,

ÂÏ·ÛÙÈÎ¿) ‹ fiÙ·Ó ÊÔÚÙ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ Ï·ÛÙÈÎ‹ ÂÚÈÔ¯‹.

™Â ÏÂÙÔ‡˜ ÊÔÚÂ›˜, fiˆ˜ ÔÈ ‰ÔÎÔ›, ÔÈ Ï¿ÎÂ˜ Î·È Ù· ÎÂÏ‡ÊË, ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ù˘-

¯ıÔ‡Ó ·ÚÎÂÙ¿ ÌÂÁ¿ÏÂ˜ ·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂÈ˜, ÒÛÙÂ Ó· Î·ı›ÛÙ·Ù·È ·Ó·ÁÎ·›· Ë ¯ÚËÛÈÌÔÔ›-

ËÛË ÌÂÚÈÎÒÓ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi ÙÔ˘˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ fiÚÔ˘˜ ÛÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÙÚÔÒÓ-·Ú·-
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ÌÔÚÊÒÛÂˆÓ. ™Â Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, ÔÈ ÂÌÊ·ÓÈ˙fiÌÂÓÂ˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙÂ˜ ¯·Ú·ÎÙËÚ›-

˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ Î·È ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ÙË Û‡˙Â˘ÍË ÙË˜ Î·ÌÙÈÎ‹˜ Î·È ÙË˜ ·ÍÔ-

ÓÈÎ‹˜ ‰Ú¿ÛË˜ ÙÔ˘ ÊÔÚ¤·. T˘ÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·ÔÙÂÏÂ› Ë Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÏÂÙÒÓ ÊÔÚ¤ˆÓ

˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ıÏÈÙÈÎÒÓ ·ÍÔÓÈÎÒÓ ÊÔÚÙ›ˆÓ Ô˘ Â›Ó·È Û˘ÁÎÚ›ÛÈÌ· ÌÂ Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ-

¯· ÊÔÚÙ›· Ï˘ÁÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘˜.

™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÔÈ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› fiÚÔÈ Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ·‰Ú·ÓÂÈ·ÎÔ‡˜

fiÚÔ˘˜ (ÎÏ·ÛÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ÚÂ˘ÛÙÒÓ) ‹ ÌÂ ÎÈÓ‹-

ÛÂÈ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌË¯·ÓÒÓ (.¯. Î›ÓËÛË ‚Ú·¯›ÔÓ· ‚ÈÔÌË¯·ÓÈÎÔ‡ ÚÔÌfiÙ ‹ ÂÎÎÚÂÌÒÓ

‰È·Ù¿ÍÂˆÓ) Ô˘ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔ˘Ó ÌÂÙ·ÙÔ›ÛÂÈ˜ ÛÙÂÚÂÔ‡ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÌÂ ÌÂÁ¿ÏÔ Â‡ÚÔ˜

Î·È ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿ ÙÔ ·Ú¯ÈÎfi Û¯‹Ì· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. OÈ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙÂ˜

·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ ˆ˜ ÎÈÓËÌ·ÙÈÎ¤˜.

OÈ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔÈ ÌË¯·ÓÈÛÌÔ› ·fiÛ‚ÂÛË˜ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È Â›ÛË˜ ÌÂ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹

‰Ú¿ÛË. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹ ·fiÛ‚ÂÛË Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È ÛÙË ‰È¿ÚÎÂÈ·

ÂÓ·ÏÏ·ÛÛfiÌÂÓË˜ ÊfiÚÙÈÛË˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ ÊÔÚ¤ˆÓ, Ë ·ÂÚÔ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË Î·È ‰˘-

Ó·ÌÈÎ‹ ¿ÓˆÛË Ô˘ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È Î·Ù¿ ÙË ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Á‡Úˆ ·fi ÛÙÂÚÂfi, Ë ˘‰ÚÔ-

‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÙÚÈ‚‹ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È ÛÂ ¤‰Ú·Ó· ÔÏ›ÛıËÛË˜, Î·ıÒ˜ Î·È Ë ÎÏ·ÛÈÎ‹ ÙÚÈ-

‚‹ Coulomb ÂÚÈÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ·fi ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·ÈÙ›Ô˘-·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·ÙÔ˜.

T¤ÏÔ˜, ÌÈ· ¿ÏÏË ÔÏ‡ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓË ·ÈÙ›· ÂÌÊ¿ÓÈÛË˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfiÙËÙ·˜ Û˘Ó‰¤Â-

Ù·È ÌÂ ÙË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ Â·Ê‹˜ ‹ ÙË Û‡ÁÎÚÔ˘ÛË ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎÒÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ.

T˘ÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ Û˘ÁÎÚÔ˘fiÌÂÓ· Ì¤ÏË (.¯. Ú¤ÛÛÂ˜,

‰È·ÙÚËÙÈÎ¤˜ Î·È Ù˘ÔÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ÌË¯·Ó¤˜) ‹ ÂÌÏÂÎfiÌÂÓÂ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ (.¯. ˙Â‡ÁË

Ô‰ÔÓÙˆÙÒÓ ÙÚÔ¯ÒÓ), Ë ·ÔÎfiÏÏËÛË ÌË¯·Ó‹˜ ·fi ÙÔ ıÂÌ¤ÏÈfi ÙË˜ ÏfiÁˆ ÈÛ¯˘Ú‹˜ ‰È¤-

ÁÂÚÛË˜ Â‰¿ÊÔ˘˜ Î·È Ë Â·Ê‹ ·Ú·ÌÔÚÊˆÛ›ÌˆÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ Î·Ì˘-

ÏfiÙËÙÂ˜ (Úfi‚ÏËÌ· Hertz).

1.2 TA§ANTøTE™ ME MH °PAMMIKH ™TIBAPOTHTA

TÔ Û¯‹Ì· 1.2.1 ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ·ÏÔÔÈËÌ¤ÓÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜

‰È¿Ù·ÍË˜, Ë ÔÔ›· ÌÔÚÂ› Ó· ·ÔÎÏ›ÓÂÈ ·fi ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË

ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙË˜ fiÙ·Ó ÙÔ ‚¿ÚÔ˜ ÙË˜ ˘ÂÚ‚Â› Î¿ÔÈ· ÎÚ›ÛÈÌË

ÙÈÌ‹. AÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÍ¤‰Ú· Ì¿˙·˜ m Î·È ·fi Ì›· ·ÓÂÛÙÚ·Ì-

Ì¤ÓË Î·È ·‚·Ú‹ Ú¿‚‰Ô Ì‹ÎÔ˘˜ l, Ë ÔÔ›· ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ Î¿Ùˆ

¿ÎÚÔ ÙË˜ ÌÂ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ÛÙÚÂÙÈÎ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k. H

‰È¿Ù·ÍË Ù›ıÂÙ·È ÛÂ ÂÏÂ‡ıÂÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÁÓˆ-

ÛÙÒÓ ·Ú¯ÈÎÒÓ Û˘ÓıËÎÒÓ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ Î·È Ù·¯‡ÙËÙ·˜. £ÂˆÚÒ-

ÓÙ·˜ ÙËÓ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘ ÂÎÎÚÂÌÔ‡˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÛÙ‹ÚÈÍË˜

O, Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÛÙË ÌÔÚÊ‹

ml2 ¢ı + kı – mgl sin ı = 0, (1.2.1)
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fiÔ˘ g Â›Ó·È Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜. EÈÛ¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜

ˆ0 = �� Î·È     p = (1.2.2)

(Ù› ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ·˘Ù¤˜ oÈ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ;), Ë ·Ú·¿Óˆ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Î·ÓÔÓÈÎ‹

‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÙÂıÂ› ÛÙË ÌÔÚÊ‹

¢ı + (ı – p sin ı) = 0 . (1.2.3)

™Â ·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ Ù· ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, Ë ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË ‰¤¯ÂÙ·È ‰È¿ÊÔ-

ÚÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜ Ï‡ÛÂˆÓ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, fiÙ·Ó ÙÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· ‚ÚÂıÂ› ÛÂ ÔÚÈ-

ÛÌ¤ÓÂ˜ ı¤ÛÂÈ˜, ÙfiÙÂ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÌÂ›ÓÂÈ ÛÂ ÛÙ·ÙÈÎ‹ ÈÛÔÚÚÔ›·. ™ÙÈ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜,

ÔÈ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ·Ú¿ÁˆÁÔÈ ÙË˜ ÁˆÓ›·˜ ı Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜. EÔÌ¤Óˆ˜, ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

(1.2.3) Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ ÔÈ ı¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙË Û˘Óı‹ÎË

ı0 – p sin ı0 = 0 . (1.2.4)

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÁÈ· Î¿ıÂ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú·-

Ì¤ÙÚÔ˘ p. EÈÏ¤ÔÓ, Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Î·Ù¿ÏÏËÏË˜ ÁÚ·-

ÊÈÎ‹˜ ·Ú¿ÛÙ·ÛË˜ fiÙÈ, ÁÈ· p>1, ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Î·È ‰‡Ô ¿ÏÏÂ˜ Ï¿ÁÈÂ˜ ÛÙ·ÙÈÎ¤˜ Ï‡-

ÛÂÈ˜ (Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ı¤ÛË).

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÂÎÙÂÏÂ› Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜

Á‡Úˆ ·fi Ì›· ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘ ı = ı0. °È· ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂ-

ˆÓ ·˘ÙÒÓ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È Ë ÁˆÓ›· ı ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

ı = ı0 + Â ı1 , (1.2.5)

fiÔ˘ Â Â›Ó·È ÌÈ· ıÂÙÈÎ‹ ÛÙ·ıÂÚ¿ ÌÂ ÌÈÎÚ‹ ÙÈÌ‹ (0<Â<<1). AÓÙÈÎ·ıÈÛÙÒÓÙ·˜ ÙËÓ

ÙÂÏÂ˘Ù·›· Û¯¤ÛË ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.2.3), ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·˜ ÛÂ ÛÂÈÚ¿ Taylor

Á‡Úˆ ·fi ÙË ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Î·È ‰È·ÙËÚÒÓÙ·˜ ÌfiÓÔ Ì¤¯ÚÈ Î·È ÙÔ˘˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜

fiÚÔ˘˜ ˆ˜ ÚÔ˜ Â ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ Â›Ó·È

ı¢ı1 + (1 – p cos ı0)ı1 = 0 , (1.2.6)

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹. ŒÙÛÈ, Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚfi˜ Ô ÙÚfiÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô Â¤Ú¯ÂÙ·È Ë

ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔ›ËÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜. ¢ËÏ·‰‹ ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ˘fiıÂÛË˜ ÁÈ· Ù·-

Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ Á‡Úˆ ·fi ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜. EÈÏ¤ÔÓ, Ë ÌÔÚÊ‹

ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ Î·ıÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÚfiÛËÌÔ ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ÔÛfiÙËÙ·˜

· = (1 – p cos ı0) . (1.2.7)
ˆ2
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°È· ÙË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË (Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ı¤ÛË ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘) Ë

ÔÛfiÙËÙ· ·˘Ù‹ Â›Ó·È ıÂÙÈÎ‹ fiÙ·Ó p<1 Î·È ·ÚÓËÙÈÎ‹ fiÙ·Ó p>1. A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ

ÁÈ· p<1 Î·È ÌÈÎÚ¤˜ ·ÔÎÏ›ÛÂÈ˜ ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·Ú¯ÈÎÒÓ Û˘ÓıËÎÒÓ Ô˘ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙË

ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ı0 = 0 (ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ·˘Ù¤˜ ÔÈ ÙÈÌ¤˜;) ÙÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÎÔÓÙ¿

ÛÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙÔ˘ ı¤ÛË Î·È ÂÎÙÂÏÂ› ·ÚÌÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÌÂ ÌÈÎÚfi Â‡ÚÔ˜ Î·È Û˘¯Ófi-

ÙËÙ· ›ÛË ÌÂ �·�. AÓÙ›ıÂÙ·, ·Ó ·˘ÍËıÂ› ÙÔ ‚¿ÚÔ˜ ÙË˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ‹ ÌÂÈˆıÂ› Ë ÛÙÈ-

‚·ÚfiÙËÙ· ÙË˜ ÛÙ‹ÚÈÍË˜, ÒÛÙÂ Ó· Á›ÓÂÈ p>1, Ë (1.2.6) ÚÔ‚Ï¤ÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú·ÌÈÎÚ‹

·fiÎÏÈÛË ·fi ÙË ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ı0 = 0 ı· Ô‰ËÁ‹ÛÂÈ ÙÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜ “ÛÙÔ ¿ÂÈÚÔ”,

ÌÂ ÂÎıÂÙÈÎfi Ú˘ıÌfi. ¶Ú·ÎÙÈÎ¿, ·˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·Ú·ÌÈÎÚ‹ ‰È·Ù·Ú·¯‹ ı· ˆı‹-

ÛÂÈ ÙÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜ ÛÂ ı¤ÛÂÈ˜ Ô˘ ·¤¯Ô˘Ó ÔÏ‡ ·fi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜. °È·

ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi, Ë ÛÙ·ÙÈÎ‹ Ï‡ÛË ı0 = 0 ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ Â˘ÛÙ·ı‹˜ ÁÈ· p<1 Î·È ˆ˜

·ÛÙ·ı‹˜ ÁÈ· p>1.

MÂ ·ÚfiÌÔÈÔ ÙÚfiÔ, Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔÈËÌ¤ÓË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜ (1.2.6)

Á‡Úˆ ·fi ÙÈ˜ Ï¿ÁÈÂ˜ ı¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÁÈ· p>1, ‰Â›¯ÓÂÈ

fiÙÈ ÔÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È Â˘ÛÙ·ıÂ›˜. T· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙË˜ ·Ó¿Ï˘ÛË˜ ·˘Ù‹˜ Û˘ÓÔ„›-

˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.2, ÙÔ ÔÔ›Ô ‰Â›¯ÓÂÈ ÙËÓ ÂÍ¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜ Î·È ÙË˜ Â˘ÛÙ¿-

ıÂÈ·˜ fiÏˆÓ ÙˆÓ ÛÙ·ÙÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ, ·fi ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘ p.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.1: ™ÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÂ k = 0, Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.2.3)

Á›ÓÂÙ·È

‰Ê + ˆ2
0 sinÊ = 0 ,

ÌÂ Ê =  – ı, Ë ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÂ› ÙË ÁÓˆÛÙ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÂÎÎÚÂÌÒÓ ‰È·Ù¿ÍÂ-

ˆÓ. ¶ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÛÙ·ÙÈÎ¤˜ ı¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Î·È ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë Â˘-

ÛÙ¿ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜;

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.2: Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.2.3), Ô

ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ fiÚÔ˜ ÙË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÌËÓÂ˘ıÂ› Î·È ˆ˜ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·

Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË ı¤ÛË Î·È ÙÔ Â‡ÚÔ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. O Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ (1.2.3)

p1

ı0

ı0 = psinı0

·ÛÙ·ı‹˜ Ï‡ÛË

Â˘ÛÙ·ı‹˜ Ï‡ÛË


–

™¯‹Ì· 1.2.2
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ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÈÛ¯˘Ú¿ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜. ™Â Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, Ô ÌfiÓÔ˜ ÙÚfiÔ˜ ·Ó¿-

Ï˘ÛË˜ ÙË˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ Â›Ó·È ÁÂÓÈÎ¿ Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÁÈ·

‰Â‰ÔÌ¤ÓÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜. °È· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ Á‡Úˆ ·fi ÌÈ·

ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔÈËÌ¤ÓË ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.2.6). °È·

ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·ÏÏ¿ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Â‡ÚÔ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÈÛ·¯ıÔ‡Ó Î·È ÔÈ

Î˘Ú›·Ú¯ÔÈ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› fiÚÔÈ. ¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ı0 = 0, Ë ÂÍ›Ûˆ-

ÛË Î›ÓËÛË˜ ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

¢ı1 + �(1 – p)ı1 + ı3
1� = 0 . (1.2.8)

EÂÈ‰‹ Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Â Â›Ó·È ÌÈÎÚ‹ (ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙË ÌÔÓ¿‰·), Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ (1.2.8)

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÛıÂÓÒ˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜. °È· ÙÔÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ·˘Ùfi Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë Â‡-

ÚÂÛË ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ, fiˆ˜ ı· ·ÚÔ˘ÛÈ·ÛıÂ› ÛÂ ÂfiÌÂÓ·

ÎÂÊ¿Ï·È·.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.3: T·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜ Á‡Úˆ ·fi ÙÈ˜ Ï¿ÁÈÂ˜
ı¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ·fi ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÌÂ ÌÔÚÊ‹

¢ı1 + · ı1 + Â ‚ ı2
1 + Â2 Á ı3

1 = 0 (1.2.9)

(ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë ¤ÎÊÚ·ÛË ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ·, ‚ Î·È Á;). ™ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ Ô ÚÒ-

ÙÔ˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ fiÚÔ˜ Â›Ó·È ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎfi˜, ÂÓÒ ÛÙËÓ (1.2.8) ‹Ù·Ó Î˘‚ÈÎfi˜ (ÔÈ¿

Â›Ó·È Ë Ê˘ÛÈÎ‹ ÛËÌ·Û›· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·ÙÔ˜;).

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.4: H ÂÍ›ÛˆÛË (1.2.8) ÂÚÈÎÏÂ›ÂÈ Ì·˙› ÌÂ ÙÔ˘˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜

fiÚÔ˘˜ Î·È ÙÔÓ Î˘‚ÈÎfi fiÚÔ ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ Î·È ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ ÂÈ‰ÈÎ‹ Î·ÙËÁÔÚ›·

ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙÒÓ Duffing. TÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙÒÓ Â›Ó·È fiÙÈ

Ë Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜ Î·È ÙË˜ ÚÔÎ·ÏÔ‡ÌÂÓË˜ ÂÈÌ‹Î˘ÓÛË˜ ÙˆÓ ÂÏ·ÙË-

Ú›ˆÓ ÙÔ˘˜ ‰ÂÓ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ÎÏ·ÛÈÎfi ÁÚ·ÌÌÈÎfi ÓfiÌÔ FÂÏ = kx, ·ÏÏ¿ ·fi

ÙÔÓ Ù‡Ô

FÂÏ = k x + Ì x3 .

AÓ Ì>0, Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ· ·˘Í¿ÓÂÙ·È ÌÂ ·‡ÍËÛË ÙË˜ ÙÈÌ‹˜ ÙË˜ ÌÂÙ·Ùfi-

ÈÛË˜, ÂÓÒ ·Ó Ì<0 Ë ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ· ÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌÂ ·‡ÍËÛË ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ (Û¯‹-

Ì· 1.2.3). °È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi, Ù¤ÙÔÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¿ ˆ˜ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ

ıÂÙÈÎ‹ ‹ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ÎÚ¿Ù˘ÓÛË, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ™Â Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, ÌÂ ÙËÓ ÂÈÛ·-

ÁˆÁ‹ fiÚˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Î·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓË-

ÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ Duffing ·›ÚÓÂÈ ÌÔÚÊ‹

m ‰x + c Ûx + k x + Ì x3 = F(t) . (1.2.10)

Â2

�
6

ˆ2
0�

p
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EÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ·˘Ù‹˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó Î·È ·fi ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹˜

Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ Û˘ÓÂ¯ÒÓ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ ÊÔÚ¤ˆÓ (.¯. ‰ÔÎÔ›, Ï¿ÎÂ˜, ÎÂÏ‡ÊË), ÌÂÙ¿

ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Î¿ÔÈ·˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›·˜ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹˜ ‰È·ÎÚÈÙÔÔ›ËÛË˜ ÙˆÓ ·Ú¯È-

ÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î›ÓËÛË˜ (‚Ï¤Â ¿ÛÎËÛË 1.8 Î·È ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 5).

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.5: ¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Â›Ó·È ‚ÔÏÈÎfi Ó· Á›ÓÂÙ·È Ë ÌÂÏ¤ÙË ÌË ÁÚ·ÌÌÈ-

ÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î›ÓËÛË˜, ·ÊÔ‡ ÚÔËÁËıÂ› Î·Ù¿ÏÏËÏË ·‰È·ÛÙ·ÙÔÔ›ËÛ‹ ÙÔ˘˜.

M¿ÏÈÛÙ·, ÛÂ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÂÈ˙ËÙÂ›Ù·È ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ‹ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙÔ˘˜, Ë

·‰È·ÛÙ·ÙÔÔ›ËÛË ÂÈ‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÈ· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÙˆÓ

‰È·ÊfiÚˆÓ fiÚˆÓ ÙÔ˘˜. ŒÙÛÈ, ·Ó ıÂˆÚËıÂ› Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ Duffing ÌÂ ·ÚÌÔÓÈÎ‹

ÊfiÚÙÈÛË, ‰ËÏ·‰‹ F(t) = F0 cosˆt Î·È ÂÈÛ·¯ıÔ‡Ó ÙÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi Ì‹ÎÔ˜ xc,

Ô ·‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ Ù = ˆ0t Î·È Ë ·‰È¿ÛÙ·ÙË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË u(Ù) = x(t)/xc, ÙfiÙÂ

ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ·Ï˘ÛˆÙ‹˜ ·Ú·ÁÒÁÈÛË˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

Ûx = ˆ0 xc Ûu Î·È    ‰x = ˆ2
0 xc ‰u .

ŒÙÛÈ, ÌÂ ·Â˘ıÂ›·˜ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË, Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1.2.10) ·›ÚÓÂÈ ÙËÓ ·‰È¿ÛÙ·ÙË

ÌÔÚÊ‹

‰u + 2˙ Ûu + u + Â · u3 = f cos øÙ , (1.2.11)

ÌÂ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜

ˆ0 = �� ,   ˙ = ,   f = ,   ø = ,   Â· = x2
c .

Ÿˆ˜ ı· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› ÛÙÔ ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, ÛÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ·ÚÌÔÓÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ Ô

Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ Duffing ÂÌÊ·Ó›˙ÂÈ ÂÎÙfi˜ ·fi ÙÔÓ Î‡ÚÈÔ Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi (Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ

fiÙ·Ó ø � 1) Î·È ‰Â˘ÙÂÚÂ‡ÔÓÙÂ˜ Û˘ÓÙÔÓÈÛÌÔ‡˜, ÛÂ ·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ ÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi Ù·-

Ì
�
k

ˆ
�
ˆ0

F0�
k xc

c
�
2�m� k�

k
�
m

x

Ì=0

0

Ì>0

Ì<0

FÂÏ

™¯‹Ì· 1.2.3

Eισαγωγ�18



Ï·ÓÙˆÙ‹. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ˘Ô·ÚÌÔÓÈÎfi Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi fiÙ·Ó ø � 3

Î·È ˘ÂÚ·ÚÌÔÓÈÎfi Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi ÁÈ· ø � 1/3. EÈÏ¤ÔÓ, Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë Û˘Ó‡-

·ÚÍË ÔÏÏ·ÏÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÁÈ· ÙÈ˜ ›‰ÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜,

·ÏÏ¿ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜. AÓÙ›ıÂÙ·, Ô ·Û‡ÌÌÂÙÚÔ˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ ÌÂ

ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙËÓ (1.2.9) ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ˘Ô·ÚÌÔÓÈÎfi Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi fiÙ·Ó ø � 2

Î·È ˘ÂÚ·ÚÌÔÓÈÎfi Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi ÁÈ· ø � 1/2.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.6: EÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜ ÛÙ·ÙÈÎ¤˜ Ï‡ÛÂÈ˜ Î·È ÙËÓ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË,

Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.2.1) ÌÔÚÂ› Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÂÈ Î·È ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ·fi-

ÎÚÈÛË (ÁÈ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚ· Â‡ÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜), fiˆ˜ ı· ·ÚÔ˘ÛÈ·ÛıÂ› ÛÙÔ ÂfiÌÂ-

ÓÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. EÈÏ¤ÔÓ, Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ÂÌÊ·ÓÈÛıÔ‡Ó Î·È ÎÈÓ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÚÈ-

Ï·Ì‚¿ÓÔ˘Ó Ï‹ÚÂÈ˜ ÂÚÈÛÙÚÔÊ¤˜ ÙÔ˘ ÂÎÎÚÂÌÔ‡˜ (librations). Afi ÙËÓ ¿ÏÏË ÌÂ-

ÚÈ¿, Ù·Ï·ÓÙˆÙ¤˜ ÌÂ ÁÂÓÈÎ‹ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ‰‡Ó·ÌË ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· ·ÚÔ˘-

ÛÈ¿ÛÔ˘Ó ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ÌÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË ‹ ÌÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¿ ÌÂÙ·‚·ÏÏfi-

ÌÂÓÔ Â‡ÚÔ˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ·ÚÌÔÓÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜. E›ÛË˜, ÁÈ· ÌÂ-

ÚÈÎÔ‡˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ, Â›Ó·È Èı·Ófi Ó· ÂÌÊ·Ó›ÛÔ˘Ó

Î·È ·Î·ÓfiÓÈÛÙË, ·ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË (·ÎfiÌË Î·È ÌÂÙ¿ ·fi ÔÏ‡ ÌÂÁ¿ÏÔ ¯Úfi-

ÓÔ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹˜ ÙË˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜), Ë ÔÔ›· ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ¯·ÔÙÈÎ‹.

1.3 TA§ANTøTE™ ME AYTO¢IE°EIPOMENA XAPAKTHPI™TIKA

™Â ÔÏÏ¤˜ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È ÌfiÓÈÌÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ‹

ÌÂÙ·‚ÏËÙÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ ·ÎfiÌË Î·È ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙ· ÔÔ›· ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¤-

ÁÂÚÛË. ø˜ Ù˘ÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È

Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÎÔ‹˜ ÌÂÙ¿ÏˆÓ, Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ·ÚÂÌ-

‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÛÙË ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÒÓ Î·È Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÂÚÈÛÙÚÂÊÔÌ¤ÓˆÓ ·ÙÚ¿ÎÙˆÓ ÔÈ ÔÔ›-

Â˜ ÛÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÂ ¤‰Ú·Ó· ÔÏ›ÛıËÛË˜. ™ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜, ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ Ô˘ ÚÔ-

Î·ÏÔ‡Ó ÙËÓ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÓÙ·È ·fi ÙËÓ ›‰È· ÙËÓ Î›ÓËÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

°È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi, Ù¤ÙÔÈÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ·˘ÙÔ‰ÈÂÁÂÈÚfiÌÂÓÂ˜.

ŒÓ· ·fi Ù· ÚÒÙ· ÂÈÚ¿Ì·Ù· Ô˘ Â›¯·Ó ÛÎÔfi Ó· ÂÍËÁ‹ÛÔ˘Ó ÙË ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›·

Î·È ÂÌÊ¿ÓÈÛË ·˘ÙÔ‰ÈÂÁÂÈÚfiÌÂÓˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ¤ÁÈÓÂ ·fi ÙÔÓ Froude. H ÂÈÚ·Ì·-

ÙÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÎÎÚÂÌ¤˜ Ì‹ÎÔ˘˜ l Î·È Ì¿˙·˜

m, ÙÔ ÔÔ›Ô Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ¿ÙÚ·ÎÙÔ Ô˘ ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÁˆÓÈ·Î‹ Ù·¯‡ÙË-

Ù· ø, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.3.1·. §fiÁˆ ÙË˜ ÙÚÈ‚‹˜, ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È ÛÙË Û‡Ó‰ÂÛË

ÂÎÎÚÂÌÔ‡˜-·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ Û˘ÓÈÛÙ·Ì¤ÓË ÚÔ‹ T, Ë ÔÔ›· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ·ÏÏ¿ ·ÛıÂ-

ÓÒ˜ Êı›ÓÔ˘Û· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ Û¯ÂÙÈÎ‹˜ ÁˆÓÈ·Î‹˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ˆ = ø – ™ı , fiˆ˜ ‰Â›-

¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.3.1‚, ÌÂ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿

Δ(ø) > 0,   Δ¢(ø) < 0,   Δ¢¢(ø) � 0,   Δ¢¢¢(ø) > 0.
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H ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÂÎÎÚÂÌÔ‡˜ ÁÈ· ÌÈÎÚ¤˜ ÁˆÓ›Â˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Á‡Úˆ ·fi ÙËÓ

Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ı¤ÛË ı0 = 0 Â›Ó·È

ml2 ¢ı + mg l ı = Δ(ˆ) . (1.3.1)

£ÂˆÚÒÓÙ·˜ fiÙÈ Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÁˆÓÈ·Î‹˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ı
.

·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÌÈÎÚ‹ ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ

ÙËÓ ø, ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·˜ ÙË ÛÙÚÂÙÈÎ‹ ÚÔ‹ T ÛÂ ÛÂÈÚ¿ Taylor Á‡Úˆ ·fi ÙËÓ ø

(‰È·ÙËÚÒÓÙ·˜ ÙÔ˘˜ ÚÒÙÔ˘˜ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ fiÚÔ˘˜) Î·È ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·˜ ÙÈ˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜

ˆ0 = �� ,   Â =– ,   ‚ =– ,   Ê(t) = ı(t) – , 

Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

‰Ê – Â�1 – ÛÊ2	 ÛÊ + ˆ2
0 Ê = 0 . (1.3.2)

H ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ ÂÍ›ÛˆÛË Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ÙÔ˘ Rayleigh. ¶ÚÔ-

Ê·ÓÒ˜, Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ (1.3.2). ŸÌˆ˜, Ë ·Ú·ÌÈÎÚ‹ ‰È·Ù·Ú·¯‹ Ô‰Ë-

ÁÂ› ÛÂ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÂ ·Ú¯ÈÎ¿ ·˘Í·ÓfiÌÂÓÔ Â‡ÚÔ˜, ·ÊÔ‡ ÁÈ· ÌÈÎÚ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ Ù·¯‡-

ÙËÙ·˜ ÛÊ Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ˜ fiÚÔ˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÂ› ÌÂ ·ÚÓËÙÈÎ‹ ·fiÛ‚ÂÛË Î·È ‰Ú·

ˆ˜ ÚÔÌËıÂ˘Ù‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹, ÌÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ÙËÓ ÂÚ·ÈÙ¤Úˆ ·‡ÍËÛË

ÙÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. MÂÙ¿ ·fi ¤Ó· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ fiÚÈÔ ÛÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ÛÊ, ÙÔ ÚfiÛËÌÔ

ÙÔ˘ fiÚÔ˘ ·˘ÙÔ‡ Á›ÓÂÙ·È ıÂÙÈÎfi Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ô ÌË¯·ÓÈÛÌfi˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ·Ú¯›˙ÂÈ Ó·

·ÔÚÚÔÊ¿ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ·fi ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·, ÔfiÙÂ ·Ú¯›˙ÂÈ Ë ÛÙ·‰È·Î‹ ÌÂ›ˆÛË ÛÙÔ Â‡ÚÔ˜

Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. MÂ ‚¿ÛË Ù· ·Ú·¿Óˆ, Á›ÓÂÙ·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· Î·Ù·ÓÔËıÂ› ÁÈ·Ù› ÙÔ Û‡-

ÛÙËÌ· ÌÔÚÂ› ÙÂÏÈÎ¿ Ó· ÂÎÙÂÏÂ› ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÌÂ Î¿ÔÈÔ ÂÓ‰È¿ÌÂÛÔ ·ÏÏ¿

ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Â‡ÚÔ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜, ·Ó Î·È ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ fiÚÔ˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ÊfiÚÙÈÛË˜

ÛÙËÓ (1.3.2), ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ˜ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜.

™ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÌÈ·˜ ÂÚÈfi‰Ô˘ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÛÂ ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË, Ë ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Ô˘

ÚÔÛÊ¤ÚÂÙ·È ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ÛÙÔ ÔÔ›Ô ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜

Ê
.

Â›Ó·È ¯·ÌËÏ¤˜, ·ÔÚÚÔÊ¿Ù·È Î·Ù¿ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ÌÂ ÙÈ˜ ˘„ËÏ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÛÊ. ™ÙÔ Ê˘-

ÛÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·, Ô ÏfiÁÔ˜ Ô˘ ÍÂÎÈÓ¿ Ë ·˘ÙÔ‰ÈÂÁÂÈÚfiÌÂÓË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙËÓ

‚
�
3

Δ(ø)
�
mg l

Δ¢¢¢(ø)
�
2Δ¢(ø)

Δ¢(ø)
�
ml 2

g
�
l

(·) (‚)

ø

T

ı l

ø
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ÂÍ¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÚÔ‹˜ ·fi ÙË Û¯ÂÙÈÎ‹ ÁˆÓÈ·Î‹ Ù·¯‡ÙËÙ·. Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·

1.3.1‚, Ë ÚÔ‹ Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË fiÙ·Ó ÙÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜ ÎÈÓÂ›Ù·È ·ÓÙ›ıÂÙ· ÌÂ ÙËÓ ¿ÙÚ·-

ÎÙÔ, ÔfiÙÂ ÚÔÛ‰›‰ÂÙ·È ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ·fi ÙËÓ ¿ÙÚ·ÎÙÔ ÛÙÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜. ŒÙÛÈ, ÛÙË ‰È¿Ú-

ÎÂÈ· ÂÓfi˜ Î‡ÎÏÔ˘ ·Ú¯ÈÎ‹˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ Î·ı·Úfi ¤ÚÁÔ Ô˘ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÙÔ ÂÎÎÚÂ-

Ì¤˜ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi Î·È ÚÔÎ·ÏÂ› ÛÙ·‰È·Î‹ ·‡ÍËÛË ÙÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.3.1: ¶·Ú·ÁÒÁÈÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ (1.3.2) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ Î·È ÂÈ-

Û·ÁˆÁ‹ ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ v = ÛÊ Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜

‰v – Â(1 – ‚ v2)Ûv + ˆ2
0 v = 0 , (1.3.3)

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ van der Pol.

1.4 ¶APAMETPIKE™ TA§ANTø™EI™

™Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î›ÓËÛË˜

‹Ù·Ó ÛÙ·ıÂÚÔ› Î·È Ë ‰È¤ÁÂÚÛË ÚÔÂÚ¯fiÙ·Ó ·fi ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ‹ Î·È ·fi ¯ÚÔÓÈ-

Î¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÂÌÊ·ÓÈ˙fiÙ·Ó ˆ˜ ÌË ÔÌÔÁÂÓÂ›˜ fiÚÔÈ. ™Â ÔÏÏ¤˜ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ Â-

ÚÈÙÒÛÂÈ˜, fiÌˆ˜, Ë ‰È¤ÁÂÚÛË ÂÓfi˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÚÔÎ·ÏÂ›Ù·È ·fi ¯ÚÔÓÈ-

Î¿ ÂÍ·ÚÙfiÌÂÓÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜. EÂÈ‰‹ ·˘Ùfi Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ

ÌÂ ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ (Ì¿˙·˜, ·fiÛ‚ÂÛË˜,

ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜) ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ÔÈ ÚÔÎ·ÏÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÔÓÙ·È

ˆ˜ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜.

T˘ÈÎ¿, Ë Ê˘ÛÈÎ‹ ·ÈÙ›· ÁÈ· ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ·Ú·ÌÂ-

ÙÚÈÎÒÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›· ÂÓfi˜

ÌË¯·ÓÈÛÌÔ‡ Ô ÔÔ›Ô˜ ·ÔÚÚÔÊ¿ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ·fi ÌÈ· È‰ÈÔ-

ÌÔÚÊ‹ Î›ÓËÛË˜ Î·È ÙËÓ ÚÔÛÊ¤ÚÂÈ ÛÂ ¿ÏÏË È‰ÈÔÌÔÚÊ‹, Ë

ÔÔ›· ‰ÂÓ ‰ÈÂÁÂ›ÚÂÙ·È ¿ÌÂÛ·. H ÂÎÎÚÂÌ‹˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿-

Ù·ÍË ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.4.1 ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚÔ ¯·Ú·-

ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‰È·ÎÚÈÙÔ‡ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎÔ‡ Ù·Ï·-

ÓÙˆÙ‹. AÓ ÙÔ ¿ÎÚÔ A ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÌÂÙ·ÎÈÓÂ›Ù·È ÌÂ ÁÓˆ-

ÛÙ‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË u(t) Î·È v(t) ÛÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË Î·È ÔÚÈ-

˙fiÓÙÈ· ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ë ÂÍ›ÛˆÛË Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿-

ÊÂÈ ÙËÓ Î›ÓËÛË ÛÙÔ Â›Â‰Ô Oxy ¤¯ÂÈ ÌÔÚÊ‹

MP = ™HP + vP ¥ (m vG)    fi ml 2 ¢ı + ml [g + ‰u(t)]sin ı – ml ‰v(t) cos ı = 0.

EÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ı0 = 0, Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹

ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ Â›Ó·È

¢ı + [g + ‰u(t)]ı = ‰v(t) .
1
�
l

1
�
l

ı l

x, u(t)

A y, v(t)
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Afi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ·˘Ù‹ Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ ÛÙËÓ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË ·ÎÚ›‚ÂÈ·, Ë ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Û˘-

ÓÈÛÙÒÛ· ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ O ‰Ú· ˆ˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÊfiÚÙÈÛË, ÂÓÒ Ë Î·Ù·-

ÎfiÚ˘ÊË Û˘ÓÈÛÙÒÛ· ÚÔÎ·ÏÂ› ·ÏÏ·Á¤˜ ÛÙËÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·-

ÙÔ˜.

¶·ÚfiÌÔÈÂ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ·Ú¿ÁÔÓÙ·È Î·È Î·Ù¿ ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜

‰ÔÎÒÓ Î·È Ï·ÎÒÓ ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ·ÍÔÓÈÎÒÓ ÊÔÚÙ›ÛÂˆÓ, ÙˆÓ Î˘Ì·ÙÒÛÂˆÓ ÛÙËÓ

ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ‰ÂÍ·ÌÂÓ‹˜ ˘ÁÚÔ‡ Ô˘ ‰ÈÂÁÂ›ÚÂÙ·È Î·Ù·ÎfiÚ˘Ê·, ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ·ÙÚ¿-

ÎÙˆÓ ÌÂ ÂÁÎÔ¤˜ ‹ ÌÂ ÁˆÓÈ·Î‹ Ù·¯‡ÙËÙ· Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÌÈÎÚ¤˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ ÌÂÙ·-

‚ÔÏ¤˜, ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ÂÌÏ¤ÎÔÓÙ·È ÌÂ Ô‰ÔÓÙˆÙÔ‡˜ ÙÚÔ¯Ô‡˜, ÙË˜

·fiÎÚÈÛË˜ ·ÁˆÁÒÓ ˘ÁÚÒÓ ÌÂ Ù·¯‡ÙËÙ· Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÌÈÎÚ¤˜ ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ ÌÂÙ·-

‚ÔÏ¤˜ Î·È Ù¤ÏÔ˜, Ë Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ Ô˘ ÚÔÎ·ÏÂ›Ù·È ·fi ÎÈÓÔ‡ÌÂÓ· ÊÔÚÙ›·

ÌÂ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ Ì¿˙·.

™ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË, ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÔ-

ÓÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Hill Ô˘ ¤¯ÂÈ ÌÔÚÊ‹

‰u + p1(t) Ûu + p2(t) u = 0 , (1.4.1)

fiÔ˘ ÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ Â›Ó·È ÂÚÈÔ‰ÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ ÌÂ ÎÔÈÓ‹ ÂÚ›Ô‰Ô T.

EÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi

v(t) = u(t) exp� 
t

0

p1(s) ds� , (1.4.2)

Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1.4.1) ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

‰v + p(t) v = 0 , (1.4.3)

ÌÂ

p(t) = p2 – p2
1 – Ûp1 = p(t + T) .

H ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ÌÔÚÊ‹ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È Ë

‰v + (ˆ2
0 + Â cos øt)v = 0 , (1.4.4)

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Mathieu.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.4.1: ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ (1.4.1), ·ÏÏ¿

ÁÈ· ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ù‡ÍÂÈ Î›ÓËÛË,

ÁÈ·Ù› ÔÈ ¯ÚÔÓÈÎ¿ ÂÍ·ÚÙÒÌÂÓÔÈ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜ ‰ÚÔ‡Ó ˆ˜ ‰È¤-

ÁÂÚÛË. ™Â ·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜, fiÔ˘ ‰È¤ÁÂÚÛË ÌÈ-

ÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ ÚÔÎ·ÏÂ› Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi ÌfiÓÔ fiÙ·Ó Ë Û˘¯ÓfiÙËÙ· Û˘ÓÙÔÓÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È

ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙË˜ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·˜, ÌÈÎÚ‹ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔ-

Î·Ï¤ÛÂÈ ÌÂÁ¿ÏÂ˜ ·ÔÎÚ›ÛÂÈ˜ fiÙ·Ó Ë Û˘¯ÓfiÙËÙ· ‰È¤ÁÂÚÛË˜ ø Â›Ó·È ÂÚ›Ô˘ ‰È-

Ï¿ÛÈ· ÙË˜ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ˆ0, fiˆ˜ ı· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› ÛÙÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. ™Â Ù¤-

ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜, Ë ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ıÂˆÚ›· ÚÔ‚Ï¤ÂÈ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1.4.1) ÌÔÚÂ›

1
�
2

1
�
4

1
�
2
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Ó· ·Ó·Ù‡ÍÂÈ Ï‡ÛÂÈ˜ ÌÂ ¿ÂÈÚÔ Â‡ÚÔ˜. ŸÌˆ˜, ÁÈ· ÌÂÁ¿Ï· Â‡ÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜,

ÂÓÂÚÁÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÛÙËÓ Ú¿ÍË ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÔ› ÌË¯·ÓÈÛÌÔ› Ô˘ ÂÚÈÔÚ›-

˙Ô˘Ó Î·È ‰È·ÙËÚÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ ÙÔ Â‡ÚÔ˜ ÙË˜ ·fiÎÚÈÛË˜. T¤ÙÔÈ· Û˘ÌÂÚÈÊÔ-

Ú¿ ÚÔ‚Ï¤ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ Mathieu-Duffing

‰v + (ˆ2
0 + Â cos øt)v + · v3 = 0 . (1.4.5)

H Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙÒÓ ·Ó·Ï‡ÂÙ·È ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ¿ ÛÙÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿-

Ï·ÈÔ.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.4.2: H ·ÚÔ˘Û›· Ê˘ÛÈÎÔ‡ ÌË¯·ÓÈÛÌÔ‡ Ô ÔÔ›Ô˜ ·ÔÚÚÔÊ¿

ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ·fi ÌÈ· ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ È‰ÈÔÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙËÓ

ÚÔÛ‰›‰ÂÈ ÛÂ ¿ÏÏË, Ë ÔÔ›· ‰ÂÓ ‰ÈÂÁÂ›ÚÂÙ·È ¿ÌÂÛ·, ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È Â›ÛË˜ Î·È ÛÂ

Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÔÏÏÒÓ ‚·ıÌÒÓ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜. ™Â ÔÏ˘‚¿ıÌÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, Ô ÌË¯·ÓÈ-

ÛÌfi˜ ·˘Ùfi˜ ÂÓÂÚÁÔÔÈÂ›Ù·È fiÙ·Ó ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›Ù·È Î¿ÔÈ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË Û¯¤ÛË ÌÂ-

Ù·Í‡ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ È‰ÈÔÛ˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ ÂÌÏÂÎÔÌ¤ÓˆÓ È‰ÈÔÌÔÚÊÒÓ Î·È ÙÔ

Ê·ÈÓfiÌÂÓÔ Ô˘ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi˜ Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi˜. T¤ÙÔÈ· Ê·È-

ÓfiÌÂÓ· ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÛÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ, ¤ÌÙÔ Î·È ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·È·.

1.5 TA§ANTøTE™ ME TMHMATIKA ™TA£EPA XAPAKTHPI™TIKA 
™TIBAPOTHTA™ KAI A¶O™BE™H™

¶ÔÏÏ¤˜ ÌË¯·ÓÈÎ¤˜ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ Â›Ó·È Û¯Â‰È·ÛÌ¤ÓÂ˜ ÌÂ ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ Ó· ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È

ÂÌfi‰È· ÛÙËÓ Î›ÓËÛË Î¿ÔÈˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙÔ˘˜, ÌÂ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ó· ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È Û˘-

ÁÎÚÔ‡ÛÂÈ˜ Î·Ù¿ ÙËÓ Ù·Ï¿ÓÙˆÛ‹ ÙÔ˘˜. T˘ÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÔÈ ‰È·ÙÚË-

ÙÈÎ¤˜ Ú¤ÛÛÂ˜, ÔÈ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ ÛÊ˘ÚËÏ·Û›·˜ Î·È ÔÈ ÂÎÙ˘ˆÙÈÎ¤˜ ÌË¯·Ó¤˜. X·Ú·ÎÙË-

ÚÈÛÙÈÎfi fiÏˆÓ ·˘ÙÒÓ ÙˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È Ë ·fiÙÔÌË ·ÏÏ·Á‹ ÙË˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜

Î·È ÙË˜ ·fiÛ‚ÂÛ‹˜ ÙÔ˘˜, fiÙ·Ó ÙÔ Â‡ÚÔ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÍÂÂÚÓ¿ Î¿ÔÈ· ÎÚ›ÛÈÌË ÙÈÌ‹.

T¤ÙÔÈÂ˜ ·ÏÏ·Á¤˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È Î·È ÛÂ ¿ÏÏ· ÌË¯·ÓÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, fiˆ˜ ÁÈ· ·-

Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÛÙËÓ ÂÌÏÔÎ‹ ‹ ÙËÓ ·ÂÌÏÔÎ‹ ˙Â˘ÁÒÓ ‰ÔÓÙÈÒÓ Ô‰ÔÓÙˆÙÒÓ ÙÚÔ¯ÒÓ ÌÂ

Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÈÎ‹ ¯¿ÚË.

√È ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰¤Â˜ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ¤Ù·ÛË ÙË˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ Ù¤ÙÔÈˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÔ-

ÚÂ› Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ·ÛıÔ‡Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.5.1. AÓ ıÂ-

ˆÚËıÂ› fiÙÈ ÛÙÔÓ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ·˘Ùfi ÂÈ‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÓˆÛÙ‹ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰‡Ó·ÌË, Ë ÂÍ›Ûˆ-

ÛË Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘ Â›Ó·È Ë

m ‰x + f( Ûx, x) = F(t) ,

ÌÂ

c1 Ûx + k1 x, x ≤ xcf( Ûx, x) = � (c1 + c2)Ûx + (k1 + k2)x – k2 xc, x > xc
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H ·Ó¿Ï˘ÛË ÙË˜ ·fiÎÚÈÛË˜ Ù¤ÙÔÈˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ‚·Û›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ë Û˘Ì-

ÂÚÈÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· fiÔ˘ Ë ÛÙÈ-

‚·ÚfiÙËÙ· Î·È Ë ·fiÛ‚ÂÛ‹ ÙÔ˘˜ ·Ú·Ì¤ÓÔ˘Ó ÛÙ·ıÂÚ¤˜. ¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÌÂ ÂÊ·Ú-

ÌÔÁ‹ ÙˆÓ ·Ú¯ÈÎÒÓ Û˘ÓıËÎÒÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ·ÎÚÈ‚‹˜ Ï‡ÛË Ì¤¯ÚÈ Ó· Êı¿ÛÂÈ Ë

·fiÎÚÈÛË ÙËÓ ÙÈÌ‹ xc, fiÔ˘ ·ÏÏ¿˙Ô˘Ó ·fiÙÔÌ· Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Î·È

ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹. ™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi Á›ÓÂÙ·È ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Î·Ù¿ÏÏËÏË˜ ·ÚÈı-

ÌËÙÈÎ‹˜ ÌÂıfi‰Ô˘, ÌÂ ÙËÓ ÔÔ›· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Ô ·ÎÚÈ‚‹˜ ¯ÚfiÓÔ˜ ·ÏÏ·Á‹˜ ÙˆÓ ¯·-

Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, Á›ÓÂÙ·È Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ·fiÎÚÈ-

ÛË˜ Ì¤¯ÚÈ ÙËÓ ÂfiÌÂÓË ·ÏÏ·Á‹ ÙˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ-

ÒÓÙ·˜ ÙËÓ ·ÎÚÈ‚‹ Ï‡ÛË ÛÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ‰È¿ÛÙËÌ· Î·È ˆ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜

ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ Î·È ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·ÏÏ·Á‹˜ ÙˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ. ¶ÚÔ-

Ê·ÓÒ˜, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ·Ú·¿Óˆ ÛÙÚ·ÙËÁÈÎ‹˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ·fi-

ÎÚÈÛË ÛÂ Î·ıÔÚÈÛÌ¤Ó· ¯ÚÔÓÈÎ¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Î·È ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÌÔÚÊ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË˜.

EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜, Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÂÚÈÔ‰È-

Î‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ÙÔ˘ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi˜ ÌÂ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Û˘-

ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›·˜. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, ÔÈ ¿ÁÓˆÛÙÔÈ ÛÙ·ıÂÚÔ› Û˘ÓÙÂÏÂ-

ÛÙ¤˜ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙË Ï‡ÛË, ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ÌÈ·˜ ÂÚÈfi‰Ô˘ ·fiÎÚÈÛË˜, ÚÔÛ-

‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙÚˆÛË Î·È ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÂÓfi˜ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Û˘Ó-

ıËÎÒÓ ÂÚÈÔ‰ÈÎfiÙËÙ·˜ Î·È Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ Î·È ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ ÛÙ· ÛËÌÂ›·

·ÏÏ·Á‹˜ ÙˆÓ ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ. H Ï‹ÚË˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌÔ‡

ÂÚÈÔ‰ÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ Î·ıÒ˜ Î·È ÙË˜ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ¿˜ ÙÔ˘˜, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÂÎÙÂÓÒ˜ ÛÙÔ

ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. ™ËÌÂÈÒÓÂÙ·È fiÙÈ ·ÚfiÌÔÈÂ˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ÂÊ·Ú-

ÌÔÛıÔ‡Ó Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ¿ÏÏˆÓ Î·ÙËÁÔÚÈÒÓ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÙÌË-

Ì·ÙÈÎ¿ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿, fiˆ˜ ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ÍËÚ‹ ÙÚÈ‚‹.

MÈ· ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î›ÓËÛË˜ ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ

ÙÌËÌ·ÙÈÎ¿ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ Â›Ó·È fiÙÈ Ë ÂÊ·ÚÌÔ˙fiÌÂÓË ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ÌÂıÔ-

‰ÔÏÔÁ›· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÈ ·ÎÚÈ‚Â›˜ Ï‡ÛÂÈ˜, ·ÎfiÌË Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÙÔ ÂÍÂÙ·˙fi-

ÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· Â›Ó·È ÈÛ¯˘Ú¿ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi. Afi ÙËÓ ¿ÏÏË ÌÂÚÈ¿, Ù· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿ ·Ô-

ÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ‰Â›¯ÓÔ˘Ó fiÙÈ Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ÙÌËÌ·ÙÈÎ¿ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÙÂ¯ÓÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈ-

ÛÙÈÎ¿ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó ·ÚfiÌÔÈ· Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ Î·È Ê·ÈÓfiÌÂÓ· ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÌË

ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÂ¯‹ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿.
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x, F(t)
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c2
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1.6 A™KH™EI™

1.1 YÏÈÎfi ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ m Â›Ó·È Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤-

ÓÔ ÛÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ÂÏ·ÛÙÈÎ‹˜ ¯ÔÚ‰‹˜ ÌÂ Ì¤-

ÙÚÔ ÂÏ·ÛÙÈÎfiÙËÙ·˜ E Î·È Ì‹ÎÔ˜ l, Ë
ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ˘fi ·Ú¯ÈÎ‹ ÚÔ¤ÓÙ·ÛË

T, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.6.1. N·

ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘

ÛÒÌ·ÙÔ˜ ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜

F(t). ¶ÔÈ¿ ÌÔÚÊ‹ ·›ÚÓÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›-

ÓËÛË˜ ÁÈ· “Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜” Á‡Úˆ ·fi ÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ-

›·˜ Î·È ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô Î˘Ú›·Ú¯Ô˜ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ fiÚÔ˜ Ô˘ Á›ÓÂÙ·È ÛËÌ·ÓÙÈÎfi˜

ÁÈ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚ· Â‡ÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜;

1.2 N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜

ÁÈ· ÙË ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜

1.6.2. H ‰È¿Ù·ÍË ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÛÙÂ-

ÚÂ¿ Ú¿‚‰Ô Ì¿˙·˜ m Î·È Ì‹ÎÔ˘˜ l, Ë
ÔÔ›· Â›Ó·È ·ÚıÚˆÌ¤ÓË ÛÙÔ Î¿Ùˆ ¿ÎÚÔ

ÙË˜ Î·È Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ÂÏ·ÛÙÈÎfi ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ

ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k ÛÙÔ Â¿Óˆ ¿ÎÚÔ ÙË˜.

TÔ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ·˘Ùfi ÌÂÙ·Ê¤ÚÂÙ·È ¤ÙÛÈ,

ÒÛÙÂ Ó· Â›Ó·È ¿ÓÙ· ÛÂ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ı¤ÛË

Î·È Â›Ó·È ··Ú·ÌfiÚÊˆÙÔ fiÙ·Ó Ë Ú¿‚‰Ô˜

Â›Ó·È Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË. N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÔ‡Ó ÔÈ ı¤ÛÂÈ˜ ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ Î·È Ë Â˘-

ÛÙ¿ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ ÙË˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k. T· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ·-

ÛıÔ‡Ó ÛÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ·, ÙÔ ÔÔ›Ô Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÙÔ Â‡ÚÔ˜ Î·È ÙËÓ Â˘-

ÛÙ¿ıÂÈ· ÙˆÓ ÛÙ·ÙÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·‰È¿ÛÙ·ÙË ·Ú¿ÌÂÙÚÔ p = mg/kl.

1.3 ™ÒÌ· Ì¿˙·˜ m Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ‰˘Ô fiÌÔÈ·

ÂÏ·ÛÙÈÎ¿ ÂÏ·Ù‹ÚÈ· ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k, ˘fi

ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ÊÔÚÙ›Ô˘ P,

fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.6.3. AÓ ÙÔ ··-

Ú·ÌfiÚÊˆÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙˆÓ ÂÏ·ÙËÚ›ˆÓ Â›Ó·È

l, Ó· Î·Ù·ÛÙÚˆıÂ› ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ‰È¿-

ÁÚ·ÌÌ· ÙˆÓ ÛÙ·ÙÈÎÒÓ Ï‡ÛÂˆÓ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙËÓ ·‰È¿ÛÙ·ÙË ·Ú¿ÌÂÙÚÔ p = P/2kl. TÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ ÌË¯·ÓÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·Ô-

ÙÂÏÂ› ÙÔ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÙÔ ÌË¯·ÓÈÛÌfi ·ÛÙ¿ıÂÈ·˜ Ô˘

ı ı

P

k k

m
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¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÌÂÙ¿‚·ÛË ÛÂ ¿ÏÏË, Û˘Ó˘¿Ú¯Ô˘Û·, ·ÏÏ¿ Ì·-

ÎÚÈÓ‹ ÛÙ·ÙÈÎ‹ ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜ (snap-through).

1.4 N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙË˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.6.4.

N· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ ÛÙÔ ¿ÎÚÔ B ÙË˜ ÂÏ·ÛÙÈÎ‹˜ ¯ÔÚ‰‹˜ –Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ··Ú·ÌfiÚ-

ÊˆÙÔ Ì‹ÎÔ˜ l – ÂÈ‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÓˆÛÙ‹ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· ÌÂÙ·ÙfiÈÛË v0 + v1 cos ˆt.

1.5 H ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÂÓfi˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ¤¯ÂÈ ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹

Ûu + f(u, Ûu) = F(t) .

AÓ u0(t) Â›Ó·È ÌÈ· ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÁÈ· ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË

F(t) = F(t + T) ,

Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ·Ó¿Ï˘ÛË ÙË˜ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·˜ ÙË˜ Ï‡ÛË˜ ·˘Ù‹˜ Ì¤Ûˆ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ-

Ô›ËÛË˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÂÍ›ÛˆÛË Ù‡Ô˘ Hill.

1.6 H ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ Duffing ÌÂ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ¤¯ÂÈ ÌÔÚÊ‹

m ‰x + c Ûx + k x + Ì x3 = F0 cos ˆt .

AÓ ÂÈÛ·¯ıÔ‡Ó ÙÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi Ì‹ÎÔ˜ xc Î·È ÔÈ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ

6̂ 0 = �� ,   ˙ = ,   f = ,   ˆ0 = ,   Â · = x2
c ˆ2

0 ,

Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ·Ú¯ÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ·›ÚÓÂÈ ÙËÓ ·‰È¿ÛÙ·ÙË ÌÔÚÊ‹

‰u + 2˙ ˆ0Ûu + ˆ2
0 u + Â · u3 = f cos Ù ,

fiÔ˘ Ù = ˆt Â›Ó·È Ô ·‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ Î·È u(Ù)=x(t)/xc Â›Ó·È Ë ·‰È¿ÛÙ·ÙË

ÌÂÙ·ÙfiÈÛË.

1.7 H ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ van der Pol ÌÂ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ¤¯ÂÈ ÌÔÚ-

Ê‹
m ‰x – c Ûx + · x2 Ûx + k x = F0 cos ˆt .

Ì
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AÓ ÂÈÛ·¯ıÔ‡Ó ÙÔ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi Ì‹ÎÔ˜ xc Î·È ÔÈ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ

ˆ0 = �� ,   ˙ = ,   ø = ,   Ù = ˆ0 t,   y(Ù) = 

Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ·›ÚÓÂÈ ÙËÓ ·‰È¿ÛÙ·ÙË ÌÔÚÊ‹

‰y + 2˙(y2 – 1)Ûy + y = f cos øÙ .

¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ xc Î·È f;

1.8 H ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙË˜ ·ÌÊÈ·ÚıÚˆÙ‹˜ ‰ÔÎÔ‡ Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.6.5 ÁÈ·

Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂÁ¿ÏÔ Â‡ÚÔ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ¤¯ÂÈ ÌÔÚÊ‹

EI + Ú∞ – � 
l

0 � 	
2

dx� = q(x, t) .

O ÙÚ›ÙÔ˜ fiÚÔ˜ ÛÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙËÓ ·ÍÔÓÈÎ‹ ‰Ú¿-

ÛË ÙË˜ ‰ÔÎÔ‡ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È fiÙ·Ó ÔÈ ÂÁÎ¿ÚÛÈÂ˜ ÌÂÙ·ÙÔ›ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÌÂ-

Á¿ÏÂ˜. AÓ Ë ÂÁÎ¿ÚÛÈ· ÊfiÚÙÈÛË Â›Ó·È ·ÚÌÔÓÈÎ‹

q(x, t) = q0(x) cos ˆt ,

ÌÂ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ‰È¤ÁÂÚÛË˜ ˆ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹˜ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙË-

Ù·˜ ˆ1 ÙË˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜, Ó· ıÂˆÚËıÂ› ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ‹ Ï‡ÛË

w(x, t) = Í(t) sin� 	
Î·È Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

¢Í + ˆ2
1(Í+ Â Í3) = f cos øt .

¶ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ

ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË;

 x
�
l

� �
l

z, w(x, t)

x, u

q(x, t)

™¯‹Ì· 1.6.5

∂2w
�
∂x2

∂w
�
∂x

EA
�
2l

∂2w
�
∂t2

∂4w
�
∂x4

x(t)
�
xc

ˆ
�
ˆ0

c
�
2�m� k�

k
�
m
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1.9 TÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.6.6 Â›Ó·È

Â‡Î·ÌÙÔ ÌÂ ·ÍÔÓÈÎ‹ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ· k. TÔ ··Ú·-

ÌfiÚÊˆÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÂÎÎÚÂÌÔ‡˜ Â›Ó·È l0 Î·È Ë ÌÂÙ·-

ÙfiÈÛË u ÌÂÙÚÂ›Ù·È ·fi ÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ-

›·˜ ÙË˜ Ì¿˙·˜ m, fiÙ·Ó ÙÔ ÂÎÎÚÂÌ¤˜ Â›Ó·È ÔÚÈ˙fi-

ÓÙÈÔ.

·. N· Î·Ù·ÛÙÚˆıÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ Û˘-

ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ıÂˆÚÒÓÙ·˜ ÙË ÁˆÓ›· Ê Î·È ÙË ÌÂÙ·-

ÙfiÈÛË u ˆ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜.

‚. N· ‚ÚÂıÂ› Ë ÌÔÚÊ‹ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î›ÓËÛË˜ ÁÈ· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡-

ÚÔ˘˜, Á‡Úˆ ·fi ÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜. Y¿Ú¯ÂÈ Û‡˙Â˘ÍË ÌÂÙ·Í‡ Ê

Î·È u;

Á. ¶ÔÈ¿ ÌÔÚÊ‹ ·›ÚÓÔ˘Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ÌÂ ‰È·Ù‹ÚËÛË Ì¤¯ÚÈ Î·È fiÚˆÓ ÙÚ›-

ÙË˜ Ù¿ÍË˜ ÌÂÙ¿ ·fi ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÂ ÛÂÈÚ¿ Taylor

Á‡Úˆ ·fi ÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜;

1.10 TÔ ÛÊ·ÈÚÈÎfi ÂÎÎÚÂÌ¤˜ ÙÔ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.6.7 ‰ÈÂÁÂ›ÚÂ-

Ù·È ÌÂ ÂÈ‚ÔÏ‹ ÁÓˆÛÙ‹˜ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜

z0(t) = Âl sin ˆt ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙ‹ÚÈÍ‹˜ ÙÔ˘ O.

·. N· ÁÚ·ÊÔ‡Ó ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÈ˜

Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ı Î·È Ê. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ó· ·Ô-

‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· Û˘Ó‰˘·ÛıÔ‡Ó ÔÈ

ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÛÙË ÌÔÚÊ‹

¢ı + � + Â ˆ2 sin ˆt	 sin ı – = 0 .

‚. ¶ÔÈ¤˜ Â›Ó·È ÔÈ ı¤ÛÂÈ˜ ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÁÈ· Â = 0 Î·È ÔÈ¿ Â›‰Ú·ÛË

¤¯ÂÈ Ë Î›ÓËÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ÛÙ‹ÚÈÍË˜ ÛÙËÓ ‡·ÚÍË Î·È ÙËÓ Â˘ÛÙ¿ıÂÈ¿ ÙÔ˘˜;

p2 cos ı
�

sin3 ı

g
�
l

ı

Ê

l

z

O x

y

m
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��
Ê

k

u(t)m
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