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¶PO§O°O™

∏ ÂÚÈÔ¯‹ ÙˆÓ ∆·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂ› Ì¤ÚÔ˜ ÙË˜ ÂÈÛÙ‹-
ÌË˜ ÙË˜ ªË¯·ÓÈÎ‹˜ Î·È ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ· ÙË˜ ¢˘Ó·ÌÈÎ‹˜ ˘ÏÈÎÒÓ ÛˆÌ¿ÙˆÓ. ∏ Ï¤ÍË Ù·Ï¿-
ÓÙˆÛË ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ Ï¤ÍÂÈ˜ Ù¿Ï·ÓÙÔ (‰ËÏ·‰‹ ˙˘Á·ÚÈ¿) Î·È ÒÛË Î·È ·Ó·Ê¤ÚÂ-
Ù·È ÛÙËÓ ·˘ÍÔÌÂ›ˆÛË ÙË˜ ÙÈÌ‹˜ ÂÓfi˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÌÂ ÙËÓ ¿ÚÔ‰Ô ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘. ∆¤ÙÔÈÂ˜
·˘ÍÔÌÂÈÒÛÂÈ˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È ÛÂ ÔÏÏ¤˜ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ Î·È ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜.
ª¿ÏÈÛÙ·, ÛÂ ÌÂÚÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Ê·ÈÓfiÌÂÓ· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÛÂ Û‡ÓıÂ-
Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, Ù· ÔÔ›· ÂÎÙfi˜ ·fi ÌË¯·ÓÈÎ¤˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜, ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÈÏ·Ì‚¿-
ÓÔ˘Ó Î·È Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Ô˘ ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ËÏÂÎÙÚÈÎ‹, Ì·ÁÓËÙÈÎ‹ ‹ ¯ËÌÈÎ‹ ‰Ú¿-
ÛË. ∏ Úfi‚ÏÂ„Ë Î·È Ô ÌÂÙ¤ÂÈÙ· Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎfi˜ ¤ÏÂÁ¯Ô˜ ÙË˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ Ù¤ÙÔÈˆÓ
Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· Á›ÓÔ˘Ó ÌfiÓÔ ÌÂ ÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ·ÍÈfiÈÛÙˆÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ
‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ Î·È ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ Â›‰Ú·ÛË˜ ÙˆÓ ÛËÌ·ÓÙÈÎÒÓ ·Ú·Ì¤-
ÙÚˆÓ ÛÙË Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙÔ˘˜.

™Ù· Ï·›ÛÈ· ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ‚È‚Ï›Ô˘, Ë ¤ÌÊ·ÛË ÂÛÙÈ¿˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÂÍ¤Ù·ÛË ÙË˜ Ù·-
Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. ∏ ·Ó¿ÁÎË ÌÂÏ¤ÙË˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂ-
ˆÓ ÛÂ ÌË¯·ÓÈÎ¤˜ ‰È·Ù¿ÍÂÈ˜ Á›ÓÂÙ·È ÔÏÔ¤Ó· Î·È ÈÔ ÂÈÙ·ÎÙÈÎ‹ ÁÈ· ÙËÓ ·ÓÙÈÌÂÙÒÈ-
ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ·Ó·Î‡ÙÔ˘Ó ·fi ÙÈ˜ Û¯Â‰È·ÛÙÈÎ¤˜ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ÁÈ· ÈÔ ÂÏ·ÊÚ¤˜
Î·È Ù·¯˘Î›ÓËÙÂ˜ Û˘ÓÈÛÙÒÛÂ˜ Û‡Á¯ÚÔÓˆÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ. Àfi Ù¤ÙÔÈÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ Û¯Â-
‰›·ÛË˜, ·ÎfiÌË Î·È ÔÏ‡ ÌÈÎÚ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÈÎ¤˜ ·Ù¤ÏÂÈÂ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÎ·Ï¤ÛÔ˘Ó
·ÓÂÈı‡ÌËÙ· Ê·ÈÓfiÌÂÓ·, fiˆ˜ Ë ·Ó¿Ù˘ÍË ÌÂÁ¿ÏˆÓ ·Ú·ÌÔÚÊÒÛÂˆÓ Î·È Ù¿ÛÂˆÓ
‹ Ë ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›· ˘„ËÏÒÓ ÂÈ¤‰ˆÓ ıÔÚ‡‚Ô˘. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·ÎfiÌË Î·È ÛÂ Ì¤ÙÚÈ· Â›Â-
‰· ÊfiÚÙÈÛË˜, ¤Ó·˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi˜ Î›Ó‰˘ÓÔ˜ Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË Ù·Ï·-
ÓÙÒÛÂˆÓ Â›Ó·È Ë ÎfiˆÛË ÙˆÓ ÂÍ·ÚÙËÌ¿ÙˆÓ ÙˆÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ. ¶¤Ú· fiÌˆ˜ ·fi ÙÈ˜
·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÂÈÙÒÛÂÈ˜, ˘¿Ú¯Ô˘Ó Î·È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È ÂÈı˘ÌËÙ‹ Ë ‰Ë-
ÌÈÔ˘ÚÁ›· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÔÚÈÛÌ¤ÓË˜ ÌÔÚÊ‹˜ (.¯. ÛÂ Ê˘ÁÔÎÂÓÙÚÈÎÔ‡˜ ‰È·¯ˆÚÈÛÙ¤˜, ÛÂ
ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ˜ ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ Î·È ÌË¯·ÓÒÓ ‹ ÛÂ ÌÔ˘ÛÈÎ¿ fiÚÁ·Ó·).
∂ÔÌ¤Óˆ˜, Â›Ó·È Ê·ÓÂÚ‹ Ë ·Ó¿ÁÎË ÌÂÏ¤ÙË˜ Î·È Î·Ù·ÓfiËÛË˜ ÙÔ˘ ÙÚfiÔ˘ ·Ú·ÁˆÁ‹˜
Î·È ÂÎ‰‹ÏˆÛË˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÛÂ ˘¿Ú¯ÔÓÙ·, ·ÏÏ¿ Î·È ÛÂ ˘fi Û¯Â‰›·ÛË ÌË¯·ÓÈÎ¿
Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·.

™Â fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ Á‡Úˆ ·fi Ì›·
ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ, Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÙˆÓ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓˆÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ‰È¤-
ÂÙ·È ·fi ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡˜ Î·Ù·ÛÙ·ÙÈÎÔ‡˜ ÓfiÌÔ˘˜. √È ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È
ÌÂ ·ÚÎÂÙ‹ ·ÎÚ›‚ÂÈ· ÛÂ ÔÏÏ¤˜ ÌË¯·ÓÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜ Î·È Ô‰ËÁÔ‡Ó ÛÙËÓ ·Ú·ÁˆÁ‹
ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ Â¿ÚÎÂÈ· ·fi ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜
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ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜. ∏ Â›Ï˘ÛË Î·È Ë ÌÂÏ¤ÙË Ù¤ÙÔÈˆÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ ·Ú¤¯ÂÈ ¯Ú‹ÛÈÌÔ ˘fi-
‚·ıÚÔ Î·È ÔÏ‡ÙÈÌÂ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ıÂÌÂÏÈˆ‰ÒÓ ·Ú¯ÒÓ Ù·Ï¿ÓÙˆ-
ÛË˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. ∂›ÛË˜, ÌÂ ¿ÌÂÛË ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ·Ú¯ÒÓ ·˘ÙÒÓ Î·ı›-
ÛÙ·Ù·È ‰˘Ó·Ù‹ ÙfiÛÔ Ë Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎ‹ Úfi‚ÏÂ„Ë Î·È Ô ¤ÏÂÁ¯Ô˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ, fiÛÔ Î·È
Ë ‚ÂÏÙÈÛÙÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ·fiÎÚÈÛË˜ ‹ Ë ·Ó·ÁÓÒÚÈÛË Î·È Ë ‰È¿ÁÓˆ-
ÛË ‚Ï·‚ÒÓ ÂÓfi˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜.

√È ÌË¯·ÓÈÎÔ› ÊÔÚÂ›˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó Û˘ÓÂ¯‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ. ŸÌˆ˜, ÛÂ ÌÈ·
ÌÂÁ¿ÏË Î·ÙËÁÔÚ›· ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌË¯·ÓÒÓ Î·È Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ÌÔÚÂ› Ó· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ Ë
Ì¿˙·, Ë ·fiÛ‚ÂÛË Î·È Ë ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ¿ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È Û˘ÁÎÂÓÙÚˆÌ¤ÓË ÛÂ ‰È·ÎÚÈÙ¿ ÛËÌÂ›·
ÙÔ˘˜. ∏ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ Ù¤ÙÔÈˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ï˘ıÂ› ÌÂ ÙËÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›-
ËÛË ‰È·ÎÚÈÙÒÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ, Ù· ÔÔ›· ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÔÓÙ·È ·fi Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Î·ÓÔÓÈÎÒÓ
‰È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ. ŸÌˆ˜, fiÙ·Ó ··ÈÙÂ›Ù·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ·ÎÚ›‚ÂÈ· ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÌÒÓ, ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ ÔÈ ÌË¯·ÓÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÊÔÚ¤· Â›Ó·È Ú¿ÁÌ·ÙÈ Û˘ÓÂ¯Ò˜ Î·-
Ù·ÓÂÌËÌ¤ÓÂ˜, ÔfiÙÂ ÔÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙË ÌÔÚÊ‹ ÌÂÚÈÎÒÓ ‰È·ÊÔ-
ÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ. °ÂÓÈÎ¿, Ô ·Ó·Ï˘ÙÈÎfi˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔ-
Ú¿˜ Û˘ÓÂ¯ÒÓ ÊÔÚ¤ˆÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi˜ ÌfiÓÔ ÁÈ· ÌÈ· ÌÈÎÚ‹ Î·ÙËÁÔÚ›· Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ
·Ï‹ ÁÂˆÌÂÙÚ›·. ™Â ÊÔÚÂ›˜ ÌÂ ÔÏ‡ÏÔÎË ÁÂˆÌÂÙÚ›·, Ë ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ·Ó¿Ï˘ÛË Á›ÓÂÙ·È
ÌÂ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹˜ ‰È·ÎÚÈÙÔÔ›ËÛË˜
(.¯. Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÙˆÓ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ), ÔÈ ÔÔ›Â˜ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÙÂÏÈÎ¿ ÛÂ ·Úfi-
ÌÔÈ· Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï· ÌÂ ÂÎÂ›Ó· ÙˆÓ ‰È·ÎÚÈÙÒÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÙfiÛÔ Ô
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ÙÂ¯ÓÈÎÒÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ, fiÛÔ Î·È Ë Â·Ï‹ıÂ˘ÛË ‹ Ë ‚ÂÏÙ›ˆÛË ÙˆÓ
ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÒÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ Á›ÓÂÙ·È Û˘¯Ó¿ ÌÂ ÙËÓ Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓË ÂÊ·ÚÌÔÁ‹
Î·Ù¿ÏÏËÏˆÓ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎÒÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ.

∏ ‰È¤ÁÂÚÛË ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ÌfiÓÔÓ ·fi ÙËÓ ÂÈ‚ÔÏ‹ ·Ú-
¯ÈÎ‹˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ Î·È Ù·¯‡ÙËÙ·˜ (ÔfiÙÂ ÚÔÎ·ÏÂ›Ù·È ÂÏÂ‡ıÂÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛ‹ ÙÔ˘) ‹
Î·È ·fi ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÊfiÚÙÈÛË (Ô˘ ÚÔÎ·ÏÂ› ÂÍ·Ó·ÁÎ·ÛÌ¤ÓË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË) ÙˆÓ Û˘ÓÈ-
ÛÙˆÛÒÓ ÙÔ˘. ™˘Ó‹ıˆ˜, Ë Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ (.¯. ‰È¤ÁÂÚÛË ·fi
·˙˘ÁÔÛÙ·ıÌ›· ÂÚÈÛÙÚÂÊfiÌÂÓÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜, ‰È¤ÁÂÚÛË Ô¯ËÌ¿ÙˆÓ ·fi ·ÓˆÌ·Ï›Â˜ ÙÔ˘
Ô‰ÔÛÙÚÒÌ·ÙÔ˜, ÏÔ›ˆÓ ·fi ı·Ï¿ÛÛÈ· Î‡Ì·Ù·, ·ÂÚÔÔÚÈÎÒÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ ·fi ‰›-
ÓÂ˜ ·¤Ú· Î·È ÎÙÈÚ›ˆÓ ·fi ÛÂÈÛÌfi ‹ ‰˘Ó·Ùfi ·¤Ú·) ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓË-
ÛË˜ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÌË ÔÌÔÁÂÓÒÓ fiÚˆÓ. ŒÓ·˜ ¿ÏÏÔ˜ Ù‡Ô˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ÌÂ
ÙË ÌÔÚÊ‹ ¯ÚÔÓÈÎ¿ ÌÂÙ·‚·ÏÏfiÌÂÓˆÓ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙÒÓ ÛÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜. √ Ù‡Ô˜
·˘Ùfi˜ ÙË˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi˜ ˆ˜ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË Î·È ÚÔÎ·ÏÂ› Ê·ÈÓfi-
ÌÂÓ· Ù· ÔÔ›· ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÌÂ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ Ô˘ Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ·fi ·˘Ù¤˜ Ô˘
·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ ·ÚfiÓ ‚È‚Ï›Ô. ∆¤ÏÔ˜, ·Ó¿ÏÔÁ· ÌÂ ÙÈ˜ ‰È·ı¤ÛÈÌÂ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜,
ÔÈ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ ÙË˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ Î·È ÔÈ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ ÙˆÓ ÌÔÓÙ¤ÏˆÓ ıÂˆÚÂ›Ù·È
fiÙÈ Â›Ó·È Ï‹Úˆ˜ ‹ ÌÂÚÈÎ¿ ÁÓˆÛÙ¤˜, ÔfiÙÂ ˘ÈÔıÂÙÔ‡ÓÙ·È Î·ıÔÚÈÛÙÈÎ¤˜ ‹ ÛÙÔ¯·ÛÙÈ-
Î¤˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

°ÂÓÈÎ¿, Ë ·Ó¿Ï˘ÛË ÙË˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ ‰È·Ù¿ÍÂˆÓ Â-
ÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ Ù¤ÛÛÂÚ· ‰È·ÎÚÈÙ¿ ÛÙ¿‰È·. ™ÙÔ ÚÒÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È Ù· ‚·ÛÈÎ¿ ¯·-
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Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ Î·È ÔÈ È‰ÈÔÌÔÚÊ›Â˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜, ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È ÔÈ Î·Ù¿ÏÏËÏÂ˜ ·ÏÔ-
ÔÈËÙÈÎ¤˜ ·Ú·‰Ô¯¤˜ Î·È ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ›Ù·È ¤Ó· fiÛÔ ÙÔ ‰˘Ó·ÙfiÓ ÈÔ ·Ïfi, ·ÏÏ¿ ·ÚÎÂ-
Ù¿ ·ÍÈfiÈÛÙÔ Î·È ·ÎÚÈ‚¤˜ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜. ∫·ÙfiÈÓ, ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÌÈ· ·fi ÙÈ˜
ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÙË˜ ªË¯·ÓÈÎ‹˜ Î·È Î·Ù·ÛÙÚÒÓÔÓÙ·È ÔÈ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜. ∆Ô
ÙÚ›ÙÔ ÛÙ¿‰ÈÔ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹ Î·È ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ Î·Ù·ÏÏ‹ÏˆÓ ·Ó·Ï˘ÙÈÎÒÓ,
·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ‹ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎÒÓ ÌÂıfi‰ˆÓ Ô˘ ÂÈÙÚ¤Ô˘Ó ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Ù·-
Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘. ™ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÛÙ¿‰ÈÔ Á›ÓÂÙ·È ·Ú·ÌÂÙÚÈ-
Î‹ ·Ó¿Ï˘ÛË, ÂÚÌËÓÂ›· Î·È ·ÍÈÔÔ›ËÛË ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ.

√ Î‡ÚÈÔ˜ ÛÎÔfi˜ ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙÂ-
ÚˆÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ Ô˘ ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È ÁÈ· ÙËÓ Úfi‚ÏÂ„Ë ÙË˜ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜ Î·È Ù·Ï·-
ÓÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿. ™ÙÔ
ÚÒÙÔ ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘, Ô˘ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ Ù· ÚÒÙ· ¤ÓÙÂ ÎÂÊ¿Ï·È·, ·ÚÔ˘ÛÈ¿-
˙ÔÓÙ·È ·ÎÚÈ‚Â›˜ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¤˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜. ¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÛÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ
ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È Ù·Ï·ÓÙˆÙ¤˜ ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜, ÂÓÒ ÛÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·Ó·-
Ï‡ÂÙ·È Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÔÏ˘‚¿ıÌÈˆÓ ‰È·ÎÚÈÙÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ. √È ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜
ÔÏ˘‚¿ıÌÈˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÂ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÌËÙÚˆÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ Î·È ÂÈ-
Ï‡ÔÓÙ·È ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ·Ó¿Ï˘ÛË˜ È‰ÈÔÌÔÚÊÒÓ. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ·˘Ù‹, Ë ·fi-
ÎÚÈÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ Â·ÏÏËÏ›· ·ÔÎÚ›ÛÂˆÓ ‰È·˙Â˘ÁÌ¤ÓˆÓ
Ù·Ï·ÓÙˆÙÒÓ ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜. ™ÙÔ ÙÚ›ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, ÔÈ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ ·˘Ù¤˜
ÂÂÎÙÂ›ÓÔÓÙ·È Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙Ô˘Ó ·Û˘ÌÌÂÙÚ›Â˜ ÛÙÈ˜
ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ Î›ÓËÛË˜. ∆¤ÏÔ˜, ÛÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ Î·È ¤ÌÙÔ ÎÂÊ¿Ï·È· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ·fi-
ÎÚÈÛË Û˘ÓÂ¯ÒÓ ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ Î·È ÔÏ˘‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ ÊÔÚ¤ˆÓ, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

∆Ô ‰Â‡ÙÂÚÔ ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÔ ¤ÎÙÔ, ¤‚‰ÔÌÔ Î·È fiÁ‰ÔÔ ÎÂÊ¿-
Ï·È· Î·È ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙËÓ ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ. ∂È‰ÈÎfiÙÂ-
Ú·, ÛÙÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÈÔ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ˘ÙÈÎ¤˜ ÎÏ·ÛÈÎ¤˜ ÚÔ-
ÛÂÁÁÈÛÙÈÎ¤˜ ·Ó·Ï˘ÙÈÎ¤˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÙfiÛÔ ÛÂ ‰È·ÎÚÈÙ¿, fiÛÔ Î·È
ÛÂ Û˘ÓÂ¯‹ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·. ¶·ÚfiÌÔÈ·, ÛÙÔ ¤‚‰ÔÌÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÍÂ¯ˆÚÈ-
ÛÙ¿ Ù· ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙÂÚ· ‚‹Ì·Ù· ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ, ÌÂ ¿ÌÂÛË
·Ó·ÊÔÚ¿ Î·È ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÛÙËÓ ÂÚÈÔ¯‹ ÙË˜ ¢˘Ó·ÌÈÎ‹˜ ÙˆÓ K·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ. ™ÙÔ
fiÁ‰ÔÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ Û‡ÓıÂÛË˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÈÎÒÓ Û˘ÓÈÛÙˆ-
ÛÒÓ, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÔÔ›·˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë ‰Ú·ÛÙÈÎ‹ ÌÂ›ˆÛË ÙˆÓ ‚·ıÌÒÓ ÂÏÂ˘-
ıÂÚ›·˜ ÛÂ ÔÏ˘‚¿ıÌÈ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ Û˘ÛÙËÌ·ÙÈÎfi ÙÚfiÔ Î·È ¯ˆÚ›˜ ÙËÓ ·ÒÏÂÈ· ÛË-
Ì·ÓÙÈÎ‹˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈÎ‹˜ ·ÎÚ›‚ÂÈ·˜.

∆Ô ÙÚ›ÙÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙÔ ¤Ó·ÙÔ Î·È ÙÔ ‰¤Î·ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Î·È
Ë ¤ÌÊ·ÛË ÂÛÙÈ¿˙ÂÙ·È ÛÂ ÌÂÙÚËÙÈÎ¤˜ Î·È ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¤˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ Î·È ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜.
¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÛÙÔ ¤Ó·ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÈ ıÂÌÂÏÈÒ‰ÂÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜
Ô˘ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙË ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¿Ï˘ÛË Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ. ¶·ÚfiÌÔÈ·, ÛÙÔ
‰¤Î·ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ıÂˆÚËÙÈÎfi ˘fi‚·ıÚÔ ÛÙÔ ÔÔ›Ô ÛÙËÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ
‚·ÛÈÎfiÙÂÚÂ˜ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›Â˜ Ô˘ ÂÊ·ÚÌfi˙ÔÓÙ·È ÁÈ· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ
‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Ì¤Ûˆ Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎÒÓ ÌÂÙÚ‹ÛÂˆÓ.
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∆Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÙÌ‹Ì· ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÚ›· ·Ú·ÚÙ‹Ì·Ù·. ∆Ô ÚÒÙÔ
·fi ·˘Ù¿ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Fourier Î·È ÛÂ ıÂÌÂÏÂÈÒ‰ÂÈ˜
¤ÓÓÔÈÂ˜ ·Ó¿Ï˘ÛË˜ ‰˘Ó·ÌÈÎÒÓ ÛËÌ¿ÙˆÓ, ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ú·ÁÌ·ÙÂ‡ÂÙ·È È‰ÈÔÚÔ‚Ï‹Ì·-
Ù· Ù‡Ô˘ Sturm-Liouville, ÂÓÒ ÛÙÔ ÙÚ›ÙÔ ·Ú¿ÚÙËÌ· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Û˘ÓÔÙÈÎ¿ ÌÂ-
ÚÈÎ¿ ¯Ú‹ÛÈÌ· ÛÙÔÈ¯Â›· ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ Ô˘ Â›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌ· ÛÙË ÛÙÔ¯·ÛÙÈÎ‹ ·Ó¿Ï˘ÛË Ù·-
Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ.

™Â fiÏ· Ù· ÎÂÊ¿Ï·È·, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ·Ú¯ÈÎ¿ ÙÔ ··Ú·›ÙËÙÔ ıÂˆÚËÙÈÎfi ˘fi‚·-
ıÚÔ. ∏ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙÔ˘ ÁÓˆÛÙÈÎÔ‡ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ ÙˆÓ ªË¯·ÓÈÎÒÓ ∆·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ
··ÈÙÂ› Î·Ï‹ ÁÓÒÛË Î·È Â˘¯¤ÚÂÈ· ÛÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ·Ú¯ÒÓ ÙË˜ ªË¯·ÓÈ-
Î‹˜, Î·ıÒ˜ Î·È ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ‰È·ÊÔÚÈÎÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î·È ÙË˜ ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ‹˜ ¿ÏÁÂ‚Ú·˜. ∏ ·ÚÔ˘Û›·ÛË Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÁÂÓÈÎfi ÙÚfiÔ, ¯ˆÚ›˜ Ó· Á›ÓÂÙ·È ·Ó·ÊÔ-
Ú¿ ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË. ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ‰›ÓÂÙ·È ¤ÌÊ·ÛË Î·È Ê˘-
ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· ÛÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÂÌÂ‰ÒÓÔÓÙ·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÌÂ ÂÈ-
ÏÂÁÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·. ∆·˘Ùfi¯ÚÔÓ· Á›ÓÂÙ·È Î·È Ë ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ Î˘ÚÈÔÙ¤ÚˆÓ ‰˘-
Ó·ÌÈÎÒÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ Ô˘ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÓÙ·È ÛÂ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ¯·Ú·ÎÙËÚÈ-
ÛÙÈÎ¿. ™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÌÈ· ÛÂÈÚ¿ ·fi ¿Ï˘ÙÂ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜
Î·È ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·, ÌÂ ÛÎÔfi ÙËÓ ÂÍ¿ÛÎËÛË ÙÔ˘ ·Ó·ÁÓÒÛÙË, ·ÏÏ¿ Î·È ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›·-
ÛË ÂÈ‰ÈÎÒÓ ıÂÌ¿ÙˆÓ ÌÂ È‰È·›ÙÂÚË Ú·ÎÙÈÎ‹ ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ·.

™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ı¤Ïˆ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ÙÔ ÚÔÛˆÈÎfi ÙˆÓ ÂÎ‰fiÛÂˆÓ ∑‹ÙË Ô˘
Û˘ÓÂÚÁ¿ÛıËÎÂ Î·È ‚Ô‹ıËÛÂ ÛÙË ‚¤ÏÙÈÛÙË ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜.

™ˆÙ‹ÚË˜ ¡·ÙÛÈ¿‚·˜ £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË, 
∞Ú›ÏÈÔ˜ 2001
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KEºA§AIO 

T·Ï¿ÓÙˆÛË ¢˘Ó·ÌÈÎÒÓ ™˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ 
ÌÂ ¤Ó· B·ıÌfi EÏÂ˘ıÂÚ›·˜

™ÙÔ ·ÚfiÓ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È Ë ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ Î·È Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÌË¯·-
ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë Î›ÓËÛË ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌÂ ¤Ó· ‚·ıÌfi ÂÏÂ˘ıÂ-
Ú›·˜. ∞Ú¯ÈÎ¿ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÙÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙˆÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ Î·È Ë
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ·-
Ú¿ÌÂÙÚÔÈ Î·È ·Ó·Ï‡ÂÙ·È Ë ÂÏÂ‡ıÂÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË, Î·ıÒ˜ Î·È Ë ·fiÎÚÈÛË ÛÂ ÁÂÓÈ-
Î‹ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË. ∫·ÙfiÈÓ, ‰›ÓÂÙ·È ¤ÌÊ·ÛË ÛÙËÓ ÂÍ¤Ù·ÛË ÙˆÓ ÂÈ‰ÈÎÒÓ ·ÏÏ¿
¯Ú‹ÛÈÌˆÓ ÂÚÈÙÒÛÂˆÓ ÛÙ·ıÂÚ‹˜, ÎÚÔ˘ÛÙÈÎ‹˜, ·ÚÌÔÓÈÎ‹˜ Î·È ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹˜ ‰È¤-
ÁÂÚÛË˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÂÍÂÙ¿˙ÔÓÙ·È Î·È ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÌÂÚÈÎ¤˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ ·Ú¯¤˜ ÛÂ ıÂ-
ÌÂÏÈÒ‰ÂÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ, fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ Ô˘
·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹ ÈÛÔ‰˘Ó¿ÌˆÓ Ì·˙ÒÓ, ÂÏ·ÙËÚ›ˆÓ Î·È ·ÔÛ‚ÂÛÙ‹ÚˆÓ,
ÙÔÓ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ, ÙËÓ ·fiÎÚÈÛË Ô¯ËÌ¿ÙˆÓ Î·È ‰È·Ù¿-
ÍÂˆÓ ÛÂ ‰È¤ÁÂÚÛË Â‰¿ÊÔ˘˜ Î·È ÂÚÈÛÙÚÂÊfiÌÂÓË˜ ·˙˘ÁÔÛÙ·ıÌ›·˜, Î·ıÒ˜ Î·È
ÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹ ÙˆÓ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎÒÓ ÔÚÁ¿ÓˆÓ Ì¤ÙÚËÛË˜ Î·È ıÂÌÂÏÈÒÛÂˆÓ ÌË¯·-
ÓÒÓ. ∏ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜
·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ıÂÌ¤ÏÈÔ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ.
Ÿˆ˜ ı· Á›ÓÂÈ Ê·ÓÂÚfi ÛÂ ÂfiÌÂÓ· ÎÂÊ¿Ï·È·, ÙfiÛÔ Ë Â›Ï˘ÛË ‰È·ÎÚÈÙÒÓ Û˘-
ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÂ ÔÏÏÔ‡˜ ‚·ıÌÔ‡˜ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜, fiÛÔ Î·È Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ‰˘-
Ó·ÌÈÎ‹˜ ·fiÎÚÈÛË˜ Û˘ÓÂ¯ÒÓ ÊÔÚ¤ˆÓ ·Ó¿ÁÔÓÙ·È ÙÂÏÈÎ¿ ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ÙÔ˘ ›‰ÈÔ˘
Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ ÚÔ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜.

1.1 ª∏Ã∞¡π∫√ ª√¡∆∂§√ - ∂•π™ø™∏ ∫π¡∏™∏™

∏ Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ÔÏÏÒÓ ÌË¯·ÓÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÈÁÚ·-
ÊÂ› ÌÂ ·ÚÎÂÙ‹ ·ÎÚ›‚ÂÈ· ·fi ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜ Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Â-
Ù·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.1.1. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·˘Ùfi, fiÏË Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ıÂ-
ˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ Â›Ó·È Û˘ÁÎÂÓÙÚˆÌ¤ÓË ÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Ì¿˙·˜ m, ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È ·ÔÏ‡Ùˆ˜
ÛÙÂÚÂfi. ∂›ÛË˜, Ë ÂÏ·ÛÙÈÎfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÙ·È ·fi ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ

1o

1



ÌÂ ·ÌÂÏËÙ¤· Ì¿˙·. ™ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË, ÙÔ ÂÏ·-
Ù‹ÚÈÔ ·˘Ùfi ÂÍ·ÛÎÂ› Ì›· ‰‡Ó·ÌË ÛÙË Ì¿˙·, Ë ÔÔ›·
Â›Ó·È ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ·Ú·ÌfiÚÊˆ-
ÛË˜ x ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘, ¤ÛÙˆ fs(x). ŸÌˆ˜, ÌÂ ‚¿ÛË
ÙËÓ ˘fiıÂÛË ÁÈ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜, Ë ‰‡-
Ó·ÌË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó·Ù˘¯ıÂ› ÛÙË ÛÂÈÚ¿
Taylor (˘fi ÔÈÂ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜;)

fs(x) = fs(0) + f ¢s(0)x + O(x2) fi fs(x) � kx ,

·ÊÔ‡ fs(0)=0. ŒÙÛÈ, ÌÂ ·Ú¿ÏÂÈ„Ë ÙˆÓ fiÚˆÓ ·ÓÒÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ‰‡-
Ó·ÌË ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁË ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ x, ÌÂ ÛÙ·ıÂÚfi Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ·Ó·ÏÔÁ›·˜

k = f ¢s(0) ,

Ô ÔÔ›Ô˜ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘. ∆Ô ÙÚ›ÙÔ ÂÍÈ‰·ÓÈ-
ÎÂ˘Ì¤ÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘, Ô ·ÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú·˜, ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜
·fiÛ‚ÂÛË˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. ™˘Ó‹ıˆ˜, Ù¤-
ÙÔÈÂ˜ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ ÌË¯·ÓÈÛÌÔ‡˜ ÈÍÒ‰Ô˘˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜, ·ÂÚÔ‰˘Ó·ÌÈÎ‹˜
·ÓÙ›ÛÙ·ÛË˜, ÍËÚ‹˜ ÙÚÈ‚‹˜ Î·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹˜ ÙÚÈ‚‹˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ Î·È Â›Ó·È ÌË ÁÚ·ÌÌÈ-
Î¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ x Î·È ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Ûx ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ Ì¿˙·˜.
ŸÌˆ˜, ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ˘fiıÂÛË ÁÈ· ÌÈÎÚ¿ Â‡ÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜, Ë ‰‡Ó·ÌË ·˘Ù‹ ÌÔÚÂ› Ó·
ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ (fiˆ˜ Â·ÏËıÂ‡ÂÙ·È Î·È
·fi ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·), ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ cÛx, fiÔ˘ Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ c ÔÓÔ-
Ì¿˙ÂÙ·È Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜.

∆Ô ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ ÌË¯·ÓÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÔÚÂ› Ó· ÙÂıÂ› ÛÂ Î›ÓËÛË ÌÂ ÙËÓ ÂÈ‚ÔÏ‹ Î¿-
ÔÈ·˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ ‹ Ù·¯‡ÙËÙ·˜, Î·ıÒ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÌÂ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Î¿-
ÔÈ·˜ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ ÌÂ ÈÛÙÔÚ›· f(t). ∏ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔ-
¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ·ÈÙ›Â˜, fiˆ˜ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·fi ·˙˘ÁÔÛÙ·ıÌ›Â˜ ÛÂ Û˘ÛÙ‹-
Ì·Ù· ÌÂ ÂÚÈÛÙÚÂÊfiÌÂÓ· Ì¤ÏË, ·fi ‰›ÓÂ˜ ·¤Ú· ÛÂ ·ÂÚÔÔÚÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜, ·fi
Î‡Ì·Ù· ÛÂ ı·Ï¿ÛÛÈÂ˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜ Î·È ·fi ÛÂÈÛÌfi ‹ ‰˘Ó·Ùfi ·¤Ú· ÛÂ ÎÙ›ÚÈ·.

°È· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘, Ú¤-
ÂÈ ÚÒÙ· Ó· Î·Ù·ÛÙÚˆıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Î›ÓËÛ‹˜ ÙÔ˘.
ŒÙÛÈ, ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÂÏÂ˘ı¤ÚÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Ô˘ ·-
ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.1.2 Î·È ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂ-
ÚÔ˘ ÓfiÌÔ˘ Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ¡Â‡ÙˆÓ· ÁÈ· ÙË Ì¿˙· m ÚÔÎ‡ÙÂÈ
fiÙÈ

™Fx = f(t) – kx – cÛx = m‰x ,
‹ ÙÂÏÈÎ¿

m‰x + cÛx + kx = f(t). (1.1.1)

™Â Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÔÚÔÏÔÁ›·, Ë ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË Â›Ó·È ÌÈ· Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›-
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ÛˆÛË ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù¿ÍË˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ¯ÚfiÓÔ t. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Ó· Â›Ó·È ‰˘Ó·Ù‹ Ë Â‡ÚÂÛË
ÙË˜ ÁÂÓÈÎ‹˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜, Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ó· Î·ıÔÚÈÛıÔ‡Ó Î·È ÔÈ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜

x(0) = x0 , Ûx(0) =v0 , (1.1.2)

ÔÈ ÔÔ›Â˜ Û˘ÌÏËÚÒÓÔ˘Ó ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙÚˆÛË ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ ÚÔ‚Ï‹-
Ì·ÙÔ˜. ∂ÂÈ‰‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.1.1) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Î·È ¤¯ÂÈ ÛÙ·ıÂÚÔ‡˜ Û˘-
ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜, Ë ·ÎÚÈ‚‹˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Â›Ï˘Û‹˜ ÙË˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Î·È ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ÛÙÈ˜
ÂfiÌÂÓÂ˜ ÂÓfiÙËÙÂ˜.

¶·ÚÙ‹ÚËÛË 1.1.1: ∞fi ÂÓÂÚÁÂÈ·Î‹˜ ·fi„Âˆ˜, ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÂÍÂÙ·˙fi-
ÌÂÓÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙÔ Ì¤ÛÔ ·Ôı‹ÎÂ˘ÛË˜ ÙË˜ ÎÈÓËÙÈÎ‹˜ ÙÔ˘ ÂÓ¤Ú-
ÁÂÈ·˜, ÂÓÒ ÙÔ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ·ÔıËÎÂ‡ÂÈ (‹ ·Ô‰›‰ÂÈ) ÙË ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙÔ˘ Û˘-
ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. ŒÙÛÈ, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÂÏÂ‡ıÂÚË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ¯ˆÚ›˜ ·fiÛ‚ÂÛË, ÔÏ-
Ï·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÌÂ Ûx Î·È ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÛË ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜

m‰x + kx = 0

Ô‰ËÁÂ› ÛÙË Û¯¤ÛË

T + V = mv0
2 + kx0

2 , (1.1.3)

fiÔ˘ ÔÈ ÔÛfiÙËÙÂ˜

T = mÛx2 Î·È   V = kx2

·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ ÎÈÓËÙÈÎ‹ Î·È ÙË ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯·. ∏ Û¯¤ÛË (1.1.3) ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙË ‰È·Ù‹ÚËÛË ÙË˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, fiˆ˜ ·Ó·Ì¤ÓÂÙ·È ÁÈ· ÙËÓ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË ÂÚ›ÙˆÛË. ∆¤ÏÔ˜, Ô ·Ô-
Û‚ÂÛÙ‹Ú·˜ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙÔ˘˜ ÌË¯·ÓÈÛÌÔ‡˜ ÛÎ¤‰·ÛË˜ ÙË˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜, Ô˘
ÂÓÂÚÁÔÔÈÔ‡ÓÙ·È Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.1.2: ∞Ó ÙÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË
ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ‚·Ú‡ÙËÙ·˜ ÛÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ· Î›ÓËÛË˜, ÙfiÙÂ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›-
ÓËÛË˜ (1.1.1) ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ·fi ÙËÓ

m‰x + cÛx + kx = f(t) + mg . (1.1.4)

™Â Ù¤ÙÔÈ· ÂÚ›ÙˆÛË ıÂˆÚÂ›Ù·È ˆ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Î›ÓËÛË˜ Ë ÌÂÙ·ÙfiÈÛË u ·fi
ÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙË˜ Ì¿˙·˜, ÔfiÙÂ

x = xst + u ÌÂ   xst = mg/k .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÌÂ ·ÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË ÛÙËÓ (1.1.4) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

m‰u + cÛu + ku = f(t) ,

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ·ÓÔÌÔÈfiÙ˘Ë ÌÂ ÙËÓ (1.1.1).
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¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.1.3: ∏ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÊfiÚÙÈÛË ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È Î·È ·fi ÌÂÙ·-
ÙfiÈÛË xg(t) ÙË˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹ (.¯. ÛÂÈÛÌÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ,
‰È¤ÁÂÚÛË Ô‰Ô‡ Ô¯ËÌ¿ÙˆÓ, ‰È¤ÁÂÚÛË ÏÔ›Ô˘ ·fi Î‡Ì·Ù·), fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹-
Ì· 1.1.3. 

™¯‹Ì· 1.1.3

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.1.1) ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ·fi ÙËÓ

m‰x + cÛx + kx = cÛxg + kxg ,

Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ·ÚfiÌÔÈ· ÌÔÚÊ‹ ÌÂ ÙËÓ (1.1.1). ∞fi Ô‡ ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È Ô fiÚÔ˜ ÂÏ·-
ÙËÚ›Ô˘ ÛÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÚ›ÙˆÛË;

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.1.4: ∏ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Î›ÓË-
ÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ Î·È ÁˆÓÈ·-
Î‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ Û¯‹Ì·
1.1.4 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÂÎÎÚÂÌ‹ ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿Ù·-
ÍË ÌÂ Ì¿˙· m Î·È Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜
Io ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÙË˜,
ÛÙÔÓ ÔÔ›Ô ÂÍ·ÛÎÂ›Ù·È ÁÓˆÛÙ‹ ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹
ÚÔ‹ Mo(t). ∂Ê·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘
ÓfiÌÔ˘ Î›ÓËÛË˜ ÛÙËÓ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓË ÂÚ›Ùˆ-
ÛË Ô‰ËÁÂ› ·Ú¯ÈÎ¿ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

™ªo = πo¢ı fi πo¢ı = –mglsinı + ªo(t) ,

Ë ÔÔ›· ÌÂÙ¿ ·fi Ù·ÎÙÔÔ›ËÛË fiÚˆÓ Î·È ÁÚ·ÌÌÈÎÔÔ›ËÛË ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

πo¢ı + mglı = ªo(t) .

∏ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È ·ÚfiÌÔÈ· ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.1.1) Î·È ÔÈ ÛÙ·-
ıÂÚÔ› Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Ê˘ÛÈÎ‹ ÛËÌ·Û›· (ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ÚfiÏÔ˜ ÙË˜
‚·Ú‡ÙËÙ·˜ ÛÙÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ·;), ÂÓÒ Ë ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË Â›Ó·È ÚÔ‹
·ÓÙ› ÁÈ· ‰‡Ó·ÌË.
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¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.1.5: ∏ ‰È·ÊÔÚÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.1.1) ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Ó-
ı‹ÎÂ˜ (1.1.2) ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ÙË ÌÂÏ¤ÙË Î·È ¿ÏÏˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ Ê·ÈÓÔÌ¤ÓˆÓ, Ù·
ÔÔ›· ÂÚÈÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ·fi ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÔÓÙ¤Ï·. ∫Ï·ÛÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Â›Ó·È Ë ÚÔ‹
ÚÂ‡Ì·ÙÔ˜ ÛÂ ËÏÂÎÙÚÈÎfi Î‡ÎÏˆÌ· ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÁÓˆÛÙÔ‡ ‰˘Ó·ÌÈÎÔ‡. ™ÙËÓ
ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ m, c Î·È k ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡Ô˘Ó ÙËÓ Â·ÁˆÁ‹, ·ÓÙ›-
ÛÙ·ÛË Î·È ¯ˆÚËÙÈÎfiÙËÙ· ÙÔ˘ Î˘ÎÏÒÌ·ÙÔ˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

¢˘Ó·ÌÈÎfi ªÔÓÙ¤ÏÔ ∂Ï·ÙËÚ›ˆÓ µ·Ï‚›‰·˜ ª∂∫

∆Ô Û¯‹Ì· 1.1.5 ‰Â›¯ÓÂÈ ¤Ó· ·ÏÔÔÈËÌ¤ÓÔ ÌÔ-
ÓÙ¤ÏÔ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹
ÙË˜ Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿˜ ÙˆÓ ÂÏ·ÙË-
Ú›ˆÓ ÙË˜ ‚·Ï‚›‰·˜ ÌÈ·˜ ÌË¯·Ó‹˜ ÂÛˆÙÂÚÈÎ‹˜
Î·‡ÛË˜. ¡· Î·Ù·ÛÙÚˆıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË xA ÙÔ˘
ÛËÌÂ›Ô˘ ∞. ∆Ô ÛÙÂÚÂfi ÙÌ‹Ì· ∞√µ ¤¯ÂÈ Ì·˙ÈÎ‹
ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ Io ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÂÚÈ-
ÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ˘.

§‡ÛË:
∆Ô ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ Û‡ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ¤Ó· ‚·ıÌfi
ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÁÈ· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜ ÌÈ-
ÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ÎÈÓËÌ·ÙÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜

xA = aı Î·È   xB = bı. (1)

ªÂ ‚¿ÛË Ù· ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ‰È·ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÂÏÂ˘ı¤-
ÚÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.1.6 (ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ Û˘-
ÌÂÚÈÏ‹ÊıËÎ·Ó ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÔ-
ÓÙ·È ÛÙËÓ ¿ÚıÚˆÛË √ Î·È Ë ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Û˘ÓÈ-
ÛÙÒÛ· ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜ ÛÙËÓ ¿ÚıÚˆÛË µ;) ÚÔÎ‡-
ÙÂÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜

™Fx = F – kxB = m ‰xB (2)

ÁÈ· ÙË Ì¿˙· m Î·È Ë

™ªo = –( ^kA xA)a – Fb = Io¢ı (3)

ÁÈ· ÙÔ ÛÙÂÚÂfi ÛÒÌ· ∞√µ. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÌÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ (2) Î·È (3) ÌÂ
ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1) ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÙÂÏÈÎ¿ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙË˜ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË xA ÛÙË ÌÔÚÊ‹

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1.1:
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mA ‰xA + kA xA = 0 , (4)

ÌÂ

mA = � �
2
m + Io Î·È   kA = � �

2
k + ^kA . (5)

™ËÌÂ›ˆÛË: ∏ ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· Î·Ù·-
ÛÙÚˆıÂ› Â˘ÎÔÏfiÙÂÚ· ÌÂ ÌÈ· ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁ›·, Ë
ÔÔ›· ‚·Û›˙ÂÙ·È ÛÂ ÂÓÂÚÁÂÈ·Î¤˜ ıÂˆÚ‹ÛÂÈ˜. ∞Ú¯ÈÎ¿, ÙÔ Û‡-
ÛÙËÌ· Ô˘ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.1.5 ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ·fi
ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌË¯·ÓÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.1.7. ∏ ÛÙ·-
ıÂÚ¿ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ kA ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ‰˘Ó·-
ÌÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ Î·È ÙÔ˘ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘,
‰ËÏ·‰‹ ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

V = ^kAxA
2 + kxB

2 = kA xA
2 .

ŒÙÛÈ, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ÎÈÓËÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘ÓıËÎÒÓ (1) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÛÙ·-
ıÂÚ¿ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜

kA = ̂kA+ � �
2
k . (6)

¶·ÚfiÌÔÈ·, ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÎÈÓËÙÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜ ÙÔ˘ ·Ú¯ÈÎÔ‡ Î·È ÙÔ˘ ÈÛÔ‰‡Ó·-
ÌÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

T = m ÛxB
2 + Io ™ı2 = mA ÛxA

2 ,

ÔfiÙÂ Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË Ì¿˙· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È

mA = m� �
2

+ Io . (7)

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘, ÌÂ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË
ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ (6) Î·È (7), Â›Ó·È Ù·˘ÙfiÛËÌË ÌÂ ÙËÓ (4). ¶ÔÈ· ÌÔÚÊ‹ ¤¯ÂÈ Ë ÂÍ›Ûˆ-
ÛË Î›ÓËÛË˜ ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ˆ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Ë ı ‹ Ë xB;

πÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ¢˘Ó·ÌÈÎfi ªÔÓÙ¤ÏÔ ∫·Ù·ÛÎÂ˘‹˜

™ÙÂÚÂfi ÛÒÌ· ÌÂ Ì¿˙· m ÛÙÂÚÂÒÓÂÙ·È ÛÙÔ Ì¤ÛÔ ·ÌÊÈ¤ÚÂÈÛÙË˜ ‰ÔÎÔ‡ ∞µ, Ë ÔÔ›·
˘ÔÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜ Ú¿‚‰Ô˘˜ °√ Î·È ¢√, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.1.8. ∞Ó Ë

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1.2:
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Ì¿˙· m ‰ÈÂÁÂ›ÚÂÙ·È ÌÂ ÁÓˆÛÙ‹ ‰‡Ó·ÌË f(t)
ÛÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË, Ó· Î·Ù·ÛÙÚˆıÂ› Ë
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜. ¡· ıÂˆÚËıÔ‡Ó
ÁÓˆÛÙ¤˜ ÔÈ ÂÏ·ÛÙÈÎ¤˜ Î·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜
ÙË˜ ‰ÔÎÔ‡ Î·È ÙˆÓ Ú¿‚‰ˆÓ Î·È Ó· ·ÌÂÏËıÔ‡Ó ÔÈ
Ì¿˙Â˜ ÙÔ˘˜.

§‡ÛË:
∆Ô Û‡ÛÙËÌ· Ô˘ ÂÈÎÔÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.1.8
·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÙ·È ·Ú¯ÈÎ¿ ·fi ÙÔ ÌË¯·ÓÈÎfi ÌÔ-
ÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.1.9·. √È ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÂÏ·ÙË-
Ú›ˆÓ ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ·˘ÙÔ‡ ˘ÔÏÔÁ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË
ÁÓˆÛÙ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙË˜ ∞ÓÙÔ¯‹˜ ÀÏÈÎÒÓ. ¢ËÏ·‰‹, ·Ó Ë Ú¿‚‰Ô˜ ¤¯ÂÈ Ì¤ÙÚÔ ÂÏ·-
ÛÙÈÎfiÙËÙ·˜ EÚ, Ì‹ÎÔ˜ lÚ Î·È ‰È·ÙÔÌ‹ ÂÌ‚·‰Ô‡ ∞Ú, ÂÓÒ Ë ‰ÔÎfi˜ ¤¯ÂÈ Ì¤ÙÚÔ ÂÏ·ÛÙÈ-
ÎfiÙËÙ·˜ ∂‰, Ì‹ÎÔ˜ l‰ Î·È ‰È·ÙÔÌ‹ ÌÂ ÂÈÊ·ÓÂÈ·Î‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ π‰, ÙfiÙÂ

kÚ = Î·È   k‰ = 48 .

™¯‹Ì· 1.1.9

√ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ Û˘ÓÂÈÛÊÔÚ¿˜ ÙË˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ Ú¿‚‰ˆÓ ÛÙËÓ ÔÏÈÎ‹ ÛÙÈ-
‚·ÚfiÙËÙ· ÛÙËÓ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË Î›ÓËÛË˜ ÙË˜ Ì¿˙·˜ m, Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ
Û¯‹Ì· 1.1.9‚. ∞fi ÙÔ Û¯‹Ì· ·˘Ùfi Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ ÌÈ· (ÌÈÎÚ‹) Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈ-
ÛË OO¢=¢x ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘ √ ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ °√, ÚÔÎ·ÏÂ› ·ÏÏ·Á‹ ÙÔ˘ Ì‹ÎÔ˘˜ ÙÔ˘
Î·Ù¿

¢l � ¢x sinı ,

Ë ÔÔ›· ÌÂ ÙË ÛÂÈÚ¿ ÙË˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ·Ó¿Ù˘ÍË ·ÍÔÓÈÎ‹˜ ‰‡Ó·ÌË˜ ÛÙË Ú¿‚‰Ô ÌÂ Ì¤ÙÚÔ

FÚ = kÚ¢l .

�����

m

ı ı

(·) (‚)

x, f(t)

��
k‰ ¢l ¢ x

ı

°

O

O¢

kÚ kÚ

∂‰π‰�
l‰

3

∂Ú ∞Ú�
lÚ
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∏ ÚÔ‚ÔÏ‹ ÙË˜ ‰‡Ó·ÌË˜ ·˘Ù‹˜ ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË x Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ FÚ sinı. ∂ÔÌ¤Óˆ˜,
·fi Ù· ·Ú·¿Óˆ Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ë ·ÓÙ›ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘ °√ ÛÙË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ¢x
Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ

(kÚ sin2ı)¢x

(Ù› Á›ÓÂÙ·È fiÙ·Ó ı=0 ‹ ı=90Æ;). ÕÚ·, ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.1.9· ·ÓÙÈÎ·ı›-
ÛÙ·Ù·È ·fi ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.1.10·, ÌÂ

kP = 2kÚ sin2ı .

∆¤ÏÔ˜, ·fi ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÂÏÂ‡ıÂÚÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ 1.1.10‚ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›-
ÓËÛË˜ ÙË˜ Ì¿˙·˜ m ÛÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË x Â›Ó·È

™Fx = m‰x fi   m‰x + (k‰+2kÚ sin2ı) x = f(t) .

™¯‹Ì· 1.1.10

™ËÌÂ›ˆÛË 1Ë: ∏ ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· Ô˘ ·ÔıËÎÂ‡ÂÙ·È ÛÙÔ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ Ô˘ ·ÓÙÈ-
ÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙË Ú¿‚‰Ô °√ ‹ ¢√ Î·Ù¿ ÌÈ· ·ÂÈÚÔÛÙ‹ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈ-
ÛË ¢x ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

V = kÚ(¢l)2 = kÚ sin2ı(¢x)2 .

∞fi ÙË Û¯¤ÛË ·˘Ù‹ Ê·›ÓÂÙ·È Î·È ¿ÏÈ fiÙÈ Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÛÙ·ıÂÚ¿ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜
ÛÙË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË x Â›Ó·È ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ›ÛË ÌÂ kÚ sin2ı, fiˆ˜ ˘ÔÏÔÁ›ÛıËÎÂ
·Ú·¿Óˆ.

™ËÌÂ›ˆÛË 2Ë: ∆· ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· ÂÏ·Ù‹ÚÈ· ÙˆÓ ‰‡Ô Ú¿‚‰ˆÓ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.1.10·
Â›Ó·È Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ¿ ·Ú¿ÏÏËÏ· Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤Ó·, ÁÈ·Ù› ÂÌÊ·Ó›˙Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ·Ú·-
ÌfiÚÊˆÛË Î·Ù¿ ÙË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ Ì¿˙·˜ m. ∞˘Ùfi Ê·›ÓÂÙ·È Î·Ï‡ÙÂÚ· ÛÙÔ Û¯‹-
Ì· 1.1.11, fiÔ˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È ¤Ó· ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜
1.1.10·. Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÙÔ ÈÛÔ-

1
�
2

1
�
2

��

m m

(·) (‚)

f(t)
x, f(t) x

k‰ k‰x

kPx

��
kP
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‰‡Ó·ÌÔ ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ¤¯ÂÈ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·

keq = k‰ + kƒ.

¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ· ‰‡Ô ÂÏ·ÙËÚ›ˆÓ ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ k1 Î·È k2, ·Ó
Ù· ÂÏ·Ù‹ÚÈ· ·˘Ù¿ Â›Ó·È Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤Ó· ÛÂ ÛÂÈÚ¿;

™¯‹Ì· 1.1.11

1.2 ∂§∂À£∂ƒ∏ ∆∞§∞¡∆ø™∏

ŸÙ·Ó ‰ÂÓ ÂÍ·ÛÎÂ›Ù·È ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÊfiÚÙÈÛË ÛÙÔÓ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹, Ë ÂÍ›ÛˆÛË
Î›ÓËÛË˜ (1.1.1) Á›ÓÂÙ·È

m‰x + cÛx + kx = 0 . (1.2.1)

∫·Ù·Ú¯‹Ó, ‰È·›ÚÂÛË ÙˆÓ ÌÂÏÒÓ ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ ÌÂ m Ô‰ËÁÂ› ÛÙË ÌÔÚÊ‹

‰x + 2˙ˆ0 Ûx + ˆ0
2x = 0 , (1.2.2)

fiÔ˘ ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜

ˆ0 = �� Î·È   ˙ = (1.2.3)

ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
∂ÂÈ‰‹ Ë ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË ÂÍ›ÛˆÛË Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ Î·È ¤¯ÂÈ ÛÙ·ıÂÚÔ‡˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜, ÔÈ
Ï‡ÛÂÈ˜ ÙË˜ ¤¯Ô˘Ó ÌÔÚÊ‹

x(t) = ·eÏt , (1.2.4)

fiÔ˘ · Î·È Ï Â›Ó·È ¿ÁÓˆÛÙÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜. °È· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ ·˘-
ÙÒÓ, ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È Ë (1.2.4) ÛÙËÓ (1.2.2), ÔfiÙÂ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

(Ï2+2˙ˆ0Ï+ˆ0
2)·eÏt = 0. (1.2.5)

c
�
2�km�

k
�
m

(‚)

keq

��

f(t)

(·)

k‰

��

kP

m
x

m

f(t)

x
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∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ô˘ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ (1.2.4) ·ÔÙÂÏÂ› ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË
ÙË˜ (1.2.1) ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ Ï ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

Ï2 + 2˙ˆ0 Ï + ˆ0
2 = 0 , (1.2.6)

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. ™˘ÓÂÒ˜, Ë
(1.2.4) Â›Ó·È Ï‡ÛË ÙË˜ (1.2.1) ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜

Ï1,2 = –˙ˆ0 ± ˆ0�˙2� –� 1�. (1.2.7)

∂ÈÏ¤ÔÓ, ·ÊÔ‡ Ë ÂÍ›ÛˆÛË (1.2.1) Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ‹, Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË ÙË˜ ı· ¤¯ÂÈ ÌÔÚ-
Ê‹

x(t) = ·1eÏ1t + ·2eÏ2 t (1.2.8)

(fiÙ·Ó Ï1πÏ2), fiÔ˘ ÔÈ ‰‡Ô ÂÓ·ÔÌ¤ÓÔ˘ÛÂ˜ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ·1 Î·È ·2 ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È
ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ·Ú¯ÈÎÒÓ Û˘ÓıËÎÒÓ (1.1.2).

Ÿˆ˜ Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ ·fi ÙËÓ (1.2.7), Ë ·ÎÚÈ‚‹˜ ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ Ï‡ÛË˜ ÙË˜ (1.2.1)
ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË ÙË˜ ÙÈÌ‹˜ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ˙ ÌÂ ÙË ÌÔÓ¿‰·. ¶ÈÔ Û˘-
ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ‰È·ÎÚ›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜.

ÀÂÚÎÚ›ÛÈÌË ∞fiÛ‚ÂÛË (˙>1)

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÔÈ Ú›˙Â˜ Ï1,2 ÙË˜ (1.2.6), fiˆ˜ ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÙËÓ (1.2.7) Â›-
Ó·È Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜, ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ Î·È ¿ÓÈÛÂ˜. ∆¤ÙÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ˙ Â›Ó·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÔÏ‡ ÌÂ-
Á¿ÏÂ˜ Î·È ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÌÂÙ¿ ·fi ÚÔÛı‹ÎË Î·Ù¿ÏÏËÏÔ˘ ·ÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú· ÛÙÔ
Û‡ÛÙËÌ·. Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ (1.2.8) -Î·È ÂÈ‚Â‚·ÈÒÓÂÙ·È ·fi Ù· ·ÚÈıÌËÙÈÎ¿
·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.2.1·, ÁÈ· ÙÚÂÈ˜ ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ·Ú¯ÈÎ‹˜ Ù·-
¯‡ÙËÙ·˜- Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Êı›ÓÂÈ ÂÎıÂÙÈÎ¿, ¯ˆÚ›˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË.

™¯‹Ì· 1.2.1

x

x0

0

(·) (‚)

t

x

x0

0

t

·.

Tαλ�ντωση δυναµικ�ν συστηµ�των µε �να �αθµ� ελευθερ�ας10



∫Ú›ÛÈÌË ∞fiÛ‚ÂÛË (˙=1)

°È· ˙=1, Ë Û¯¤ÛË (1.2.7) ‰›ÓÂÈ

Ï1 = Ï2 = –ˆ0 < 0 ,

ÔfiÙÂ Ë Ï‡ÛË ÙË˜ (1.2.1) ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹

x(t) = (·1+·2t)e–ˆ0t (1.2.9)

·ÓÙ› ÙË˜ (1.2.8). ÕÚ·, Ë ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Êı›ÓÂÈ Î·È ¿ÏÈ ÂÎıÂ-
ÙÈÎ¿ ÚÔ˜ ÙËÓ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË ËÚÂÌ›·˜ ¯ˆÚ›˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·
1.2.1‚.

ÀÔÎÚ›ÛÈÌË ∞fiÛ‚ÂÛË (0≤˙<1)

∏ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Â›Ó·È Ë ÈÔ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓË ÛÙËÓ Ú¿ÍË. ∂Ó‰ÂÈÎÙÈÎ¿ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È fiÙÈ
Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Â›Ó·È ÂÚ›Ô˘ 0.005 ÁÈ· ÌÂÙ·ÏÏÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜, 0.003
ÁÈ· Í‡ÏÔ, 0.02 ÁÈ· ÌÂÙfiÓ Î·È 0.04 ÁÈ· Ï¿ÛÙÈ¯Ô. ™¯ÂÙÈÎ¿ ˘„ËÏ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘
·fiÛ‚ÂÛË˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÂ ıÂÌÂÏÈÒÛÂÈ˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘ÒÓ Î·È ÛÂ ·Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ô¯ËÌ¿-
ÙˆÓ, ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Î˘Ì·›ÓÂÙ·È ÌÂÙ·Í‡ 0.1 Î·È 0.5. °È· Ù¤-
ÙÔÈÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Ë ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ ÂÍ›ÛˆÛË (1.2.6) ‰¤¯ÂÙ·È ÌÈÁ·-
‰ÈÎ¿ Û˘˙˘ÁÂ›˜ Ú›˙Â˜

Ï1,2 = –‰ ± iˆd ,

fiÔ˘

‰ = ˙ˆ0 = (1.2.10)

Â›Ó·È Ô ÂÎı¤ÙË˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹, ÂÓÒ

ˆd = ˆ0 �1�–�˙2� (1.2.11)

Â›Ó·È Ë ÔÓÔÌ·˙fiÌÂÓË È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÌÂ ·fiÛ‚ÂÛË. ŒÙÛÈ, Ë Ï‡ÛË (1.2.8) ÁÚ¿ÊÂÙ·È
·Ú¯ÈÎ¿ ÛÙË ÌÔÚÊ‹

x(t) = ·1e–(‰+iˆd)t + ·2e–(‰–iˆd)t .

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ Euler

e±iˆdt = cosˆdt ± i sinˆdt

Î·È ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙˆÓ ··Ú·›ÙËÙˆÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ Ë Ï‡ÛË (1.2.8) Í·-
Ó·ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÛÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹

x(t) = (A1 cosˆdt+A2 sinˆdt)e–‰t (1.2.12)

(Ò˜ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜ A1 Î·È A2 ÌÂ ÙÈ˜ a1 Î·È a2;). ™˘ÓÂÒ˜, ÌÂ ¿ÌÂÛË

c
�
2m

Á.
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™¯‹Ì· 1.2.2

∆· ·Ú·¿Óˆ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ·Ú¤¯Ô˘Ó Ê˘ÛÈÎ‹ ÂÚÌËÓÂ›· Î·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ‰Â›-
¯ÓÔ˘Ó ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÔÈ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ·Ú¿ÌÂÙÚÔÈ ˆ0, ˆd , ˙ Î·È ‰ ÛÙËÓ ÂÏÂ‡-
ıÂÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ˘ Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹. Ÿˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜,
ÔÈ ÔÛfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ÌfiÓÔÓ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜ m, c Î·È k ÙÔ˘ Û˘-
ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi˜ Ô ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎfi˜
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ ·˘ÙÒÓ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë È‰ÈÔÂÚ›Ô‰Ô˜ ÙÔ˘ Û˘-
ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÌÂÙÚËıÂ› ·Â˘ıÂ›·˜ ·fi ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ‹ Î·Ù·ÁÚ·Ê‹ ·ÚfiÌÔÈ· ÌÂ
·˘Ù‹ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.2.2· . ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1.2.13) Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ô ÏfiÁÔ˜
ÙˆÓ ÌÂÙ·ÙÔ›ÛÂˆÓ –Û˘Ó‹ıˆ˜ ÂÈÏ¤ÁÔÓÙ·È ÔÈ Ì¤ÁÈÛÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜– ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ¯ÚÔÓÈÎÒÓ
ÛÙÈÁÌÒÓ Ô˘ ·¤¯Ô˘Ó ¯ÚfiÓÔ ›ÛÔ ÌÂ ÙËÓ È‰ÈÔÂÚ›Ô‰Ô, ‰ËÏ·‰‹ t2= t1+Td, Â›Ó·È

= �
x

x

(

(

t

t
1

2

)

)
� = = = e‰Td .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÏÔÁ·ÚÈıÌÈÎ‹˜ ÌÂ›ˆÛË˜, Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË

§ ∫ ln = ‰∆d , (1.2.16)

·fi ÙËÓ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎ¿ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈ˙fiÌÂÓË Î·Ì‡ÏË ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.2.2·, Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔÓ
˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘ ÂÎı¤ÙË ·fiÛ‚ÂÛË˜ Î·È Î·ÙfiÈÓ ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Ì¤Ûˆ ÙË˜
Û¯¤ÛË˜

§ = ‰∆d = ˙ˆ0 fi § = ,

Ë ÔÔ›· ‰›ÓÂÈ ÙÂÏÈÎ¿

˙ = .
§

��
�4�2+� §�2�

2˙
�
�1�–�˙2�

2
�
ˆ0�1�–�˙2�

x1�
x2

e–‰t1 cos(ˆdt1 – ı)
���
e–‰(t1+Td) cos(ˆdt1 + 2 – ı)

Ae–‰t1 cos(ˆdt1 – ı)
��
Ae–‰t2 cos(ˆdt2 – ı)

x1�
x2

x

x0

0

(·) (‚)

t

x

x0

0 t

Td

T0=
2
ˆ0
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∂›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ÁÈ· ÌÈÎÚ¿ Ì¤ÙÚ· ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

§ � 2˙ Î·È   ˙ � §/2.

∞ÚÓËÙÈÎ‹ ∞fiÛ‚ÂÛË (˙<0)

™Â ÌÂÚÈÎ¿ ‰˘Ó·ÌÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁËıÔ‡Ó Û˘Óı‹ÎÂ˜ Î·Ù¿ ÙÈ˜
ÔÔ›Â˜ ÔÈ ÌË¯·ÓÈÛÌÔ› ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÚÔÛ‰›‰Ô˘Ó ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÛÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ·ÓÙ› Ó· ÙËÓ
·ÔÚÚÔÊÔ‡Ó. ∆˘ÈÎ¿ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ·˘ÙÔ‰ÈÂÁÂÈÚfiÌÂÓÂ˜ Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜
Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ·ÙÚ¿ÎÙˆÓ ÛÂ ¤‰Ú·Ó· ÔÏ›ÛıËÛË˜, ÛÙËÓ ÎÔ‹
ÌÂÙ¿ÏÏˆÓ ‹ Î·Ù¿ ÙË ÚÔ‹ ÚÂ˘ÛÙÔ‡ Á‡Úˆ ·fi Î·Ù·ÛÎÂ˘¤˜. ∂›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ÂÈ‚Â-
‚·ÈˆıÂ› fiÙÈ ·Ó –1<˙<0, Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È Î·È ¿ÏÈ ·fi
ÙË Û¯¤ÛË (1.2.12). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, fiÌˆ˜, ÙÔ Â‡ÚÔ˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ·˘Í¿ÓÂÙ·È ÂÎ-
ıÂÙÈÎ¿ Î·È ıÂˆÚËÙÈÎ¿ ·ÂÈÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ·Ù› Ô ÂÎı¤ÙË˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ (Û¯‹-
Ì· 1.2.3·). ™ÙËÓ Ú¿ÍË, Ë Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ ·˘Ù‹ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ Î·Ù·ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜ Î·Ù·-
ÛÎÂ˘‹˜ ‹ ÛÙËÓ ÂÓÂÚÁÔÔ›ËÛË ÌË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÌË¯·ÓÈÛÌÒÓ, ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Ô‰ËÁÔ‡Ó ÙÂÏÈÎ¿
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÛÂ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Â‡ÚÔ˘˜, Ô˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔ‚ÏÂÊıÂ›
·fi ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ıÂˆÚ›·. ∆¤ÏÔ˜, ·Ó ˙=–1 ‹ ˙<–1, Ë ·fiÎÚÈÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË
Û¯¤ÛË (1.2.9) ‹ ÙËÓ (1.2.8), ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Â‡ÚÔ˜ ÙË˜ ÙÂ›ÓÂÈ ÂÎıÂÙÈÎ¿
ÚÔ˜ ÙÔ ¿ÂÈÚÔ, ·ÏÏ¿ ¯ˆÚ›˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË (Û¯‹Ì· 1.2.3‚).

™¯‹Ì· 1.2.3

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.1: ∆Ô Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ˙ Â›Ó·È ·‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÂÓÒ Ë
È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ˆ0 ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÂ rad/s. ™ÙËÓ Ú¿ÍË, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ-
Â›Ù·È Û˘¯Ó¿ Ë ÌÔÓ¿‰· Hz (‹ Î‡ÎÏÔ˜ ·Ó¿ ‰Â˘ÙÂÚfiÏÂÙÔ) ÁÈ· ÙË Ì¤ÙÚËÛË Û˘¯Ófi-
ÙËÙ·˜, Ë ÔÔ›· ÁÈ· ‰È¿ÎÚÈÛË Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ f0. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙÈ

ˆ0 = 2f0 .

x

x0
0

(·) (‚)

t

x

x0

˙<–1

˙=–1

0 t

‰.
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¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.2: ∏ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÌÈ·˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹˜ ÌÔÚÂ› Ó·
ÂÎÙÈÌËıÂ› ÌÂ Ì¤ÙÚËÛË ÙË˜ ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÙË˜ ·Ú·ÌfiÚÊˆÛË˜, xst, ·ÊÔ‡ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈ-
ÛÌfi (1.2.3·) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Â‡ÎÔÏ· fiÙÈ

ˆ0 = �� = �� fi ˆ0 = �� .

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.3: ∏ Ï‡ÛË (1.2.9) ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·¯ıÂ› Î·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË
(1.2.12), ÁÈ·Ù› fiˆ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ (1.2.11), ÛÙÔ fiÚÈÔ
˙Æ1 ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙÈ

ˆd Æ 0 fi cosˆdt Æ 1   Î·È   sinˆdt Æ 0 .

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2.4: ŸÙ·Ó Ë ·fiÛ‚ÂÛË ÂÓfi˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÎÚ›ÛÈÌË, ÌÔÚÂ›
Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÌÂÙ¿ ·fi ÌÈ· ·Ú¯ÈÎ‹ ‰È·Ù·Ú·¯‹, Ô Ù·Ï·ÓÙˆÙ‹˜ Â·Ó¤Ú¯ÂÙ·È
ÛÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÛÙÔÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ‰˘Ó·Ùfi ¯ÚfiÓÔ (Ò˜ ÂÍËÁÂ›Ù·È
·˘Ùfi;). ∏ È‰ÈfiÙËÙ· ·˘Ù‹ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÂ ÔÏÏ¤˜ Ú·ÎÙÈÎ¤˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ (‚Ï¤-
Â ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2.2 Î·È ¿ÛÎËÛË 1.10). °È·Ù› Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ·˘Ùfi ÁÈ· ˙=1 Î·È fi¯È
ÁÈ· ˙Æ•, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È “ÏÔÁÈÎfiÙÂÚÔ”;

π‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙÂ˜ ∞ÙÚ¿ÎÙÔ˘ ÌÂ ™ÙÚfi‚ÈÏÔ

∆Ô Û¯‹Ì· 1.2.4 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜
·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ ÌÂ Î˘ÎÏÈÎ‹ ‰È·ÙÔÌ‹ ·ÎÙ›Ó·˜ r, Ë
ÔÔ›· Â›Ó·È ·ÎÙˆÌ¤ÓË ÛÙÔ ·ÚÈÛÙÂÚfi ¿ÎÚÔ
ÙË˜ Î·È Ê¤ÚÂÈ ˘‰ÚÔÛÙÚfi‚ÈÏÔ ÛÙÔ ‰ÂÍ› ¿ÎÚÔ
ÙË˜. ∞Ó Ë Ì¿˙· m ÙÔ˘ ÛÙÚÔ‚›ÏÔ˘ Î·È Ë ÔÏÈ-
Î‹ ·ÎÙ›Ó· ·‰Ú·ÓÂ›·˜ ÙÔ˘ R Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÂ-
Á·Ï‡ÙÂÚÂ˜ ·fi ÙË Ì¿˙· Î·È ÙËÓ ·ÎÙ›Ó· ÙË˜
·ÙÚ¿ÎÙÔ˘, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë È‰ÈÔ-
Û˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ÛÂ ·ÍÔÓÈÎ‹, Î·ÌÙÈ-
Î‹ Î·È ÛÙÚÂÙÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË.

§‡ÛË:
∆Ô ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÁÈ· ·ÍÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘ ÛÙÚÔ‚›ÏÔ˘ ÛÙË
‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË x Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.5·, ÌÂ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·

kA = EA/l .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ ·ÍÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Â›Ó·È

ˆ∞ = �� = �� . (1)
EA
�
ml

kA�
m

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2.1:

g
�
xst

mg/xst�
m

k
�
m
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�
�

l

x
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™¯‹Ì· 1.2.5

¶·ÚfiÌÔÈ·, ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÛÂ Î·ÌÙÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙË ‰È-
Â‡ı˘ÓÛË y Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.5‚, ÌÂ

kK = 3EI/l3 .

ÕÚ·, Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÛÂ Î·ÌÙÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Â›Ó·È

ˆ∫ = �� = �� . (2)

∆¤ÏÔ˜, ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ ÛÙÚÂÙÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘ ÛÙÚÔ‚›-
ÏÔ˘ ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.5Á, ÌÂ ÛÙÚÂÙÈÎ‹ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·

k™ = GJ/l ,

fiÔ˘ G Â›Ó·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ‰È¿ÙÌËÛË˜ ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ Î·È J ÌÈ· ÛÙ·ıÂÚ¿ Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È
·fi ÙË ÁÂˆÌÂÙÚ›· ÙË˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜. ∂È‰ÈÎ¿ ÁÈ· Î˘ÎÏÈÎ‹ ‰È·ÙÔÌ‹, Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ J ÈÛÔ‡Ù·È
ÌÂ ÙËÓ ÔÏÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÙË˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜, IP. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·fi ÙË ıÂˆÚ›· ∂Ï·ÛÙÈ-
ÎfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë Û¯¤ÛË E=2(1–Ó)G, fiÔ˘ Ó Â›Ó·È Ô ÏfiÁÔ˜ Poisson ÙÔ˘ ˘ÏÈ-
ÎÔ‡ ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ ÛÙÚÂÙÈÎ‹ Ù·Ï¿-
ÓÙˆÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

ˆ™ = �� = �� . (3)

™ËÌÂ›ˆÛË: ∞fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1) Î·È (2) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

= �3� = , (4)
r
�
l

�3�
�
2

rg�
l

ˆ∫�
ˆ∞

Er4

��
4(1 – Ó)mR2l

k™�
IP

3EI
�
ml3

kK�
m

Ê

k™��
��

��
��

kA�
�

(·) (‚)

m

y

kK

m

(Á)

IP=mR2

x
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ÁÈ·Ù› Ë ·ÎÙ›Ó· ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÙË˜ Î˘ÎÏÈÎ‹˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ

rg = �� = .

∂›ÛË˜, ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1) Î·È (3) Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ

= , (5)

Ë ÔÔ›· ÛÂ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi ÌÂ ÙËÓ (4) Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ

= �3(�1�–�Ó)� . (6)

∏ Û¯¤ÛË (4) ‰Â›¯ÓÂÈ fiÙÈ Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙË˜ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÂ Î·ÌÙÈÎ‹
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Â›Ó·È ÌÈ· Ù¿ÍË ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ÌÈÎÚfiÙÂÚË ÙË˜ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ÛÂ ·ÍÔÓÈÎ‹ Ù·-
Ï¿ÓÙˆÛË. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ·Ó

r << R << l ,

ÙfiÙÂ ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (4)-(6) Ê·›ÓÂÙ·È ·Ì¤Ûˆ˜ fiÙÈ

ˆ∫ << ˆ™ << ˆ∞ .

∆Ô ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· ·˘Ùfi ¤¯ÂÈ ÌÂÁ¿ÏË Ú·ÎÙÈÎ‹ ·Í›· ÛÙËÓ ·Ó¿Ï˘ÛË Î·È ÌÂÏ¤ÙË Ù·-
Ï·ÓÙÒÛÂˆÓ ·ÙÚ¿ÎÙˆÓ.

ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ π‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·˜ Î·È ª¤ÙÚÔ˘ ∞fiÛ‚ÂÛË˜

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·, ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Î·È Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÌÂ ·fi-
Û‚ÂÛË ÁÈ· ÙÔ ÌË¯·ÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.2.6·. ∏ Ú¿‚‰Ô˜ √∞ Â›Ó·È ÛÙÂÚÂ‹
Î·È ¤¯ÂÈ ·ÌÂÏËÙ¤· Ì¿˙· ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË Û˘ÁÎÂÓÙÚˆÌ¤ÓË Ì¿˙· m. °È· ÔÈ· ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Ì‹-
ÎÔ˘˜ l ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Ë ·fiÛ‚ÂÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÎÚ›ÛÈÌË; ∆¤ÏÔ˜, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔ-
ÚÈÛıÂ› Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·Ó Ë Ú¿‚‰Ô˜ ÂÚÈÛÙÚ·ÊÂ› ·Ú¯ÈÎ¿ Î·Ù¿ ÌÈ· ÌÈ-
ÎÚ‹ ÁˆÓ›· ı0 Î·È ÌÂÙ¿ ·ÊÂıÂ› ÂÏÂ‡ıÂÚË.

™¯‹Ì· 1.2.6
(·)

��
��

���

m

c k

O
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l

(‚)

ı

klı

O

caÛı
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ı

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2.2:
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∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· ÙÈ˜ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÂ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜

ı(0) = ı0 Î·È   ™ı(0) = 0

ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Ë Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

ı(t) = ı0�cosˆdt + sinˆdt�e–‰t .

™ËÌÂ›ˆÛË: ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ¿, Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛıÂ› ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ
Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ Ì¿˙·˜ m ‹ ÙÔ˘ ¿ÎÚÔ˘ ∞ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘. ∞ÏÏ¿˙ÂÈ Ë
ÙÈÌ‹ ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ ˆ0, ˙, d̂ Î·È ‰ ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜;

EÊ·ÚÌÔÁ‹ ¶ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎÒÓ ∂ÓÂÚÁÂÈ·ÎÒÓ ªÂıfi‰ˆÓ

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ ÌË¯·ÓÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.2.4 ÛÂ
·ÍÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ·Ó Ë Ì¿˙· ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘, mA, Â›Ó·È Û˘ÁÎÚ›ÛÈÌË ÌÂ ÙË Ì¿˙· ÙÔ˘
ÛÙÚÔ‚›ÏÔ˘. °È· ÙÔÓ ÔÛÔÙÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Â›‰Ú·ÛË˜, Ó· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ
Ë ·ÍÔÓÈÎ‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘, ¤ÛÙˆ u(y, t), ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂÙ·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜
ÙËÓ ·ÍÔÓÈÎ‹ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË y.

§‡ÛË:
∫·Ù·Ú¯‹Ó, Ë ·ÍÔÓÈÎ‹ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È Î·È ¿ÏÈ ›ÛË ÌÂ kA=EA/l.
ŸÌˆ˜, ÂÂÈ‰‹ ÛÙËÓ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓË ÂÚ›ÙˆÛË Ë Ì¿˙· ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ Â›Ó·È Û˘ÁÎÚ›ÛÈÌË
ÌÂ ÙË Ì¿˙· ÙÔ˘ ÛÙÚÔ‚›ÏÔ˘, ı· Ú¤ÂÈ Ó· Û˘ÌÂÚÈÏËÊıÂ› ÛÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙË˜ È‰ÈÔ-
Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÎÈÓËÌ·ÙÈÎ‹ ˘fiıÂÛË

u(y, t) = x(t) .

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ ˘ÔÏÔÁ›˙ÂÙ·È ÛÙË ÌÔÚÊ‹

TA = �l

0 � Ûx�
2

dy = Ûx2 ,

Ú¿ÁÌ· Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË Ì¿˙· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ

meq = m + mA ,

ÔfiÙÂ Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÂ ·ÍÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Á›ÓÂÙ·È

ˆ∞ = �� = �� . (1)
EA

��
(m + mA/3)l

kA�
meq

1
�
3

mA�
3

1
�
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¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, fiÙ·Ó mA<<m, Ë Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ Ì¿˙·˜ ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ ÛÙËÓ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙË-
Ù· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Á›ÓÂÙ·È ·ÌÂÏËÙ¤·.

™ËÌÂ›ˆÛË 1Ë: ∏ ˘fiıÂÛË fiÙÈ Ë ·ÍÔÓÈÎ‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘ ÌÂÙ·‚¿ÏÏÂ-
Ù·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ÌÂ ÙËÓ ·ÍÔÓÈÎ‹ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÙË˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÂ ÚÔÛÂÁÁÈÛÙÈÎ¿ ·Ô-
ÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·. ∏ ·ÎÚÈ‚‹˜ Â›‰Ú·ÛË ÙË˜ Ì¿˙·˜ (Î·È ÙË˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜) ÙË˜ ·ÙÚ¿-
ÎÙÔ˘ ÛÙËÓ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È ÛÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, fiÔ˘
ÌÂÏÂÙ¿Ù·È Ë Ù·Ï·ÓÙˆÙÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔÚ¿ Û˘ÓÂ¯ÒÓ ÊÔÚ¤ˆÓ. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ˘Ôı¤ÛÂÈ˜
·ÚfiÌÔÈÂ˜ ÌÂ ·˘Ù‹ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ ÛÙÔ ·ÚfiÓ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ
ÙËÓ ·Ú·ÌfiÚÊˆÛË ÙË˜ ·ÙÚ¿ÎÙÔ˘, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙË ‚¿ÛË ÌÈ·˜ Î·ÙËÁÔÚ›·˜ ÚÔÛÂÁ-
ÁÈÛÙÈÎÒÓ ÌÂıÔ‰ÔÏÔÁÈÒÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ó·Ù‡ÛÛÔÓÙ·È ÛÙÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. ¶ÈÔ Û˘-
ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ Ô˘ ÂÊ·ÚÌfiÛıËÎÂ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ Ì¤ıÔ‰Ô˜ Rayleigh.

™ËÌÂ›ˆÛË 2Ë: ∂Ó·ÏÏ·ÎÙÈÎ¿, ÛÂ Û˘ÓÙËÚËÙÈÎ¿ ÌË¯·ÓÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, fiˆ˜ ÙÔ
ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ, Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÂÊ·Ú-
ÌÔÁ‹ ÙË˜ ÂÓÂÚÁÂÈ·Î‹˜ ·Ú¯‹˜

T1 + V1 = T2 + V2 ,

Ë ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ‰‡Ô Ù˘¯·›Â˜ ¯ÚÔÓÈÎ¤˜ ÛÙÈÁÌ¤˜. ŒÙÛÈ, ·Ó ˆ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ t1 ÂÈÏÂ-
ÁÂ› Ë ÛÙÈÁÌ‹ fiÔ˘ Ë ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÌË‰¤Ó, ÙfiÙÂ
T1=Tmax. ¶·ÚfiÌÔÈ·, ·Ó ˆ˜ ¯ÚfiÓÔ˜ t2 ÂÈÏÂÁÂ› Ë ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ Ë ÎÈÓËÙÈÎ‹ ÂÓ¤Ú-
ÁÂÈ· Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÌË‰¤Ó, ÙfiÙÂ V2=Vmax , ÔfiÙÂ Ë ÂÓÂÚÁÂÈ·Î‹ ·Ú¯‹ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÛÙË
ÌÔÚÊ‹

Tmax = Vmax . (2)

™ÙÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ÎÈÓËÙÈÎ‹ Î·È Ë ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÂÎÊÚ¿˙ÔÓÙ·È
ÛÙË ÌÔÚÊ‹

T = �m + � Ûx2 Î·È   V = kAx2 ,

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ∂ÈÏ¤ÔÓ, ÂÊfiÛÔÓ ÁÈ· ÂÏÂ‡ıÂÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË (¯ˆÚ›˜ ·fiÛ‚ÂÛË)
ÈÛ¯‡ÂÈ fiÙÈ

x(t) = 6x cos(ˆ∞t–ı)

Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ

Tmax = �m + �(ˆA6x)2 Î·È   Vmax = kA 6x2 .

ÕÚ·, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÂÓÂÚÁÂÈ·Î‹˜ ·Ú¯‹˜ (2) ÚÔÎ‡ÙÂÈ Î·È ¿ÏÈ Ë È‰ÈÔÛ˘¯Ófi-
ÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÛÙË ÌÔÚÊ‹ (1).
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E˘ÛÙ¿ıÂÈ· ªË¯·ÓÈÎÔ‡ ™˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜

∆Ô Û¯‹Ì· 1.2.7· ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ·ÏÔÔÈËÌ¤ÓÔ ÌË¯·ÓÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜ ˘„ËÏ‹˜ Î·-
Ù·ÛÎÂ˘‹˜ (.¯. ‡ÚÁÔ˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ‹ ‚ÈÔÌË¯·ÓÈÎ‹ Î·ÌÈÓ¿‰·). ∆Ô ÌÔÓÙ¤ÏÔ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È
·fi ÔÌÔÁÂÓ‹ ÛÙÂÚÂ‹ Ú¿‚‰Ô Ì¿˙·˜ m Î·È Ì‹ÎÔ˘˜ l, Ë ÔÔ›· ˘ÔÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙË
‚¿ÛË ÙË˜ ÌÂ ÛÙÚÂÙÈÎfi ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·
ÙÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ Î·È ÙÔ ÎÚ›ÛÈÌÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘, ÒÛÙÂ Ó· ÌËÓ ·ÔÎÏ›ÓÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¿
·fi ÙËÓ Î·Ù·ÎfiÚ˘ÊË ı¤ÛË ÙË˜.

™¯‹Ì· 1.2.7

§‡ÛË:
∏ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ ÁÈ· ÂÚÈÛÙÚÔÊÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙË ‚¿ÛË ÙË˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ‰È¿ÁÚ·ÌÌ· ÂÏÂ˘ı¤ÚÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Ô˘
Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.2.7‚. ŒÙÛÈ, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÓfiÌÔ˘ Î›ÓËÛË˜ Î·È
ÙËÓ ˘fiıÂÛË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÌÂ ÌÈÎÚfi Â‡ÚÔ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ

™ªo = πo ¢ı fi –kı + mg ı = ml2 ¢ı .

ªÂÙ·ÊÔÚ¿ fiÏˆÓ ÙˆÓ fiÚˆÓ ÛÙÔ ·ÚÈÛÙÂÚfi Ì¤ÏÔ˜ Î·È ‰È·›ÚÂÛË ÌÂ ml2/3 Ô‰ËÁÂ› ÛÙË
Û¯¤ÛË

¢ı + ˆ0
2 ı = 0 ,

·fi ÙËÓ ÔÔ›· Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ Â›Ó·È

ˆ0 = �� .

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜, ÁÈ· Ó· ÂÎÙÂÏÂ› Ë Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË Á‡Úˆ ·fi ÙË ı¤ÛË
ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ı=0, Ú¤ÂÈ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙË˜ Ó· Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë
·ÓÈÛfiÙËÙ·

k > mgl/2 .

ŸÙ·Ó ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ·Ú·¿Óˆ ·ÓÈÛfiÙËÙ·, Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·ÔÎÏ›ÓÂÈ ÂÎ-
ıÂÙÈÎ¿ ·fi ÙË ı¤ÛË ı=0, fiˆ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ Â›Ï˘ÛË ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜ Î›ÓËÛË˜. ∞˘Ùfi

k – mgl/2
�

ml2/3

1
�
3

l
�
2

��
O k

(·) (‚)

m,

O

ı

mg

l

kı

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2.4:
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ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÎÚ›ÛÈÌÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Â›Ó·È

lcr = ,

fiÔ˘ Ú Â›Ó·È Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Î·È ∞ Â›Ó·È ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ‰È·ÙÔÌ‹˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘.

™ËÌÂ›ˆÛË: ∆Ô ÌË¯·ÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· Ô˘ ÂÍÂÙ¿ÛıËÎÂ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ·fi Ù· ·ÏÔ‡-
ÛÙÂÚ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·, ÛÙ· ÔÔ›· ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È ·ÛÙ¿ıÂÈ·. ∏ ·ÛÙ¿ıÂÈ· ·˘Ù‹ ÔÓÔ-
Ì¿˙ÂÙ·È ÛÙ·ÙÈÎ‹, ÁÈ·Ù› ÚÔ¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ·ÒÏÂÈ· ÙË˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ ÙË˜ Î·Ù·-
ÛÎÂ˘‹˜ Î·È Â›Ó·È ·ÚfiÌÔÈ· ÌÂ ÙËÓ ·ÛÙ¿ıÂÈ· Ô˘ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È ÛÂ ÔÏ˘ÏÔÎfi-
ÙÂÚ· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù·, fiˆ˜ Ô Ï˘ÁÈÛÌfi˜ ‰ÔÎÒÓ Î·È Ï·ÎÒÓ. ∏ ¿ÏÏË ÌÔÚÊ‹ ·ÛÙ¿ıÂÈ-
·˜ Ô˘ ·Ú·ÙËÚÂ›Ù·È ÛÂ ÌË¯·ÓÈÎ¿ Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ Î·È ÚÔ-
¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ‡·ÚÍË ÌË¯·ÓÈÛÌÒÓ Ô˘ ÙÚÔÊÔ‰ÔÙÔ‡Ó ÌÂ ÂÓ¤ÚÁÂÈ· ÙÔ Û‡ÛÙË-
Ì· Î·È ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÔ‡Ó ÌÂ ÙËÓ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ·ÚÓËÙÈÎ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ (ÔÈ· Â›Ó·È Ë
ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ·fiÎÚÈÛË˜;). ∫·È ÛÙÈ˜ ‰‡Ô ÌÔÚÊ¤˜ ·ÛÙ¿ıÂÈ·˜, Ë ÁÚ·ÌÌÈ-
Î‹ ıÂˆÚ›· ÚÔ‚Ï¤ÂÈ ¿ÂÈÚ· Â‡ÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜, Ú¿ÁÌ· Ô˘ ·Ú·‚È¿˙ÂÈ ÙËÓ
·Ú¯ÈÎ‹ ˘fiıÂÛË ÁÈ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÛÂ Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈ-
ÙÒÛÂÈ˜, Ë ·ÎÚÈ‚¤ÛÙÂÚË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ··ÈÙÂ› ÙË Û˘ÌÂÚ›ÏË„Ë ÌË
ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ fiÚˆÓ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Î›ÓËÛË˜.

1.3 ∂•∞¡∞°∫∞™ª∂¡∏ ∆∞§∞¡∆ø™∏

ªÂ ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›· ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ ÛÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ (1.1.1), Ë ÁÂÓÈÎ‹ Ï‡ÛË
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÛÙË ÌÔÚÊ‹

x(t) = xh(t) + xÌ(t) . (1.3.1)

∫·Ù¿ Ù· ÁÓˆÛÙ¿, Ë ÔÌÔÁÂÓ‹˜ Ï‡ÛË xh(t) ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi
ÙËÓ (1.1.1) ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÍ¿ÏÂÈ„Ë ÙÔ˘ ÌË ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ fiÚÔ˘ f(t). ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ ÙÌ‹Ì· ·˘Ùfi
ÙË˜ Ï‡ÛË˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È fiˆ˜ ÛÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ÂÓfiÙËÙ· ÁÈ· ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙË˜
ÂÏÂ‡ıÂÚË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. ∞ÓÙ›ıÂÙ·, ˆ˜ ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË xÌ(t) ÔÚ›˙ÂÙ·È ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ¯ÚÔ-
ÓÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ (1.1.1). ™ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË, Ë Ï‡ÛË ·˘Ù‹ ÌÔ-
ÚÂ› Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ÔÌÔÁÂÓ‹ Ï‡ÛË Î·È ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ ÌÂÙ·-
‚ÔÏ‹˜ ÙˆÓ ·Ú·Ì¤ÙÚˆÓ. ŒÙÛÈ, ÁÈ· 0≤˙<1, Ë ÔÌÔÁÂÓ‹˜ Ï‡ÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ
(1.2.12) ‹ ÙËÓ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì‹ ÙË˜ (1.2.13), ÂÓÒ Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÌÂÚÈÎ‹ Ï‡ÛË ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È
ÛÙË ÌÔÚÊ‹

xÌ(t) = �t

0
f(Ù)e–‰(t–Ù) sinˆd(t–Ù)dÙ . (1.3.2)

∆Ô ·Ú·¿Óˆ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ˆ˜ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Duhamel (‹ ÔÏÔÎÏ‹Úˆ-
Ì· ·Ó·‰›ÏˆÛË˜).
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ÔfiÙÂ Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È

x(t) = �1 – e–‰t cos(ˆdt–ı)	 , (1)

ÌÂ

tanı = . (2)

∆Ô Û¯‹Ì· 1.3.1 ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ ·fiÎÚÈÛË˜ ÛÙÈ˜ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÂ˜
·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜. Ÿˆ˜ ·Ó·Ì¤ÓÂÙ·È, Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÂ›ÓÂÈ ÂÎıÂÙÈÎ¿ ÛÙË ÛÙ·ÙÈÎ‹ ·-
Ú·ÌfiÚÊˆÛË f0 /k.

™¯‹Ì· 1.3.1

™ËÌÂ›ˆÛË 1Ë: ∆· ›‰È· ÙÂÏÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ·Ú¿ÁÔÓÙ·È ÌÂ ¿ÌÂÛË ÂÊ·ÚÌÔÁ‹
ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ (1.3.3) Î·È (1.3.4). ™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÁÈ· ÌË‰ÂÓÈÎ¤˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹-
ÎÂ˜ Î·È ÛÙ·ıÂÚ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË, ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ ·˘ÙÒÓ Ô‰ËÁÂ› ÛÙËÓ ¤ÎÊÚ·-
ÛË

x(t) = �t

0
e–‰(t–Ù) sinˆd(t–Ù)dÙ ,

Ë ÔÔ›· ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ Ô‰ËÁÂ› Î·È ¿ÏÈ ÛÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1) Î·È (2).

™ËÌÂ›ˆÛË 2Ë: ∞Ó Ë ·fiÛ‚ÂÛË Â›Ó·È ·ÌÂÏËÙ¤·, Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›-
Ó·È

x(t) = (1–cosˆ0t) ,

Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ·ÚÌÔÓÈÎ‹, ÌÂ Û˘¯ÓfiÙËÙ· ˆ0=�k/�m�, Ì¤ÛÔ Â‡ÚÔ˜ f0 /k Î·È Â‡ÚÔ˜
Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ›ÛÔ ÌÂ ÙË ÛÙ·ÙÈÎ‹ ·Ú·ÌfiÚÊˆÛË f0/k. ¶Ò˜ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÔÓÙ·È Ù· ÙÔ-
ÈÎ¿ Â‡ÚË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ fiÙ·Ó Ë ·fiÛ‚ÂÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹;
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1.8 ∞™∫∏™∂π™

1.1 ∫‡ÏÈÓ‰ÚÔ˜ ·ÎÙ›Ó·˜ R, ‡„Ô˘˜ h Î·È ·fi ˘ÏÈ-
Îfi ÌÂ ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú ‚˘ı›˙ÂÙ·È ÛÂ ˘ÁÚfi ˘-
ÎÓfiÙËÙ·˜ Ú0, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.1.
¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÌÔ-
ÓÙ¤ÏÔ, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ keq Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ›
Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ˘ Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘.

1.2 ™ÒÌ· Ì¿˙·˜ m Û˘Ó‰¤ÂÙ·È ÌÂ ÂÏ·Ù‹ÚÈ· ÁÓˆ-
ÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ Î·È ÎÈÓÂ›Ù·È ÛÙËÓ Î·Ù·-
ÎfiÚ˘ÊË ‰ÈÂ‡ı˘ÓÛË, fiˆ˜ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹-
Ì· 1.8.2. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˜ Û˘-
ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ keq Î·È Ë È‰ÈÔÛ˘-
¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÁÈ· ÙÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ ‰˘-
Ó·ÌÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ.

1.3 ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÌÔ-
ÓÙ¤ÏÔ ÁÈ· ÙË ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË Ô˘ ÂÈÎÔÓ›˙Â-
Ù·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.3. ∏ ‰È¿Ù·ÍË ·˘Ù‹ ·ÔÙÂ-
ÏÂ›Ù·È ·fi ÛÙÂÚÂfi Î‡ÏÈÓ‰ÚÔ, Ô ÔÔ›Ô˜ Î˘Ï¿-
ÂÈ ¯ˆÚ›˜ Ó· ÔÏÈÛı·›ÓÂÈ ÛÂ Â›Â‰Ë ÂÈÊ¿-
ÓÂÈ·. ∫·ÙfiÈÓ, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË
Ì¿˙· meq ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÙÂ› Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜. ¡· ıÂˆ-
ÚËıÔ‡Ó ˆ˜ ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Ë Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿-
ÓÂÈ·˜ IÔ ÙÔ˘ Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ‰È·Ì‹ÎË
¿ÍÔÓ· Ô˘ ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ √, Ë
Ì¿˙· ÙÔ˘ m, Ë ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ R Î·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂ-
ÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k ÙÔ˘ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘. ∆¤ÏÔ˜,
Ó· Â·ÏËıÂ˘ıÔ‡Ó Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÌÂ ·Â˘-
ıÂ›·˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ÓfiÌˆÓ ÙÔ˘ Newton.

1.4 ∆Ô Û¯‹Ì· 1.8.4 ÂÂÍËÁÂ› ÙÔÓ ÂÈÚ·Ì·ÙÈÎfi
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Ì·˙ÈÎ‹˜ ÚÔ‹˜ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜
Î·È ÙË˜ ı¤ÛË˜ ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ Ì¿˙·˜ C ÛÙÂÚÂ-
Ô‡ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÌÂ Â›Â‰Ë, ·ÏÏ¿ ·Î·ÓfiÓÈÛÙË
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ÁÂˆÌÂÙÚ›·. ™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ÙÔ ÛÒÌ· ·Ó·ÚÙ¿Ù·È ·Ú¯ÈÎ¿ ·fi ÛËÌÂ›Ô ∞ Î·È ÌÂ-
ÙÚ¿Ù·È Ë ÂÚ›Ô‰Ô˜ ÙË˜ ÂÏÂ‡ıÂÚË˜ ·ÈÒÚËÛ‹˜ ÙÔ˘, ¤ÛÙˆ TA. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ
ÛÒÌ· ·Ó·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÛËÌÂ›Ô µ, ÙÔ ÔÔ›Ô ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙËÓ ÚÔ¤ÎÙ·ÛË ÙÔ˘ Â˘-
ı‡ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ AC Î·È ÌÂÙÚ¿Ù·È Ë Ó¤· È‰ÈÔÂÚ›Ô‰Ô˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜, ¤ÛÙˆ
TB. ∞Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹ Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ m Î·È Ë ·fiÛÙ·ÛË l ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ
ÛËÌÂ›ˆÓ ∞ Î·È µ, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛıÂ› Ë ı¤ÛË ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ Ì¿˙·˜ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ Î·È
Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜.

1.5 ƒ¿‚‰Ô˜ Ì¿˙·˜ m Î·È Ì‹ÎÔ˘˜ l ÙÔÔıÂÙÂ›Ù·È ¿Óˆ ÛÂ ‰‡Ô Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘˜, Ô˘
ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÔÓÙ·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ·ÓÙ›ıÂÙË ÁˆÓÈ·Î‹ Ù·¯‡ÙËÙ· ˆ, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ
ÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.5. ∏ ·fiÛÙ·ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ‰‡Ô Î˘Ï›Ó‰ÚˆÓ Â›Ó·È a, ÂÓÒ Ô Û˘ÓÙÂ-
ÏÂÛÙ‹˜ ÙÚÈ‚‹˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Î·È ÙˆÓ Î˘Ï›Ó‰ÚˆÓ Â›Ó·È Ì. ¡· ·Ú·¯ıÂ› Ë
ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙË˜ Ú¿‚‰Ô˘ Î·È Ó· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ú·ÁÌ·ÙÔÔÈÂ› Ù·Ï¿ÓÙˆ-
ÛË. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜;

™¯‹Ì· 1.8.5 ™¯‹Ì· 1.8.6

1.6 ∫‡ÏÈÓ‰ÚÔ˜ ÌÂ Ì¿˙· m Î·È ·ÎÙ›Ó· r Î˘Ï¿ÂÈ ¯ˆÚ›˜ Ó· ÔÏÈÛı·›ÓÂÈ ÛÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈ-
Îfi Î˘ÏÈÓ‰ÚÈÎ‹˜ ÎÔÈÏfiÙËÙ·˜ ·ÎÙ›Ó·˜ R, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.6. ¡· ˘Ô-
ÏÔÁÈÛÙÂ› Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ÙÔ˘ Î˘Ï›Ó‰ÚÔ˘ ˆ˜ ÚÔ˜
ÙË ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙÔ˘, ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ·Ú¯‹˜ ‰È·Ù‹ÚËÛË˜ ÙË˜ ÌË-
¯·ÓÈÎ‹˜ ÂÓ¤ÚÁÂÈ·˜.

1.7 ªË¯·Ó‹ Ì¿˙·˜ m ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ Ì¤ÛÔ ·ÚıÚˆ-
Ì¤ÓË˜ ‰ÔÎÔ‡ ÌÂ ÁÓˆÛÙ¤˜ Î·È ÛÙ·ıÂÚ¤˜ ÂÏ·ÛÙÈÎ¤˜
Î·È ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹-
Ì· 1.8.7. ∞Ó Ë Ì¿˙· ÙË˜ ‰ÔÎÔ‡, 6m, Â›Ó·È Û˘ÁÎÚ›-
ÛÈÌË ÌÂ ÙË Ì¿˙· ÙË˜ ÌË¯·Ó‹˜, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë
ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË Ì¿˙· Î·È Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ fiÙ·Ó Ë Ì¿˙· ÙË˜ ‰ÔÎÔ‡ Â›Ó·È ÌÈÎÚ‹
ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙË Ì¿˙· ÙË˜ ÌË¯·Ó‹˜;
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1.8 ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ‰˘Ó·ÌÈ-
Îfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÁÈ· ÙÔ ÌË¯·ÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ·
ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.8.8 Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÙÔ‡Ó Ë ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË Ì¿˙· Î·È Ô ÈÛÔ‰‡-
Ó·ÌÔ˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜.
∫·ÙfiÈÓ, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó Ë È‰ÈÔ-
Û˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜. ∆¤ÏÔ˜, Ó· Â·Ó·ÏË-
ÊıÔ‡Ó ÔÈ ›‰ÈÔÈ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ› ·Ó ÂÈÏÂ-
ÁÂ› Ë ÁˆÓ›· ı ˆ˜ Ë Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Î›ÓËÛË˜. ∞ÏÏ¿˙ÂÈ Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ‹ ÙÔ Ì¤ÙÚÔ
·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÌÂ ÙËÓ ÂÈÏÔÁ‹ ÙË˜ Ó¤·˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË˜ Î›ÓËÛË˜;

1.9 ∆Ô Û¯‹Ì· 1.8.9 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ·ÏÔÔÈËÌ¤ÓÔ
ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÂÓfi˜ ÌÈÎÚÔ‡ ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ˘ Î·Ù¿ ÙË
‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ ÚÔÛÁÂ›ˆÛ‹˜ ÙÔ˘. ∆Ô ÌÔÓÙ¤ÏÔ
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÛÒÌ· Ì¿˙·˜ m, ÙÔ ÔÔ›Ô ¤Ú-
¯ÂÙ·È ÛÂ Â·Ê‹ ÌÂ ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ Ì¤Ûˆ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘
ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k Ô˘ ·ÓÙÈÚÔÛˆÂ‡ÂÈ ÙÔ Û‡-
ÛÙËÌ· ·Ó¿ÚÙËÛË˜ ÙÔ˘ ·ÂÚÔÏ¿ÓÔ˘. ¡· ˘Ô-
ÏÔÁÈÛÙÂ› Ô ¯ÚfiÓÔ˜ Ô˘ ·Ú·Ì¤ÓÂÈ ÛÂ Â·Ê‹ ÙÔ
ÂÏ·Ù‹ÚÈÔ ÌÂ ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜ ÚÈÓ ·fi ÙËÓ ÚÒÙË
·Ó·‹‰ËÛË ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜ ·fi ÙÔ ¤‰·ÊÔ˜.

1.10 ∆Ô Û¯‹Ì· 1.8.10 ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ ÌË¯·-
ÓÈÛÌÔ‡ Â·Ó·ÊÔÚ¿˜ ÌÈ·˜ ı‡Ú·˜ „˘ÁÂ›Ô˘. ¡·
ÂÈÏÂÁÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙÔ˘
ÌË¯·ÓÈÛÌÔ‡, ÒÛÙÂ Ë ı‡Ú· Ó· Â·Ó¤Ú¯ÂÙ·È ÛÙË
ı¤ÛË ÛÙ·ÙÈÎ‹˜ ÈÛÔÚÚÔ›·˜ ÙË˜ ÛÙÔÓ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ
‰˘Ó·Ùfi ¯ÚfiÓÔ. ¡· ıÂˆÚËıÔ‡Ó ÁÓˆÛÙ¿ Ë Ì·˙È-
Î‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ Io ÙË˜ ı‡Ú·˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ
ÛËÌÂ›Ô √ Î·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k
ÙÔ˘ ÛÙÚÂÙÈÎÔ‡ ÂÏ·ÙËÚ›Ô˘. ¶ÔÈ· Â›Ó·È ÙfiÙÂ Ë
·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Ó-
ı‹ÎÂ˜ ı(0)=ı0 Î·È ™ı(0)=0;

1.11 ¡· Û¯Â‰È·ÛÙÂ› ÙÔ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÌÔÓÙ¤-
ÏÔ Î·È Ó· ÁÚ·ÊÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÁÈ· ÙÔ
ÌË¯·ÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ·ÂÚÔÙÔÌ‹˜-ÙÔ˘ÚÌ›Ó·˜ ÙÔ˘
Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.8.11. ∂ÈÏ¤ÔÓ, Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› o
Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ·fi
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ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ˜ ÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ·Ó¿ÌÂÛ· ÛÂ ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ Ì¤ÁÈÛÙÔ˘
Â‡ÚÔ˘˜ ÙË˜ ·fiÎÚÈÛË˜. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙÈ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜ y(0)=0 Î·È Ûy(0)=v0;

1.12 ∫·Ù¿ ÙËÓ ·Ó¿ÊÏÂÍË ÙÔ˘ ‰Â‡ÙÂÚÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ÙÚ›ÙÔ˘ ÔÚfiÊÔ˘ Î·˘Û›ÌˆÓ ÂÓfi˜ ˘-
Ú·‡ÏÔ˘, Ë ÂÈÙ¿¯˘ÓÛ‹ ÙÔ˘ ·˘Í¿ÓÂÙ·È ÂÎıÂÙÈÎ¿, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË ‰u=aebt.
¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ·fiÏ˘ÙË ÂÈÙ¿¯˘ÓÛË ‰x Ô˘ ·ÈÛı¿ÓÂÙ·È Ô ·ÛÙÚÔÓ·‡ÙË˜ ıÂ-
ˆÚÒÓÙ·˜ ˆ˜ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ÙÈ˜ z(0)=0 Î·È Ûz(0)=0, fiÔ˘ z=x–u.

™¯‹Ì· 1.8.12

1.13 ™ÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.15· ·Ú›ÛÙ·Ù·È ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜ ÌË¯·Ó‹˜ ÛÊ˘ÚËÏ¿ÙËÛË˜. ∏ ÌË-
¯·Ó‹ ¤¯ÂÈ Û˘ÓÔÏÈÎ‹ Ì¿˙· m Î·È Â‰Ú¿˙ÂÙ·È ÛÂ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k. ™ÙË
‰È¿ÚÎÂÈ· ÙË˜ Û‡ÁÎÚÔ˘ÛË˜ ÙË˜ ÛÊ‡Ú·˜ ÌÂ ÙÔ ÚÔ˜ ‰È·ÌfiÚÊˆÛË ÙÂÌ¿¯ÈÔ ÂÍ·-
ÛÎÂ›Ù·È ÛÙË ÌË¯·Ó‹ Ì›· ‰‡Ó·ÌË, ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ÌÔÚÊ‹ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì·
1.8.13‚. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ·fiÎÚÈÛË ÙË˜ ÌË¯·Ó‹˜:
·. ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ·Ó·‰›ÏˆÛË˜,
‚. ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ·Ú¯‹˜ ÙË˜ Â·ÏÏËÏ›·˜,
Á. ÌÂ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ Î·Ù¿ÏÏËÏˆÓ Û˘ÓıËÎÒÓ Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜.

™¯‹Ì· 1.8.13
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1.14 ∆Ô ÌË¯·ÓÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.8.14 ·ÔÙÂÏÂ› ÚÔÛÔÌÔ›ˆÛË ÙË˜ ¤‰Ú·ÛË˜
ÙÔ˘ ÙÂÚ˘Á›Ô˘ ÂÓfi˜ ·ÂÚÔÛÎ¿ÊÔ˘˜, ÙÔ ÔÔ›Ô ¤¯ÂÈ Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ IA
ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞ Î·È Ì‹ÎÔ˜ l. ª¤Ûˆ ÂÈ‰ÈÎ‹˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜, ÙÔ ÙÂ-
Ú‡ÁÈÔ ‰¤¯ÂÙ·È ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜ ÌÂ ÌÔÚÊ‹ s(t)= 6s cosøt. ¡· Î·-
ıÔÚÈÛÙÔ‡Ó Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ˆ0, ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ˙ Î·È Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘
ÙÂÚ˘Á›Ô˘ ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË.

™¯‹Ì· 1.8.14

1.15 ™ÙË ÌË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.8.15 Ô ‚Ú·¯›ÔÓ·˜ ∞√µ Â›Ó·È ÛÙÂÚÂfi˜
Î·È ¤¯ÂÈ Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ πÔ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ¿ÚıÚˆÛË √. °È· Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ˜
ÌÈÎÚÔ‡ Â‡ÚÔ˘˜ Á‡Úˆ ·fi ÙË ı¤ÛË ÈÛÔÚÚÔ›·˜, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó: 
·. Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ Î·È
‚. Ë ·fiÎÚÈÛË ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË, ·Ó ÛÙË Ì¿˙· m ÂÊ·ÚÌfi-

˙ÂÙ·È Ë ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰‡Ó·ÌË f(t)= ^f cosøt.

™¯‹Ì· 1.8.15 ™¯‹Ì· 1.8.16

1.16 ™‡ÛÙËÌ· ÂÓfi˜ ‚·ıÌÔ‡ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜ ˘fiÎÂÈÙ·È ÛÂ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË Ô˘ ÂÊ·Ú-
Ìfi˙ÂÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô °, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.16. ¡· Î·Ù·ÛÙÚˆıÂ› Ë ÂÍ›-
ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È Ó· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÔ‡Ó:
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·. Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· Î·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜,
‚. Ë ‰‡Ó·ÌË Ô˘ ÂÍ·ÛÎÂ›Ù·È ÛÙËÓ ¤‰Ú·ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ (ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿-

ÛÙ·ÛË) fiÙ·Ó Ë ‰È¤ÁÂÚÛË Â›Ó·È ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰‡Ó·ÌË f(t)= ^f cosøt Î·È fiÙ·Ó Â›-
Ó·È ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË s(t)= 6s cosøt.

1.17 ∆Ô Û¯‹Ì· 1.8.17 ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜, Ô˘ ‰ÈÂÁÂ›-
ÚÂÙ·È ÌÂ ·ÚÌÔÓÈÎ‹ ‰‡Ó·ÌË f(t)= ^f cosøt. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ·fiÎÚÈÛË ÙË˜
Ì¿˙·˜ m ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Î·È Ó· Û¯Â‰È·ÛıÂ› ÙÔ Â‡ÚÔ˜ ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛ‹˜
ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ ÙË˜ Û˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ‰È¤ÁÂÚÛË˜ ø. ¶Ô‡ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi˜
Î·È ÁÈ·Ù›;

™¯‹Ì· 1.8.17 ™¯‹Ì· 1.8.18

1.18 ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ Ì›· Ì¤ıÔ‰Ô ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÙË˜ Î›ÓËÛË˜ Ô¯ËÌ¿ÙˆÓ, Ë ‚¤ÏÙÈÛÙË ÂÈÏÔÁ‹
ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ ÙÔ fi¯ËÌ· Ó· Â›Ó·È “·Ó·ÚÙË-
Ì¤ÓÔ ·fi ÙÔÓ Ô˘Ú·Ófi” Ì¤Ûˆ ÙÔ˘ ·ÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú· ÙÔ˘, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì·
1.8.18. °È· ÙÔ ÂÍÂÙ·˙fiÌÂÓÔ ÌÔÓÙ¤ÏÔ Ó· ıÂˆÚËıÂ› fiÙÈ Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ Ô¯‹Ì·ÙÔ˜ ÎÈ-
ÓÂ›Ù·È ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹ ÔÚÈ˙fiÓÙÈ· Û˘ÓÈÛÙÒÛ· Ù·¯‡ÙËÙ·˜ v0 Î·È ‰ÈÂÁÂ›ÚÂÙ·È ·fi Ô‰fi
ÌÂ ·ÚÌÔÓÈÎfi ÚÔÊ›Ï ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

z(s) = 6z cos(2s/Ï) .

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ‰‡Ó·ÌË Ô˘ ÂÍ·ÛÎÂ›Ù·È ÛÙË Ì¿˙· ÙÔ˘ Ô¯‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙË ‰È¿Ú-
ÎÂÈ· ÙË˜ ÌfiÓÈÌË˜ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË˜ Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ Î·È Ó· ÂÍËÁËıÂ› ÙÔ ÏÂÔÓ¤ÎÙËÌ·
Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ ·ÔÛ‚ÂÛÙ‹Ú· ·fi ÙÔÓ Ô˘Ú·Ófi.

1.19 ∂¿Óˆ ÛÂ ÛÙÂÚÂ‹ Â›Â‰Ë ÂÍ¤‰Ú· ÎÈÓÂ›Ù·È ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ Ì¿˙·˜ m ÌÂ ÛÙ·ıÂÚ‹
Ù·¯‡ÙËÙ· v0, fiˆ˜ ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.19. ∏ Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ÙË˜ ÂÍ¤-
‰Ú·˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ¿ÚıÚˆÛË √ Â›Ó·È Io, ÂÓÒ Ë Ì·˙ÈÎ‹ ÚÔ‹ ·‰Ú¿ÓÂÈ·˜ ˆ˜
ÚÔ˜ √ ÙË˜ ÎÈÓÔ‡ÌÂÓË˜ Ì¿˙·˜ m Â›Ó·È ·ÌÂÏËÙ¤·.
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·. ¡· Î·Ù·ÛÙÚˆıÂ› Ë ÂÍ›ÛˆÛË Î›ÓËÛË˜ ÙÔ˘
Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜, ıÂˆÚÒÓÙ·˜ ÌÈÎÚfi Â‡ÚÔ˜ Ù·-
Ï¿ÓÙˆÛË˜. ¶ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ È‰ÈÔÛ˘-
¯ÓfiÙËÙ·˜, ÙÔ˘ Ì¤ÙÚÔ˘ ·fiÛ‚ÂÛË˜ Î·È ÙË˜
È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ·˜ ÌÂ ·fiÛ‚ÂÛË;

‚. ∞Ó Ë ÂÍ¤‰Ú· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ ËÚÂÌ›· fiÙ·Ó ÂÌ-
Ê·Ó›˙ÂÙ·È ÙÔ ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô √, Ó·
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› Ë ·fiÎÚÈÛË ÙË˜ ÂÍ¤‰Ú·˜
ÛÙÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· 0< t<T=l /v0.

Á. ¡· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› Ë ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜ Ù·¯‡ÙËÙ·˜ Ô˘ ÚÔÎ·ÏÂ› Û˘ÓÙÔÓÈÛÌfi ÙË˜
ÂÍ¤‰Ú·˜ ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË, ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ ¯ÚÔÓÈÎ‹ ÛÙÈÁÌ‹ Ô˘ ¤Ó· Ûˆ-
Ì·Ù›‰ÈÔ ÂÁÎ·Ù·ÏÂ›ÂÈ ÙËÓ ÂÍ¤‰Ú· ÛÙÔ ¿ÎÚÔ ∞ ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È Ó¤Ô ÛˆÌ·Ù›‰ÈÔ
ÛÙÔ ¿ÎÚÔ √.

1.20 ∆Ô Û¯‹Ì· 1.8.20· ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜.

·. ∞Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ r1, r2, c0, m0 Î·È IÔ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔ-
ÚÈÛıÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ k Î·È m ÙÔ˘ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ˘ ÌÔÓÙ¤ÏÔ˘ ÙÔ˘
Û¯‹Ì·ÙÔ˜ 1.8.20‚.

‚. °È· ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ·ÔÛ‚¤ÛÂˆ˜ c ‰ÈÂÍ¿ÁÂÙ·È Ë ÂÍ‹˜
Ì¤ÙÚËÛË. ∂È‚¿ÏÏÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú¯ÈÎ¤˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ x(0)=x0 Î·È Ûx(0)=0 ÛÙË
Ì¿˙· m0 Î·È ÌÂÙÚÒÓÙ·È ‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ Ì¤ÁÈÛÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙË˜ ÌÂÙ·ÙfiÈÛ‹˜
ÙË˜, ¤ÛÙˆ 6x1 Î·È 6x2. ªÂ ‚¿ÛË ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ ·˘Ù¤˜ Ó· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› ·Ú¯ÈÎ¿ ÙÔ Ì¤-
ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ˙ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜ c. ¶ÔÈ· Â›-
Ó·È Ë ·fiÎÚÈÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹;

Á. ∞Ó ÂÈ‚ÏËıÂ› ÂÍˆÙÂÚÈÎ‹ ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÙÔ˘ Û¯‹Ì·ÙÔ˜
1.8.20Á, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÔ‡Ó ÔÈ ÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ¯ÚfiÓÔ˘ Ù, ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÙÔ ÌË¯·-
ÓÈÎfi Û‡ÛÙËÌ· ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÂ Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Û˘ÓÙÔÓÈÛÌÔ‡.

™¯‹Ì· 1.8.20
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1.21 ∆Ô ‰ÈÏ·Ófi Û¯‹Ì· ‰Â›¯ÓÂÈ ÙÔ ·ÏÔÔÈËÌ¤ÓÔ
ÌÔÓÙ¤ÏÔ ÌÈ·˜ ÌË¯·ÓÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜, Ë ÔÔ›·
‰ÈÂÁÂ›ÚÂÙ·È ÌÂ ÁÓˆÛÙ‹ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË s(t).

·. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ¯ˆ-
Ú›˜ ·fiÛ‚ÂÛË Î·È ÙÔ Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜
ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜.

‚. ¡· Î·ıÔÚÈÛÙÂ› Ë ·fiÎÚÈÛË ÙË˜ ‰È¿Ù·-
ÍË˜ ·Ó ·˘Ù‹ ÍÂÎÈÓ¿ ·fi ÙËÓ ËÚÂÌ›· Î·È 

s(t) = s0 = ÛÙ·ıÂÚ¿.

Á. ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ‰‡Ó·ÌË Ô˘ ·Ó·Ù‡ÛÛÂÙ·È ÛÙËÓ ¤‰Ú·ÛË ∂ ÙË˜ ‰È¿Ù·ÍË˜
ÛÙË ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË Ù·Ï¿ÓÙˆÛË˜ ·Ó

s(t) = 6s1 cosøt + 6s2 cos(2øt–ı) .

1.22 ªË¯·ÓÈÎ‹ ‰È¿Ù·ÍË ˘fiÎÂÈÙ·È ÛÂ ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ ‰È¤ÁÂÚÛË ÌÂÙ·ÙfiÈÛË˜, Ë ÈÛÙÔÚ›·
ÙË˜ ÔÔ›·˜ ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.22·. ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ·fiÎÚÈÛË ÙË˜ ‰È¿-
Ù·ÍË˜, Ô˘ Ê·›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Û¯‹Ì· 1.8.22‚ ÌÂ m=100 kg Î·È k=550 N/m, ÛÙË
ÌfiÓÈÌË Î·Ù¿ÛÙ·ÛË.

™¯‹Ì· 1.8.22

1.23 ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ÛÙÈ‚·ÚfiÙËÙ·˜ k Î·È Ô Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ ·fiÛ‚ÂÛË˜
c ÂÓfi˜ ÂÈÙ·¯˘ÓÛÈÔÌ¤ÙÚÔ˘ ·Ó ÙÔ Ì¤ÁÈÛÙÔ ÛÊ¿ÏÌ· Ì¤ÙÚËÛË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÚÈÔÚÈ-
ÛÙÂ› ÛÂ 3% ÁÈ· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹ Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ 0-100 Hz (‰›ÓÂÙ·È fiÙÈ m=5 gr).

1.24 ¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë Ì¤ÁÈÛÙË È‰ÈÔÛ˘¯ÓfiÙËÙ· ÂÓfi˜ ÌËÎ˘ÓÛÈÔÌ¤ÙÚÔ˘ ·Ó ÙÔ Ì¤ÁÈ-
ÛÙÔ ÛÊ¿ÏÌ· Ì¤ÙÚËÛË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÂÚÈÔÚÈÛÙÂ› ÛÂ 2% ÁÈ· ÌÂÙÚ‹ÛÂÈ˜ ÛÂ ÂÚÈÔ¯‹
Û˘¯ÓÔÙ‹ÙˆÓ 500-1500 ÛÙÚÔÊ¤˜ ·Ó¿ ÏÂÙfi. ¡· ÂÍÂÙ·ÛıÔ‡Ó ÔÈ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÌÂ
Ì¤ÙÚÔ ·fiÛ‚ÂÛË˜ ˙=0, 0.6 Î·È 0.9.

kk

m
x

u(t)

� �

u(t)

1

0 0.5 1
1.5

2 2.5

(·) (‚)

t

Tαλ�ντωση δυναµικ�ν συστηµ�των µε �να �αθµ� ελευθερ�ας72

�
� k

E

c

2k

s(t)

3c

m

x

™¯‹Ì· 1.8.21




