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.¯. ÛÙË º˘ÛÈÎ‹, ÛÙËÓ ∆Â¯ÓÔÏÔÁ›·, ÛÙË µÈÔÏÔÁ›· ·ÎfiÌË Î·È ÛÙËÓ √ÈÎÔÓÔÌ›· Î·È
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Û›· ÁÈ· Ù· ›‰È· Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Î·È ÁÈ· ¿ÏÏÂ˜ ∂ÈÛÙ‹ÌÂ˜ Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÂÁ¿ÏË. ŒÙÛÈ
Û‹ÌÂÚ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ fiÙÈ Ë ˘„ËÏ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁ›· Â›Ó·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ∆Â-
¯ÓÔÏÔÁ›· Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ˘¿ÚÍÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ‹ ÂÍ¤-
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MA£HMATIKH ANA§Y™H I & II Î·È III (EÎ‰fiÛÂˆÓ ZHTH, 1989-1996) Î·È Â›Ó·È
ÂÌÏÔ˘ÙÈÛÌ¤Ó· ÌÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÂÈÏÂÁÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·. ¶ÂÚÈ-
Ï·Ì‚¿ÓÔ˘Ó ÙËÓ ‡ÏË ÙË˜ ANA§Y™Eø™ Ô˘ ‰È‰¿ÛÎÂÙ·È ÛÙ· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Î·È TÂ-
¯ÓÔÏÔÁÈÎ¿ TÌ‹Ì·Ù· ÙˆÓ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›ˆÓ Î·È ¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÂ›ˆÓ. TÔ ‚È‚Ï›Ô ·Â˘ı‡-
ÓÂÙ·È Î·È ÛÙÔ˘˜ Ù˘¯ÈÔ‡¯Ô˘˜ ÙˆÓ TÌËÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ Ô˘ ·ÛÎÔ‡Ó ‹‰Ë ÙÔ Â¿Á-
ÁÂÏÌ¿ ÙÔ˘˜, ÁÈ·Ù› ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ¯Ú‹ÛÈÌÔ ‚È‚Ï›Ô ·Ó·ÊÔÚ¿˜. H Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜
‡ÏË˜ ÛÙ· ÙÚ›· ÙÂ‡¯Ë ·ÓÙ·ÔÎÚ›ÓÂÙ·È ÛÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙË˜ ‡ÏË˜ ÛÙ·
ÂÍ¿ÌËÓ· 1Ô, 2Ô Î·È 3Ô ÙÔ˘ TÌ‹Ì·ÙÔ˜ EÊ·ÚÌÔÛÌ¤ÓˆÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È º˘ÛÈÎÒÓ
EÈÛÙËÌÒÓ ÙÔ˘ EıÓÈÎÔ‡ MÂÙÛÔ‚›Ô˘ ¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÂ›Ô˘.

™Â fiÏÔ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô fiÙ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜, ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ Â›-
Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ ·fi ÙÔ §‡ÎÂÈÔ ‰ÂÓ ÙÈ˜ Û¯ÔÏÈ¿˙Ô˘ÌÂ, ÂÊfiÛÔÓ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Û¯Ô-
ÏÈÎ¤˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÈÎ·ÓÔÔÈËÙÈÎ¤˜. ¶·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¿ Ï˘Ì¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·-
Ù·, Ô˘ Ë ÁÓÒÛË ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ‡ÏË˜. √ÚÈÛÌ¤-
Ó· ·fi ·˘Ù¿ ı· ÌÔÚÔ‡Û·Ó Ó· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ‹ ÔÚ›ÛÌ·Ù· ÛÙÔ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. ¶ÔÏÏ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ‡ÏË˜
ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi, fiÙ·Ó Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ, ı· ·Ú·¤ÌÔ˘ÌÂ Û’ ·˘Ù¤˜.
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™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ú·ÚÙ‹Ì·Ù· (ÌÂ ÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ÂÚÈ-
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∏ ·Ú·ÔÌ‹ «Ë ÚfiÙ·ÛË 5.3.2» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 3.2 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 5»,
ÂÓÒ «Ë ÚfiÙ·ÛË 6.4» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 6.4 ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜» Î·È
«Ë ¨7.3» Ë ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ˜ 3 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 7. ∏ ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ÙˆÓ
ÙÚÈÒÓ ÙÂ˘¯ÒÓ Â›Ó·È ÂÓÈ·›·. ™ÙÔ ÙÂ‡¯Ô˜ ∞¢ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· 1-12,
ÛÙÔ ÙÂ‡¯Ô˜ µ¢Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· 13-24 Î·È ÛÙÔ °¢Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· 25-29.

∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, ÛÙÔ ·Ó¿ ¯Â›Ú·˜ ÙÂ‡¯Ô˜ °¢ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· 25 (∂È-
Î·Ì‡ÏÈ· √ÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·), 26 (¢ÈÏfi √ÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·), 27 (∆ÚÈÏfi Î·È ¶ÔÏÏ·Ïfi
√ÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·), 28 (∂ÈÊ·ÓÂÈ·Î¿ √ÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·) Î·È 29 (√ÏÔÎÏËÚˆÌ·ÙÈÎÔ› ∆‡-
ÔÈ). ∏ ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Â‰›ˆÓ Î·È ÔÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘˜ ÂÚÈÏ·Ì‚¿-
ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ.

∂ÂÈ‰‹ Ë ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ÙˆÓ ÙÚÈÒÓ ÙÂ˘¯ÒÓ (∞¢, µ¢& °¢) Â›Ó·È ÂÓÈ·›· Ë
·Ú·ÔÌ‹ ÛÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Î·È ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ  ı· Â›Ó·È Â›Ó·È ÂÓÈ·›· Î·È ÁÈ· Ù· ÙÚ›·
ÙÂ‡¯Ë, ÔfiÙÂ «Ë ÚfiÙ·ÛË 5.3.2» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 3.2 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 5»

£¤Ïˆ ÁÈ· ÌÈ· ·ÎfiÌË ÊÔÚ¿ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹¯ˆ ıÂÚÌ¿ ÙÔÓ ∂Î‰ÔÙÈÎfi √›ÎÔ ∑∏∆∏ Î·È
ÙÔ˘˜ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡, Ô˘,
Â·Ó·Ï·Ì‚¿Óˆ, ‹Ù·Ó Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜ ‰È¿ıÂÛË˜ Û˘ÓÂÚÁ·Û›·˜ ÙÔ˘˜, ÙË˜ ˘ÔÌÔÓ‹˜
ÙÔ˘˜ Î·È ÙË˜ ÂÌÂÈÚ›·˜ ÙÔ˘˜.

∞ı‹Ó·, OÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 2001 °ÂÒÚÁÈÔ˜ ¡. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë˜
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1. ∂ÈÎ·Ì‡ÏÈÔ √ÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· 1Ô˘ Â›‰Ô˘˜

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ˘ÏÈÎfi Û‡ÚÌ· ∞ Ùµ ÌÂ ·ÌÂÏËÙ¤Ô ¿¯Ô˜, Ô˘ ‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ Â›Ó·È
ÙÔ ›¯ÓÔ˜ Ì›·˜ Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ Î·Ì‡ÏË˜, fiˆ˜, ÈÔ ·Ï¿ ı· Ï¤Á·ÌÂ, ÌÈ· ˘ÏÈ-
Î‹ ÁÚ·ÌÌ‹. Ã¿ÚÈÓ ·ÏfiÙËÙÔ˜ ı· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Î·Ì‡ÏË Î·Ù·Ú¯¿˜ Â›Ó·È
Â›Â‰Ë, ‰ËÏ·‰‹

r(t) = x(t)i + y(t)j,   t Œ[·, ‚] .

°È· ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ∆ ÙÔ˘ ∞ Ùµ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÙÌ‹Ì· S ·˘ÙÔ‡, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ∆

Î·È ¤¯ÂÈ Ì‹ÎÔ˜ ¢s Î·È Ì¿˙· ¢m. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Ì¤ÛË ˘ÎÓfiÙËÙ·(*) ÙÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜
S ÙÔ ËÏ›ÎÔ �

¢
¢
m
s
� . ŸÙ·Ó ÙÔ ÙÌ‹Ì· S Û˘ÚÚÈÎÓÒÓÂÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∆, ÔfiÙÂ Ù· ¢s

Î·È ¢m ÙÂ›ÓÔ˘Ó ÛÙÔ ÌË‰¤Ó, ˘¿Ú¯ÂÈ Ë ÔÚÈ·Î‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÎÏ¿ÛÌ·ÙÔ˜ �
¢
¢
m
s
� Î·È Â›-

Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË, ÙfiÙÂ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÔÚÈ·Î‹ ·˘Ù‹ ÙÈÌ‹ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙË-
Ù·(*) ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∆ ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜.

ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ∆ ÙÔ˘ ∞ Ùµ ÌÂ Û˘ÓÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ x, y ‰›ÓÂÙ·È Ë
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ· f(x, y) ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜. £· ÂÈ‰ÈÒÍÔ˘ÌÂ Î¿Ùˆ ·fi Î·-
Ù¿ÏÏËÏÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜, Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ
(˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ) ÙË Û˘ÓÔÏÈÎ‹ Ì¿˙· ÙÔ˘
Û‡ÚÌ·ÙÔ˜.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¿Óˆ ÛÙÔ ∞ Ùµ Ù· ÛËÌÂ›·

∞0=∞, ∞1, …, ∞n–1, An=B, Ô˘ ‰È·È-

ÚÔ‡Ó ÙÔ ÙfiÍÔ ∞ Ùµ ÛÙ· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞k–1
Ù µk

k=1, 2, …, n, ÌÂ Ì‹ÎË ¢sk ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

∆· ÛËÌÂ›· ∞k(xk, yk), k=0,1,…,n, ·Ô-

ÙÂÏÔ‡Ó Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË dn ÙÔ˘ ∞ Ùµ, ÁÈ·

ÙËÓ ÔÔ›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Ì(dn)=max{¢sk: k=1, …, n}. ∞Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÂ

E¶IKAM¶Y§IA O§OK§HPøMATA
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™¯‹Ì· 1

*) ∞Ó¿ÏÔÁÔÈ ÔÚÈÛÌÔ› ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ÁÈ· ¿ÏÏ· ‚·ıÌˆÙ¿ Â‰›·



Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞k–1
Ù ∞k Ë ˘ÎÓfiÙËÙ· Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ›ÛË ÌÂ ÂÎÂ›ÓËÓ

ÛÙÔ Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô ∆k(Ík, Ëk) ÙÔ˘ ∞k–1
Ù ∞k, ‰ËÏ·‰‹ f(Ík, Ëk), ÙfiÙÂ Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ Û‡Ú-

Ì·ÙÔ˜ ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·

(1) �
n

k=1

f(Ík, Ëk)¢sk .

™ÙÔ ·Ú·¿Óˆ ¿ıÚÔÈÛÌ· (1) ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÊÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ¯ˆÚ›˜ Ó· Û˘Ó‰¤ÛÔ˘ÌÂ ÙË
Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x, y) ÌÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‚·ıÌˆÙfi Ì¤ÁÂıÔ˜, fiˆ˜ Â‰Ò ÙËÓ ˘ÎÓfiÙË-
Ù·, ÔfiÙÂ ·fi Î·ı·Ú¿ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÛÎÔÈ¿˜ Ù›ıÂÙ·È ÙÔ ÂÚÒÙËÌ· ˘fi Ô›Â˜
Û˘Óı‹ÎÂ˜ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ (1), fiÙ·Ó lim

nÆ•
Ì(dn)=0.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ¿Óˆ ÛÙÔ ∞ Ùµ.

∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ì‹ÎÔ˘˜ s(t)=� t

·
ΩΩÛr(t)ΩΩdt Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ (ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ· ÌÂ Û˘-

ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ) Î·Ì‡ÏË˜ r(t), tŒ[·, ‚], ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÚÔÊ·ÓÂ›˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜, Ô˘ Â›-

Ó·È Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ Riemann (‚Ï. ¨24.1): 

∑ ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË s(t) ÌÈ·˜ Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ Î·Ì‡ÏË˜, ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ù· ÔÏÏ·-
Ï¿ ÛËÌÂ›· ‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ [·, ‚], Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡-
ÍÔ˘Û· (ÂÔÌ¤Óˆ˜ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË) Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜.

∑ ∆Ô Ì‹ÎÔ˜ ÌÈ·˜ Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ Î·Ì‡ÏË˜ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÙËÓ ·-
Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÁÈ· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË s=s(t), tŒ[·, ‚], Ë

·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜ t=Ê(s), sŒ[0, L], Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· Î·È Û˘ÓÂ¯‹˜.

√ÚÈÛÌfi˜ 1.1: ∞Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÌÂÚ›ÛÂˆÓ (dn)nŒ� ÙÔ˘ ∞ Ùµ, ÁÈ· ÙËÓ
ÔÔ›· lim

nÆ•
Ì(dn)=0, ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ

(2) lim
nÆ• �

n

k=1

f(Ík, Ëk)¢sk

Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Î·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ‰È·ÌÂÚ›ÛÂˆÓ
Î·È ÙˆÓ ÂÓ‰È·Ì¤ÛˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ∆k, ÙfiÙÂ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÎÔÈÓfi ·˘Ùfi fiÚÈÔ ÂÈ-
Î·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ‹ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· 1Ô˘ Â›‰Ô˘˜ ÙË˜ f Î·Ù¿
Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ∞ Ùµ Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ 

(3) �
∞ Ùµ

f(x, y) ds.
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∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÛÂ Î¿ıÂ ‰È·Ì¤ÚÈÛË dn={∞0=∞, ∞1, …, ∞n–1, An=B} ÙÔ˘ ∞ Ùµ, fiÔ˘

∞k(xk, yk), ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ƒn = {s0=0, s1, …, sn=L} ÙÔ˘ [0, L] Ù¤ÙÔÈ·,

ÒÛÙÂ xk=x(Ê(sk)), yk=y(Ê(sk)) Î·È ÁÈ· Ù· ÂÓ‰È¿ÌÂÛ· ÛËÌÂ›· ∆k(Ík, Ëk)Œ∞k–1
Ù ∞k

˘¿Ú¯ÂÈ ÛkŒ[sk–1, sk] Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ Ík=x(Ê(sk)), Ëk=y(Ê(sk)), k=1, …, n.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(4) �
n

k=1

f(x(Ê(Ûk)), y(Ê(Ûk)))¢sk

Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Riemann ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜

(f � r � Ê)(s)= f(x(Ê(s)), y(Ê(s)))

ÙË˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜ s ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [0, L].

πÛ¯‡ÂÈ Ë ÚfiÙ·ÛË:

∞fi‰ÂÈÍË: ∏ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÁÂ-
ÁÔÓfiÙÔ˜ fiÙÈ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· (4) Â›Ó·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Riemann ÙË˜ Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜
(f � r � Ê)(s) . ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ

(6) �
∞ Ùµ

f(x, y)ds = �L

0
f(x(Ê(s)), y(Ê(s)))ds .

∞Ó ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ· Ë Î·Ì‡ÏË ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ, ÙfiÙÂ ds=ΩΩÛr(t)ΩΩdt , fiÔ˘ t=Ê(s),
ÔfiÙÂ Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÈÛfiÙËÙ· ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ (5). ■

∆Ô ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ, Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË
·Ú·ÌÂÙÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜, ·ÊÔ‡ ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ Ì¤ÏÔ˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È
·fi ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ s Ô˘ Â›Ó·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÙËÓ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ.

¶ÚfiÙ·ÛË 1.1: ∞Ó Ë Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x, y) Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ Â‰›Ô D
Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ›¯ÓÔ˜ ∞ Ùµ ÌÈ·˜ Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ Î·Ì‡ÏË˜ r(t)=x(t)i+y(t)j,
tŒ[·, ‚], ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

(3) �
∞ Ùµ

f(x, y) ds .

∞Ó Ë Î·Ì‡ÏË ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙËÙ·

(5) �
∞ Ùµ

f(x, y) ds = �‚

·
f(r(t))ΩΩÛr(t)ΩΩdt = �‚

·
f(x(t), y(t)) � Ûx2�(t�)�+� Ûy�2(�t)� dt .
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∏ ÚfiÙ·ÛË ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Î·Ì‡ÏË˜ ÙÔ˘ �3 ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

√Ú›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ Ì¿˙· ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ Û‡ÚÌ·ÙÔ˜ ∞ Ùµ (·ÌÂÏËÙ¤Ô ¿¯Ô˜) Î·È ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹
ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ· f(x, y) (·ÓÙ, f(x, y, z)) ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô (x, y) (·ÓÙ. (x, y, z))
ÙÔ˘ ∞ Ùµ Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· 

�
∞ Ùµ

f(x, y) ds  �·ÓÙ. �
∞ Ùµ

f(x, y, z) ds�, 
ÔfiÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ì¿˙·˜ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·:

(7) m(t) = �t

·
f(r(Ù))ΩΩÛr(Ù)ΩΩdÙ,   tŒ[·, ‚] .

√ ÔÚÈÛÌfi˜ Î·È ÔÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó, Î·Ù¿ Ê˘ÛÈÎfi ÙÚfiÔ,
Î·È ÁÈ· ‚·ıÌˆÙ¿ Â‰›· (Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜) f(x)Œº(�n, �) Î·È Î·Ì‡ÏÂ˜ r(t),
tŒ[·, ‚], ÙÔ˘ �n. ■

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ Û˘Ó·Ú-
Ù‹ÛÂˆ˜ f(x, y)=y2 Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Î˘ÎÏÔÂÈ‰Ô‡˜

r(t):   x(t) = ·(t–sint),  y(t)=·(1–cost) (Û¯. 2)

ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ √(0, 0) Î·È ∞(2·, 0).
§‡ÛË: ∏ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x, y)=y2 Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô �2, ÔfiÙÂ Î·È Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜

ÙÔ˘ ›¯ÓÔ˘˜ √Ù∞. ∆· ÛËÌÂ›· √(0, 0) Î·È ∞(2·, 0) ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Ô‡Ó ÛÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜ t=0 Î·È

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1:

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.1:

¶ÚfiÙ·ÛË 1.1¢: ∞Ó Ë Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x, y, z) Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ Â-
‰›Ô D Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ ›¯ÓÔ˜ ∞ Ùµ ÌÈ·˜ Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ Î·Ì‡ÏË˜
r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, tŒ[·, ‚], ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

(3¢) �
∞ Ùµ

f(x, y, z) ds .

∞Ó Ë Î·Ì‡ÏË ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙËÙ·

(6¢) �
∞ Ùµ

f(x, y, z) ds = �‚

·
f(r(t))ΩΩÛr(t)ΩΩdt =

= �‚

·
f(x(t), y(t), z(t)) � Ûx2�(t�)�+� Ûy�2(�t)�+� Ûz�2(�t)� dt .
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t=2. ™ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [0, 2] Ë Î˘ÎÏÔÂÈ‰‹˜ ¤¯ÂÈ
Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ, ÔfiÙÂ ·fi ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· (5)
·›ÚÓÔ˘ÌÂ

�
√Ù∞

y2ds = �2

0
·2(1–cost)2 · �(1�–�c�o�st�)2� +�

s�in�2t�dt =

= 8·3 �2

0
sin5 �

2
t
� dt = �

2
1
5
5
6

� ·3 ■

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› ÙÔ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·

π=�
C

z(x2+y2)ds, fiÔ˘ C Â›Ó·È ÙÔ ›¯ÓÔ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜

x = tcost,   y = tsint,   z = t,   tŒ[0, 1].

§‡ÛË: ∏ Î·Ì‡ÏË ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË z(x2+y2) Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ

Â›Â‰Ô Î·È ÛÙÔ ›¯ÓÔ˜ ÙË˜ C. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·fi ÙËÓ (5) ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

π = �1

0
t3 �2� +� t�2� dt = (ı¤ÙÔ˘ÌÂ �2� +� t�2� = u) =

= ��3�

�2�
u2(u2–2)du = �

4�
5

3�
� + �

8�
5

2�
� . ■

∆Ô ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· 1Ô˘ Â›‰Ô˘˜ ¤¯ÂÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÌÂ ÂÎÂ›ÓÂ˜
ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ Riemann, ˆ˜ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡.

∆Ô ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, fiˆ˜
ÔÚ›ÛÙËÎÂ, ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÎÏÂÈÛÙ‹˜ Î·Ì‡ÏË˜, ÔfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ
¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2:

¶ÚfiÙ·ÛË 1.2 : ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ f, g, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Â›Ó·È Û˘-
ÓÂ¯Â›˜ ÛÙÔ Â‰›Ô D Î·È ∞ ÙµÃ D ÙÔ ›¯ÓÔ˜ Î·Ì‡ÏË˜ ÌÂ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ. ∆fi-
ÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó

ñ �
∞ Ùµ

(Ïf+Ìg)ds = Ï�
∞ Ùµ

fds + Ì�
∞ Ùµ

gds,  Ï, ÌŒ� ÛÙ·ıÂÚÔ›,

ñ �
∞ Ùµ

fds = �
∞ Ù°

fds + �
° Ùµ

fds,  fiÔ˘ ° ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ›¯ÓÔ˘˜ ∞ Ùµ Î·È

ñ �
∞ Ùµ

fds = �
µÙ∞

fds .

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2:

1. EÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· 1Ô˘ Â›‰Ô˘˜ 11
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ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜. ■

∂ÂÈ‰‹ Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ˘ ÔÏÔÎÏË-
ÚÒÌ·ÙÔ˜ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ Riemann Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi˜ ÌfiÓÔ fiÙ·Ó
Ë Î·Ì‡ÏË ¤¯ÂÈ Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ ‹, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ fiÚÈÛÌ· 1.1, fiÙ·Ó ·Ô-
ÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Ù¤ÙÔÈ· ÙÌ‹Ì·Ù·, ‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ Î·Ù¿ ÙÌ‹-
Ì·Ù· Û˘ÓÂ¯‹ ·Ú¿ÁˆÁÔ. °È· ÏfiÁÔ ·˘Ùfi Û’ fiÏÔ ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÌÂ ÙÔÓ fiÚÔ “Î·-
Ì‡ÏË” ı· ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ Ù¤ÙÔÈÂ˜ Î·Ì‡ÏÂ˜.

2. ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ ∂ÈÎ·Ì‡ÏÈÔ˘ √ÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ 1Ô˘ Â›‰Ô˘˜

A. ÀÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ (Ì¿˙Ë˜) ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜

∂›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ·fi ÙË ™Ù·ÙÈÎ‹ fiÙÈ, ·Ó ªk(xk, yk) (·ÓÙ. ªk(xk, yk, zk)), k=1, 2, …,
n, Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ· ˘ÏÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘ �2 (·ÓÙ. �3) ÌÂ Ì¿˙Â˜ m1, …, mn
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (x�, y�) (·ÓÙ. (x�, y�, z�)) ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜
ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ Ù‡Ô˘˜

(*) x� = ,  y� = ,  �·ÓÙ. x�, y� Î·È z� = � .

I. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÈ· ˘ÏÈÎ‹ ÁÚ·ÌÌ‹, ÙËÓ ÔÔ›· Ù·˘Ù›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ ›¯ÓÔ˜ ∞ Ùµ ÌÈ·˜
Â›Â‰Ë˜ Î·Ì‡ÏË˜ r(t), tŒ[·, ‚], ÌÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ· Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË
Û˘ÓÂ¯‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ú(x, y). ∞Ó dn = {∞0=∞, ∞1, …, ∞n–1, An=B} Â›Ó·È ÌÈ· ‰È·-
Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘ ∞ Ùµ Î·È ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞k–1

Ù Ak Ë ˘-
ÎÓfiÙËÙ· Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚ‹ Î·È ›ÛË ÌÂ ÂÎÂ›ÓËÓ ÛÂ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ∆k(Ík, Ëk) ,
ÙfiÙÂ Ë Ì¿˙· ÙÔ˘ ∞k–1

Ù Ak ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ· mk=Ú(Ík, Ëk)¢sk,
fiÔ˘ ¢sk Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ∞k–1

Ù Ak. ∞Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Ì¿˙· mk Â›Ó·È Û˘-
ÁÎÂÓÙÚˆÌ¤ÓË ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∆k, ÙfiÙÂ ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ‚¿ÚÔ˘˜ ÙˆÓ ˘ÏÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ
∆1, …, ∆n ¤¯ÂÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ 

�
n

k=1

zkmk

�

�
n

k=1

mk

�
n

k=1

ykmk

�

�
n

k=1

mk

�
n

k=1

xkmk

�

�
n

k=1

mk

™ËÌ·ÓÙÈÎ‹ ¶·Ú·Ù‹ÚËÛË:

¶fiÚÈÛÌ· 1.1: ∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ Â‰›Ô D Î·È ∞ ÙµÃ D ÙÔ

›¯ÓÔ˜ ÌÈ·˜ Î·Ù¿ Ù· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞ Ù∞1 , ∞1
Ù∞2, …, ∞k–

Ù
1B Â˘ı˘ÁÚ·ÌÌ›ÛÈÌË˜ Î·Ì‡-

ÏË˜, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ 

�
∞ Ùµ

fds = �
∞ Ù∞1

fds + �
∞1

Ù∞2
fds + … + �

∞k–
Ù
1B

fds .
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x�(dn)= Î·È   y�(dn) = .

√È ·Ú·¿Óˆ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ ‰›ÓÔ˘Ó Î·Ù¿ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Î¤-
ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜. √È fiÚÔÈ ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ Â›Ó·È
·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· Riemann ·fi Ù· ÔÔ›· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Ù· ÂÈÎ·Ì‡ÏÈ· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·,
Ù· ÔÔ›· ˘¿Ú¯Ô˘Ó (‚Ï. ÚfiÙ.1.1.). ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·ÌÂÚ›ÛÂ-
ˆÓ (dn), ÌÂ lim

nÆ•
Ì(dn)=0 ÈÛ¯‡Ô˘Ó

lim
nÆ• �

n

k=1

Ík Ú(Ík, Ëk)¢sk = �
∞ Ùµ

xÚ(x, y)ds ,

lim
nÆ• �

n

k=1

Ëk Ú(Ík, Ëk)¢sk = �
∞ Ùµ

yÚ(x, y)ds

Î·È lim
nÆ• �

n

k=1

Ú(Ík, Ëk)¢sk = �
∞ Ùµ

Ú(x, y)ds = m (Ë Ì¿˙· ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜).

√Ú›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜

(1) x� = �
m
1

� �
∞ Ùµ

xÚ(x, y)ds ,  y� = �
m
1

� �
∞ Ùµ

yÚ(x, y)ds .

II. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÈ·˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÌÂ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ·
Ú(x, y, z) ÔÈ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜:

(2) x� = �
m
1

� �
∞ Ùµ

xÚ(x, y, z)ds,   y� = �
m
1

� �
∞ Ùµ

yÚ(x, y, z)ds   Î·È   z� = �
m
1

� �
∞ Ùµ

zÚ(x, y, z)ds

fiÔ˘ m=�
∞ Ùµ

Ú(x, y, z)ds Â›Ó·È Ë Ì¿˙· ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜.

πππ. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÔÌÔÁÂÓÔ‡˜ Â›Â‰Ë˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜, Ú(x, y)=ÛÙ·ı., ÔÈ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜

(3) x� = �
L
1

� �
∞ Ùµ

xds ,   y� = �
L
1

� �
∞ Ùµ

yds ,

fiÔ˘ L=�
∞ Ùµ

ds Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜, ·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

�
n

k=1

Ëk Ú(Ík, Ëk)¢sk

���

�
n

k=1 

Ú(Ík, Ëk)¢sk

�
n

k=1

Ík Ú(Ík, Ëk)¢sk

���

�
n

k=1 

Ú(Ík, Ëk)¢sk
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(4) � ‹ � .

√È ÈÛfiÙËÙÂ˜ (4), fiÙ·Ó x(t)≥0 (·ÓÙ. y(t)≥0), tŒ[·, ‚], ÂÎÊÚ¿˙Ô˘Ó ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ
ıÂÒÚËÌ· (‚Ï. ¨11.4):

√È ÈÛfiÙËÙÂ˜ (4) ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ √x Î·È Oy, ·ÏÏ¿ ÌÔÚÔ‡ÌÂ ¿-
ÓÙÔÙÂ Ó· Î¿ÓÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi (ÛÙÚÔÊ‹, ÌÂÙ·ÙfiÈÛË) ÒÛÙÂ Ô
¿ÍÔÓ·˜, Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÔ ıÂÒÚËÌ· Ó· Ù·˘ÙÈÛÙÂ› ÌÂ ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜
√x, Oy. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÛÙÚÔÊ‹˜ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ L Î·È ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ‚¿ÚÔ˘˜ (Û¯ÂÙÈÎ¿
ÌÂ ÙËÓ Î·Ì‡ÏË) ‰Â ÌÂÙ·‚¿ÏÏÔÓÙ·È.

¡· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ‚¿ÚÔ˘˜ Û‡ÚÌ·ÙÔ˜, ÙÔ˘ ÔÔ›-
Ô˘ ÙÔ ›¯ÓÔ˜ C Â›Ó·È ÙÔ ÔÚıÔÁÒÓÈÔ ∞µ°¢, ÌÂ ∞(1, 1), µ(5, 1), °(5, 3), ¢(1, 3) Î·È
¤¯ÂÈ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú(x, y)=xy.

§‡ÛË: ∏ Î·Ì‡ÏË ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞µ, µ°, °¢ Î·È ¢∞. ∂Ô-
Ì¤Óˆ˜ Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ (1) ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÛÂ ·ıÚÔ›ÛÌ·-

Ù· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ �
C

=�
∞ Ùµ

+�
µÙ°

+�
°Ù¢

+�
¢Ù∞

.

√È ÏÂ˘Ú¤˜ ÙÔ˘ ÔÚıÔÁˆÓ›Ô˘ Â›Ó·È Ù· ›¯ÓË ÙˆÓ Î·Ì˘ÏÒÓ

∞ Ùµ : � , tŒ[1, 5],    µÙ°: � , tŒ[1, 3], 

°Ù¢: � , tŒ[1, 5],    ¢Ù∞: � , tŒ[1, 3], 

ÔfiÙÂ

�
C

x(xy)ds = �5

1
t2dt + �3

1
25tdt + �5

1
3t2dt + �3

1
tdt = �

80
3

8
�

�
C

y(xy)ds = … = 144   Î·È   �
C

xyds = … = 72 .

x=1
y=t

x=t
y=3

x=5
y=t

x=t
y=1

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.1:

£ÂÒÚËÌ·  ¶¿Ô˘: ∆Ô ÂÌ‚·‰fiÓ ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙËÓ Â-
ÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘ ›¯ÓÔ˘˜ ∞ Ùµ ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ Á‡Úˆ ·fi ¿ÍÔÓ· (Ô˘ ‰ÂÓ Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔ
∞ Ùµ) Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙÔ˘ Ì‹ÎÔ˘˜ L ÙÔ˘ ∞ Ùµ Î·È ÙÔ˘ Ì‹ÎÔ˘˜ ÙÔ˘ Î‡-
ÎÏÔ˘ Ô˘ ‰È·ÁÚ¿ÊÂÈ ÙÔ Î¤ÓÙÚÔ ‚¿ÚÔ˘˜ ÙË˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÚÈ-
ÛÙÚÔÊ‹ ·˘Ù‹.

2x�L = 2 �‚

·
x(t) �Ûx2�(t�)�+� Ûy�2(�t)� dt

2y�L = 2 �‚

·
y(t) �Ûx2�(t�)�+� Ûy�2(�t)� dt

2x�L = 2 �
∞ Ùµ

xds

2y�L = 2 �
∞ Ùµ

yds
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∂ÔÌ¤Óˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

x� = = �
1
2
0
7
1

� Î·È   y� = = 2 . ■

√ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜ ÙÔ˘ ËÌÈÎ˘ÎÏ›Ô˘

x = Rcost,   y = Rsint,   tŒ[0, ] .

ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ¶¿Ô˘.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Ë ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÙÔ˘ ËÌÈÎ˘ÎÏ›Ô˘ ÂÚ› ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· Ox ·Ú¿ÁÂÈ ÙËÓ ÂÈ-
Ê¿ÓÂÈ· ÙË˜ ÛÊ·›Ú·˜ ÌÂ ·ÎÙ›Ó· R, Ô˘ Â›Ó·È 4R2. ∂ÔÌ¤Óˆ˜

2y�(R) = 4R2 fi y� = �
2

R
� Î·È   x� = 0 (¤ÓÂÎ· Û˘ÌÌÂÙÚ›·˜). ■

B. ƒÔ‹ ·‰Ú·ÓÂ›·˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜

∂›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ·fi ÙË ªË¯·ÓÈÎ‹ fiÙÈ Ë ÚÔ‹ ·‰Ú·ÓÂ›·˜ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ˘ÏÈÎÒÓ ÛË-
ÌÂ›ˆÓ ªk ÌÂ Ì¿˙Â˜ mk, k=1, 2, …, n, ˆ˜ ÚÔ˜ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ƒ (·ÓÙ. Â˘ıÂ›· (Â)
‹ Â›Â‰Ô (¶)) ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· 

�
n

k=1

mk‰2
Î ,

fiÔ˘ ‰k Â›Ó·È Ë ·fiÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ªk ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ƒ (·ÓÙ. ÙËÓ Â˘ıÂ›·
(Â) ‹ ÙÔ Â›Â‰Ô (¶)).
∞Ó ÂÚÁ·ÛÙÔ‡ÌÂ fiˆ˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘ ‚¿ÚÔ˘˜, ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË
ÚÔ‹ ·‰Ú·ÓÂ›·˜ ÌÈ·˜ ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ∞ Ùµ , Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÁÚ·ÌÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ·
Ú(x, y, z) ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ƒ(·, ‚, Á), ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Ox, Oy, Oz ‹ Ù· Â›Â‰·
Oxy, Oyz, Oxz ÙÈ˜ ÔÛfiÙËÙÂ˜

(5) IP = �
∞ Ùµ

[(x–·)2 + (y–‚)2 + (z–Á)2]Ú(x, y, z)ds

(6) � Î·È   �
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

IOxy = �
∞ Ùµ

z2 Ú(x, y, z)ds

IOyz = �
∞ Ùµ

x2Ú(x, y, z)ds

IOxz = �
∞ Ùµ

y2 Ú(x, y, z)ds

IOx = �
∞ Ùµ

[y2+z2 ]Ú(x, y, z)ds

IOy = �
∞ Ùµ

[x2+z2 ]Ú(x, y, z)ds

IOz = �
∞ Ùµ

[x2+y2 ]Ú(x, y, z)ds

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.2:

�
C

xy2ds
��

C
xyds

�
C

x2yds
��

C
xyds
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™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ˘ÏÈÎ‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ Oxy Ë ÚÔ‹ ·‰Ú·ÓÂ›·˜ ˆ˜
ÚÔ˜ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ƒ(·, ‚) Î·È ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Ox, Oy Â›Ó·È

(7) IP = �
∞ Ùµ

[(x–·)2 + (y–‚)2 ]Ú(x, y)ds

(8) I√x = �
∞ Ùµ

y2Ú(x–y)ds,  I√y = �
∞ Ùµ

x2Ú(x, y)ds

¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÚÔ‹
·‰Ú·ÓÂ›·˜ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ÙÚÈÁÒÓÔ˘ ∞µ° ÌÂ ÁÚ·Ì-
ÌÈÎ‹ ˘ÎÓfiÙËÙ· Ú(x, y)=x+y2 ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú-
¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ Î·È ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ √x Î·È Oy,
fiÔ˘ ∞(–1, –1), µ(1, –1) Î·È °(1, 1) (Û¯. 3).

∞¿ÓÙËÛË: ∆· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞µ, µ°, °∞
¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜:

∞µ: � , tŒ[–1, 1],   

µ°: � , tŒ[–1, 1], °∞: � , tŒ[–1, 1] .

I0 = �
∞µ Ù°∞

(x2+y2)(x+y2)ds =

= �
∞ Ùµ

(x2+y2)(x+y2)ds + �
µÙ°

(x2+y2)(x+y2)ds + �
°Ù∞

(x2+y2)(x+y2)ds =

= �1

–1
(t2+1)(t+1)dt + �1

–1
(1+t2)(1+t2)dt + �1

–1
2t2(–t+ t2)�2�dt = �

9
1

6
5
� + �

4�
5

2�
� .

ŸÌÔÈ· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ 

I0x = �
∞µ Ù°∞

y2(x+y2)ds = �
4
1

6
5
� + �

2�
5

2�
� Î·È   I0y = �

∞µ Ù°∞
x2(x+y2)ds = �

1
3
0
� + �

2�
5

2�
� . ■

3. ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ¿ Â‰›·

ªÈ· ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË F=(F1, …, Fn)Œº(�n, �n) ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
ÃÃ �n Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ¤Ó· ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô, Î˘Ú›ˆ˜ fiÙ·Ó ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ¤Ó· ‰È·-
Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙË˜ º˘ÛÈÎ‹˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÙÔ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ÙˆÓ

x = –t
y = –t

x = 1
y = t

x = t
y = –1

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.3:
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ÂÊ·ÙfiÌÂÓˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ (Û¯. 4·), ÙˆÓ ÎÏ›ÛÂˆÓ ÌÈ·˜ ÂÈÊ·-
ÓÂ›·˜ (Û¯. 4‚), ÙÔ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ‚·Ú‡ÙËÙÔ˜ (Û¯. 4Á). ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, ÙÔ ‰È·-
Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ÛÙÚÔ‚ÈÏÈÛÌÔ‡ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

(1) F(x, y) = ��x2+
–y

y2� , �
x2+

x
y2�� ,  (x, y)Œ�2\{(0, 0)} (Û¯. 4‰),

Î·È ÙÔ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ÚÔ‹˜ Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

(2) F(x, y) = (1–y2, 0), (x, y)Œ�¥[–1, 1] (Û¯. 4Â).

ŒÓ· ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Û’ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÃÃ �2 (·ÓÙ. ÃÃ �3) ı· ÙÔ
Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Û˘Ó‹ıˆ˜ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j (·ÓÙ. F(x, y, z)=P(x, y, z)i+Q(x, y, z)j+R(x, y, z)k).

ŒÓ· ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô F, ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛÙÔ ·ÓÔÈ¯Ùfi Û‡ÓÔÏÔ D, ı· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È
¤Ó· Â‰›Ô ÎÏ›ÛÂˆÓ, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ‚·ıÌˆÙfi Â‰›Ô f, ‰È·ÊÔÚ›ÛÈÌÔ ÛÙÔ Ã Ù¤-
ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

(3) F(x) = gradf(x) ‹   Fj(x)=�
∂
∂
f(
x
x

j

)
� ,   j=1, …, n,   ÁÈ· Î¿ıÂ xŒD.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Â‰›ˆÓ F(x, y) Î·È F(x, y, z) Ë (3) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

P(x, y) = fx(x, y),   Q(x, y) = fy(x, y)

™¯‹Ì· 4· ™¯‹Ì· 4‚ ™¯‹Ì· 4Á

™¯‹Ì· 4‰ ™¯‹Ì· 4Â

3. ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ¿ Â‰›· 17



Î·È
P(x, y, z) = fx(x, y, z),   Q(x, y, z) = fy(x, y, z),   R(x, y, z) = fz(x, y, z)

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. √È ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ı· ÁÚ¿ÊÔÓÙ·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Î·È ÌÂ ÙËÓ ÈÛÔ-
‰‡Ó·ÌË ÁÚ·Ê‹

df(x, y) = P(x, y)dx + Q(x, y)dy ,

df(x, y, z) = P(x, y, z)dx + Q(x, y, z)dy + R(x, y, z)dz.

∏ f ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·Ú¯ÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ F ÛÙÔ D (ÂÂÎÙÂ›ÓÔÓÙ·˜ ÙÔÓ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯Ô ÔÚÈÛÌfi ÁÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÌÈ·˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜). ™ÙË º˘ÛÈÎ‹ Ë
Û˘Ó¿ÚÙËÛË U(x):=–f(x) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰˘Ó·ÌÈÎfi ÙÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ Â‰›Ô˘ F,
ÔfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë F ¤¯ÂÈ ‰˘Ó·ÌÈÎfi. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ë (3) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

F(x) = –gradU(x).

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Î·È Î¿ıÂ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ U(x)+c, c ÛÙ·ıÂÚ¿, Â›Ó·È
‰˘Ó·ÌÈÎfi ÙÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ Â‰›Ô˘ F.

∏ ÈÛÔÛÙ·ıÌÈÎ‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· U(x, y, z)=c ÂÓfi˜ ‰È·ÊÔÚ›ÛÈÌÔ˘ ‚·ıÌˆÙÔ‡ Â‰›Ô˘
UŒº(�3, �) ·ÔÙÂÏÂ› ÙËÓ ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÈÎ‹ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ Â‰›Ô˘
gradU(x, y, z), fiÙ·Ó gradU(x, y, z)π0, Î·È Ë ÔÔ›· Â›Ó·È Î¿ıÂÙË ÛÙÔ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈ-
Îfi Â‰›Ô ÎÏ›ÛÂˆÓ (‚Ï. ¨22.3).

ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Ì¿˙· m, .¯. ÙË˜ ÁË˜, Â›Ó·È Û˘ÁÎÂÓÙÚˆ-
Ì¤ÓË ÛÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ Oxyz. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÓfiÌÔ ÙË˜ ·ÁÎfiÛÌÈ·˜ ¤Ï-
ÍÂˆ˜ ÙÔ˘ ¡Â‡ÙˆÓ· Ë Ì¿˙· m ·ÛÎÂ› ¿Óˆ ÛÂ Ì¿˙· 1 ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô 
(x, y, z)π(0, 0, 0) ÌÂ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ı¤ÛÂˆ˜ r=xi+yj+zk Î·È Ì¤ÙÚÔ r=ΩΩrΩΩ, ÙË ‰‡-
Ó·ÌË

F(x, y, z) = –gm �
r
r
3� = –gm ��

r
x
3� i + �

r
y
3� j + �

r
z
3� k� ,

fiÔ˘ g Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ ÙË˜ ‚·Ú‡ÙËÙÔ˜. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Ì¿-
˙· m ÚÔÎ·ÏÂ› (·Ú¿ÁÂÈ) ÙÔ Â‰›Ô ‚·Ú‡ÙËÙÔ˜ F, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÙÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi Â›-
Ó·È

U(x, y, z) = –gm �
1
r

� .

°ÂÓÈÎ¿, Î¿ıÂ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

F(x, y, z) = M �
r
r
3� = M � �

r
x
3� i + �

r
y
3� j + �

r
z
3� k� ,

fiÔ˘ ª Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÓÂ˘ÙÒÓÂÈÔ Â‰›Ô ÌÂ ÙÔ ÓÂ˘ÙÒ-

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1:

KÂÊ. 25: EÈÎ·Ì‡ÏÈ· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù·18



ÓÂÈÔ ‰˘Ó·ÌÈÎfi
U(x, y, z) = ª �

1
r

� .

∆Ô (ÓÂ˘ÙÒÓÂÈÔ) ËÏÂÎÙÚÔÛÙ·ÙÈÎfi Â‰›Ô, Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙÔ ÊÔÚÙ›Ô q Â›Ó·È
∂(x, y, z)=– �

q
Â

� �
r
r
3� , fiÔ˘ Â Â›Ó·È Ë ‰ÈËÏÂÎÙÚÈÎ‹ ÛÙ·ıÂÚ¿, ÌÂ ÙÔ ËÏÂÎÙÚÔÛÙ·ÙÈÎfi

‰˘Ó·ÌÈÎfi V(x, y, z)=– �
q
Â

� �
1
r

� .

∆Ô ÏÔÁ·ÚÈıÌÈÎfi ‰˘Ó·ÌÈÎfi Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ V(x, y, z)= ln��
1
r

�� Î·È Â›Ó·È ‰˘Ó·ÌÈ-

Îfi ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ F(x, y, z)= �
r
r
2�.

°ÂÓÈÎ¿ ¤Ó· ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô ÛÙÔÓ �n, n≥3, ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ 

F(x) = (n–2) �
ΩΩx

x
ΩΩn� ,  xŒ�n\{0},

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÁÂÓÈÎÂ˘Ì¤ÓÔ ÓÂ˘ÙÒÓÂÈÔ Â‰›Ô ÌÂ ‰˘Ó·ÌÈÎfi V(x)=ΩΩxΩΩ2–n. ■

4. ∂ÈÎ·Ì‡ÏÈÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· 2Ô˘ Â›‰Ô˘˜

∆Ô ¤ÚÁÔ W Ô˘ ·Ú¿ÁÂÈ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ∆ ÌÂ Ì¿˙· 1 fiÙ·Ó ÎÈÓËıÂ› Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ·

˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË ÛÙ·ıÂÚ‹˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆ˜ F=Pi+Qj+Rk ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(·1,
·2, ·3) ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô µ(‚1, ‚2, ‚3) ‰›ÓÂÙ·È, Î·Ù¿ ÙË ªË¯·ÓÈÎ‹, ·fi ÙË Û¯¤ÛË

(1) W = FØ∞‚µ = ΩΩFΩΩΩΩ∞‚µΩΩcosÊ ,

fiÔ˘ Ê Â›Ó·È Ë ÛÙ·ıÂÚ‹ ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ÙË˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆ˜ F
ÌÂ ÙÔ ‰È¿Ó˘ÛÌ· ∞‚µ (Û¯. 5). ∞Ó rA, rB Â›Ó·È Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ı¤ÛÂˆ˜ ÙˆÓ ∞ Î·È
µ, ÙfiÙÂ Ë (1) ÁÚ¿ÊÂÙ·È

(2) W = P(‚1–·1) + Q(‚2–·1) + R(‚3–·3) = FØ(rB–rA) .

Ÿˆ˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ 1Ô˘ Â›‰Ô˘˜ Ù›ıÂ-
Ù·È Â‰Ò ÙÔ Úfi‚ÏËÌ·: ¶ˆ˜ ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È ÔÈfi ÙÔ ¤ÚÁÔ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÈ ˘ÏÈÎfi ÛËÌÂ›Ô

3. ¢È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ¿ Â‰›· 19
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∆ fiÙ·Ó ÎÈÓËıÂ› (‹ ··ÈÙÂ›Ù·È ÁÈ· Ó· ÎÈÓËıÂ›) ˘fi ÙËÓ Â›‰Ú·ÛË Â‰›Ô˘ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ
F(x, y) ‹ F(x, y, z) Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ›¯ÓÔ˘˜ ∞ Ùµ ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ r=r(t), tŒ[·, ‚].

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô F(x, y)=P(x, y)i+Q(x, y)j, ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛÙÔ

›¯ÓÔ˜ ∞ Ùµ ÌÈ·˜ Î·Ì‡ÏË˜ r(t)=x(t)i+y(t)j, tŒ[·, ‚]. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ·ÎfiÌË ¿Óˆ ÛÙÔ

›¯ÓÔ˜ Ù· ÛËÌÂ›· ∞0=∞, ∞1, …, ∞n–1, An=B ÌÂ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ (xk, yk), 

k=0, 1, …, n. ∆· ÛËÌÂ›· ·˘Ù¿ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ‰È·Ì¤ÚÈÛË dn ÙÔ˘ ∞ Ùµ ÌÂ

Ì(dn)=max{ΩAk–1AkΩ: 1≤k≤n}, fiÔ˘ ΩAk–1AkΩ Â›Ó·È ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ Â˘ı‡-

ÁÚ·ÌÌÔ˘ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ∞�k�–�1�A�k�.

™¯‹Ì· 6

∞Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌ· ÙÌ‹Ì·Ù· ∞�k�–�1�A�k� ÙÔ ‰È·-

Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â‰›Ô F Â›Ó·È ÛÙ·ıÂÚfi Î·È ›ÛÔ ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘

F(∆k)=P(Ík, Ëk)i+Q(Ík, Ëk)j Û’ ¤Ó· Ù˘¯·›Ô ÛËÌÂ›Ô Tk(Ík, Ëk) ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘ Ak–Ù1Ak

(Û¯. 6), ÙfiÙÂ ÙÔ ¤ÚÁÔ W ÙË˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆ˜ F Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÙfiÍÔ˘ ∞ Ùµ ÚÔÛÂÁ-

Á›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·

W(dn) = �
n

k=1

F(Tk)Ø = �
n

k=1

[P(Ík, Ëk)(xk–xk–1) + Q(Ík, Ëk)(yk–yk–1)] .

∫·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹, fiˆ˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ 1Ô˘

Â›‰Ô˘˜, ÍÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂ-
ˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ·Ó¿ÏÔÁfi ÙÔ˘ ÁÈ· ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi Â-
‰›Ô F(x, y) ‹ F(x, y, z).

___.
Ak–1Ak

A=A0

T1

A1

AÓ–1

TÓ

AÓ

An+1

An=B

Tn

F(T1)

F(TÓ)

F(Tn)
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