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™ÙÔ ÙÂ‡¯Ô˜ ·˘Ùfi, ∞¡∞§À™∏ µ¢, Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ› Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ˘ ÙÂ‡¯Ô˘˜ ∞¡∞§À™∏
∞¢, Á›ÓÂÙ·È ÂÓÙÔÓfiÙÂÚ· Î·Ù·ÓÔËÙfi fiÙÈ Ë ˘„ËÏ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁ›· Â›Ó·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹
∆Â¯ÓÔÏÔÁ›· Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ˘¿ÚÍÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ‹
ÂÍ¤ÏÈÍË ¯ˆÚ›˜ ÙË ‚·ı‡ÙÂÚË ÁÓÒÛË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. 

∆Ô ÙÂ‡¯Ô˜ ∞¡∞§À™∏ µ¢ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ Ù· ∫ÂÊ. 13 - 24 (Ë ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÎÂÊ·-
Ï·›ˆÓ Â›Ó·È Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÂÎÂ›ÓË˜ ÙÔ˘ ÙÂ‡¯Ô˘˜ ∞¢) Î·È ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÙËÓ ‡ÏË Ô˘ ‰È-
‰¿ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ 2Ô ÂÍ¿ÌËÓÔ ÙÔ˘ ∆Ì‹Ì·ÙÔ˜ ∂Ê·ÚÌÔÛÌ¤ÓˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È º˘-
ÛÈÎÒÓ ∂ÈÛÙËÌÒÓ ÙÔ˘ ∂ıÓÈÎÔ‡ ªÂÙÛÔ‚›Ô˘ ¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÂ›Ô˘. 

™Â fiÏÔ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô fiÙ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜, ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘
·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ ÙÂ‡¯Ô˜ ∞¡∞§À™∏ ∞¢‰ÂÓ ÙÈ˜ Û¯ÔÏÈ¿˙Ô˘ÌÂ, ÁÈ·Ù› ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ
Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜. ¶·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¿ Ï˘Ì¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·, Ô˘ Ë ÁÓÒÛË ÙÔ˘˜
Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ‡ÏË˜. ™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÎÂÊ·Ï·›-
ˆÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ú·ÚÙ‹Ì·Ù· (ÌÂ ÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ÂÚÈıÒÚÈÔ), fiÔ˘ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È
·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ Î·È Û¯fiÏÈ·, Ô˘ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÛÂ ÚÒÙË ·Ó¿-
ÁÓˆÛË Î·È ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ Ô˘ ı· ‹ıÂÏ·Ó Ó· ÂÌ‚·ı‡ÓÔ˘Ó ÛÙ· ÂÚÈÂ¯fi-
ÌÂÓ· ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘. 

™Ù· ∫ÂÊ. 13 Î·È 14 Á›ÓÂÙ·È Ë ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ Î·È ÛÂÈÚÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ Î·ıÒ˜ Î·È ÙˆÓ ‰˘Ó·ÌÔÛÂÈÚÒÓ.

∆· ÁÂÓÈÎÂ˘Ì¤Ó· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· ÛÂ ÌË ÊÚ·ÁÌ¤Ó· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Î·ıÒ˜ Î·È ÂÎÂ›Ó·
ÙˆÓ ÌË ÊÚ·ÁÌ¤ÓˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 15, fiÔ˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·È
ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÌË ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ˘ ¯ˆÚ›Ô˘.

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ �n, Ë ÙÔÔÏÔÁ›· ÙÔ˘ Î·È Ë Û‡-
ÁÎÏÈÛË ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ÙÔ˘ ÌÂÏÂÙ¿Ù·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 16 Î·Ù¿ Ù¤ÙÔÈÔ ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ Ô
·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ Ó· “·Ó·ÁÓˆÚ›˙ÂÈ” ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ Â¤ÎÙ·ÛË ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ
ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ �. ∆· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ
Â›Â‰Ô Î·È ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 17. 

™ÙÔ ∫ÂÊ. 18 Á›ÓÂÙ·È Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂ-
ˆÓ (fiÚÈÔ Î·È Û˘Ó¤¯ÂÈ·). °È· Ó· ·ÔÊ‡ÁÔ˘ÌÂ ÂÚ›ÏÔÎÂ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ‰È·-
ÙÚ¤ÍÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Î›Ó‰˘ÓÔ Ó· ÌË Á›ÓÔ˘Ó Î·Ù·ÓÔËÙÔ› ÔÈ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ› Â-
ÚÈÔÚ›Û·ÌÂ ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÛÙÔ˘˜ ¯ÒÚÔ˘˜ �, �2 Î·È �3, ÂÓÒ, fiÙ·Ó Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ,
·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÔÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË. 
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∏ ‰È·ÊÔÚÈÛÈÌfiÙËÙ· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÔÏÏÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÌÂÏÂÙ¿Ù·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 19
ÌÂ ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ Î˘Ú›ˆ˜ ÁÈ· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ‰‡Ô ‹ ÙÚÈÒÓ ÌÂÙ·-
‚ÏËÙÒÓ. ™ÙÔ ·Ú¿ÚÙËÌ· ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÔÈ ÁÂÓÈÎ¤˜ ÂÚÈ-
ÙÒÛÂÈ˜. ™ÙÔ ∫ÂÊ. 20 ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ Î·È ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜,
fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ ∞Ó¿Ï˘ÛË, Î·È ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË Â˘ıÂ›· Î·È ÙÔ
ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ Â›Â‰Ô.

√È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ ¢È·ÊÔÚÈÎÔ‡ §ÔÁÈÛÌÔ‡ (ıÂÒÚËÌ· Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜, Ù‡Ô˜ Taylor,
·ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÔÏÏÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ) ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 21. H
ÌÂÏ¤ÙË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÂÏÂÁÌ¤Ó· Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜
·ÓÙÈÛÙÚÔÊ‹˜ ÂÓfi˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Î·È Ù· ·ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ˘fi Û˘Ó-
ı‹ÎË ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙ· ∫ÂÊ. 22 Î·È 23.

∆¤ÏÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ¢È·ÊÔÚÈÎ‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 24. ∆· ÛÙÔÈ¯Â›·
·˘Ù¿ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ÔÏÏ·ÏÒÓ, ÙˆÓ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈˆÓ
Î·È ÂÈÊ·ÓÂÈ·ÎÒÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ (∫ÂÊ. 25, 26, 27 Î·È 28) Î·ıÒ˜ Î·È ÛÙË ÌÂ-
Ï¤ÙË ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Â‰›ˆÓ (∫ÂÊ. 29). 

∂ÂÈ‰‹ Ë ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ÙÂ˘¯ÒÓ (∞¢Î·È µ¢) Â›Ó·È ÂÓÈ·›· Ë
·Ú·ÔÌ‹ ÛÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Î·È ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ı· Â›Ó·È ÂÓÈ·›· Î·È ÁÈ· Ù· ‰‡Ô ÙÂ‡¯Ë,
ÔfiÙÂ «Ë ÚfiÙ·ÛË 5.3.2» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 3.2 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 5», ÂÓÒ «Ë
ÚfiÙ·ÛË 6.4» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 6.4 ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜» Î·È «Ë ¨17.3»
Ë ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ˜ 3 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 17. 

£ÂˆÚÒ ˘Ô¯Ú¤ˆÛ‹ ÌÔ˘ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ó·‰¤ÏÊÔ˘˜ ÌÔ˘, Ô˘
ÌÂ ÙÈ˜ Â‡ÛÙÔ¯Â˜ ˘Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ó¤‚·Ï·Ó ÛÙËÓ Î·Ï‡ÙÂÚË ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙË˜
‡ÏË˜. 

£¤Ïˆ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ıÂÚÌ¿ ÙÔÓ ∂Î‰ÔÙÈÎfi √›ÎÔ ∑∏∆∏ Î·È ÙÔ˘˜ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÂ˜
ÙÔ˘ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡, Ô˘ ‹Ù·Ó Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜
‰È¿ıÂÛË˜ Û˘ÓÂÚÁ·Û›·˜ ÙÔ˘˜ Î·È ÙË˜ ˘ÔÌÔÓ‹˜ ÙÔ˘˜.

∞ı‹Ó·, ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ˜ 2001 °ÂÒÚÁÈÔ˜ ¡. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë˜
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1. °ÂÓÈÎ¿ - √ÚÈÛÌÔ›

Œ¯Ô˘ÌÂ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ ÛÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ  10  fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌˆÓ Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, Ô˘ Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù¿ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, Â›Ó·È
Û¯ÂÙÈÎ¿ ÂÚÈÔÚÈÛÌ¤ÓÔ. À¿Ú¯Ô˘Ó fiÌˆ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, Ô˘ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ·˘Ùfi ·ÏÏ¿ Ë ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ¿ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ÌÂÁ¿ÏË (‚Ï. ∂ÏÏÂÈÙÈÎ¿ √ÏÔÎÏËÚÒ-
Ì·Ù·). ∂›ÛË˜ ÔÏ‡ Ï›ÁˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜, ÂÓÒ
·ÎfiÌË ÏÈÁfiÙÂÚˆÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î¿ÓÔ˘ÌÂ ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ. °È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘-
Ùfi ı· ‹Ù·Ó ÛÎfiÈÌÔ Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÈÔ
·ÏÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, fiˆ˜ .¯. ˆ˜ fiÚÈÔ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ‹ ÛÂÈÚ¿˜ ·ÏÒÓ Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  xn, cosnx, sinnx, (nŒ�), Î.¿.

√È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ Î·È ÛÂÈÚÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È ÂÈ-
‰ÈÎfiÙÂÚ· ÙˆÓ ‰˘Ó·ÌÔÛÂÈÚÒÓ, ÙˆÓ ÛÂÈÚÒÓ Taylor Î·È Fourier ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó ÂÓ-
‰È·Ê¤ÚÔÓ ÙfiÛÔ ıÂˆÚËÙÈÎfi, fiˆ˜ Â›Ó·È Ô ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÌÈ·˜ Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ·fi ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ‹ ÙË˜ ÛÂÈÚ¿˜,
ÙË˜ ÔÔ›·˜ Â›Ó·È fiÚÈÔ ‹ ¿ıÚÔÈÛÌ·, fiÛÔ Î·È Ú·ÎÙÈÎfi, fiˆ˜ Â›Ó·È Ô ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜
ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ ‹ ÙÈÌÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, .¯. ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘ ÙË˜ ÂÏÏÂ›„Âˆ˜, Ô
·ÚÈıÌfi˜   Î.¿.

°È· Û˘ÓÙÔÌ›· ı· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ Â›Ó·È ÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ÃÃ � ÌÂ  F(X). £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
(fn)  ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  F(X). £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  ·ŒÃ  Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ÙË˜
·ÎÔÏÔ˘ı›·˜, fiÙ·Ó Ë ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn(·))n Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ. ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ
·˘ÙÒÓ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ÙË˜  (fn).

ŒÙÛÈ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn), ÌÂ  fn(x)=xn, ¤¯ÂÈ Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜

ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (–1, 1] (‚Ï. 3.2), ÂÓÒ Ë  (gn), ÌÂ  gn(x) = �
n
x
2� , ¤¯ÂÈ Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÁÎÏ›-

ÛÂˆ˜ ÙÔ  �.

¢›ÓÂÙ·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn)  ÌÂ Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ÙÔ  Ã [ÚÔÊ·ÓÒ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔ-
ÏÔ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜]. ∆fiÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô  xŒX ÌÔÚÔ‡-
ÌÂ Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ fiÚÈÔ  lim

n
fn(x)Œ�, Ô˘ Â›Ó·È ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙ· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ.
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ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f: XÆ� ÌÂ   f(x) = lim
n

fn(x), 

ÙËÓ ÔÔ›· ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ fiÚÈÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ (fn). §¤ÌÂ Â›ÛË˜ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·
(fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙËÓ f  ÛÙÔ  Ã. ∏ Û‡ÁÎÏÈÛË ·˘Ù‹ ÔÓoÌ¿˙ÂÙ·È Î·È ÛËÌÂÈ·Î‹ Û‡-
ÁÎÏÈÛË Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  fnÆf.

ªÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·: ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙËÓ f  ÛÙÔ Ã, fiÙ·Ó
ÁÈ· Î¿ıÂ ¤Ó· xŒÃ  Î·È Î¿ıÂ Â>0 ˘¿Ú¯ÂÈ n0(Â, x)Œ� Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ
n≥n0 Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn(x)–f(x)Á < Â.

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ô Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  n0 ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È, ÁÂÓÈÎ¿, ·fi ÙÔ  Â Î·È ÙÔ  x
Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  n0(x, Â).

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn), ÌÂ  fn(x)=xn Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = � (Û¯.1)

ÛÙÔ  [0, 1], ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ  n Â›Ó·È  fn(1)=1Æ1, fn(0)=0Æ0, ÂÓÒ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·
(xn)  ÁÈ·  0<x<1  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  0  (‚Ï. 3.2). �

™¯‹Ì· 1 ™¯‹Ì· 2

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  fn(x)=nx(1–x)n (Û¯. 2) Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0 ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 1], ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ  n Â›Ó·È
fn(1)= fn(0)=0 Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ(0, 1)  ÈÛ¯‡ÂÈ  nx(1–x)nÆ0. �

Ÿˆ˜ ·Ú·ÙËÚ‹Û·ÌÂ ÈÔ ¿Óˆ, Ë ÛËÌÂÈ·Î‹ Û‡ÁÎÏÈÛË ¯·Ú·ÎÙËÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔ
ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÙÔ  n0 ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÙfiÛÔ ·fi ÙÔ  Â, fiÛÔ Î·È ·fi ÙÔ  x ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô
ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙË Û‡ÁÎÏÈÛË. ™Â ·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ ÙË ÛËÌÂÈ·Î‹ Û‡ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È ÔÏ‡ ÂÓ-
‰È·Ê¤ÚÔÓ, fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ ÈÔ Î¿Ùˆ, ÙÔ  n0 Ó· ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÌfiÓÔ ·fi ÙÔ  Â, ‰Ë-
Ï·‰‹ Ó· Â›Ó·È ÂÓÈ·›Ô ÁÈ· fiÏ· Ù·  x ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2:

y y

x x1 11/31/61/12O
O

1/e

1

1/2

x1 f11 f5 f2x3

x4
x2

fn(x)=nx(1–x)n

0, 0 £ x < 1

1, x = 1

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1:
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£· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn)
Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ f  ÛÙÔ Ã, fiÙ·Ó
ÁÈ· Î¿ıÂ Â>0 ˘¿Ú¯ÂÈ n0(Â)Œ� Ù¤ÙÔÈÔ,
ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn(x)–f(x)Á < Â   ÁÈ· Î¿ıÂ n ≥ n0 Î·È Î¿ıÂ
xŒÃ.

∆ËÓ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Û‡ÁÎÏÈÛË ÙË˜  (fn)  ÛÙËÓ f
ÛÙÔ Ã ÙË Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  fnfi

x
f ‹, ·Ï¿, fnfi f

fiÙ·Ó ˘ÔÓÔÂ›Ù·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ã.

∂ÔÙÈÎ¿, Ë  fnfi
x

f  ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÁÈ·  Â>0  ÔÈ
ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ
fn(x), fiÙ·Ó  n≥n0,  ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÂÍÔÏÔÎÏ‹ÚÔ˘ Ì¤Û· ÛÙË ˙ÒÓË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi
ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f+Â Î·È  f–Â (Û¯. 3).

∏ ÂfiÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó‹˜.

∆Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ (‚Ï. ·Ú¿‰. 2.1).

2. ∫ÚÈÙ‹ÚÈ· ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜

∂ÂÈ‰‹ Ë ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Û‡ÁÎÏÈÛË ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (fn)  "ÌÂÙ·Ê¤ÚÂÈ", fiˆ˜ ı·
‰Ô‡ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  fn ÛÙÔ fiÚÈfi ÙÔ˘˜
f, ÁÈ' ·˘Ùfi ı· ·Ú·ı¤ÛÔ˘ÌÂ ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÎÚÈÙ‹ÚÈ· ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜.

∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ  fnfi f ÛÙÔ  Ã. °È· Î¿ıÂ  Â>0  ˘¿Ú¯ÂÈ  n0(Â)  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  Áfn(x)–f(x)Á<Â

ÁÈ· Î¿ıÂ n≥n0(Â)  Î·È Î¿ıÂ  xŒÃ  ‹  sup
x

Áfn(x)–f(x)Á≤Â. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·n), ÌÂ

·n:=sup
x

Áfn(x)– f(x)Á, Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Î·È  Áfn(x)–f(x)Á≤·n ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥n0(Â)  Î·È Î¿ıÂ xŒX.

∆Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ Â›Ó·È Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜ ·Ú·¿Óˆ ·Ô‰Â›ÍÂˆ˜ Ô˘ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚÂÙ‹. �

¶ÚfiÙ·ÛË 2.1: ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ  f  ÛÙÔ  Ã, fiÙ·Ó,
Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó, ˘¿Ú¯ÂÈ ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ıÂÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  (·n)  Î·È
n0(Â)Œ� Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥n0(Â)  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn(x)–f(x)Á ≤ ·n ÁÈ· Î¿ıÂ   xŒX   ‹   sup
x

Áfn(x)– f(x)Á≤ ·n.

¶ÚfiÙ·ÛË 1.1: ∞Ó ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ  f  ÛÙÔ  Ã,
ÙfiÙÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·È ÛËÌÂÈ·Î¿.

1. °ÂÓÈÎ¿ - OÚÈÛÌÔ› 11
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∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  fn(x)=nx(1–x)n (Û¯. 2) Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0  ÛÙÔ  [0, 1]. ∏ Û‡ÁÎÏÈÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË. 

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  fn(x)=nx(1–x)n ¤¯Ô˘Ó Ì¤ÁÈÛÙÔ  ªn=�1 – �
n +

1
1

��n+1,

‰ËÏ·‰‹  supÁfn(x)–f(x)Á=supÁfn(x)Á=ªn. ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· fiÌˆ˜  (ªn)  ÙÂ›ÓÂÈ ÛÙÔ

e–1π0. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ·Ó ı¤ÛÔ˘ÌÂ  Â<e–1, ÙfiÙÂ ÁÈ· ·ÚÎÂÙ¿ ÌÂÁ¿ÏÔ  n ı· ˘¿Ú-
¯Ô˘Ó ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  >Â, ‰ËÏ·‰‹ ‰Â ı· ÈÛ¯‡ÂÈ Ô ÔÚÈÛÌfi˜. �

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn), ÌÂ  fn(x)=xn, (·Ú·‰.

1.1) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=� (Û¯.1) ÛÙÔ  [0, 1]. ∏ Û‡-

ÁÎÏÈÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË, ·ÊÔ‡  sup
0£x£1

Áfn(x)–f(x)Á=sup
0£x£1

xn=1.

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· fiÌˆ˜ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g(x)=0 ÛÂ Î¿ıÂ
‰È¿ÛÙËÌ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  [0, ·], ÌÂ  0<·<1. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹
Áxn–0Á≤·n Î·È  ·nÆ0. �

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn), ÌÂ  fn(x)=nln�1 + �
n
x

�� ,

Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=x ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, +• ). ∏ Û‡ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È
ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË ÛÂ Î¿ıÂ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, ·].

∞fi‰ÂÈÍË: °È· Î¿ıÂ  x≥0  ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ (‚Ï. ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ 8.3.4):

x – �
2
x
n

2
� £ nln�1 + �

n
x

�� = ln�1 + �
n
x

��
n

£ lnex = x, 

·fi ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ  lim
n

fn(x)=x. ∞fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜ 

fn(x) – f(x) = ln�1 + �
n
x

��
n

– lnex = ln Î·È   lim
xÆ+•

= 0. 

ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ sup
0£X

Áfn(x)–f(x)Á=+• , Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë Û‡ÁÎÏÈÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË. 

∂Í¿ÏÏÔ˘, ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ� Î·È  xŒ[0, ·]  ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn(x)–f(x)Á = �nln�1 + �
n
x

�� – x� £ �
2
x
n

2
� £ �

2
·
n

2
�

Î·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  ��
2
·
n

2
�� Â›Ó·È ÌË‰ÂÓÈÎ‹, ÔfiÙÂ Ë Û‡ÁÎÏÈÛË ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, ·]  Â›Ó·È ÔÌÔÈ-

fiÌÔÚÊË. �

�1 + �
n
x

��
n

�
ex

�1 + �
n
x

��
n

�
ex

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.3:

0, 0 £ x < 1

1, x = 1

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.2:

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.1:
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™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÁÓˆÚ›˙·ÌÂ ÙÔ fiÚÈÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂˆÓ. Ÿˆ˜ ‹Ù·Ó Ê˘ÛÈÎfi, Ô Cauchy ‰ÈÂÙ‡ˆÛÂ Î·È ÁÈ· ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ‰Â
ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ fiÚÈÔ ÙÔ Û¯ÂÙÈÎfi ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ:

∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ  f  Ë ÔÚÈ·Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È  fnfi f. ∆fiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0 ˘¿Ú¯ÂÈ n0(Â)
Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ

Áfm(x)–f(x)Á < �
2
Â

� Î·È  Áfn(x)–f(x)Á < �
2
Â

� ÁÈ· Î¿ıÂ  m, n ≥ n0(Â) Î·È Î¿ıÂ xŒX.

∂ÔÌ¤Óˆ˜

Áfm(x)–fn(x)Á<Áfm(x)–f(x)Á+Áfn(x)–f(x)Á<Â  ÁÈ· Î¿ıÂ  m, n≥n0(Â) Î·È  Î¿ıÂ xŒX.

∞fi ÙËÓ (*) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒX Ë  (fn(x)) Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜
Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÂ Î¿ÔÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x). H (*) ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  m,  n≥n0(Â). ¢È·ÙËÚÔ‡ÌÂ ÙÔ  m
ÛÙ·ıÂÚfi, ÔfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

Â ≥ lim
nÆ+•

Áfm(x)–fn(x)Á = Áfm(x)–f(x)Á.

∏ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·ÓÈÛfiÙËÙ· ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  m≥n0(Â)  Î·È Î¿ıÂ  xŒX, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë Û‡-
ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË. �

∞fi‰ÂÈÍË: ÀÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·, ÔfiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·
gn(x)= f(x)–fn(x)≥0  Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· Î·È Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g(x)=0 ÛÙÔ  ∫. ∞ÚÎÂ›
Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  gn(x)fi 0.

ŒÛÙˆ  Â>0. °È·  ÍŒ∫ ˘¿Ú¯ÂÈ ‰Â›ÎÙË˜  m=m(Â, Í)  ÒÛÙÂ  0≤gm(Í)<Â. ∂ÂÈ‰‹ Ë  gn(x)
Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜, ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÓÔÈ¯Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ·  U(Í):=U(Í, ‰)  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ 

(*) gm(x) < Â ÁÈ· Î¿ıÂ   xŒU(Í)« ∫.

∆· ·ÓÔÈ¯Ù¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  U(Í), ÍŒ∫, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘ Û˘Ì·ÁÔ‡˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  ∫,
ÂÔÌ¤Óˆ˜ (ıÂÒÚËÌ· Heine-Borel (∞ÛÎ. 2.14)) ·ÚÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·fi ·˘-
Ù¿ ÁÈ· Ó· Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙÔ  ∫ Î·È ¤ÛÙˆ  Ui(Íi), i=1, 2, …, p, Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ·˘Ù¿. 

∞Ó Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  n0=max{m(Â, Í1), …, m(Â, Íp)}, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒK  ˘¿Ú¯ÂÈ  Ui(Íi)
Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  xŒUi(Íi), Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ  gn0

<Â.

£ÂÒÚËÌ· Dini: ∞Ó Ë ÌÔÓfiÙÔÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÓÂ¯ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  fn Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙË Û˘ÓÂ¯‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  ÛÙÔ Û˘Ì·Á¤˜ Û‡ÓÔÏÔ  ∫, ÙfiÙÂ Ë Û‡ÁÎÏÈÛË
Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË.

¶ÚÔÙ·ÛË 2.2 (∫ÚÈÙ‹ÚÈÔ Cauchy): ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn(x))
Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  Ã  ÌfiÓÔÓ, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0 ˘¿Ú¯ÂÈ  n0(Â)Œ�,
ÒÛÙÂ

(*) Áfm(x)–fn(x)Á < Â  ÁÈ· Î¿ıÂ  m, n ≥ n0(Â) Î·È Î¿ıÂ xŒX.
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∂ÔÌ¤Óˆ˜
0 ≤ gn(x) ≤ gn0

<Â   ÁÈ· Î¿ıÂ   n>n0 Î·È Î¿ıÂ   xŒK, 

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ  gn(x)fi 0  ÛÙÔ  ∫. �

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn(x)), ÌÂ  fn(x)=(1–x2)xn,
Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0  ÛÙÔ  [–1, 1] (™¯. 4).

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ(–1, 1)  ÈÛ¯‡ÂÈ  fn(x)Æ0, ÂÓÒ  fn(–1)= fn(1)=0, ‰ËÏ·‰‹
fnÆ0. �

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  fn(x)  Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· Î·È Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ
ÛÙË Û˘ÓÂ¯‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0  ÛÙÔ  [–1, 1]. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ë Û‡ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È ÔÌÔÈ-
fiÌÔÚÊË.

™¯‹Ì· 4

∞fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û‡ÁÎÏÈÛË˜ ÚÔÎ‡ÙÔ˘Ó ¿ÌÂÛ· ÔÈ Û˘ÓÂ·-
ÁˆÁ¤˜:

∑ ∞Ó  fn fi
x

f, ÙfiÙÂ Î·È ÁfnÁ fi
x

ÁfÁ.
∑ ∞Ó  fn fi

x
f, ÙfiÙÂ Î·È  Ïfnfi

x
Ïf, ÏŒ�.

∑ ∞Ó  fn fi
x

f  Î·È gn fi
x

g, ÙfiÙÂ Î·È  fn+gn fi
x

f+g.

∏ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÚfiÙ·ÛË ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÂÓÈÎ¿ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ ÙˆÓ ·ÎÔ-

ÏÔ˘ıÈÒÓ. πÛ¯‡ÂÈ fiÌˆ˜ Î¿Ùˆ ·fi ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ı· ·ÚÔ˘-

ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ Â‰Ò. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (fn), ÌÂ  fn(x)=x + �
n
1

� , Î·È (gn), ÌÂ

gn(x) = �
n
1

� , Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x)=x  Î·È  g(x)=0 ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯·, fiÌˆ˜ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  ��
n
1

� fn� Î·È  (fn
2) ‰Â Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·. 

y

x

0,5O

–0,5

1

–0,1

0,1

0,2

0,3

0,4

–0,2

–0,3

–0,4

–1

f1
f2

f4

f5

f3

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.4:
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∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn)  Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ
Ã, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ıÂÙÈÎfi˜  ª  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ  Áfn(x)Á≤M  ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ� Î·È Î¿ıÂ
xŒX. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (sinnx)  Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚ-
Ê· ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  �.

∞fi‰ÂÈÍË: ∂ÂÈ‰‹  fn fix f ÁÈ·  Â=1  ˘¿Ú¯ÂÈ  n0Œ� ÒÛÙÂ

Áf(x)Á ≤ Áfn0
(x)– f(x)Á+Áfn0

(x)Á ≤ 1 + Mn0
ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒÃ, 

fiÔ˘  Mn0
ÙÔ ÊÚ¿ÁÌ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  fn0

(x)  ÛÙÔ  Ã, ‰ËÏ·‰‹ Ë  f  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ
Ã. ŒÙÛÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥n0 Î·È Î¿ıÂ  xŒÃ ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn(x)Á ≤ Áfn(x)– f(x)Á + Áf(x)Á ≤ 1 + 1 + Mn0
= 2 + Mn0

, 

∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ� Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒÃ  ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn(x)Á ≤ ª: = max{M1, M2, …, Mn0
, 2+Mn0

}, 

fiÔ˘  ªi Â›Ó·È ÙÔ ÊÚ¿ÁÌ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  Áfi Á. ™˘ÓÂÒ˜, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· Â›Ó·È ÔÌÔÈfi-
ÌÔÚÊ· ÊÚ·ÁÌ¤ÓË. �

∞fi‰ÂÈÍË: ∞Ó  ª1 Î·È  ª2 Â›Ó·È Ù· ÊÚ¿ÁÌ·Ù· ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ  (fn)  Î·È  (gn)  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ-
¯·, ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ� Î·È Î¿ıÂ  xŒX ÈÛ¯‡Ô˘Ó

Áfn(x)gn(x)– f(x)g(x)Á ≤ Áfn(x)gn(x)– fn(x)g(x)Á + Áfn(x)g(x)– f(x)g(x)Á ≤

≤ Áfn(x)ÁÁgn(x)–g(x)Á + Ág(x)ÁÁfn(x)– f(x)Á ≤

£ M1Ágn(x)–g(x)Á + M2Áfn(x)– f(x)Á.

°È·  Â>0 Î·È  n  ·ÚÎÂÙ¿ ÌÂÁ¿ÏÔ ÔÈ ÙÂÏÂ˘Ù·›Â˜ ·fiÏ˘ÙÂ˜ ÙÈÌ¤˜ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÂ˜ ·fi  Â,

ÔfiÙÂ  Áfn(x)gn(x)– f(x)g(x)Á≤M1Â+M2Â, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘

ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·. �

∏ ÚfiÙ·ÛË ÈÛ¯‡ÂÈ ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, fiÙ·Ó Ë  (gn)  Â›Ó·È ÌÈ· ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·n),
Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  ·.

¶ÚfiÙ·ÛË 2.3: ∞Ó ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (fn), (gn)  Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÊÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ
Ã  Î·È Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÈ˜  f  Î·È  g  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÛÙÔ  Ã, ÙfiÙÂ Ë ·ÎÔ-
ÏÔ˘ı›·  (fn◊gn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ  fØg  ÛÙÔ  Ã.

§‹ÌÌ·: ∞Ó Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÊÚ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ  Ã  Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ
ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ  f  ÛÙÔ  Ã, ÙfiÙÂ Ë  f  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË Î·È Ë  (fn) ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·
ÊÚ·ÁÌ¤ÓË.
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∏ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÊÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Â›Ó·È ··Ú·›-
ÙËÙË. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Ë ÛÙ·ıÂÚ‹ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  fn(x)=(1–x2)–1 Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·
ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=(1–x2)–1 ÛÙÔ  [0, 1)  Î·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  gn(x)=(1–x2)xn Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g(x)=0  ÛÙÔ  [0, 1)  (·Ú¿‰. 2.4). ∆Ô ÁÈ-
ÓfiÌÂÓfi ÙÔ˘˜  fn(x)gn(x)=xn ‰Â Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ  f(x)g(x)=0. ∞˘Ùfi
Û˘Ì‚·›ÓÂÈ, ÁÈ·Ù› Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  (1–x2)–1 ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  [0, 1).

3. ™˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜

Ÿˆ˜ ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ ÛÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘, ¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ÛÙfi-
¯Ô˘˜ Ì·˜ Â›Ó·È Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ÔÚÈ·Î‹˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ÌÈ·˜
·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÙË˜
·ÎÔÏÔ˘ı›·˜. √È ÂfiÌÂÓÂ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ‰›ÓÔ˘Ó ÙÈ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ Î¿Ùˆ ·fi ÙÈ˜
ÔÔ›Â˜ Ë Û˘Ó¤¯ÂÈ·, Ë ·Ú·ÁˆÁÈÛÈÌfiÙËÙ· Î·È Ë ÔÏÔÎÏËÚˆÛÈÌfiÙËÙ· ÛÙˆÓ Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ "ÌÂÙ·Ê¤ÚÔÓÙ·È" ÛÙËÓ ÔÚÈ·Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.

∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ  Â>0. ∂ÂÈ‰‹  fnfi f ˘¿Ú¯ÂÈ  n0Œ� ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒÃ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn0
(x)– f(x)Á < �

3
Â

� .

∂ÂÈ‰‹ Ë  fn0
(x)  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  Í, ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹  U(Í, ‰)  Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ

xŒU(Í, ‰)« X Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfn0
(x)– fn0

(Í)Á < �
3
Â

� .

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· ÙÔ ‰Ôı¤Ó  Â>0  ̆ ¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹  U(Í,‰)  Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒU(Í, ‰)« X
Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Áf(x)–f(Í)Á ≤ Áfn0
(x)– f(x)Á+Áfn0

(x)– fn0
(Í)Á+Áfn0

(Í)– f(Í)Á< �
3
Â

� + �
3
Â

� + �
3
Â

� <Â, 

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  f Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  Í. �

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘ÓÂ¯ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  fn(x)=xn ‰Â Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·
ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 1]  ÁÈ·Ù› Ë ÔÚÈ·Î‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙË-
Ì· ·˘Ùfi.

∂›ÛË˜, Ë Û˘Óı‹ÎË  fnfi
x

f  Â›Ó·È Â›Ó·È ÈÎ·Ó‹ ÁÈ· Ó· Â›Ó·È Ë  f Û˘ÓÂ¯‹˜, ‰ÂÓ Â›Ó·È
fiÌˆ˜ ·Ó·ÁÎ·›·. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ 2.1 Û˘ÁÎÏ›-
ÓÂÈ, fi¯È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·, ÛÙË Û˘ÓÂ¯‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0.

¶ÚfiÙ·ÛË 3.1: ∞Ó  fnfi
x

f  Î·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  fn Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯Â›˜ ÛÙÔ  ÍŒÃ, Ùfi-
ÙÂ Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  Í. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·, ·Ó ÔÈ  fn Â›Ó·È Û˘ÓÂ-
¯Â›˜ ÛÙÔ  Ã, ÙfiÙÂ Î·È Ë  f  Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ  Ã.
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∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ  Â>0. ∂ÂÈ‰‹  fnfi f  ÛÙÔ [·, ‚]  ˘¿Ú¯ÂÈ  n0Œ� ÒÛÙÂ 

fn(x) – Â ≤ f(x) ≤ fn(x) + Â   ÁÈ· Î¿ıÂ   n ≥ n0 Î·È  xŒ[·, ‚].

∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ë  f Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ  [·, ‚]  (‚Ï. Â›ÛË˜ Ï‹ÌÌ·) Î·È

(*)   �‚

·
fn(x)dx – Â(‚–·) = Û(fn–Â) ≤ Û(f) ≤ ™(f) ≤ ™(fn+Â) = �‚

·
fn(x)dx + Â(‚–·), 

fiÔ˘  Û(f), ™(f)  Â›Ó·È ÙÔ Î·ÙÒÙÂÚÔ Î·È ·ÓÒÙÂÚÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜  f, (‚Ï. 10.2)

∂ÔÌ¤Óˆ˜  0≤™(f)–Û(f)≤2Â(‚–·), Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  f Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ÛÙÔ  [·, ‚]

ÌÂ  ™(f)=Û(f)=�‚

·
f(x)dx.

∆¤ÏÔ˜, ·fi ÙËÓ (*) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  n≥n0 ÈÛ¯‡ÂÈ 

��
‚

·
fn(x)dx – �‚

·
f(x)dx� ≤ Â(‚–·), ‰ËÏ·‰‹  �‚

·
lim

nÆ+•
fn(x)dx = �‚

·
f(x)dx. �

∏ ÚfiÙ·ÛË 3.2 ‰ËÏÒÓÂÈ fiÙÈ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÏÔÎÏËÚÒÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· ÛÂÈÚ¿ fiÚÔ˘ ÚÔ˜ fiÚÔÓ ‹, ÈÔ ·Ï¿, ÙÔ fiÚÈÔ ÙÔ˘
ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘.

∏ Û˘Óı‹ÎË ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ Â›Ó·È ÈÎ·Ó‹ ÁÈ· ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË 3.2 ‰ÂÓ
Â›Ó·È fiÌˆ˜ ·Ó·ÁÎ·›·. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘ ·-
Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ 2.1 Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, fi¯È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·, ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0  ÛÙÔ  [0, 1]

Î·È  ÈÛ¯‡ÂÈ lim�1

0
nx(1–x)ndx = lim�

(n+2)
n
(n+1)
�= �1

0
0dx = 0..

∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  

fn(x) = �
nex

n
+
+

x
x
e–x

� = ex �
n +

n
x

� + �
n +

x
x

� e–x

Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙËÓ  ex ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ[0, 1]. H Û‡ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË, ·ÊÔ‡ ÁÈ·

Î¿ıÂ  xŒ[0, 1]  ÈÛ¯‡ÂÈ  Áfn(x)–exÁ= x �
e
n

x –
+

e
x

–x
� £ �

e
n

� . 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1:

¶ÚfiÙ·ÛË 3.2: ∞Ó  fnfi f  ÛÙÔ  [·, ‚]  Î·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  fn Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒ-
ÛÈÌÂ˜ ÛÙÔ  [·, ‚], ÙfiÙÂ Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌË ÛÙÔ  [·, ‚]  Î·È

lim
nÆ+•

�‚

·
fn(x)dx = �‚

·
lim

nÆ+•
fn(x)dx = �‚

·
f(x)dx .
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∂›ÛË˜ Î·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (1+x2)fn(x)fi (1+x2)ex. ∂ÔÌ¤Óˆ˜
ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÈÛfiÙËÙ·

lim
n
�1

0
(1+x2)fn(x)dx = �1

0
(1+x2)exdx = 2e – 3. 

∞fi‰ÂÈÍË: °È· Î¿ıÂ  xŒ[·, ‚], Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË 3.2 ÁÈ· ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [·, x], ÈÛ¯‡-
ÂÈ  lim

n
Fn(x)=F(x).

ŒÛÙˆ  Â>0. ∆fiÙÂ, ÂÂÈ‰‹  fnfi f, ˘¿Ú¯ÂÈ  n0(Â)Œ� Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  n, m≥n0(Â)
Î·È fiÏ· Ù·  tŒ[·, ‚]  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  Áfn(t)–fm(t)Á≤ �

‚ –
Â

·
� .

∂ÔÌ¤Óˆ˜

ÁFn(x)–Fm(x)Á ≤ �‚

·
Áfn(t)– fm(t)Ádt < �

‚ –
Â

·
� (‚–·) = Â, 

‰ËÏ·‰‹ Ë  (Fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  [·, ‚]  (ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Cauchy). �

¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ ÁÈ· ÙËÓ ·Ú·ÁÒÁÈÛË ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ fiÚÔ˘ ÚÔ˜
fiÚÔÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÚfiÙ·ÛË:

∞fi‰ÂÈÍË: ∞˜ Û˘Ì‚ÔÏ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ  g(x), xŒ[·, ‚], ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÚÔ˜ ÙËÓ ÔÔ›· Û˘ÁÎÏ›-
ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn¢(x)), Ë ÔÔ›· Â›Ó·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ Û˘ÓÂ¯‹˜ (ÚfiÙ. 3.1). 

ŒÛÙˆ  Â>0. ∂ÂÈ‰‹ Ë  (fn(Í)) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ˘¿Ú¯ÂÈ  n0(Â)Œ� Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ 

Áfm(Í)–fn(Í)Á < �
2
Â

� ÁÈ· Î¿ıÂ   m, n≥n0.

¶ÚfiÙ·ÛË 3.3:* ¢›ÓÂÙ·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn), ÔÈ ÔÔ›Â˜ ¤¯Ô˘Ó Û˘ÓÂ-
¯Â›˜ ·Ú·ÁÒÁÔ˘˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [·, ‚], Î·È ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ·-
Ú·ÁÒÁˆÓ  (fn¢)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  [·, ‚]. ∞Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÛËÌÂ›Ô  ÍŒ[·, ‚]
ÒÛÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (fn(Í)) Ó· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ÙfiÙÂ

(·) ∏  (fn) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÂ ÌÈ· ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  ÛÙÔ  [·, ‚]

Î·È

(‚) ∏  (fn¢) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ ·Ú¿ÁˆÁÔ  f¢.

¶fiÚÈÛÌ· 3.1: ªÂ ÙÈ˜ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ 3.2 Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ Û˘-

Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (Fn), ÌÂ  Fn(x)=�x

·
fn(t)dt, tŒ[·, ‚], Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙË Û˘-

Ó¿ÚÙËÛË  F(x)=�x

·
f(t)dt ÛÙÔ  [·, ‚].
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∂Í¿ÏÏÔ˘, ÂÂÈ‰‹ Ë  (fn¢)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ¤ÂÙ·È (ÚfiÙ·ÛË 2.1) fiÙÈ

Áf¢m(x)–fn¢(x)Á £sup
[·, ‚]

Áf¢m(x)–fn¢(x)Á< �
2(‚

Â
– ·)
� ÁÈ· Î¿ıÂ   m, n≥n0 Î·È  xŒ[·, ‚].

∞Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ıÂÒÚËÌ· Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜ ÁÈ· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  fm–fn ÁÈ· ÙÔ  Í  Î·È  xŒ[·, ‚],
ÙfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

Á(fm(x)–fn(x))–(fm(Í)–fn(Í))Á ≤ �
2(‚

Â
– ·)
� Áx–ÍÁ ≤ �

2
Â

� .

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  m, n≥n0 Î·È Î¿ıÂ  xŒ[·, ‚] ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfm(x)–fn(x)Á ≤ Á(fm(x)–fn(x))–(fm(Í)–fn(Í))Á + Áfm(Í)–fn(Í)Á ≤ �
2
Â

� + �
2
Â

� = Â, 

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ Ë  (fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  [·, ‚]  ÛÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f.

∂Í¿ÏÏÔ˘  (fn¢)fi g  ÛÂ Î¿ıÂ ˘Ô‰È¿ÛÙËÌ· ÙÔ˘  [·, ‚]. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ[·, ‚], Û‡Ì-
ÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ fiÚ. 3.1 Î·È ÂÂÈ‰‹ ÔÈ  fn¢ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯Â›˜, ÈÛ¯‡ÂÈ

lim
n

�x

Í
fn¢(t)dt = lim

n
[fn(x)– fn(Í)] = �x

Í
g(t)dt.

∞fi ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÈÛfiÙËÙ· ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ[·, ‚]  ÈÛ¯‡ÂÈ

f(x) – f(Í) = �x

Í
g(t)dt  ‹   f¢(x) = g(x), 

‰ËÏ·‰‹ Ë  f  Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÌÂ  f¢(x)=g(x). �

∏ Û‡ÁÎÏÈÛË ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙˆÓ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn)  ÛÙË Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË  f, ·ÎfiÌË Î·È Ë ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË, ‰Â Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙË Û‡ÁÎÏÈÛË, ÔÏ‡ Â-
ÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ÙËÓ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Û‡ÁÎÏÈÛË, ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (fn¢). °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë

·ÎÔÏÔ˘ı›·  ��co
n
snx
�� Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0  ÛÙÔ  [0, 2],

ÂÓÒ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ  (–sinnx)  ‰Â Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, Ô‡ÙÂ ÛËÌÂÈ·Î¿ ÁÈ·Ù›
ÁÈ·  x=/2  ‰›ÓÂÈ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  –1, 0, 1, 0, …

∏ Û˘Óı‹ÎË  fn¢fi f¢ Â›Ó·È ÈÎ·Ó‹ fi¯È fiÌˆ˜ Î·È ·Ó·ÁÎ·›· ÁÈ· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÚfiÙ·ÛË.
°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  

fn(x) = �
n
1

� e–n2x2

Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=0  ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [–1, 1]
Î·È Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ ÙË˜ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙËÓ  f¢(x)=0. ∏ ÙÂÏÂ˘Ù·›· fiÌˆ˜
Û‡ÁÎÏÈÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË. 

∏ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Û‡ÁÎÏÈÛË ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË,
‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ Ë  f  ‰Â ı· Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ‹  f¢πg.

¶fiÚÈÛÌ· 3.2: ∆Ô fiÚÈÔ  g  ÌÈ·˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜  (gn)
·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Û' ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ·  [·, ‚]  Â›Ó·È ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ ÌÈ·˜
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, ‰ËÏ·‰‹ ¤¯ÂÈ ·Ú¯ÈÎ‹.

3. ™˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ 19



∞fi‰ÂÈÍË: °È· Î¿ıÂ  nŒ� Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  fn(x)   ÂÎÂ›ÓË ÙËÓ ·Ú¯ÈÎ‹ ÙË˜  gn ÁÈ· ÙËÓ
ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  fn(·)=0, ÔfiÙÂ  fn(·)Æ0. ∂Í¿ÏÏÔ˘  fn¢=gnfi g  ÛÙÔ  [·, ‚]. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÈÎ·-
ÓÔÔÈÔ‡ÓÙ·È ÔÈ ÚÔ¸Ôı¤ÛÂÈ˜ ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ 3.3 Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ Ë  (fn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ
ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÂ ÌÈ· ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f, ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  f¢= g. �

4. ™ÂÈÚ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (fn), ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Y. √ÓÔÌ¿-
˙Ô˘ÌÂ ÛÂÈÚ¿ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ  Y, ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÌÂÚÈÎÒÓ ·ıÚÔÈ-
ÛÌ¿ÙˆÓ

Sn(x) = f1(x) + f2(x) +…+ fn(x),   xŒY, n=1, 2, ….

Î·È ÙËÓ ÔÔ›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ

�
n=1

fn(x)   ‹   f1(x) + f2(x) +…

πÛ¯‡Ô˘Ó Î·È Â‰Ò fiÏÂ˜ ÔÈ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ‰È¿ÊÔÚÔ˘˜ ÙÚfiÔ˘˜ Û˘Ì‚Ô-
ÏÈÛÌÔ‡ Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ÂÚÈÁÚ¿„ÂÈ ÛÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 12.

√ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ÙË˜ ÛÂÈÚ¿˜  �fn(x)  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜  X
ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (Sn)  Î·È ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙË˜ ÛÂÈÚ¿˜ ÙË Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛË  f(x) ÚÔ˜ ÙËÓ ÔÔ›· Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ·˘Ù‹. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹
ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ 

�fn(x) = f(x),   xŒX, ‹, ÈÔ ·Ï¿,   �fn = f.

∞Ó Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (Sn)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛËÌÂÈ·Î¿ (·ÓÙ. ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·) ÛÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f
ÛÙÔ  Ã, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÛÂÈÚ¿ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛËÌÂÈ·Î¿ (·ÓÙ. ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·) ÛÙË Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË  f(x) ÛÙÔ  Ã. ∞Ó, Ù¤ÏÔ˜, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Ë ÛÂÈÚ¿ ÙˆÓ ·fiÏ˘ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙˆÓ Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  �Áfn(x)Á, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÛÂÈÚ¿ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ·ÔÏ‡Ùˆ˜. 

5. √ÌÔÈfiÌÔÚÊË Û‡ÁÎÏÈÛË ÛÂÈÚ¿˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

∞fi ÙÔÓ ÙÚfiÔ Ô˘ ÔÚ›ÛÙËÎÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÌÈ·˜ ÛÂÈÚ¿˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, ˆ˜ fiÚÈÔ
ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  (Sn(x)), ¤ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó fiÏÂ˜ ÔÈ ÚÔÙ¿-
ÛÂÈ˜ Î·È ÎÚÈÙ‹ÚÈ·, Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ó·Ê¤ÚÂÈ ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:

∑ ∞Ó Ë ÛÂÈÚ¿ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  �fn(x) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙËÓ  f(x) ÛÙÔ  Ã, Ùfi-
ÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ˘ÔÏÔ›ˆÓ  rn(x) = �

k=n+1

fk(x) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ
ÌË‰¤Ó.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0  ˘¿Ú¯ÂÈ n0(Â)Œ�, ÒÛÙÂ

Áf(x)–Sn(x)Á= Árn(x)Á< Â   ÁÈ· Î¿ıÂ n>n0(Â) Î·È Î¿ıÂ   xŒX.

KÂÊ. 13: AÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Î·È ÛÂÈÚ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ 20



H ÚfiÙ·ÛË Â›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÎÚÈÙËÚ›Ô˘ Cauchy (ÚfiÙ·ÛË 2.2) ÁÈ· ÙËÓ
·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙˆÓ ÌÂÚÈÎÒÓ ·ıÚÔÈÛÌ¿ÙˆÓ  (Sn(x)).

∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ  Â>0. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ Cauchy ÁÈ· ÙË ÛÂÈÚ¿  �Ên ˘¿Ú¯ÂÈ
n0(Â)Œ�, ÒÛÙÂ 

Êm+1(x) +…+ Ên(x) < Â ÁÈ· Î¿ıÂ  m, n>n0(Â) Î·È Î¿ıÂ   xŒX.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ m, n>n0(Â)  Î·È Î¿ıÂ  xŒX ÈÛ¯‡ÂÈ

Áfm+1(x) +…+ fn(x)Á≤ Áfm+1(x)Á+…+ Áfn(x)Á £ Êm+1(x) +…+ Ên(x) < Â, 

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÛÂÈÚ¿  �fn Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·. �

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë ÛÂÈÚ¿  �Ên Â›Ó·È Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û· ÛÂÈÚ¿ ·ÚÈıÌÒÓ, ÙfiÙÂ
ÚÔÊ·ÓÒ˜ Ë Û‡ÁÎÏÈÛË Â›Ó·È ÔÌÔÈfiÌÔÚÊË Î·È ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹:

∏ ÛÂÈÚ¿  �
n=1

(–1)n+1 �
x
n

n
� = �

1
x

� – �
x
2

2
� +…+(–1)n+1 �

x
n

n
� +…  Û˘-

ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÂ Î¿ıÂ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, ·], ·<1, ·ÊÔ‡ ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ� Î·È

xŒ[0, ·]  ÈÛ¯‡ÂÈ  Áfn(x)Á= �
x
n

n
� £ �

·
n

n
� Î·È Ë ÛÂÈÚ¿  � �

·
n

n
� Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ. �

∏ ÛÂÈÚ¿  �
n=1

fn(x), fiÔ˘  fn(x) = �
xn

n
lnx
� , fiÙ·Ó  0<x≤1, Î·È

fn(0)=0, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  [0, 1]. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ[0, 1]  ÈÛ¯‡ÂÈ

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.2:

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.1:

¶fiÚÈÛÌ· 5.1: ∞Ó  Áfn(x)Á≤·n ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ� Î·È  xŒX  Î·È Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Ë ÛÂÈÚ¿

�·n , ÙfiÙÂ Ë ÛÂÈÚ¿ �fn(x) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ (·ÔÏ‡Ùˆ˜ Î·È) ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  Ã.

¶ÚfiÙ·ÛË 5.2 (∫ÚÈÙ‹ÚÈÔ Weierstrass): ¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÛÂÈÚ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ �fn
Î·È �Ên ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÛÙÔ  Ã. ∞Ó 

Áfn(x)Á≤ Ên(x) ÁÈ· Î¿ıÂ   nŒ� Î·È Î¿ıÂ   xŒX

Î·È Ë ÛÂÈÚ¿  �Ên Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  Ã, ÙfiÙÂ Î·È Ë ÛÂÈÚ¿ �fn Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÛÙÔ  Ã.

¶ÚfiÙ·ÛË 5.1 (∫ÚÈÙ‹ÚÈÔ Cauchy): ∏ ÛÂÈÚ¿  �fn(x) Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ·
ÛÙÔ  Ã  ÌfiÓÔÓ, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0 ˘¿Ú¯ÂÈ  n0(Â)Œ�, ÒÛÙÂ

ÁSm(x) –Sn(x)Á £ Áfm+1(x) +…+ fn(x)Á<Â  ÁÈ· Î¿ıÂ   m, n>n0(Â) Î·È Î¿ıÂ xŒX.

5. OÌÔÈfiÌÔÚÊË Û‡ÁÎÏÈÛË ÛÂÈÚ¿˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ 21




