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∏ ·˘Í·ÓfiÌÂÓË ÛËÌ·Û›· ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÛÙÔ Û‡Á¯ÚÔÓÔ ÎfiÛÌÔ Î·ÙÔÙÚ›˙Â-
Ù·È ¤ÓÙÔÓ· ÛÙÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ÙˆÓ ÂÈÛÙËÌfiÓˆÓ Ó· ÂÈÛ¿ÁÔ˘Ó Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ ÛÙÈ˜
ÛÔ˘‰¤˜ ÙÔ˘˜ Î·È Ó· Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔÔÈ‹ÛÔ˘Ó ÙËÓ ÂÈÛÙ‹ÌË ÙÔ˘˜. ∫·Ù¿ ÙÔ ÙÂ-
ÏÂ˘Ù·›Ô Ù¤Ù·ÚÙÔ ÙÔ˘ 20Ô˘ ·ÈÒÓ· ÔÈ ıÂÙÈÎ¤˜ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ ·ÚÔ˘Û›·Û·Ó ÌÈ· ÂÓÙ˘-
ˆÛÈ·Î‹ ·Ó¿Ù˘ÍË, ÛÂ ¤ÎÙ·ÛË Î·È ‚¿ıÔ˜. √È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ‰È-
ÂÈÛ‰‡ÛÂÈ ÛÂ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜ ÂÎÙfi˜ ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ∂ÈÛÙ‹ÌË˜, fiˆ˜
.¯. ÛÙË º˘ÛÈÎ‹, ÛÙËÓ ∆Â¯ÓÔÏÔÁ›·, ÛÙË µÈÔÏÔÁ›· ·ÎfiÌË Î·È ÛÙËÓ √ÈÎÔÓÔÌ›· Î·È
ÛÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ∫ÔÈÓˆÓÈÎ¤˜ ∂ÈÛÙ‹ÌÂ˜. ∏ÏÂÎÙÚÔÓÈÎÔ› ˘ÔÏÔÁÈÛÙ¤˜ Î·È ˘ÔÏÔÁÈÛÙÈ-
Î¤˜ ÙÂ¯ÓÈÎ¤˜ ‰›ÓÔ˘Ó ÂÚÂ˘ÓËÙÈÎ¿ ÂÚÂı›ÛÌ·Ù· ÛÂ ÂÚÈÔ¯¤˜, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ÛËÌ·-
Û›· ÁÈ· Ù· ›‰È· Ù· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Î·È ÁÈ· ¿ÏÏÂ˜ ∂ÈÛÙ‹ÌÂ˜ Â›Ó·È ÔÏ‡ ÌÂÁ¿ÏË.
ŒÙÛÈ Û‹ÌÂÚ· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ fiÙÈ Ë ˘„ËÏ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁ›· Â›Ó·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹
∆Â¯ÓÔÏÔÁ›· Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ˘¿ÚÍÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ‹
ÂÍ¤ÏÈÍË ¯ˆÚ›˜ ÙË ‚·ı‡ÙÂÚË ÁÓÒÛË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. 

∆Ô ·Ó¿ ¯Â›Ú·˜ ‚È‚Ï›Ô ∞¡∞§À™∏ π Ì·˙› ÌÂ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ∞¡∞§À™∏ ππ Ú·ÁÌ·ÙÂ‡Ô-
ÓÙ·È ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÈ·˜ Î·È ÔÏÏÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ Î·È ·ÔÙÂÏÔ‡Ó
ÂÂÍÂÚÁ·Û›· Î·È ‚ÂÏÙ›ˆÛË ÙˆÓ ‚È‚Ï›ˆÓ ª∞£∏ª∞∆π∫∏ ∞¡∞§À™∏ π&ππ Î·È πππ
(∂Î‰fiÛÂˆÓ 1989-1996) Î·È Â›Ó·È ÂÌÏÔ˘ÙÈÛÌ¤Ó· ÌÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· Î·Ù¿ÏÏËÏ·
ÂÈÏÂÁÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·. ¶ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔ˘Ó ÙËÓ ‡ÏË ÙË˜ ∞¡∞§À™∂ø™ Ô˘ ‰È-
‰¿ÛÎÂÙ·È ÛÙ· ª·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Î·È ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ¿ ∆Ì‹Ì·Ù· ÙˆÓ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›ˆÓ Î·È
¶ÔÏ˘ÙÂ¯ÓÂ›ˆÓ. To ‚È‚Ï›Ô ·Â˘ı‡ÓÂÙ·È Î·È ÛÙÔ˘˜ Ù˘¯ÈÔ‡¯Ô˘˜ ÙˆÓ ∆ÌËÌ¿ÙˆÓ
·˘ÙÒÓ Ô˘ ·ÛÎÔ‡Ó ‹‰Ë ÙÔ Â¿ÁÁÂÏÌ¿ ÙÔ˘˜, ÁÈ·Ù› ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ¯Ú‹ÛÈÌÔ ‚È‚Ï›Ô
·Ó·ÊÔÚ¿˜.

™Â fiÏÔ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô fiÙ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜, ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ Â›-
Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ ·fi ÙÔ §‡ÎÂÈÔ ‰ÂÓ ÙÈ˜ Û¯ÔÏÈ¿˙Ô˘ÌÂ, ÂÊfiÛÔÓ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÔÈ Û¯Ô-
ÏÈÎ¤˜ ÁÓÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ÈÎ·ÓÔÔÈËÙÈÎ¤˜. ¶·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¿ Ï˘Ì¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·-
Ù·, Ô˘ Ë ÁÓÒÛË ÙÔ˘˜ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ‡ÏË˜. √ÚÈÛÌ¤-
Ó· ·fi ·˘Ù¿ ı· ÌÔÚÔ‡Û·Ó Ó· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ‹ ÔÚ›ÛÌ·Ù· ÛÙÔ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ. ¶ÔÏÏ¤˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙË˜ ‡ÏË˜
ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Î·È ÁÈ’ ·˘Ùfi, fiÙ·Ó Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ, ı· ·Ú·¤ÌÔ˘ÌÂ Û’ ·˘Ù¤˜.
™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ (2, 3, 10 Î·È 11) ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ú·ÚÙ‹Ì·Ù· (ÌÂ
ÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ÂÚÈıÒÚÈÔ), fiÔ˘ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ Î·È Û¯fiÏÈ·, Ô˘ ıÂˆ-
ÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÛÂ ÚÒÙË ·Ó¿ÁÓˆÛË Î·È ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó ÂÎÂ›-
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ÓÔ˘˜ Ô˘ ı· ‹ıÂÏ·Ó Ó· ÂÌ‚·ı‡ÓÔ˘Ó ÛÙ· ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓ· ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÎÂÊ·-
Ï·›Ô˘. 

∏ ·Ú·ÔÌ‹ «Ë ÚfiÙ·ÛË 5.3.2» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 3.2 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 5»,
ÂÓÒ «Ë ÚfiÙ·ÛË 6.4» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 6.4 ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜» Î·È «Ë
¨7.3» Ë ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ˜ 3 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 7. ∏ ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô
ÙfiÌˆÓ ı· Â›Ó·È ÂÓÈ·›·. ™ÙÔÓ 1Ô ÙfiÌÔ ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· 1-15 Î·È
ÛÙÔ 2Ô Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· 16-30.

™ÙÔ ∫ÂÊ. 1 ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ Û˘ÓÔÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ™˘ÓfiÏˆÓ, ÙË˜ ª·-
ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ §ÔÁÈÎ‹˜ Î·È ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜ ÌÂ ÛÙfi¯Ô Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ
ÙÔ˘˜ ‘Î·ÓfiÓÂ˜ ÂÈÎÔÈÓˆÓ›·˜’ Ô˘ ‰È¤Ô˘Ó ÙËÓ ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙË˜ ‡ÏË˜.  

™ÙÔ ∫ÂÊ. 2 ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ Ù· ıÂÌ¤ÏÈ· ¿Óˆ ÛÙ· ÔÔ›· ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È Ë ∞Ó¿Ï˘ÛË,
Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· ÙˆÓ ·ÍÈˆÌ¿ÙˆÓ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ
‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  � ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÂÊÔ‰È·-
ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È È‰ÈfiÙËÙÂ˜, ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÙÚÈÒÓ
·ÍÈˆÌ¿ÙˆÓ, ÙÔ˘ ·ÍÈÒÌ·ÙÔ˜ Â‰›Ô˘, ÙÔ˘ ·ÍÈÒÌ·ÙÔ˜ ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜ Î·È ÙÔ˘ ·ÍÈÒÌ·-
ÙÔ˜ ÙÔ˘ ÂÏ·¯›ÛÙÔ˘ ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·ÙÔ˜ ‹ ·Í›ˆÌ· ÙË˜ Ï‹ÚÔ˘˜ ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜. ∆Ô ÙÂ-
ÏÂ˘Ù·›Ô ·Í›ˆÌ· ÂÊÔ‰È¿˙ÂÈ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÙËÓ Î·Ù¿ÏÏËÏË ÙÔ-
ÔÏÔÁÈÎ‹ ‰ÔÌ‹. 

√È ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 3, fiÔ˘ ÔÚ›-
˙ÔÓÙ·È ÔÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ÂÎı¤ÙÂ˜, ÔÈ ÏÔÁ¿ÚÈıÌÔÈ Î·È ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ��. ¶·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Î·È ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ Î·ÙˆÙ¤ÚÔ˘ Î·È ·ÓˆÙ¤-
ÚÔ˘ ÔÚ›Ô˘ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜. ŒÓ·Ó ÂÎÙÂÙ·Ì¤ÓÔ Û¯ÔÏÈ·ÛÌfi Î·È ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙˆÓ
ÔÚ›ˆÓ ·˘ÙÒÓ ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ·Ú¿ÚÙËÌ·.

™ÙÔ ∫ÂÊ. 4 Û¯ÔÏÈ¿˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· Î·È ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·Ú-
Ù‹ÛÂˆÓ, fiÔ˘ ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ Û˘Ó·Ú-
Ù‹ÛÂˆÓ. ∆· fiÚÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È Ë Û˘Ó¤¯ÂÈ¿ ÙÔ˘˜ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È
(∫ÂÊ. 5 & 6) Î·È ÌÂ ·Ó·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜. ¶·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ Â›ÛË˜ ›Ó·Î·
(¨5.5) ÙˆÓ ÔÚ›ˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ.

∂ÎÙÂÙ·Ì¤ÓË ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ, ÙˆÓ ıÂÌÂÏÈˆ‰ÒÓ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙˆÓ
Û˘ÓÂÂÈÒÓ ÙÔ˘˜ Î·È ÙˆÓ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ ÙÔ˘ ¢È·ÊÔÚÈÎÔ‡ §ÔÁÈÛÌÔ‡ (ıÂˆÚ‹Ì·Ù·
Rolle Î·È Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜, ·ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, ÁÂÓÈÎÂ˘Ì¤ÓË ·ÓÈÛfiÙËÙ·
Bernoulli, ∞ÓÈÛfiÙËÙ· Hölder, ıÂÒÚËÌ· Darboux, ∆‡Ô˜ Taylor Î·È ıÂÒÚËÌ·
Taylor) ·Ú·Ù›ıÂÙ·È ÛÙ· ∫ÂÊ. 7, 8 & 9. 

™ÙÔ ∫ÂÊ. 10 (√ÚÈÛÌ¤ÓÔ √ÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·-√ÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Riemann) ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÌÈ·
ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë £ÂˆÚ›· ª¤ÙÚÔ˘ ÁÈ· Ó· ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ÂÊ·Ú-
ÌÔÁÒÓ ÙÔ˘ √ÏÔÎÏËÚˆÙÈÎÔ‡ §ÔÁÈÛÌÔ‡ ·ÏÏ¿ Î·È Ó· ÙÔÓ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Û˘ÓÂÈÛÊÔÚ¿
ÙÔ˘ ∂˘‰fiÍÔ˘ Î·È ÙÔ˘ ∞Ú¯ÈÌ‹‰Ë ÛÙËÓ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙË˜ ∞Ó·Ï‡ÛÂˆ˜. ∆Ô ÎÚÈÙËÚ›Ô
ÔÏÔÎÏËÚˆÛÈÌfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ Lebesgue ·Ú·Ù›ıÂÙ·È (ÌÂ ·fi‰ÂÈÍË ÛÙÔ ·Ú¿ÚÙËÌ·)
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ÁÈ· Ó· Û˘Ó‰ÂıÂ› ÙÔ √ÚÈÛÌ¤ÓÔ √ÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· ÌÂ ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ıÂˆÚ›· ª¤ÙÚÔ˘ Î·È
√ÏÔÎÏËÚÒÛÂˆ˜. √È Ì¤ıÔ‰ÔÈ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂˆ˜ Î·È Ù· ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· Ô˘ ÂÍ·Ú-
ÙÒÓÙ·È ·fi ·Ú¿ÌÂÙÚÔ ÎÏÂ›ÓÔ˘Ó ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘Ùfi. √È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ ÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓÔ˘ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ (ÂÌ‚·‰fiÓ, Ì‹ÎÔ˜ ÙfiÍÔ˘ Î·Ì‡ÏË˜, ÂÌ‚·‰fiÓ ÂÈÊ¿-
ÓÂÈ·˜ Î·È fiÁÎÔ˜ ·fi ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹, Î¤ÓÙÚÔ ‚¿ÚÔ˘˜ Î·È ¤ÚÁÔ ‰˘Ó¿ÌÂˆ˜) ÂÚÈ-
Ï·Ì‚¿ÓÔÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 11.

ªÈ· ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¤ÓË ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ÛÂÈÚÒÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·Ú·Ù›ıÂÙ·È
ÛÙÔ ∫ÂÊ. 12 Î·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 13 Ë ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ Î·È ÛÂÈÚÒÓ Û˘Ó·Ú-
Ù‹ÛÂˆÓ. ªÈ· Ï‹ÚË˜ ·Ó¿Ù˘ÍË ÙˆÓ ‰˘Ó·ÌÔÛÂÈÚÒÓ ·Ú·Ù›ıÂÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 14. 

∆Ô ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ (∫ÂÊ. 15) ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ Ù· ÁÂÓÈÎÂ˘Ì¤Ó· ÔÏÔÎÏËÚÒ-
Ì·Ù·.

™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ›Ó·ÎÂ˜ ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ 1Ë˜ Ù¿ÍÂˆ˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈ-
ˆ‰ÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ Ó-ÔÛÙ‹˜ Ù¿ÍÂˆ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂ-
ˆÓ, ÙˆÓ ·ÔÚ›ÛÙˆÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ˘ÔÏÔÁÈ-
ÛÙÔ‡Ó ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÂˆ˜, ÙˆÓ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÔÏÔÎÏËÚˆ-
Ì¿ÙˆÓ ÌÂÚÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È ÙˆÓ ·Ó·Ù˘ÁÌ¿ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÛÂ ‰˘Ó·ÌÔ-
ÛÂÈÚ¤˜.

£ÂˆÚÒ ˘Ô¯Ú¤ˆÛ‹ ÌÔ˘ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ó·‰¤ÏÊÔ˘˜, Ô˘ Î·Ù¿
Î·ÈÚÔ‡˜ ¤¯Ô˘Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÂÈ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÛÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙÔ˘˜, ÁÈ· ÙÈ˜ Â‡ÛÙÔ-
¯Â˜ ˘Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔ˘˜ Ô˘ Û˘Ó¤‚·Ï·Ó ÛÙËÓ Î·Ï‡ÙÂÚË ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙË˜ ‡ÏË˜. 

£¤Ïˆ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ıÂÚÌ¿ ÙÔÓ ∂Î‰ÔÙÈÎfi √›ÎÔ ∑∏∆∏ Î·È ÙÔ˘˜ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÂ˜
ÙÔ˘ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡, Ô˘ ‹Ù·Ó Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜
‰È¿ıÂÛË˜ Û˘ÓÂÚÁ·Û›·˜ ÙÔ˘˜ Î·È ÙË˜ ˘ÔÌÔÓ‹˜ ÙÔ˘˜.

∞ı‹Ó·, ™ÂÙ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2000 °ÂÒÚÁÈÔ˜ ¡. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë˜
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1. ™‡ÓÔÏ·

√È ·Ú¯¤˜ ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ™˘ÓfiÏˆÓ Î·È Î˘Ú›ˆ˜ Ë ÂÓÓÔÈÔÏÔÁÈÎ‹ ıÂÒÚËÛ‹ ÙÔ˘˜ ‰Â
ı· Ì·˜ ··Û¯ÔÏ‹ÛÔ˘Ó, ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙfi¯Ô˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘. ∫·Ù¿ ÙÔÓ
Cantor, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ Û˘ÏÏÔÁ‹ ·fi ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÙÂÏÂ›ˆ˜ Î·ıÔÚÈÛÌ¤Ó·
·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ‹ ÂÈÓÔ‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ÓÔ˘ Ì·˜ ÛÂ ÌÈ· ÔÏfiÙËÙ·. ∆· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ· ‹ ÂÈ-
ÓÔ‹Ì·Ù·, Ô˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ, ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÛÙÔÈ¯Â›· ‹ ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Û˘-
ÓfiÏÔ˘. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ·ÚÈıÌÔ›, ‰È·Ó‡-
ÛÌ·Ù·, ÏÔÁÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ÁÂÁÔÓfiÙ·, Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ ÂÈ¤‰Ô˘ ‹
ÌÈ·˜ Â˘ıÂ›·˜ Î.Ï.

∞Ó  Ã Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ, ÙfiÙÂ Ë Û¯¤ÛË  xŒX ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x ·Ó‹ÎÂÈ
ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  X. ∏ ¿ÚÓËÛË ·˘Ù‹˜ ÙË˜ Û¯¤ÛÂˆ˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  xœX. ∞Ó  Ã Î·È
Y Â›Ó·È ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·, ÙfiÙÂ Ë Û¯¤ÛË  XÃ Y  ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  Ã Â›-
Ó·È Î·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  Y. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ã Â›Ó·È ˘Ô-
Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Y. ∏ ¿ÚÓËÛË ÙË˜ Û¯¤ÛÂˆ˜  XÃ Y Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  XÀ Y
Î·È ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· (ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ) ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  Ã Ô˘ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ
ÛÙÔ  À.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ‹ ‰ÔÛÌ¤ÓÔ, fiÙ·Ó ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ·fi
ÔÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È. ŒÙÛÈ ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·  Ã  Î·È  À Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ›Û·, Î·È ÙÔ
Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  Ã=À, fiÙ·Ó ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ù· ›‰È· ÛÙÔÈ¯Â›·.

∞fi ÙÔ˘˜ ·Ú·¿Óˆ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfiÓ fiÙÈ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ÃÃ Ã (·Ó·ÎÏ·ÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

∞Ó ÃÃ À  Î·È  ÀÃ ∑, ÙfiÙÂ  ÃÃ ∑ (ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

∞Ó ÃÃ À  Î·È  ÀÃ Ã, ÙfiÙÂ  Ã=À (·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

∞Ó  Ã  Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Î·È  p ÌÈ· È‰ÈfiÙËÙ· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘-
ÓfiÏÔ˘  Ã, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÙÂÏÂ›ˆ˜ Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  Ã, ÙÔ ÔÔ›Ô
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÎÂ›Ó· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·  xŒX Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·  p. ∆Ô
Û‡ÓÔÏÔ ·˘Ùfi ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  {xŒX: p(x)}. ∂›ÛË˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ,
ÂÊfiÛÔÓ Â›Ó·È ÂÊÈÎÙfi, Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘, fiˆ˜ .¯., {1, 2, 7, ·, ‚, ¯}. ∂Ô-

™YNO§A, MA£HMATIKH §O°IKH Î·È A¶EIKONI™EI™
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Ì¤Óˆ˜, ·Ó  · Â›Ó·È ¤Ó· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ‹ ÂÈÓfiËÌ·, ÙfiÙÂ  {·}  Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÌÂ ÌÔ-
Ó·‰ÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ  ·, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ ·Œ{·}  Î·È  ·π{·}.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ‡·ÚÍË Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ÙÔ ÎÂÓfi
Û‡ÓÔÏÔ, Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ∆ Î·È Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÔÔÈÔ˘‰‹ÔÙÂ Û˘Ófi-
ÏÔ˘.

°È· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ Ã ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÙÂÏÂ›ˆ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ, ÙÔ P(X), ÌÂ ÛÙÔÈ-
¯Â›· fiÏ· Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ Ã Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰˘Ó·ÌÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Ã. ∂›Ó·È Ê·-
ÓÂÚfi fiÙÈ  ∆ŒP(X)  Î·ıÒ˜ Î·È  ÃŒP(X). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ã ¤¯ÂÈ
n ÛÙÔÈ¯Â›·, ÙfiÙÂ ÙÔ ‰˘Ó·ÌÔÛ‡ÓÔÏÔ  P(X) ¤¯ÂÈ  2n ÛÙÔÈ¯Â›· (·fi ÙÔ ÔÔ›Ô
ÚÔ‹ÏıÂ Ô Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ‰˘Ó·ÌÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ ÌÂ  2X Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Â›-
ÛË˜).

∆Ô ·Ú¿‰ÔÍÔÓ ÙÔ˘ Russel: ∏ Û˘ÏÏÔÁ‹ fiÏˆÓ ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  ø ‰ÂÓ ·ÔÙÂ-
ÏÂ› Û‡ÓÔÏÔ (ÌÂ ÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÙÔ˘ ¤ÓÓÔÈ·), ÁÈ·Ù› ı· ÂÚÈÂ›¯Â ÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘
ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô. ∏ È‰ÈfiÙËÙ· ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Ó· ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘ ˆ˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
Ì·˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔ ÂÍ‹˜ ·Ú¿‰ÔÍÔ: ÃˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ø ÛÙ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ¿ ÙÔ˘
ª={ÃŒø: ÃœÃ}  Î·È ¡={ÃŒø: ÃŒÃ}. ∞Ó  ªŒª, ÙfiÙÂ Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ
ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘  ª  ı· ‹Ù·Ó  ªœª. ∞Ó ¿ÏÈ  ªœª, ÙfiÙÂ  ªŒ¡  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜
ªŒª. Œ¯Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ ªŒª, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ fiÙ·Ó, ªœª, Ô˘
·ÔÙÂÏÂ› ‚¤‚·È· ·ÓÙÈÓÔÌ›·.

ŸÙ·Ó ÏÔÈfiÓ ÛÙÔ ÂÍ‹˜ Ï¤ÌÂ "¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ  Ã" ¿ÓÙÔÙÂ ˘ÔÓÔÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ˘Ô-
Û‡ÓÔÏÔ ÂÓfi˜ ‚·ÛÈÎÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘, Â›ÙÂ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÚËÙ¿ Â›ÙÂ fi¯È.

∞Ó Ã, À Â›Ó·È ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·, ÙfiÙÂ Ë ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜, Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  X» Y, Â›-
Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  Ã  ‹ ÛÙÔ  À
‹ Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ÛÙÔ  Ã Î·È ÛÙÔ  À. ∂ÓÒ Ë ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜, Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  X« Y,
Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜
ÛÙÔ  Ã Î·È ÛÙÔ  À. ∞Ó Ù· Û‡ÓÔÏ·  Ã Î·È  À ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·, ‰ËÏ·‰‹
X« Y=∆ , ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù¿ Â›Ó·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. ∏ ¤ÓˆÛË Î·È Ë ÙÔÌ‹ ÌÔ-
ÚÂ› Ó· ‰ÔıÔ‡Ó Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

X» Y: = {x: xŒX  ‹  xŒY},   X« Y: = {x: xŒX  Î·È  xŒY},

∏ ¤ÓˆÛË Î·È Ë ÙÔÌ‹ Û˘ÓfiÏˆÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÂÎÙ·ıÂ› Î·È ÛÂ Â·Ú·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹-
ıÔ˘˜ Û‡ÓÔÏ·  X1, X2, …, Xn:

»n

i=1
Xi = X1» X2» …» Xn = {x: ˘¿Ú¯ÂÈ j, 1£ j£n ÌÂ  xŒXj},

«n
i=1

Xi = X1« X2« …« Xn = {x: xŒXj ÁÈ· Î¿ıÂ j, 1£ j£n}.

∏ ‰È·ÊÔÚ¿ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  À ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ã ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ·Ô-
ÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  Ã Ù· ÔÔ›· ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  À Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›-
˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  X\Y, ‰ËÏ·‰‹ X\Y:={xŒX: xœY}. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘  YÃ X, ÙfiÙÂ Ë
‰È·ÊÔÚ¿  X\Y ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘  À ˆ˜ ÚÔ˜  Ã Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È

KÂÊ.1: ™‡ÓÔÏ·, M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ §ÔÁÈÎ‹ Î·È AÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜14



ÌÂ  CXY ‹  CY, fiÙ·Ó Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔ ÔÔ›Ô Ï·Ì‚¿ÓÂÙ·È Ë
‰È·ÊÔÚ¿.

∞Ó  Ã Î·È  À Â›Ó·È ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ· (Í¤Ó· ‹ ÌË ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜), ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· ˙Â‡ÁË  (x, y) ÌÂ  xŒX  Î·È  yŒY ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ  Ã Î·È  À Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  X¥Y, ‰ËÏ·‰‹ 

X¥Y: = {(x, y): xŒX  Î·È  yŒY}.

∆· ÛÙÔÈ¯Â›·  (x, y)  ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘  X¥Y ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤-
Ó· ÁÈ·Ù› ÙÔ ÚÒÙÔ, ÙÔ  x, ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  Ã Î·È ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ, ÙÔ  y, ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  À.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ë ÈÛfiÙËÙ·  (x, y)=(·, ‚) ÈÛ¯‡ÂÈ, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó, x=·  Î·È
y=‚.

∞Ó¿ÏÔÁ· ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Û˘ÓfiÏˆÓ 

X1¥X2¥…¥Xn: = {(x1, x2, …, xn):  xjŒXj, j=1, 2, …, n}.

∞Ó  X1=X2=…=Xn=X, ÙfiÙÂ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  X¥X¥…¥X=Xn.

∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜:

¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ÙˆÓ ÔÚÈÛÌÒÓ:

1) X\X=∆ ,  X\∆ =X,  X» X=X,  X« X=X.

2) X» Y=Y» X,  X« Y=Y« X, (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

3) X» (Y» Z)=(X» Y)» Z, X« (Y« Z)=(X« Y)« Z, (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

4) X» (Y« Z)=(X» Y)« (X» Z), X« (Y» Z)=(X« Y)» (X« Z), (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

5) Ã\(Y» Z)=(X\Y)« (X\∑), X\(Y« Z)=(X\Y)» (X\Z), (Ù‡ÔÈ De Morgan)

6) X¥Y=∆ ¤ X=∆ ‹  Y=∆ .

y
yx

x

x y x
y

xy

x�y

x�y, x�y, x�y, x�y, x \ y

x�y

x�y x�y

x \ y
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7) ∞Ó X, Yπ∆, ÙfiÙÂ  X¥Y=Y¥X, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó,  Ã=À.

8) Ã¥(∞» µ)=(Ã¥∞)» (Ã¥µ), (Ã« À)¥(∞« µ)=(Ã¥∞)« (À¥µ), (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·)

2. ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹ §ÔÁÈÎ‹

£· ·Ú·ı¤ÛÔ˘ÌÂ ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ ª·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ §ÔÁÈÎ‹˜ ÁÈ· ÏËÚ¤ÛÙÂ-
ÚË Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÒÓ Î·È ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ. ªÈ· Úfi-
Ù·ÛË (ÌÂ ÙË Û˘ÓÙ·ÎÙÈÎ‹ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·), Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· Ó· Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ (∞)
‹ „Â˘‰‹˜  (æ) Â›Ó·È ÌÈ· ÏÔÁÈÎ‹ ÚfiÙ·ÛË ‹, ÈÔ ·Ï¿, ÚfiÙ·ÛË. ŒÓ·˜ ÚÔÙ·-
ÛÈ·Îfi˜ Ù‡Ô˜ Â›Ó·È ÌÈ· ÚfiÙ·ÛË (ÌÂ ÙË Û˘ÓÙ·ÎÙÈÎ‹ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·), ÛÙËÓ ÔÔ›· ÂÌ-
Ê·Ó›˙ÔÓÙ·È ÌÈ· ‹ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜, ·Î·ıfiÚÈÛÙ· Û‡Ì‚ÔÏ·, Î·È Ë ÔÔ›·
Á›ÓÂÙ·È ÏÔÁÈÎ‹ ÚfiÙ·ÛË, fiÙ·Ó ÛÙË ı¤ÛË ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ‚¿ÏÔ˘ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi
¤Ó· ÙÂÏÂ›ˆ˜ Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ, .¯. ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈı-
ÌÒÓ  � ‹ ·fi ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  �. ∞Ó p(x) Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÚÔÙ·-
ÛÈ·Îfi˜ Ù‡Ô˜ Î·È  Ã Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ‰È·ÙÚ¤¯ÂÈ Ë ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹  x, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ
fiÙÈ Ô ÚÔÙ·ÛÈ·Îfi˜ Ù‡Ô˜  p(x) Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ˜ ÛÙÔ  Ã. ∆Ô ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∞ ÙÔ˘
Ã, Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·  xŒX  ÁÈ· Ù· ÔÔ›· Ë ÚfiÙ·ÛË  p(x) Â›-
Ó·È ·ÏËı‹˜, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û‡ÓÔÏÔ ·Ï‹ıÂÈ·˜ ÙÔ˘ ÚÔÙ·ÛÈ·ÎÔ‡ Ù‡Ô˘ Î·È Û˘Ì‚Ô-
Ï›˙ÂÙ·È  {xŒX: p(x)}. 

∏ ·Ó›ÛˆÛË x2–3x+2>0 Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÚÔÙ·ÛÈ·Îfi˜ Ù‡Ô˜ ÔÚÈ-
ÛÌ¤ÓÔ˜ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  � . ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ·Ï‹ıÂÈ¿˜ ÙÔ˘ Â›-
Ó·È ÙÔ  {xŒ�: x<1 ‹  x>2}.

∞Ó  ¶  Î·È  ∆  Â›Ó·È ÏÔÁÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ÙfiÙÂ ·ÚÓÔ‡ÌÂÓÔÈ ‹ Û˘Û¯ÂÙ›˙ÔÓÙ¤˜ ÙÈ˜
·›ÚÓÔ˘ÌÂ Ó¤Â˜ ÏÔÁÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜:

® ÕÚÓËÛË: ÿ ¶  (‰È·‚. fi¯È  ¶) Â›Ó·È ÚfiÙ·ÛË ·ÏËı‹˜, ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó Ë  ¶  Â›Ó·È
„Â˘‰‹˜.

® ™‡˙Â˘ÍË: ¶Ÿ∆  (‰È·‚.  ¶  Î·È  ∆) Â›Ó·È ÚfiÙ·ÛË ·ÏËı‹˜, ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó ÙfiÛÔ Ë
¶  fiÛÔ Î·È Ë  ∆  Â›Ó·È ·ÏËı‹˜.

® ¢È¿˙Â˘ÍË: ¶ ⁄ ∆  (‰È·‚.  ¶  ‹  ∆) Â›Ó·È ÚfiÙ·ÛË „Â˘‰‹˜, ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó ÙfiÛÔ Ë
¶  fiÛÔ Î·È Ë  ∆  Â›Ó·È „Â˘‰‹˜.

® ™˘ÓÂ·ÁˆÁ‹: ¶fi ∆  (‰È·‚. ·Ó ¶, ÙfiÙÂ ∆) Â›Ó·È ÚfiÙ·ÛË „Â˘‰‹˜, ÌfiÓÔÓ
fiÙ·Ó Ë  ¶  Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ Î·È Ë  ∆  „Â˘‰‹˜.

® πÛÔ‰˘Ó·Ì›·: ¶¤ ∆  (‰È·‚.  ¶, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó, ∆) Â›Ó·È ÚfiÙ·ÛË ·ÏË-
ı‹˜, ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó ÔÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜  ¶  Î·È  ∆  Â›Ó·È Î·È ÔÈ ‰‡Ô ·ÏËıÂ›˜ ‹ Î·È ÔÈ
‰‡Ô „Â˘‰Â›˜.

¢‡Ô ÚÔÙ·ÛÈ·ÎÔ› Ù‡ÔÈ  p(x, y , ..., z), q(x, y, ..., z) ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÏÔÁÈÎ¿ ÈÛÔ‰‡-
Ó·ÌÔÈ, fiÙ·Ó ÁÈ· ÔÔÈÂÛ‰‹ÔÙÂ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ  x, y, ..., z ÈÛ¯‡ÂÈ  

p(x, y, ..., z)¤ q(x, y, ..., z). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ p ∫ q.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:
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√È ·Ú·Î¿Ùˆ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÏÔÁÈÎÒÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ·fi‰ÂÈ-
ÍË ·Ê‹ÓÂÙ·È ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË, ı· Ì·˜ ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÔ˘Ó ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡˜ Û˘Ï-
ÏÔÁÈÛÌÔ‡˜ Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó:

(1) [(¶fi ∆)�(∆fi ™)] fi [¶fi ™] (ÓfiÌÔ˜ ÙÔ˘ Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ‡),

(2) ÿ (¶ ⁄ ∆) ∫ (ÿ ¶)Ÿ(ÿ ∆), ÿ (¶Ÿ∆) ∫ (ÿ ¶) ⁄ (ÿ ∆) (¿ÚÓËÛË ‰È¿˙Â˘ÍË˜, Û‡˙Â˘ÍË˜),

(3) ¶Ÿ(ÿ ∆) ∫ÿ (¶fi ∆) (Ë ÂÈ˜ ¿ÙÔÔÓ ··ÁˆÁ‹),

(4) (ÿ ∆fiÿ ¶) ∫ (¶fi ∆) (Ë Ï¿ÁÈ· ·fi‰ÂÈÍË),

(5) (¶¤ ∆) ∫ (¶fi ∆)Ÿ(∆fi ¶).

°È· Û˘ÓÙÔÌ›· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ‰‡Ô Û‡Ì‚ÔÏ·, ÙÔ˘˜ ÔÛÔ‰Â›ÎÙÂ˜,

" xŒX, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ: ÁÈ· Î¿ıÂ xŒX,

$xŒX, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ: ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó· xŒX.

ŒÙÛÈ Ë ÚfiÙ·ÛË "ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒX  ÈÛ¯‡ÂÈ Ë p(x)" Û˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ ÁÚ¿ÊÂÙ·È  " xŒX p(x).
∞ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ë ÚfiÙ·ÛË "˘¿Ú¯ÂÈ  xŒX  ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  p(x)" ÁÚ¿ÊÂÙ·È  $xŒÃ p(x).

∏ ¿ÚÓËÛË ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ "ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒX  ÈÛ¯‡ÂÈ  p(x)" Â›Ó·È "˘¿Ú¯ÂÈ (ÙÔ˘Ï¿¯È-
ÛÙÔÓ) ¤Ó·  xŒX  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë p(x)". 

∏ ¿ÚÓËÛË ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ "˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·  xŒX  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ  p(x)" Â›Ó·È
"ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒX  ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë p(x)". 

∞Ó  a(x), b(x)  Â›Ó·È ÚÔÙ·ÛÈ·ÎÔ› Ù‡ÔÈ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔÈ ÛÙÔ ·˘Ùfi Û‡ÓÔÏÔ  Ã, ÌÂ Û‡ÓÔ-
Ï· ·Ï‹ıÂÈ·˜  ∞ Î·È µ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, ÙfiÙÂ ÁÈ· Ù· Û‡ÓÔÏ· ·Ï‹ıÂÈ·˜ ÙˆÓ ·Ú·Î¿-
Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(6) {xŒX: ÿ a(x)} = Cx(A),

(7) {xŒX: a(x)Ÿb(x)} = A« B, 

(8) {x ŒX: a(x) ⁄ b(x)} = A» B, 

(9) a(x) fi b(x), fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó, ∞Ã µ,

(10) a(x) ¤ b(x), fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó, ∞=µ.

∫·Ù¿ ÙÔ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌfi ÂÓfi˜ ÚÔÙ·ÛÈ·ÎÔ‡ Ù‡Ô˘  a(x) Û' ¤Ó·Ó ¿ÏÏÔ ÌÂ ÙË
‚Ô‹ıÂÈ· ÂÈÙÚÂÙÒÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ·ÏËıÂ›·˜  ∞  ÙÔ˘  a(x) Â›Ó·È, Û‡ÌÊˆ-
Ó· ÌÂ ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË (9), ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ·ÏËıÂ›·˜  µ ÙÔ˘  b(x). °È· ÙÔ
ÏfiÁÔ ·˘Ùfi Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘ Î·ıÈÛÙÔ‡Ó ·ÏËı‹ ÙÔÓ  ·(x)  ı· ·Ó·˙ËÙËıÔ‡Ó ÌÂÙ·-
Í‡ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  µ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ÚÔÙ·ÛÈ·Îfi˜ Ù‡Ô˜  a(x): x–2=�x�
ÌÂ ‡„ˆÛË ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Ì·˜ Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔÓ ÚÔÙ·ÛÈ·Îfi Ù‡Ô  b(x):
x2–5x+4=0 ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ·ÏËıÂ›·˜ Â›Ó·È  µ={1, 4}, ·fi ÙÔ ÔÔ›Ô
ÌfiÓÔ ÙÔ 4 Î·ıÈÛÙ¿ ·ÏËı‹ ÙÔÓ ÚÔÙ·ÛÈ·Îfi Ù‡Ô  a(x).

∞Ô‰ÂÈÎÙÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ: √È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡ÓÙ·È ·fi ÌÈ· ˘fi-
ıÂÛË  À, Ô˘ ıÂˆÚÂ›Ù·È ·ÏËı‹˜ ÚfiÙ·ÛË, Î·È ¤Ó· Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·  ™, Ô˘ ÂÈ‰ÈÒ-
ÎÔ˘ÌÂ Ó' ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ï‹ıÂÈ¿ ÙË˜. ∏ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ ‰È·‰ÈÎ·Û›· Û˘Ó›ÛÙ·Ù·È
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ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ·Ï‹ıÂÈ·˜ ÙË˜ Û˘ÓÂ·ÁˆÁ‹˜  Àfi ™, ÔfiÙÂ Î·È ÙÔ Û˘Ì¤Ú·-
ÛÌ·  ™ Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ÚfiÙ·ÛË. ∂ÎÙfi˜ ·fi ÙËÓ ·' Â˘ıÂ›·˜ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ Û˘Ó·-
·ÁˆÁ‹˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î·Ù·Ê‡ÁÔ˘ÌÂ 

® ÛÙËÓ Ï¿ÁÈ· ·fi‰ÂÈÍË, Ë ÔÔ›· ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›· (4), fiÔ˘ ˘Ô-
ı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·  ™ Î·È ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡-
ÂÈ Î·È Ë ˘fiıÂÛË  À

Î·È

® ÛÙËÓ ÂÈ˜ ¿ÙÔÔÓ ··ÁˆÁ‹, Ë ÔÔ›· ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›· (3), fiÔ˘
˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ˘fiıÂÛË  À Î·È ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ·  ™ Î·È
Ô‰ËÁÔ‡Ì·ÛÙÂ ÛÂ ¿ÙÔÔ, ‰ËÏ·‰‹ ÛÂ Î¿ÙÈ ÙÔ ÔÔ›Ô ·ÓÙÈ‚·›ÓÂÈ ÛÙ· ·ÍÈÒÌ·Ù·
ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Ë ÚfiÙ·ÛË ÛÙËÓ ˘fiıÂÛË.

3. ∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜

™ÙÔ Â›ÎÂÓÙÚÔ ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜ Î·È ÂÈ-
‰ÈÎfiÙÂÚ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, ÁÈ·Ù› Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ Î·È Ó·
Î·Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ıÂÌÂÏÈÒ‰ÂÈ˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿ÊÔ˘Ó Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Î·-
Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. ∂›Ó·È ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÛÔ ÁÈ· Ó· ÂÚÈÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙËÓ
ÂÍ¿ÚÙËÛË ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. ∏ ·ÎÚÈ‚‹˜ ÁÓÒÛË ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈ-
ÎÒÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Ô˘ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó ‰È¿ÊÔÚ· ÌÂÁ¤ıË Ì·˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ Ó· ÂÂÌ‚·›ÓÔ˘ÌÂ
Ú˘ıÌÈÛÙÈÎ¿ ÛÙÈ˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ÁÈ· Ó· ÂÈÙ‡¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÂÈı˘ÌËÙ‹ ¤Î‚·ÛË, fiˆ˜ Á›-
ÓÂÙ·È Û˘¯Ó¿ ÛÙÈ˜ ∂Ê·ÚÌÔÁ¤˜. ∂È‰ÈÎfiÙÂÚ· ‚¤‚·È· Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, Ë
ÔÔ›· ÁÈ· ÙËÓ ∞Ó¿Ï˘ÛË ¤¯ÂÈ È‰È·›ÙÂÚË ÛËÌ·Û›·, ÁÈ·Ù› ÂÎÙfi˜ ·fi ÙËÓ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›·
ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ Î·È ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ÔÛÔÙÈÎÒÓ ÌÂÙ·‚ÔÏÒÓ. 

ŒÛÙˆ  Ã, À ‰‡Ô Û‡ÓÔÏ·. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙÔ˘ Ã ÛÙÔ  À ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·-
Û›· (Î·ÓfiÓ·, ÓfiÌÔ)  f  Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒX ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ¤Ó· ÙÂÏÂ›ˆ˜ Î·-
ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒY, ÙÔ  y=f(x), ÙÔ ÔÔ›Ô ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ù›ÌË ÙË˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂ-
ˆ˜ ÛÙÔ  x  ‹ ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘ x Ì¤Ûˆ ÙË˜ (·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜) f *). ∆Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x ÔÓÔÌ¿-
˙ÂÙ·È ·Ú¯¤Ù˘Ô ÙÔ˘  f(x), ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  X ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ Î·È ÙÔ  À  Â-
‰›Ô ÙÈÌÒÓ ÙË˜  f. °È· ÙËÓ ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÌÈ·˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜  f Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÔıÔ‡Ó ÙÔ
Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜  Ã, ÙÔ Â‰›Ô ÙÈÌÒÓ  À Î·È Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ÈÛË˜. °È· ÙÔ
ÛÎÔfi ·˘Ùfi ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi:

f: � ‹ f: XÆY   ÌÂ   x � f(x).ÃÆÀ
x � f(x)
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*) ∏ ÈÔ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Û· Î·È ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÌÈ·˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜ Â›Ó·È fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
xŒX ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ¤Ó· ÌfiÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  À. ∂›Ó·È, fiˆ˜ Ï¤ÌÂ, ÌÔÓfiÙÈÌË ·ÂÈÎfiÓÈÛË. À¿Ú¯Ô˘Ó
Î·È ÏÂÈÔÓfiÙÈÌÂ˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜, ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÙÔ f(x) ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô ·ÏÏ¿ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ À.
™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:

f: XÆP(X)   ‹   f: XÆ2y



∂ÔÌ¤Óˆ˜ ‰‡Ô ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  f, g Â›Ó·È ›ÛÂ˜ (Û˘Ì‚.  f=g), fiÙ·Ó ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Â-
‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  Ã, ÙÔ ›‰ÈÔ Â‰›Ô ÙÈÌÒÓ  À Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒX ÈÛ¯‡ÂÈ  f(x)=g(x).

°È· ÌÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∞Ã Ã Ì¤Ûˆ ÙË˜  f
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  f(A):={f(x): xŒA}Ã Y Î·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘  µÃ À ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
f– 1 ( B):={xŒX: f(x)ŒB}. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜  f  ÙËÓ ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘ Â-
‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜, ‰ËÏ·‰‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  f(Ã). ∞fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜  
f: XÆY ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ÔÈÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  bŒÀ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  f– 1 ({b}) ÌÔÚÂ›
Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ, ·Ó  bŒÀ\f(X) ‹ Ó· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ÙÔ˘
ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›·. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÁÈ· ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ¿ÓıÚˆÔ ·ÓÙÈ-
ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ¿ÓıÚˆÔ˜ ‡„Ô˘˜ 10 m, ÂÓÒ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏ-
ÏÔ› Ô˘ ÙÔ ‡„Ô˜ ÙÔ˘˜ Â›Ó·È 1,80 m.

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  D(f) ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜  f Î·È ÌÂ  R(f) ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜.

√Ú›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY  ÌÂ x� f(x) Î·È ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·-
ÓÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘  Ã¥À ˆ˜ ÂÍ‹˜:

f: = {(x, y)ŒÃ¥À: Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x ·Ó‹ÎÂÈ ÌfiÓÔ Û' ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜  (x, y)}.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ·ÓÙ›  y=f(x) ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  (x, y)Œf.

™Ù· ÂfiÌÂÓ· Ë ¤ÎÊÚ·ÛË "Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f  Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ∞  (·ÓÙ.
ÛÙÔ  x0)" ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ∞ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ (·ÓÙ.
ÙÔ  x0 ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡) ÙË˜  f.

∂ÎÙfi˜ ·fi ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ı· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Û˘-
ÛÙËÌ·ÙÈÎ¿ ÛÙ· ÂfiÌÂÓ· ÎÂÊ¿Ï·È·, ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡
ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ¯ÒÚˆÓ, ÙÔ ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ· Â›Ó·È ÌÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË ·fi ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÔÏÔÎÏËÚÒÛÈÌˆÓ Û' ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÛÙÔÓ �. ■

ÕÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È ÔÈ ÂfiÌÂÓÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ Ë ·fi‰ÂÈ-
ÍË ‰›ÓÂÙ·È ˆ˜ ¿ÛÎËÛË:

ŒÛÙˆ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY Î·È  ∞, µÃ Ã. ∆fiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(1) ∞Ã µ fi f(A)Ã f(B). (3) f(A« B)Ã f(A)« f(B).

(2) f(A» B) = f(A)» f(B). (4) f(A\B)…f(A)\ f(B).

ªÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË*), fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ x1,x2ŒX
ÈÛ¯‡ÂÈ:

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·:
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*) ¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ·ÓÙ› ÙÔ˘ ÂÏÏËÓÈÎÔ‡ fiÚÔ˘ «·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË» ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Ô fiÚÔ˜ «¤Ó· ÚÔ˜
¤Ó·».

∞Ó  x1πx2, ÙfiÙÂ f(x1)πf(x2)
‹

∞Ó  f(x1)=f(x2), ÙfiÙÂ  x1=x2ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·



∞˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒY ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ÔÏ‡ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒX
ÌÂ  f(x)=y.

∏  f: XÆY Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÌÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙÔ˘  Ã Â› ÙÔ˘  À, fiÙ·Ó  f(X)=Y, ‰ËÏ·-
‰‹ ÁÈ· Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒY ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ¤Ó·  xŒX ÌÂ  f(x)=y. ŒÙÛÈ,
fiÙ·Ó Ë  f: XÆY Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â›, ÙfiÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ  yŒY ˘¿Ú¯ÂÈ
·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó·  xŒX ÌÂ  f(x)=y. 

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÈ·˜ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË˜ Î·È Â› ·ÂÈÎfiÓÈÛÂˆ˜  f: XÆY ÌÔ-
ÚÔ‡ÌÂ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f–1: YÆX  Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒY ·ÓÙÈ-
ÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÂÎÂ›ÓÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒX ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ  f(x)=y. ∏ Û˘-
Ó¿ÚÙËÛË  f–1 ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÙË˜  f.

°È· ÌÈ· ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â› ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(5) f –1(f(x)) = x  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒX.

(6) f(f–1(y)) = y  ÁÈ· Î¿ıÂ  yŒY.

(7) H ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f  Â›Ó·È Â›, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó, f(f –1(µ))=µ  ÁÈ· Î¿ıÂ  µÃ À.

πÛ¯‡ÂÈ ·ÎfiÌË:

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ·Ó Ë  f: XÆY Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â› Î·È  u,vŒY  ÌÂ
f –1(u)=f –1(v), ÙfiÙÂ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË (6), ı· Â›Ó·È  u=f(f –1(u))=f(f –1(v))=v, Ô˘
ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  f –1 Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË.

™‡ÌÊˆÓ· ÏÔÈfiÓ ÌÂ ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÚfiÙ·ÛË ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÙË˜
·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f–1 Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ  (f–1)–1=f.

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi ·fi Ù· ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓ· fiÙÈ ÌfiÓÔ ÔÈ ·ÌÊÈÌÔ-
ÓÔÛ‹Ì·ÓÙÂ˜ Î·È Â› ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë ·Ì-
ÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY ‰ÂÓ Â›Ó·È Â›, ‰ËÏ·‰‹  f(X)πY, ÙfiÙÂ Ë 
f: XÆ f(X) Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â› Î·È Ë  f–1 ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ  f(X). ■

¢›ÓÂÙ·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY Î·È ÙÔ ÌË-ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∞ ÙÔ˘  Ã. £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ
Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  g: AÆY Â›Ó·È Ô ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜  f ÛÙÔ  ∞, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒA
Â›Ó·È  g(x)=f(x), ‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË

g: ∞ÆÀ   ÌÂ   x�g(x) = f(x).

§¤ÌÂ fiÙÈ Ë g: ZÆY, ÌÂ  ∑…Ã, Â›Ó·È ÌÈ· Â¤ÎÙ·ÛË ÙË˜  f: XÆY, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ
xŒÃ ÈÛ¯‡ÂÈ  g(x)=f(x).

∏ Ù·˘ÙÔÙÈÎ‹ ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÛÙÔ  Ã Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓË Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  πÃ Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô  xŒX ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘, ‰ËÏ·‰‹  πÃ: ÃÆÃ ÌÂ πÃ(x)=x.

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 3.1:

¶ÚfiÙ·ÛË 3.1: ∏ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f –1 ÌÈ·˜ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË˜ Î·È Â›
·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜  f  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â›.

KÂÊ.1: ™‡ÓÔÏ·, M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ §ÔÁÈÎ‹ Î·È AÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜20



√ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ f: XÆY Î·È  g: YÆZ (ÌÂ ·˘Ù‹ ÙË ÛÂÈ-
Ú¿) ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË

g� f: XÆZ ÌÂ  (g � f)(x) = g(f(x)).

H Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ Â›Ó·È ÌÈ· ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ Ú¿ÍË, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ
ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜

f: XÆY , g: YÆZ  Î·È h: ZÆW

ÈÛ¯‡ÂÈ  h � (g � f)=(h � g) � f Î·È ÁÈ· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi ·ÓÙ› ÙÔ˘  h � (g � f)  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ
h � g � f.

°È· ÙÈ˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  f: XÆY  Î·È g: YÆZ Ë Û‡ÓıÂÛË  f� g
‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· ·Ú¿ ÌfiÓÔ fiÙ·Ó  ∑=Ã, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó  f: XÆY  Î·È g: YÆÃ. ™ÙËÓ
ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹  f � g: ÀÆÀ  Î·È  g � f: ÃÆÃ, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜
f� g, g� f Â›Ó·È ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜, ·ÊÔ‡ ÌÔÚÂ›  ÃπÀ, ‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ·ÓÙÈÌÂÙ·-
ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·. ∞ÎfiÌË Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘  Ã=À ÌÔÚÂ› ÔÈ  f � g, g � f Ó·
ÌËÓ Â›Ó·È ›ÛÂ˜ (‚Ï. ¿ÛÎËÛË 6). ■

∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  u,vŒX ÒÛÙÂ  g(f(u))=g(f(v)). £· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ
u=v, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  g � f Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË. ∏  g  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË,
ÔfiÙÂ ı· Â›Ó·È  f(u)=f(v), Î·È ÂÂÈ‰‹ Î·È Ë  f Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ı· ÈÛ¯‡ÂÈ  u=v.

ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ  f, g Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙÂ˜ Î·È Â› Î·È  zŒZ. ∆fiÙÂ ÂÂÈ‰‹ Ë  g Â›Ó·È Â›
˘¿Ú¯ÂÈ  yŒY ÌÂ  g(y)=z. °È· ·˘Ùfi ÙÔ  y ˘¿Ú¯ÂÈ  xŒX (·ÊÔ‡ Ë  f Â›Ó·È Â›) Ù¤ÙÔÈÔ,
ÒÛÙÂ  f(x)=y. ŒÙÛÈ ÙÔ  x Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  Ã ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ
(g � f)(x)=g(f(x))=g(y)=z, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  g � f Â›Ó·È ·ÂÈÎfiÓÈÛË Â›. ■

∞fi‰ÂÈÍË: ∏  f Â›Ó·È ·ÂÈÎfiÓÈÛË Â›, ·ÊÔ‡ ÁÈ· ÔoÈÔ‰‹ÔÙÂ  yŒY ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô
xŒX, ÙÔ  g(y), ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ f(x)=f(g(y))=(f� g)(y)=y.

∏  f Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË, ·ÊÔ‡ ÁÈ· ‰‡Ô  u, vŒX ÁÈ· Ù· ÔÔ›· Â›Ó·È  f(u)=f(v) ¤¯Ô˘-
ÌÂ u=g(f(u))=g(f(v))=v.

∞Ó  x Â›Ó·È ÙÔ ·Ú¯¤Ù˘Ô ÙÔ˘  y, ‰ËÏ·‰‹  y=f(x), ÙfiÙÂ ·fi ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜  g(y)=g(f(x))=
=(g� f)(x)=x  Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  g ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÛÙËÓ ÂÈÎfiÓ·  y ÙÔ ·Ú¯¤Ù˘fi ÙË˜  x, ‰Ë-
Ï·‰‹ Ë  g Â›Ó·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜ f. ■

¶ÚfiÙ·ÛË 3.3: ∞Ó ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  f: XÆY  Î·È g: YÆÃ  ÈÛ¯‡Ô˘Ó

f� g=IY Î·È   g� f=πÃ,

ÙfiÙÂ Ë  f  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â› Î·È  f–1=g.

¶ÚfiÙ·ÛË 3.2: ∞Ó ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ f:XÆY  Î·È g:YÆZ  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·-
ÓÙÂ˜ (·ÓÙ. ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙÂ˜ Î·È Â›), ÙfiÙÂ Î·È Ë  g � f:ÃÆ∑  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔ-
Û‹Ì·ÓÙË (·ÓÙ. ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â›).

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 3.2:
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∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· ÌÈ· ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â› ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY Î·È ÙËÓ ·ÓÙ›-
ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜  f –1 ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(8) f� f –1 = IY Î·È   f –1 � f = IX,

ÂÓÒ ÁÈ· ÙËÓ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â› ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê: ÃÆÃ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(9) Ê� Ê–1 = Ê–1 � Ê = πÃ.

∞fi‰ÂÈÍË: √È ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜ f –1, g–1, (f � g)–1: ÀÆ∑  Î·È g–1 � f –1: ÀÆ∑ Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔ-
Û‹Ì·ÓÙÂ˜ Î·È Â›. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, ÁÈ· Î¿ıÂ  zŒZ ÈÛ¯‡Ô˘Ó: 

[(g–1 � f –1)� (f� g)](z) = [g–1 � (f –1 � f)� g](z) =

= [g–1 � IX � g](z) = (g–1 � g)(z) = π∑(z) = z.

∂ÓÒ ÁÈ· Î¿ıÂ  yŒY ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

[(f� g)� (g–1 � f –1)](y) = [f� (g � g–1)� f –1](y) =

= [f� IX � f –1](y) = (f� f –1)(y) = IY(y) = y.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ 3.3, Ë  g–1 � f –1 Â›Ó·È Ë ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÙË˜  f� g. ■

¢›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô ÌË ÎÂÓ¿ Û‡ÓÔÏ·  ∫ Î·È  Ã. √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘
Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã ÌÂ Û‡ÓÔÏÔ ‰ÂÈÎÙÒÓ  ∫ Î¿ıÂ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: KÆX ÌÂ  f(k): =xkŒX
ÁÈ· Î¿ıÂ  kŒK Î·È ı· ÙË Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  (xk)kŒK ‹, fiÙ·Ó Â›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ‰ÂÈÎÙÒÓ Â›Ó·È ÙÔ  ∫, ÌÂ  (xk). ŸÙ·Ó ÙÔ  ∫ Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ
·ÚÈıÌÒÓ �, ÙfiÙÂ Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  Ã (‚Ï.
ÂÎÙÂÓ¤ÛÙÂÚ· ÛÙÔ ∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 3). ∆Ô ·Ú¯¤Ù˘Ô  k ÙË˜ ÂÈÎfiÓ·˜  xk ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰Â›-
ÎÙË˜ ÙÔ˘  x, ÂÓÒ ÙÔ  xk fiÚÔ˜ ÙË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ‹ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ·Ó¿ÏÔÁ·.

ªÂ ÙÔ˘˜ ÈÔ ¿Óˆ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÂÂÎÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÙË˜
ÂÓÒÛÂˆ˜ Î·È ÙË˜ ÙÔÌ‹˜ Û˘ÓfiÏˆÓ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÈ·˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜  (Xk)kŒK
·fi ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã, ‰ËÏ·‰‹  XkŒP(Ã) ÁÈ· Î¿ıÂ  kŒK:

»
kŒK

Xk: = {xŒX: $ kŒK   xŒXk},

»
kŒK

Xk: = {xŒX: " kŒK   xŒXk}.

∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜:

1) ¢›ÓÂÙ·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ ÙËÓ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›· ÙˆÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ:

(i) H ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË.

(ii) °È· Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∞ ÙÔ˘  Ã ÈÛ¯‡ÂÈ  f –1(f(A))=A.

¶ÚfiÙ·ÛË 3.4: ∞Ó ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  f: XÆY  Î·È  g: ZÆX  Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·-
ÓÙÂ˜ Î·È Â›, ÙfiÙÂ  (f� g)–1=g–1 � f –1.

KÂÊ.1: ™‡ÓÔÏ·, M·ıËÌ·ÙÈÎ‹ §ÔÁÈÎ‹ Î·È AÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜22



(iii) °È· Î¿ıÂ  ∞, µÃ Ã ÈÛ¯‡ÂÈ  f(A« B)= f(A)« f(B).

(iv) °È· Î¿ıÂ  ∞, µÃ Ã ÌÂ  A« B=∆ ÈÛ¯‡ÂÈ  f(A)« f(B)=∆ .

(v) °È· Î¿ıÂ  ∞, µÃ Ã ÌÂ  ∞Ã µ ÈÛ¯‡ÂÈ  f(A \µ)= f(A)\ f(B).

2) ¢ÒÛÙÂ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ  f: XÆY Î·È ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ  ∞Ã Ã ÁÈ· Ù· ÔÔ›· Ó·
ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(i) f(X\∞)Ã À\f(A),

(ii) f(X\∞)…À\f(A).

[Àfi‰. ∞Ô‰Â›ÍÙÂ Î·È ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›ÛÙÂ ÙÔÓ ÂÁÎÏÂÈÛÌfi  Y\f(A)Ã (Y\ f(X))» f(X\∞)].

3) ¢›ÓÂÙ·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f : XÆY Î·È  ∑Ã Ã. ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ  Y \ f(Z)Ã f(X \Z), fiÙ·Ó, Î·È Ìfi-
ÓÔÓ fiÙ·Ó, Ë  f Â›Ó·È ·ÂÈÎfiÓÈÛË Â›.

4) ¢›ÓÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ·  X1, X2, Y1, Y2 ÌÂ  X1« X2=∆ Î·È  Y1« Y2=∆ Î·È ÔÈ ·ÌÊÈÌÔÓÔ-
Û‹Ì·ÓÙÂ˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  f1: X1ÆY1, f2: X2ÆY2. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË 

f: X1» X2ÆY1» Y2 ÌÂ   f(x) = � 
Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË.

5) ∞Ó ÔÈ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  fi: XiÆYi, I=1, 2, Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙÂ˜ (·ÓÙ. ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·-
ÓÙÂ˜ Î·È Â›), ·Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ Î·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË

f: X1¥X2ÆY1¥Y2 ÌÂ    f((x1, x2)) = (f1(x1), f2(x2))
Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË (·ÓÙ. ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË Î·È Â›).

6) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ· ÙÈ˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂÈ˜  f, g: XÆX, fiÔ˘  Ã={·, ‚}, ÌÂ f(·)=‚,
f(‚)=· Î·È  g(·)=g(‚)=· ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÁÈ· ÙË Û‡ÓıÂÛË ÙˆÓ
·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ, ‰ËÏ·‰‹  f� gπg � f.

7) ¢›ÓÂÙ·È Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f: XÆY. ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:

(i) ∞Ó Ë  f � g Â›Ó·È ·ÂÈÎfiÓÈÛË Â›, ÙfiÙÂ Î·È Ë  f Â›Ó·È Â› Î·È

(ii) ∞Ó Ë  f � g Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË, ÙfiÙÂ Î·È  g Â›Ó·È ·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË.

8) °È· Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∞ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ∂ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË
ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  ∞  ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

X∞: P(∂)Æ� ÌÂ    X∞(x): = � 
¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÁÈ·  ∞, µÃ ∂ Î·È Î¿ıÂ  xŒE ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(i) X∆ (x) = 0, XE(x) = 1.

(ii) X∞(x) + X∂\∞(x) = 1.

(iii) X∞« B(x) = X∞(x)ØXB(x), X∞» B(x) = X∞(x) + XB(x) – X∞(x)ØXB(x).

(iv) X∞\B(x) = X∞(x) – X∞« µ(x).

1, xŒA
0, xŒE \A

f1(x),  xŒX1

f2(x),  xŒX2

AÛÎ‹ÛÂÈ˜ 23
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Άσκηση 1-6 Αφού το σύνολο τιμών της  f◦g  είναι {β} και το σύνολο τιμών της g◦f  

είναι  {α}. ■ 
 
Άσκηση 1-7  
(i) Αν η  f◦g: Z→Υ  είναι απεικόνιση επί, τότε για κάθε y∈Y υπάρχει  z∈Z  τέτοιο, 

ώστε  (f◦g)(z) = f(g(z)) = y. Επομένως υπάρχει x = g(z)∈X  για το οποίο f(x) = 

= y,  που σημαίνει ότι η f: X→Y είναι απεικόνιση επί. 

(ii) Αν η  f◦g: Z→Υ  είναι αμφιμονοσήμαντη, τότε για  z1 , z2∈Z,  με  z1≠z2 ,  θα 
ισχύει (f◦g)(z1) = f(g(z1)) ≠ (f◦g)(z2) = f(g(z2)), που ισχύει όταν g(z1) ≠ g(z2) και 
σημαίνει ότι η g είναι αμφιμονοσήμαντη.  ■ 

 
 

Πραγματικοί αριθμοί

Kεφάλαιο 2

 
 
Άσκηση 2-6  Αν Υ είναι άνω φραγμένο, τότε υπάρχει το supY και για κάθε y∈Y 
ισχύει  y ≤ supY.  Επομένως και για κάθε x∈X θα ισχύει x ≤ supY, δηλαδή το 
supY είναι ένα άνω φράγμα του Χ και ισχύει  supX ≤ supY. 

Ανάλογη είναι και η απόδειξη για το infimum. ■ 
 
Άσκηση 2-7  Ισχύουν οι προφανείς σχέσεις  

 supX ≤ max{supX, supY}, supY ≤ max{supX, supY} 
και sup( X Y» ) ≤ max{supX, supY}. 
Εξάλλου ένεκα της ασκ. 6 ισχύουν οι supX ≤ sup ( X Y )»  και supY ≤ 
≤ sup ( X Y )» , που σημαίνει max{supX, supY} ≤ sup( X Y» ). 

Επομένως ισχύει η ισότητα  sup( X Y» ) = max{supX, supY}. 

Ανάλογη είναι η απόδειξη και για το κατώτερο πέρας. ■ 
 
Άσκηση 2-10 (Πλάγια απόδειξη)  

(1) Υποθέτουμε ότι α > 0, τότε για κάθε β∈o, σύμφωνα με την Αρχιμήδεια ιδιό-
τητα, υπάρχει φυσικός αριθμός ν0 τέτοιος, ώστε για κάθε ν ≥ ν0 να ισχύει  
β < να.  Επομένως ισχύει η πρόταση (1).  

(2) Υποθέτουμε ότι α > 1. Τότε σύμφωνα με το πόρισμα 3.1 για κάθε β∈o υ-
πάρχει ν0 τέτοιος, ώστε για κάθε ν ≥ ν0 να ισχύει αν 

> β. Επομένως ισχύει η 
πρόταση. 

(3) Υποθέτουμε ότι α>0. Τότε για κάθε  0<ε<α  δεν ισχύει  0≤α<ε.  ■ 

 
Άσκηση 2-12 Επειδή κάθε  x∈X  (αντ. y∈Y) είναι κάτω (αντ. άνω) φράγμα του Υ 
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(αντ. Χ), τότε ισχύει  supX ≤ infY.   Αν supX = infY,  τότε ο αριθμός τ = supX = 
infY  είναι ο ζητούμενος και μοναδικός. Αν  supX < infY,  τότε κάθε πραγματικός 
τ, για τον οποίον ισχύει  supX < τ < infY,  ικανοποιεί την πρόταση. 
 
Άσκηση 2-13  Σύμφωνα με την πρόταση 3.4 μεταξύ των άνισων πραγματικών 
αριθμών τ–1 και τα τ υπάρχουν άπειροι ρητοί αριθμοί, που σημαίνει ότι το σύ-
νολο Α δεν είναι κενό και είναι άνω φραγμένο. Επομένως υπάρχει το ανώτερο 
πέρας του  Α  και ισχύει supA £ τ.  Αν supA < τ,  τότε θα υπάρχει ρητός αριθμός 
ρ τέτοιος, ώστε  supA < ρ < τ.  Αυτό όμως θα σημαίνει ότι ρ∈Α και ρ∉Α, που 
είναι άτοπο και επομένως  supA = τ. 

Με ανάλογους συλλογισμούς αποδεικνύεται ότι infB = τ. ■ 
 
Άσκηση 2-14 (Συνέχεια της υπόδειξης). Επειδή  γ = supA > αν,  υπάρχει x∈Α με 
αν<x<γ<βν, που σημαίνει ότι το διάστημα [α,x] έχει πεπερασμένη κάλυψη, οπότε 
και το [α,γ] έχει πεπερασμένη κάλυψη, οπότε γ∈Α. 

Αν  γ<β,  τότε  αν<γ<β<βν  ή  αν<γ<βν<β.  Και στις δύο περιπτώσεις υπάρχει 
y∈[α, β]  με  αν<γ<y<βν,  το οποίο σημαίνει ότι το  y∈Α  και  γ<y.  Αυτό όμως 
δεν είναι δυνατόν, αφού  γ = supA.  Επομένως  β = γ∈Α  και το [α, β] έχει πεπε-
ρασμένη κάλυψη. ■ 
 
 

Ακολουθίες πραγματικών αριθμών

Kεφάλαιο 3

 
 
Άσκηση 3-3  Δίνεται το πολυώνυμο P(x) = Anx

n 
+ An–1x

n–1 
+ … + A1x + A0 .  Οι όροι  

Ρ(αν)  της ακολουθίας ( )ν
P(α )  έχουν τη μορφή 

n n

ν n ν n ν ν
Ρ(α ) Α α A α ... A α Α1

1 1 0

-

-

= + + + + ,   n σταθερός φυσικός αριθμός, 

δηλαδή είναι άθροισμα n+1 ακολουθιών της μορφής ( )kk ν
Α α ,  k = 0, 1, 2,…,n, 

κάθε μια από τις οποίες συγκλίνει στο όριο  Ak α
k
.  Επομένως  

n n

ν n ν n ν ν
Ρ(α ) Α α A α ... A α Α1

1 1 0

-

-

= + + + + → P(α) = Anα
n 
+ An–1α

n–1 
+…+ A1α + A0. 

Όπως θα δούμε στο κεφάλαιο 6 τα πολυώνυμα είναι συνεχείς συναρτήσεις και 
το ζητούμενο της ασκήσεως είναι βασική ιδιότητα των συνεχών συναρτήσεων. ■ 
 
Άσκηση 3-4 Αν  ξ∈o  είναι σημείο συσσωρεύσεως του συνόλου  Α,  τότε σε κάθε 
ένα από τα διαστήματα  ( )

ν ν
ξ ,ξ1 1
- + ,  ν∈k,  υπάρχουν άπειρα στοιχεία του  Α,  

από τα οποία επιλέγουμε ένα, το  αν≠ξ.  Η ακολουθία (αν) συγκλίνει στο ξ, αφού 
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για κάθε  ε>0,  υπάρχει  ν0∈k  τέτοιο, ώστε για κάθε ν≥ν0 να ισχύει ε

ν

1
< .  Επο-

μένως για κάθε  ν ≥ ν0  να ισχύει  
ν

α ξ ε
ν

1
- < < ,  που σημαίνει αν→ξ. 

Αντίστροφα, αν αν→ξ, αν∈Α και αν≠ξ, τότε σε κάθε περιοχή του ξ, υπάρχουν 
άπειρα στοιχεία της ακολουθίας που ανήκουν σ’ αυτήν, που σημαίνει ότι το ξ 
είναι σημείο συσσωρεύσεως του συνόλου Α. ■ 
 
Άσκηση 3-5 Στην περίπτωση αυτή, σύμφωνα με την πρόταση 3.1, υπάρχουν ά-
πειρα στοιχεία  α∈Α  τέτοια, ώστε  ξ–

ν

1 <α<ξ  για κάθε  ν∈k.  Για κάθε ν επιλέ-

γουμε ένα τέτοιο στοιχείο, το αν. Η ακολουθία (αν) συγκλίνει στο ξ. ■ 
 
Άσκηση 3-6 Για κάθε  ν, μ∈k,  ν<μ  ισχύουν  

│αν–αμ│≤│αν – αν+1│+│αν+1 – αν+2│+...+│αμ–1 – αμ│≤ 
ν

α

2
 + 

ν

α

1
2

+
 +...+ 

µ

α

1
2

-

≤ 

 ≤ 
ν

α

2
μ ν

...

2 1

1 1 1
1

2 2 2
- -

Ê ˆ+ + + +Á ˜Ë ¯
 ≤ 

ν

α

1
2

-
. 

Υπάρχει κατάλληλο ν0∈k τέτοιο, ώστε για δοθέν  ε>0  να ισχύει 
ν

α

1
2

-
< ε, που 

σημαίνει ότι η ακολουθία (αν) συγκλίνει. 

Σημείωση: Μελετήστε το σχόλιο στην πρόταση 2.5. ■ 
 
Άσκηση 3-8  Για τις ακολουθίες αυτές ισχύουν α1 ≤ α2≤ ... ≤ αν ≤ ... ≤ ... ≤ βν ≤ ... ≤ 
β1,  που σημαίνει ότι η (αν) είναι αύξουσα και άνω φραγμένη από το β1, ενώ η 
(βν) είναι φθίνουσα και κάτω φραγμένη από το  α1.  Επομένως συγκλίνουν και οι 
δύο ακολουθίες στα όρια α και β αντίστοιχα.  

Η ακολουθία μη αρνητικών όρων (βν–αν), οποία ως διαφορά συγκλινουσών α-
κολουθιών συγκλίνει και μάλιστα στο  β–α ≥ 0, που σημαίνει  limβν ≥ limαν  (βλ. 
3.(7)). ■ 

 
Άσκηση 3-10  Η απάντηση είναι άμεση συνέπεια των ανισοτήτων  

ν ν ν ννγ α β γ γ 3£ + + £ ◊   και του ορίου  ν 3 1Æ . ■ 
 

Ασκήσεις 3-14-17 Είναι ειδικές περιπτώσεις των πράξεων της παραγράφου 9{(1), 
..., (13)}. ■ 
 
Άσκηση 3-18 Οι ανισότητες τις ασκήσεως είναι ισοδύναμες με τις ανισότητες 
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( )
( )

κ
νν

νκ
ν

α ν

ν

1
< <  από τις οποίες για σταθερό κ προκύπτει (βλ. 3.(3) και 5.1) 

ν

ν
ν

lim α 1= . ■ 

 

Απόδειξη Πρότασης 10.4. Για κάθε ακολουθία (αν) θετικών αριθμών ισχύουν: 

ν νν ν

ν ν

ν ν

α α
lim lim α lim α lim

α α

1 1+ +
£ £ £ . 

Απόδειξη. Θα παραθέσουμε την απόδειξη μόνο της πρώτης ανισότητας.  

Αν  ν

ν

α
lim

α

1+  = 0,  τότε η ανισότητα είναι προφανής. 

Αν  ν

ν

α
lim

α

1+  ≠ 0,  τότε για κάθε  λ>0,  με  0 < λ < ν

ν

α
lim

α

1+ ,  υπάρχει ν0 τέτοιο, 

ώστε για κάθε  ν≥ν0  να ισχύει  

ν ν2

ν ν ν ν
α α λ α λ ... α λ 0

01 2

-

- -

≥ ≥ ≥ ≥    ή   ν
ν ν

ν ν
α λ α λ 0

0

-

≥ , 

από την οποία προκύπτει 

ν ν
ν ν ν

ν ν ν
lim α λlim α λ λlim α λ λ.0 0

0 0

- -

≥ = =  

Επειδή η τελευταία σχέση ισχύει για κάθε  λ < ν

ν

α
lim

α

1+ ,  έπεται ότι ισχύει και  

ν ν

ν

ν

α
lim lim α

α

1+
£ . ■ 

 

Άσκηση 3-19 Θεωρούμε την ακολουθία  
ν

ν
α

ν

1
1
Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯

, ν∈k,  η οποία συγκλίνει 

στο e (βλ. παράδ. 5.2), και την ακολουθία  βν = 
ν

α α ... α
1 2
◊ ◊ ◊ .  Με επαγωγή είναι 

εύκολο να αποδείξουμε την ισότητα 

βν = 
ν

...

ν

1 2
1 1 1

1 1 1
1 2

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ + +Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
 = 

ν(ν )

(ν )!

1
1

1

+
+

+

. 

Επειδή  
ν

ν

ν

ν

β
lim limα lim

β ν

1

1 1
1

1

+

+ Ê ˆ= = +Á ˜Ë ¯+
 = e,  σύμφωνα με το παρ.10.1, θα 

ισχύει  ν ν

ν ν
lim β lim α α α

1 2
= ◊◊◊ =

ν

ν

ν
lim ν e

(ν )!

1
1

1

+
+ =

+

  και  
ν

ν
lim e

ν !
= . ■ 
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Άσκηση 3-20 Η ακολουθία  
n

n
γ

n

1
1
Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯

  είναι αύξουσα, ενώ η ακολουθία 

n

n
δ

n

1
1

1

+

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
  είναι φθίνουσα (βλ. Α2 πιο κάτω) και συγκλίνουν στον  e,  οπότε 

ισχύουν οι ανισότητες  
n n

e

n n

1
1 1

1 1

+

Ê ˆ Ê ˆ+ < < +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
  για κάθε  n. 

Η ακολουθία  
n

n n

n
α

n!e

1
= ◊   είναι φθίνουσα, αφού  

n

n

n

α

...

α n e

1 1 1
1 1

+ Ê ˆ= = + ◊ <Á ˜Ë ¯
  και η 

ακολουθία  
n n

β n α= ◊   είναι αύξουσα, αφού  
n

n

n

β
...

β n e

1

1 1 1
1 1

+

+ Ê ˆ= = + ◊ >Á ˜Ë ¯
.  

Επομένως  

n n
α α β β

e
1 1

1
< = = <   ή  

n n

n n
n

e n! e e n!

1 1 1Ê ˆ Ê ˆ◊ < < ◊ ◊Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
  ή  

n n

n n
e n! ne

e e

Ê ˆ Ê ˆ◊ < < ◊Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
.  ■ 

 
Άσκηση 3-21 (Λήμμα του Stolz): Υποθέτουμε ότι  λ∈o.  Για  ε>0  υπάρχει  ν0∈k  

τέτοιο, ώστε για κάθε  ν ≥ ν0  να ισχύουν  

ν ν

ν ν

α α
λ ε λ ε

β β

1

1

+

+

-

- < < +

-

  

ή 
ν ν ν ν ν ν

( λ ε )( β β ) α α ( λ ε )( β β )
1 1 1+ + +

- - < - < + -  

Αθροίζοντας τις ανισότητες από  νο  μέχρι  κ–1  και διαιρώντας με  βκ  παίρνουμε  

ν ν ν ν
κ

κ κ κ κ κ

β α β αα
( λ ε ) ( λ ε )

β β β β β

0 0 0 0
1 1
Ê ˆ Ê ˆ

- - + < < + - +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
, 

από τις οποίες συμπεραίνουμε ότι  κ

κ
κ

α
λ ε lim λ ε

βÆ•

- £ £ + ,  που σημαίνει ότι ισχύ-

ει  κ

κ
κ

α
lim λ

β
= . 

Υποθέτουμε ότι  λ = +∞.  Για  Α>0  υπάρχει φυσικός ν1(Α) τέτοιος, ώστε για κάθε 
ν ≥ ν1(Α)  να ισχύει  αν+1–αν > Α(βν+1–βν).  Αθροίζοντας την τελευταία ανισότητα 
από ν1 ως κ–1 παίρνουμε 

κ ν κ ν
α α Α( β β )

1 1
- > -    ή   ν ν

κ

κ κ κ

α βα
Α

β β β

1 1
1
Ê ˆ

> + -Á ˜Ë ¯
. 

Επειδή  βκ → +∞  υπάρχει φυσικός αριθμός ν2 τέτοιος, ώστε για κάθε κ>ν2 να 

ισχύουν  ν

κ

α

β

1
1> -   και  ν

κ

β

β

1
1

1
2

- > .  Επομένως για κάθε  κ > max{ν1, ν2}  ισχύει  
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κ

κ

α
Α

β

1
1

2
> - + ,  που σημαίνει ότι  κ

κ

α

β
Æ+• . 

Ανάλογη είναι και η απόδειξη στην περίπτωση που  λ  = –∞.  ■ 
 
Άσκηση 3-22  
(i) Για τις ακολουθίες  κ κ

ν ν
α x x ... ν x

1 2
2= + + +   και  κ

ν
β ν 1+

= , που ικανοποιούν 

τις προϋποθέσεις του λήμματος Stolz, εφαρμόζουμε το λήμμα. Θεωρούμε τις 
ισότητες 

(*) ν ν

ν ν

α α

β β

1

1

+

+

-

-

 = 
κ

ν

κ κ

(ν ) x

(ν ) ν

1

1 1

1

1

+

+ +

+

+ -

. 

 Με τη βοήθεια του διωνύμου του Νεύτωνα παίρνουμε την ακολουθία  
κ κκ κ

κ κ

(ν ) ν ν (κ )κ ν
(κ ) ...

ν ν ν(ν ) (ν )

1 1
1 1 1 1

1
1 2 11 1

+ ++ - +Ê ˆ Ê ˆ= + + + +Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯+ ++ +
, 

 η οποία συγκλίνει στο κ+1.  

 Επομένως ν ν

ν
ν ν

α α x
lim

β β κ

1

1
1

+

+

-

=

- +

   και   ν

ν
ν

α x
lim

β κ 1
=

+

. 

Οι περιπτώσεις (ii) και (iii) είναι συνέπειες της (i) για  xν=1,  ν∈k,  και για  κ=1.  

Η περίπτωση (iv) είναι ανάλογη της (i). ■ 
 
Άσκηση 3-23 

(i) Η ακολουθία (αν) αποτελείται από τις συγκλίνουσες υπακολουθίες   

ν
α

ν
2

1
2

2
= +   και  

ν
α

ν
2 1

1

2 1
-

= -

-

,  οι οποίες συγκλίνουν στο 2 και 0 αντίστοι-

χα.  Επομένως  
ν

limα 2=   και  
ν

limα 0= . 

(ii) Επειδή  

ν

ν
ν

, ν
ν

α

, ν
ν

1
1 αν άρτιος

1
1 αν περιττός

ÏÊ ˆ+ÔÁ ˜Ë ¯Ô= Ì
ÔÊ ˆ-Á ˜ÔË ¯Ó

,   
ν

lim e
ν

1
1
Ê ˆ+ =Á ˜Ë ¯

  και  
ν

ν

lim
ν

1
1
Ê ˆ-Á ˜Ë ¯

 = e–1
  

 είναι  
ν

limα e=   και  
ν

limα
e

1
= . 

(iii) Επειδή 
ν

, ν κ

α , ν κ

, ν κ

0 αν  3

1
αν  3 1

3

2
αν 3 2

3

=Ï
Ô
Ô= = +
Ì
Ô
Ô = +
Ó

 η ακολουθία αποτελείται από τις υπακο-
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λουθίες 
κ

(α )
3

, 
κ

(α )
3 1+

 και 
κ

(α )
3 2+

, που συγκλίνουν στο 0, 
1

3
 και 

2

3
 αντί-

στοιχα. Επομένως 
ν

limα 0=  και 
ν

limα
2

3
= .  ■ 

 
Άσκηση 3-24 Υπόδειξη: Χρησιμοποιείστε την ειδική περίπτωση της προτάσεως 

της § 10, όπου  ν

ν

α ν
...

α ν

1 1

2 3

+
+

= =

+

.  ■ 

 
Άσκηση 3-25 Θα παραθέσουμε μόνο την απόδειξη της ανισότητας (ii). 

Υποθέτουμε ότι  
ν ν ν ν

limα limβ lim(α β )+ > + ,  τότε υπάρχει  λ  με  

ν ν ν ν
limα limβ λ lim(α β )+ > > + . 

Υπάρχουν άπειροι όροι της ακολουθίας  ( )ν ν
α β+   με  

ν ν
α β λ+ < , από τους 

οποίους άπειροι όροι της ακολουθίας (αν), οι 
κ

ν
(α )  συγκλίνουν, έστω στο α. Η 

αντίστοιχη υπακολουθία 
κ

ν
( β )  περιέχει μια υπακολουθία 

µν
( β )  που συγκλίνει, 

έστω στο β.  

Για τα  α, β  ισχύουν 

µ µν ν
α β α β λ+ Æ + £  < 

ν ν
limα limβ+   και  α ≥ 

ν
limα   και  β ≥ 

ν
limβ , 

που σημαίνει  α+β ≥ 
ν ν

limα limβ+ .  Αυτό είναι άτοπο και επομένως ισχύει η α-
νισότητα  

ν ν ν ν
limα limβ lim(α β )+ £ + . 

Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύονται και οι άλλες ανισότητες. ■ 
 
 

Συμπληρωματικές Ασκήσεις 3ου Κεφαλαίου
 

 
Άσκηση 3-Α1 Αποδείξτε ότι για κάθε  kŒk  και  α>1  η ακολουθία  (An),  με 

k

n n

n
A

α
= ,  συγκλίνει στο  0. 

Απάντηση: Θέτουμε  α = 1+β,  όπου  β > 0, οπότε το διώνυμο του Newton για 
κάθε  n > 2k  δίνει 

(*) n k
n

( β ) β
k

1
1

1

+
Ê ˆ

+ > Á ˜+Ë ¯
 = kn(n ) (n k )

β
(k )!

11

1

+
- ◊◊◊ -

>

+

k k

k

n β

(k )!

1 1

1
2 1

+ +

+
+

, 

αφού για κάθε  λ,  με  0≤λ≤k,  ισχύει  
n

n λ
2

- > .  
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Από τις σχέσεις (*) προκύπτει  0 < 
k

n

n

α

 < 
k

k

(k )!

nβ

1

1

2 1 1
+

+

+
◊ ,  από την οποία παίρ-

νουμε  
k k k

n k k
n n n

n (k )! (k )!
lim lim lim

n nα β β

1 1

1 1

2 1 1 2 1 1
0 0

+ +

+ +
Æ• Æ• Æ•

+ +
£ = ◊ = = .  ■ 

 
 

Άσκηση 3-Α2 Δίνονται οι ακολουθίες 
n

n
γ

n

1
1
Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯

  και  
n

n
δ

n

1
1

1

+

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
, n∈k.  

Αποδείξτε ότι  

( i )  Η ακολουθία (γn) είναι γνησίως αύξουσα, η ακολουθία  (δn)  γνησίως φθί-
νουσα και για κάθε  n∈k  ισχύει  γ n <e<δ n .  

(ii) Για κάθε  n∈k  ισχύουν (παρεμβολή του n!) 

n n

n
(n ) (n )

e
n! n!

1
1 1

+
+ +

< <    και   n n n ne (n ) n! e (n ) 1
1 1

- - +
+ < < +  

(iii) 
n

n

n
lim e

n!Æ+•

= . 

Λύση 
(i) Για  n ≥ 2,  σύμφωνα με την ανισότητα Bernoulli (2.2) ισχύουν 

   
n

n

n

γ n n

γ n n nn
2

1

1 1
1 1 1

1 1
-

Ê ˆ Ê ˆ= - ◊ > - ◊ =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯- -
 

   
n

n

n

δ n n

δ n n nn

1

1

2

1 1 1 1
1 1 1

11

+

-
- -Ê ˆ Ê ˆ= + ◊ > + ◊ =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯--

,  

 από τις οποίες συμπεραίνουμε την μονοτονία των ακολουθιών. Επειδή α-
κόμη γn→e  και  δn→e  προκύπτει και η  γ n <e<δ n .  

(ii) Αν πολλαπλασιάσουμε τις ανισότητες γ ν <e<δ ν ,  για ν = 1, 2, ..., n, τότε 
μετά τις πράξεις θα προκύψουν οι ανισότητες. 

(iii) Το όριο είναι συνέπεια των ανισοτήτων της (ii). 

Σχόλιο: Συνέπεια των ανισοτήτων της ασκήσεως 20 και της Α2 είναι οι 
n n n n

n n n n
e n! ne

e e e e

1
1 1

++ +Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ< < < <Á ˜ Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯
  ■ 



394 Κεφ. 3: Ακολουθίες πραγματικών αριθμών  

Άσκηση 3-Α3 Να υπολογιστεί το όριο της ακολουθίας με γενικό όρο 

n

n
S ...

n ... n

1 2 3
1

1 2 1 2 3 1 2

Ê ˆ
= + + + +Á ˜Ë ¯+ + + + + +

. 

Λύση: Θεωρούμε τις ακολουθίες  αn=n  και  βn = ... n1 2+ + + ,  για τις οποίες 
ισχύει το λήμμα του Stolz, δηλαδή 

n n

n n

α α

β β n

1

1

1
0

1

+

+

-

= Æ

- +

  ⇒  n

n

α n

β ... n
0

1 2
= Æ

+ + +

. 

Θεωρούμε ακόμη τις ακολουθίες  
n

n
γ ...

.... n

2
1

1 2 1 2
= + + +

+ + + +

  και δn = n, 

στις οποίες εφαρμόζουμε πάλι το λήμμα του Stolz, οπότε έχουμε 

n n

n n

n

γ γ ... n

δ δ

1

1

1

1 2 1

1

+

+

+

- + + + +
=

-

 → 0,   οπότε και  n

n

γ

δ
→0. 

Επομένως και 

n

n
lim ...

n ... n

1 2 3
1 0

1 2 1 2 3 1 2 3

Ê ˆ
+ + + + =Á ˜Ë ¯+ + + + + + +

. 

Σημείωση: Το παράδειγμα 8.10 μπορεί να αποδειχθεί και με τη βοήθεια του λήμματος 

Stolz για τις ακολουθίες  
n n

A α α ... α
1 2

= + + +   και  
n

β n= ,  για τις οποίες ισχύει  

n n n

n n

A A α
α

β β

1 1

1
1

+ +

+

-

= Æ

-

,  οπότε και  n n
Α α α ... α

α
n n

1 2
+ + +

= Æ . ■ 

 

Άσκηση 3-Α4 Αν η ακολουθία ( )nα  συγκλίνει στο θετικό αριθμό α, αποδείξτε ότι 

και η ακολουθία 

n

n

n

α α α α α α ... α α αα α αα
S ...

n n n

3
1 1 2 1 2 3 1 21 1 21

22

Ê ˆ+ + + + ◊◊◊+
= + + +Á ˜
Ë ¯

 

συγκλίνει στο α. 

Απόδειξη: Σύμφωνα με το παράδειγμα 10.1 η ακολουθία  ( )n

n
α α α
1 2

◊◊◊   συγκλίνει 

στο  α.  Ενώ σύμφωνα με το παράδειγμα 8.10 και η ακολουθία  ( )nA ,  με 

n

n

n

α α α ... α α α
A

n

1 1 2 1 2
+ + + ◊◊◊

= ,  συγκλίνει στο  α.  Επειδή είναι 
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 ( )n n
S A A ... A

n
1 2

1
= + + + =  

  =
n

n
α α α α α α ... α α αα

...

n n n

1 1 2 1 1 2 1 21

22

Ê ˆ+ + + + ◊◊◊
+ + +Á ˜

Ë ¯
 

έπεται ότι και η ακολουθία ( )nS  συγκλίνει στο α.  ■ 

 

Άσκηση 3-Α5 Για τους θετικούς αριθμούς  α, β  και τον πραγματικό αριθμό  
τ ≠ 0  ονομάζουμε μέσο τάξεως  τ  των αριθμών  α, β  την ποσότητα  

τ τ
τ

τ

α β
M (α, β )

1

2

Ê ˆ+
= Á ˜Ë ¯

. 

Για  τ=1,  έχουμε τον αριθμητικό μέσο των α, β, για  τ = 2  τον μέσο τετραγωνικό 
και για  τ = –1  τον αρμονικό μέσο τους.  

(i) Αποδείξτε ότι αν  0<α<β,  τότε  α<
τ

M (α,β ) <β. 

(ii) Αν 0<α<β, υπολογίστε τα όρια των ακολουθιών { }n
M (α,β )  και 

{ }n
M (α,β )

-

. 

Λύση:  

(i) Οι ανισότητες είναι άμεσες συνέπειες των ανισοτήτων 

 
τ τ τ τ τ τ

τ τ τ

τ

α α α β β β
α M (α,β ) β

1 1 1

2 2 2

Ê ˆ Ê ˆ Ê ˆ+ + +
= < = < =Á ˜ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ Ë ¯

. 

(ii) Επειδή  
n

n
n

n

α
M (α,β ) β

β

1
1

2

Ê ˆ
= +Á ˜Ë ¯

 ,  
α

β
1< ,  

n

n
α

β
1 1

Ê ˆ
+ ÆÁ ˜Ë ¯

  και  n
2 1Æ  

έχουμε  
n

n

limM (α,β ) β= . 

Αν θέσουμε  Α = 
α

1
  και Β = 

β

1
,  τότε 0<Β<Α  και  

n
M (α,β )

-

n
M (A,B)

1
= , 

οπότε 

n
n

limM (α,β )
-

=

n
n

lim
M (A,B)

1
 = α

A

1
= . 

Σχόλιο: Μπορούμε να εφαρμόσουμε την ειδική περίπτωση της προτάσεως της παρα-

γράφου 10 για την ακολουθία 

n n

n

α β
S (α,β )

2

+

= . Επειδή  
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n

n

n
n n

n

α

S (α,β ) β
lim β lim β

S (α,β ) α

β

1

1

1

1

+

+

+

= =

+

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

 ⇒ 
n

n

limM (α,β ) =
n

n

nlim S (α,β )  = β.  ■ 

 

Άσκηση 3-Α6 Για  α>0  και  x0>0,  ο αναδρομικός τύπος 

(*) 
n n

n

α
x x

x
1

1

2
+

Ê ˆ
= +Á ˜Ë ¯

,  για  n = 0, 1, 2,… 

ορίζει μια ακολουθία, της οποίας για  α=2  και  x0=1,  οι δύο πρώτοι όροι είναι 

x
1

1 2 3
1

2 1 2

Ê ˆ= + =Á ˜Ë ¯
 = 1,5,  x , ...

2

1 3 2 2 17
1 416

2 2 3 12

◊Ê ˆ= + = =Á ˜Ë ¯
 

Αποδείξτε ότι για οποιοδήποτε  x0>0  η ακολουθία (*) συγκλίνει στην α . 

Απόδειξη: Με επαγωγή αποδεικνύεται ότι για κάθε  n  ισχύει  xn>0.  Ακόμη ισχύει  

n
x α≥   για  n = 1, 2,…,  αφού 

n n n

n n

α α
x α x α x .

x x

2 2

2

1 1

1 1

1 1
0

4 4
- -

- -

Ê ˆ Ê ˆ
- = + - = - ≥Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

 

Για  n = 1, 2,…  η ακολουθία είναι φθίνουσα, αφού  
n n n

n

x x ( x α ) .
x

2

1

1
0

2
+

- = - ≥  

Επομένως η ακολουθία (xn) συγκλίνει, έστω στο x α≥ , οπότε λαμβάνοντας τα 
όρια της (*) παίρνουμε τη σχέση 

α
x x

x

1

2

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
,   που σημαίνει  x α= . 

Παρατήρηση: Για το σφάλμα προσέγγισης 
n n

Δ x α= -  με επανάληψη της (*) παίρ-

νουμε 
n n

n

Δ Δ
x

2

1

1

2
+
= , που ένεκα της 

n
x α≥  για κάθε  n≥1  μας δίνει  

(**)  
n n

Δ Δ

α

2

1

1

2
+

£ . 

Επαναλαμβάνοντας την ανισότητα αυτή παίρνουμε το σφάλμα προσέγγισης 

  

n n

n n

...

n
Δ Δ Δ

α α

1
1 2 2 2 1

2 2

1 1 1

1 1

2 2

-

+ + + -

+
£ ◊ = ◊
Ê ˆ Ê ˆ
Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

, 

το οποίο για  α=2  και σημείο εκκίνησης  x0=1,  μας δίνει τα σφάλματα 




