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™ÙÔÓ ÙfiÌÔ ·˘Ùfi, ∞¡∞§À™∏ ππ, Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ› Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÙÔ˘ ÙfiÌÔ˘ ∞¡∞§À™∏ π,
Á›ÓÂÙ·È ÂÓÙÔÓfiÙÂÚ· Î·Ù·ÓÔËÙfi fiÙÈ Ë ˘„ËÏ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁ›· Â›Ó·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ∆Â-
¯ÓÔÏÔÁ›· Î·È ˆ˜ ÂÎ ÙÔ‡ÙÔ˘ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ˘¿ÚÍÂÈ ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ∆Â¯ÓÔÏÔÁÈÎ‹ ÂÍ¤-
ÏÈÍË ¯ˆÚ›˜ ÙË ‚·ı‡ÙÂÚË ÁÓÒÛË ÙˆÓ ª·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. 

√ ÙfiÌÔ˜ ∞¡∞§À™∏ ππ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î˘Ú›ˆ˜ ÙÔ ¢È·ÊÔÚÈÎfi Î·È √ÏÔÎÏËÚˆÙÈÎfi §ÔÁÈÛÌfi
ÔÏÏÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ. 

™Â fiÏÔ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô fiÙ·Ó ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ Û¯¤ÛÂÈ˜, ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘
·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔÓ ÙfiÌÔ ∞¡∞§À™∏ π ‰ÂÓ ÙÈ˜ Û¯ÔÏÈ¿˙Ô˘ÌÂ, ÁÈ·Ù› ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ
Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜. ¶·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÔÏÏ¿ Ï˘Ì¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·, Ô˘ Ë ÁÓÒÛË ÙÔ˘˜
Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ‡ÏË˜. ™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÎÂÊ·Ï·›-
ˆÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ú·ÚÙ‹Ì·Ù· (ÌÂ ÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ÂÚÈıÒÚÈÔ), fiÔ˘ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È
·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ Î·È Û¯fiÏÈ·, Ô˘ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÛÂ ÚÒÙË ·Ó¿-
ÁÓˆÛË Î·È ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘Ó ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ Ô˘ ı· ‹ıÂÏ·Ó Ó· ÂÌ‚·ı‡ÓÔ˘Ó ÛÙ· ÂÚÈÂ¯fi-
ÌÂÓ· ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘. 

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ˘ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ �n, Ë ÙÔÔÏÔÁ›· ÙÔ˘ Î·È Ë Û‡-
ÁÎÏÈÛË ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ÙÔ˘ ÌÂÏÂÙ¿Ù·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 16 Î·Ù¿ Ù¤ÙÔÈÔ ÙÚfiÔ, ÒÛÙÂ Ô
·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ Ó· “·Ó·ÁÓˆÚ›˙ÂÈ” ÙË Ê˘ÛÈÎ‹ Â¤ÎÙ·ÛË ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ
ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ �. ∆· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÛÙÔ
Â›Â‰Ô Î·È ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 17. 

™ÙÔ ∫ÂÊ. 18 Á›ÓÂÙ·È Ë ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ Î·È ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂ-
ˆÓ (fiÚÈÔ, Û˘Ó¤¯ÂÈ·). °È· Ó· ·ÔÊ‡ÁÔ˘ÌÂ ÂÚ›ÏÔÎÂ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ‰È·ÙÚ¤-
ÍÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Î›Ó‰˘ÓÔ Ó· ÌË Á›ÓÔ˘Ó Î·Ù·ÓÔËÙÔ› ÔÈ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ› Û˘ÏÏÔÁÈÛÌÔ› Â-
ÚÈÔÚ›Û·ÌÂ ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÛÙÔ˘˜ ¯ÒÚÔ˘˜ �, �2 Î·È �3, ÂÓÒ, fiÙ·Ó Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ,
·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÔÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË. 

∏ ‰È·ÊÔÚÈÛÈÌfiÙËÙ· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÔÏÏÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ ÌÂÏÂÙ¿Ù·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 19
ÌÂ ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙˆÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ Î˘Ú›ˆ˜ ÁÈ· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ‰‡Ô ‹ ÙÚÈÒÓ ÌÂÙ·-
‚ÏËÙÒÓ. ™ÙÔ ·Ú¿ÚÙËÌ· ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ·˘ÙÔ‡ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÔÈ ÁÂÓÈÎ¤˜ ÂÚÈ-
ÙÒÛÂÈ˜. ™ÙÔ ∫ÂÊ. 20 ·Ó·Ï‡ÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ Î·È ÙË˜ ÂÈÊ¿ÓÂÈ·˜,
fiˆ˜ ·˘Ù¤˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ ∞Ó¿Ï˘ÛË, Î·È ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË Â˘ıÂ›· Î·È ÙÔ
ÂÊ·ÙfiÌÂÓÔ Â›Â‰Ô. 

¶PO§O°O™
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√È ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙÔ˘ ¢È·ÊÔÚÈÎÔ‡ §ÔÁÈÛÌÔ‡ (ıÂÒÚËÌ· Ì¤ÛË˜ ÙÈÌ‹˜, Ù‡Ô˜ Taylor,
·ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÔÏÏÒÓ ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ) ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 21. H ÌÂ-
Ï¤ÙË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÂÏÂÁÌ¤Ó· Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ ıÂÒÚËÌ· ÙË˜ ·ÓÙÈ-
ÛÙÚÔÊ‹˜ ÂÓfi˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Î·È Ù· ·ÎÚfiÙ·Ù· Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ˘fi Û˘Óı‹ÎË
·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙ· ∫ÂÊ. 22 Î·È 23.

∆¤ÏÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›· ¢È·ÊÔÚÈÎ‹˜ °ÂˆÌÂÙÚ›·˜ ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È ÛÙÔ ∫ÂÊ. 24. ∆· ÛÙÔÈ¯Â›·
·˘Ù¿ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÛÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙˆÓ ÂÈÎ·Ì‡ÏÈˆÓ, ÙˆÓ ÔÏÏ·ÏÒÓ Î·È
ÂÈÊ·ÓÂÈ·ÎÒÓ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¿ÙˆÓ (∫ÂÊ. 25, 26, 27 Î·È 28) Î·ıÒ˜ Î·È ÛÙË ÌÂÏ¤ÙË
ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÒÓ Â‰›ˆÓ (∫ÂÊ. 29).

∂ÂÈ‰‹ Ë ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ ÙˆÓ ‰‡Ô ÙfiÌˆÓ (π Î·È ππ) Â›Ó·È ÂÓÈ·›· Ë ·-
Ú·ÔÌ‹ ÛÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Î·È ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ı· Â›Ó·È ÂÓÈ·›· Î·È ÁÈ· ÙÔ˘˜ ‰‡Ô ÙfiÌÔ˘˜,
ÔfiÙÂ «Ë ÚfiÙ·ÛË 5.3.2» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 3.2 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 5», ÂÓÒ «Ë
ÚfiÙ·ÛË 6.4» ÛËÌ·›ÓÂÈ «Ë ÚfiÙ·ÛË 6.4 ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜» Î·È «Ë ¨17.3»
Ë ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ˜ 3 ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ 17. H ·Ú·ÔÌ‹ «‚Ï. [15]» ·Ú·¤ÌÂÈ ÛÙË
‚È‚ÏÈÔÁÚ·Ê›·.

£ÂˆÚÒ ˘Ô¯Ú¤ˆÛ‹ ÌÔ˘ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ó·‰¤ÏÊÔ˘˜ ÌÔ˘, Ô˘
ÌÂ ÙÈ˜ Â‡ÛÙÔ¯Â˜ ˘Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ó¤‚·Ï·Ó ÛÙËÓ Î·Ï‡ÙÂÚË ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙË˜
‡ÏË˜. 

£¤Ïˆ Ó· Â˘¯·ÚÈÛÙ‹Ûˆ ıÂÚÌ¿ ÙÔÓ ∂Î‰ÔÙÈÎfi √›ÎÔ ∑∏∆∏ Î·È ÙÔ˘˜ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙÂ˜
ÙÔ˘ ÁÈ· ÙËÓ ÂÍ·ÈÚÂÙÈÎ‹ ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡, Ô˘ ‹Ù·Ó Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜
‰È¿ıÂÛË˜ Û˘ÓÂÚÁ·Û›·˜ ÙÔ˘˜ Î·È ÙË˜ ˘ÔÌÔÓ‹˜ ÙÔ˘˜.

∞ı‹Ó·, M¿ÈÔ˜ 2001 °ÂÒÚÁÈÔ˜ ¡. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë˜
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1. °ÂÓÈÎ¿

MÂ ÙÔÓ fiÚÔ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈÔ˜ ¯ÒÚÔ˜  �n ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ
n-¿‰ˆÓ  x=(x1, …, xn)  ·fi Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜  x1, …, xn,  ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ·Ô-
ÙÂÏÔ‡Ó ÙÈ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘  x. √  �n ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ˜ ÌÂ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË

x + y = (x1+y1, …, xn+yn),   ÁÈ·   x, yŒ�n , 

Î·È ÙÔ ‚·ıÌˆÙfi ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi

Ïx = (Ïx1, …, Ïxn),   ÁÈ·   xŒ�n Î·È   ÏŒ�

Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ ‹ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ¿Óˆ ÛÙÔÓ  � ÌÂ ÙÔ ÌË‰ÂÓÈÎfi
ÛÙÔÈ¯Â›Ô  0=(0, …, 0). ∆· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  �n ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÛËÌÂ›· ‹, ÔÏÏ¤˜ ÊÔ-
Ú¤˜, ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘  �n. √ ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È ·ÎfiÌË ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ˜ ÌÂ ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈ-
Îfi ÁÈÓfiÌÂÓo

xØy = x1y1 + … + xnyn

Î·È ÙËÓ Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈ· ÓÔÚÌ
ΩΩxΩΩ= �x2

1�+�…�+�x2
n� ,

Ë ÔÔ›· ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î·È Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  x. ªÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈ-
·˜ ÓÔÚÌ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ Î·È ÙËÓ (Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·) ·fiÛÙ·ÛË

d(x, y) = ΩΩx–yΩΩ: = �(x�1�–�y1�)2� +� …� +� (�xn�–�yn�)2�
ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  x Î·È  y.

√ ¯ÒÚÔ˜  �n ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ˜ ÌÂ ÙËÓ Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈ· ÓÔÚÌ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ¯ÒÚÔ ÓÔÚ-
Ì¤, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· Î¿ıÂ  x,  yŒ�n Î·È  ÏŒ� ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ΩΩxΩΩ≥ 0   Î·È   ΩΩxΩΩ= 0 fi x = 0,

ΩΩÏxΩΩ=ΩÏΩΩΩxΩΩ,

ΩΩx+yΩΩ≤ΩΩxΩΩ+ΩΩyΩΩ (ÙÚÈÁˆÓÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·).

H ENNOIA TOY n-¢IA™TATOY EYK§EI¢EIOY XøPOY �n
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∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· Ì‹ÎÔ˘˜ 1 ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·, fiˆ˜ ÁÈ· ·Ú¿-
‰ÂÈÁÌ· Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·

e1 = (1, 0, …, 0),  e2 = (0, 1, 0, …, 0),  …,  en = (0, …, 0, 1) .

∆· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ·˘Ù¿ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ‚¿ÛË ÙÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  �n, Ô˘
ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x=(x1, x2, …, xn)  ÁÚ¿ÊÂÙ·È Î·Ù¿ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÙÚfiÔ
ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹

x = x1e1 + … + xnen .

∂È‰ÈÎfiÙÂÚ· Ë ‚¿ÛË ·˘Ù‹ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î·È Î·ÓÔÓÈÎ‹ ‚¿ÛË ÙÔ˘  �n.

°È· ‰‡Ô ÛËÌÂ›·  a=(·1, …, ·n), b=(‚1, …, ‚n)  ÙÔ˘  �n ı· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

a < b (·ÓÙ.  a≤b) ¤ ·j < ‚j (·ÓÙ. ·j≤‚j)   ÁÈ·  j=1 , …, n.

∂›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  �n, ÌÂ  n≥2, ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ
ÌÈ· ·ÓÈÛˆÙÈÎ‹ Û¯¤ÛË, .¯. ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  (0, 1)  Î·È  (1, 0).
∞Ó  π1, …, πn Â›Ó·È  n ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÙÔ˘  �, ÙfiÙÂ ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ
π=π1 ¥ …¥ πn ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È  n-‰È¿ÛÙ·ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (Û¯. 1). ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘
fiÏ· Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  πj Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ù¿ (·ÓÙ. ÎÏÂÈÛÙ¿), ÙfiÙÂ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  π  ÔÓÔÌ¿-
˙ÂÙ·È ·ÓÔÈ¯Ùfi (·ÓÙ. ÎÏÂÈÛÙfi).

™¯‹Ì· 1· : ¢È¿ÛÙËÌ· ÙÔ˘ �2 ™¯‹Ì· 1‚: ¢È¿ÛÙËÌ· ÙÔ˘ �3

∞Ó  a=(·1, ·2), b=( ‚1, ‚2)Œ�2 Î·È  a≤b, ÙfiÙÂ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  [a, b]  ÙÔ
‰È¿ÛÙËÌ·  [·1, ‚1]¥[·2, ‚2]. ∞Ó¿ÏÔÁÔ˜ Â›Ó·È Î·È Ô Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÛÙÔÓ  �n.

™ÙÔ ÂÍ‹˜ ı· ÂÚÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÌÂÏ¤ÙË Ì·˜ (ÔÚÈÛÌÔ‡˜, ÚÔÙ¿-
ÛÂÈ˜ Î.Ï.) ÛÙÔ˘˜ ¯ÒÚÔ˘˜  �2 Î·È  �3. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÔÈ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È
ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘  �n. ªfiÓÔ fiÙ·Ó Ë ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ Î¿ÔÈ·
‰˘ÛÎÔÏ›· ı· ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË ‹ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍ‹ ÙË˜.
ªÂ ·¯È¿ ÁÚ¿ÌÌ·Ù·  x, y, a, b, …  ı· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  �2 Î·È
ÙÔ˘  �3 ·Ó¿ÏÔÁ·, ÂÓÒ ÌÂ ·Ï¿ Ï¿ÁÈ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  �, ‰ËÏ·‰‹  x=(x, y),
a=(·, ‚), x=(x, y, z), b=(·, ‚, Á), ….

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË:

y

x

z

·2

a

a

b

b
·3

‚2

‚1

‚3

·2

·1O ‚1

‚2

y

x

·1
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2. ∏ ÙÔÔÏÔÁ›· ÙˆÓ ∂˘ÎÏÂ›‰ÂÈˆÓ ¯ÒÚˆÓ

OÈ ÙÔÔÏÔÁÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙˆÓ ¯ÒÚˆÓ  �2 Î·È  �3 Ô˘ ı· ·Ú·ı¤ÛÔ˘ÌÂ Â›Ó·È
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÙˆÓ ·Ó¿ÏÔÁˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  �. √ ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌÔÚÂ›, ‰È·-
ÙËÚÒÓÙ·˜ ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi, Ó· ‰È·Ù˘ÒÛÂÈ ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ·˘Ù¤˜ Î·È ÛÙË ÁÂÓÈÎ‹ Â-
Ú›ÙˆÛË  �n (Û˘ÁÎ. Â›ÛË˜ ÌÂ ¨ 2.5).
√ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ù‹ ÛÊ·›Ú· Î¤ÓÙÚÔ˘  a  Î·È ·ÎÙ›Ó·˜  Ú>0 ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

µ(a, Ú): = {xŒ�n: ΩΩx–aΩΩ<Ú} .
∂È‰ÈÎfiÙÂÚ·,

∑ ™ÙÔÓ  �2 ÁÈ·  a=(·, ‚)  Î·È  x=(x, y)  Â›Ó·È 

µ(a, Ú): = {xŒ�2:=ΩΩx–aΩΩ= �(x�–�·�)2�+�(y�–�‚�)2�<Ú} ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÂÓfi˜ Î˘ÎÏÈÎÔ‡ ‰›ÛÎÔ˘ Î¤ÓÙÚÔ˘  a Î·È ·ÎÙ›Ó·˜  Ú.

∑ ™ÙÔÓ  �3 ÁÈ·  a=(·, ‚, Á)  Î·È  x=(x, y, z)Œ�3 Â›Ó·È

µ(a, Ú):={xŒ�3:ΩΩx–aΩΩ= �(x�–�·�)2�+�(y�–�‚�)2�+�(z�–�y)�2�<Ú} ,

‰ËÏ·‰‹ Â›Ó·È ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÌÈ·˜ ÛÊ·›Ú·˜ Î¤ÓÙÚÔ˘  a Î·È ·ÎÙ›Ó·˜  Ú.

™ËÌÂ›ˆÛË: ŸÙ·Ó ÛÙÔ ÂÍ‹˜ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ «¤Ó· ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘» ‹ «¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘»,
ÙfiÙÂ ÂÓÓÔÔ‡ÌÂ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  �2,  �3 ‹ Î·È  �n ·Ó¿ÏÔÁ· ÛÙÔ Ô˘ ·Ó·ÊÂÚfiÌ·ÛÙÂ.

√ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÂÓfi˜ ÛËÌÂ›Ô˘  a Î·È ÙË Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  U(a)  Î¿ıÂ ˘Ô-
Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· ·ÓÔÈ¯Ù‹ ÛÊ·›Ú· Î¤ÓÙÚÔ˘  a.
∫¿ıÂ ·ÓÔÈ¯Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ·  π=(·1, ·2)¥( ‚1, ‚2)  Â›Ó·È ÂÚÈÔ¯‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔ˘
x=(x, y).

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, Ë ·ÓÔÈ¯Ù‹ ÛÊ·›Ú·  µ(x, Ú), ÌÂ  Ú=min{Ω· i –x Ω, Ω‚ i –y Ω, i=1 , 2},
·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  π  (Û¯. 2).

∫¿ıÂ ·ÓÔÈ¯Ù‹ ÛÊ·›Ú·  µ(a, Ú)  Â›Ó·È ÂÚÈÔ¯‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙË˜  b. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ,
ÁÈ·  Ú1=Ú –ΩΩa–bΩΩ>0 ÈÛ¯‡ÂÈ  µ(b, Ú1)Ã µ(a, Ú)  (Û¯. 3).

™¯‹Ì· 2 ™¯‹Ì· 3 ™¯‹Ì· 4. ¶ÚÔ‚ÔÏ¤˜ 

ÛÙÔ˘˜ √x, Oy

y y

x x

x

·1 x x

‚1

‚2

y y

·2O O

y

xO

a
Ky

Kx

K
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°È· Î¿ıÂ ‰‡Ô ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›·  a, b  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ÂÚÈÔ¯¤˜
B(a, Ú1)  Î·È µ(b, Ú2)  Ô˘ Â›Ó·È Í¤ÓÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ·ÚÎÂ›  Ú1 Î·È

Ú2 < �
1
2

� ΩΩa–bΩΩ.

ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∫ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  ª>0
Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ∫ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ:

ΩΩxΩΩ≤ M .

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜ ÙÔ˘  ∫ ¿Óˆ ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜, Ô˘ ÁÈ· ÙËÓ Â-
Ú›ÙˆÛË ÙÔ˘  �2 Â›Ó·È Ù· Û‡ÓÔÏ·

∫x = {·Œ� : $ yŒ� ÌÂ (·, y)ŒK},   ∫y = {‚Œ� : $ xŒ� ÌÂ (x, ‚)ŒK } (Û¯.4),

Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤Ó·, ·ÊÔ‡  Ω·Ω, Ω‚Ω≤ΩΩxΩΩ≤ M.

Ã·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÛËÌÂ›· ÂÓfi˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ Ã ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘:

∂ÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô. ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô  aŒÃ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘, fiÙ·Ó
˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹  U(a)  Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔ  Ã. ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÂÛˆÙÂÚÈÎÒÓ
ÛËÌÂ›ˆÓ ÙÔ˘  Ã Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  XÔ Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  XÔÃ Ã. ∂ÔÌ¤Óˆ˜
fiÏ· Ù· ÛËÌÂ›· ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ Î·È ÛÊ·ÈÚÒÓ Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ÙÔ˘˜.

™ËÌÂ›Ô Û˘ÛÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜. ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô  a ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÛËÌÂ›Ô Û˘Û-
ÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã, fiÙ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚÈÔ¯‹ ÙÔ˘ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ¿ÂÈÚ·
ÛËÌÂ›· ÙÔ˘  Ã. ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Î¿ıÂ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ Â›Ó·È Î·È
ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛˆÚÂ‡ÛÂÒ˜ ÙÔ˘. ∆Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ. ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô Û˘Û-
ÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÌÔÚÂ› Ó· ·Ó‹ÎÂÈ ‹ Ó· ÌËÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ. ŸÏ· Ù·
ÛËÌÂ›·  x ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  ΩΩx–aΩΩ= Ú, Â›Ó·È ÛËÌÂ›· Û˘Û-
ÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜ ÙË˜ ·ÓÔÈ¯Ù‹˜ ÛÊ·›Ú·˜  µ(a, Ú).

™˘ÓÔÚÈ·Îfi ÛËÌÂ›Ô. ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô  a ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û˘ÓÔÚÈ·Îfi ÛËÌÂ›Ô
ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã, fiÙ·Ó ÛÂ Î¿ıÂ ÂÚÈÔ¯‹  U(a)  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  Ã  Î·È
ÙÔ˘  CX= �n\ X , ‰ËÏ·‰‹  U(a)« Ãπ∆ Î·È  U(a)« CÃπ∆. To Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Û˘-
ÓÔÚÈ·ÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û‡ÓÔÚÔ ÙÔ˘  Ã  Î·È Û˘Ì‚Ô-
Ï›˙ÂÙ·È ÌÂ  ∂X. ∞fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ Û˘ÓÔÚÈ·ÎÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ
∂X« XÔ=∆ . √ÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ÎÏÂÈÛÙfi ÂÚ›‚ÏËÌ· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã Î·È ÙÔ Û˘Ì-
‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  Ã� ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ã»∂ X .

ªÂÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô. ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô  aŒÃ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÌÂÌÔÓˆÌ¤ÓÔ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘
Ã, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÂÚÈÔ¯‹  U(a)  Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ  U(a)« Ã={a}.

∞ÓÔÈ¯Ùfi Û‡ÓÔÏÔ. ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∞ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÓÔÈ¯Ùfi, fiÙ·Ó
·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ÌfiÓÔ ·fi ÂÛˆÙÂÚÈÎ¿ ÛËÌÂ›·, ‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó  AÔ=A, Ô˘ ÛËÌ·›-
ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ·ÓÔÈ¯Ùfi Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ÂÚÈÔ¯‹ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô˘ ÙÔ˘. ŒÙÛÈ, Î¿ıÂ ·ÓÔÈ-
¯Ù‹ ÛÊ·›Ú· Î·È ·ÓÔÈ¯Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ· Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ù¿ Û‡ÓÔÏ·.
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∫ÏÂÈÛÙfi Û‡ÓÔÏÔ. ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÎÏÂÈÛÙfi, fiÙ·Ó ÙÔ Û˘-
ÌÏ‹ÚˆÌ¿ ÙÔ˘ Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ùfi. ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ  Ã  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi fiÙ·Ó  Ã�=Ã .

√È Û¯¤ÛÂÈ˜ Ô˘ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ  Ã  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·  XÔ, ∂X Î·È
Ã�=X ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ ÂfiÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË, Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ˆ˜ ¿ÛÎËÛË:

∆Ô Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  �n (ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, �2 Î·È  �3) ÔÚ›˙ÂÈ
ÌÈ· ÙÔÔÏÔÁ›· ¿Óˆ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ, ·ÊÔ‡ 

∑ √  �n Î·È ÙÔ ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ  ∆ Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ù¿ Û‡ÓÔÏ·.

∑ ∏ ÙÔÌ‹ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Î·È Ë ¤ÓˆÛË ¿ÂÈÚÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ
Û˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ùfi Û‡ÓÔÏÔ.

3. ™‡ÁÎÏÈÛË ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ – ™˘Ì·Á‹ Û‡ÓÔÏ·

∏ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘ÁÎÏ›ÛÂˆ˜ ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  (�2, �3 ‹, ÈÔ ÁÂÓÈÎ¿, �n)
ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙË˜ ·ÔÛÙ¿ÛÂˆ˜ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ ÙË˜ ÂÚÈÔ¯‹˜. Ÿˆ˜ ı·
·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜, Ë ‰È·Ù‡ˆÛË ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ Î·È ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ÚÔ-
Ù¿ÛÂˆÓ Â›Ó·È ÙÂÏÂ›ˆ˜ ·Ó¿ÏÔÁË, ·Ó Ï¿‚Ô˘ÌÂ ˘fi„Ë Ì·˜ ÙË ÌÔÚÊ‹ Ô˘ ¤¯ÂÈ Î¿ıÂ
¤ÓÓÔÈ· ÛÙÔ ¯ÒÚÔ, ÌÂ ÂÎÂ›ÓÂ˜ ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ï¤ÌÂ ·ÎfiÌË fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  a, ÙÔ
ÔÔ›Ô ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È fiÚÈÔ ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜, Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  aÓÆa. £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë
·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  ·ÔÎÏ›ÓÂÈ ‹ fiÙÈ Â›Ó·È ·ÔÎÏ›ÓÔ˘Û·, fiÙ·Ó ‰Â Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.

√ÚÈÛÌfi˜: £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ‹
fiÙÈ Â›Ó·È Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û·, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  a ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ
ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0 Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ó0(Â)  [Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi
ÙÔ Â] ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·:

ÁÈ· Î¿ıÂ  v≥Ó0(Â)  ÈÛ¯‡ÂÈ ΩΩaÓ–aΩΩ< Â ‹, ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·, aÓŒµ(a, Â) ,

‰ËÏ·‰‹ fiÙ·Ó   lim
vÆ•

ΩΩaÓ–aΩΩ= 0.

¶ÚfiÙ·ÛË 2.1:

(i) ∆Ô  Ã  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ÌfiÓÔ, fiÙ·Ó  Ã�=X.

(ii) ∞Ó  aœÃ, ÙfiÙÂ ÙÔ  a Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜ ÙÔ˘  Ã  ÌfiÓÔ, fiÙ·Ó  aŒ∂X.

(iii) °È· Î¿ıÂ Û‡ÓÔÏÔ  Ã  ÈÛ¯‡ÂÈ XÔ = X\∂X .

(iv) ∞Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ã  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi, ÙfiÙÂ  ∂XÃ Ã.

(v) ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ  ∂X  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi
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ªÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  ª>0
Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒ� Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ ΩΩaÓΩΩ≤ª. ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  ı· Ï¤ÌÂ
fiÙÈ Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· (·ÓÙ. Êı›ÓÔ˘Û·), fiÙ·Ó  aÓ≤aÓ+1 (·ÓÙ. aÓ≥aÓ+1).

∏ ÂfiÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË, Ô˘ ¯¿ÚÈÓ ·ÏfiÙËÙ·˜ ‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È ÛÙÔÓ  �2, ·Ó¿ÁÂÈ ÙË
Û‡ÁÎÏÈÛË ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÛÙË Û‡ÁÎÏÈÛË ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ
·ÚÈıÌÒÓ.

H ·fi‰ÂÈÍË Â›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ

Ω·Ó – ·Ω
Ω‚Ó – ‚Ω} ≤ΩΩaÓ–aΩΩ= �(·�v–�·�)2� +� (�‚�v–�‚�)2� ≤Ω·v–·Ω+Ω‚v–‚Ω.

∂ÔÌ¤Óˆ˜, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  a, ÌfiÓÔ fiÙ·Ó ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÙˆÓ
Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ ÙˆÓ  aÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó ÛÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÂ˜ ÙÔ˘  a.

ªÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy ‹ ‚·ÛÈÎ‹ ·ÎÔ-
ÏÔ˘ı›·, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0 ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Ó0(Â)  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ ÁÈ·
Î¿ıÂ  Ì, Ó≥Ó0 Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ:

ΩΩaÓ–aÌΩΩ< Â .

∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  a, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· Î¿ıÂ  Â>0 ˘¿Ú-
¯ÂÈ  Ó0(Â)  Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  Ì, Ó≥Ó0 ÈÛ¯‡Ô˘Ó 

ΩΩaÓ–aΩΩ< Â   Î·È   ΩΩaÌ–aΩΩ< Â .

∆fiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  Ì, Ó≥ÓÔ ÈÛ¯‡ÂÈ

ΩΩaÓ–aÌΩΩ≤ΩΩaÓ–aΩΩ+ΩΩaÌ–aΩΩ< 2Â ,

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy.

ŒÛÙˆ fiÙÈ Ë  (aÓ), ÌÂ  aÓ=(·Ó, ‚Ó), Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy. ∆fiÙÂ ·fi ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜
Ω·Ó–·ÌΩ≤ΩΩaÓ–aÌΩΩÎ·È Ω‚Ó–‚ÌΩ≤ΩΩaÓ–aÌΩΩÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ Î·È ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  (·Ó)  Î·È  (‚Ó)  Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Cauchy Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Ó, ¤ÛÙˆ
ÛÙÔ  · Î·È  ‚ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ŒÙÛÈ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ÚfiÙ·ÛË 3.1, Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  a=(·, ‚). ■

∫ÚÈÙ‹ÚÈÔ Cauchy: ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›· (aÓ) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ
fiÙ·Ó, Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy.

¶ÚfiÙ·ÛË 3.1: ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ), aÓ=(·Ó, ‚Ó)Œ�2 Î·È  ÓŒ�, Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ
a=(·, ‚)Œ�2, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ fiÙ·Ó, 

lim
vÆ•

·Ó = · Î·È   lim
vÆ•

‚Ó = ‚ .
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ŒÓ·˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ˜ ÌÂ ÓÔÚÌ Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ
Cauchy ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ï‹ÚË˜ ‹ ¯ÒÚÔ˜ Banach. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ fiÏÔÈ ÔÈ ¯ÒÚÔÈ  �n Â›-
Ó·È ¯ÒÚÔÈ Banach (‚Ï. [22]).

√È ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ Â›Ó·È ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÙˆÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯ˆÓ ÚÔ-
Ù¿ÛÂˆÓ ÁÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È ‰›ÓÔÓÙ·È ˆ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜. 

™ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÚfiÙ·ÛË ·ÚÎÂ› ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒ� Ó· ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô

aÓŒB�a, �
1
v

�� Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ  Ã\{a}. ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Â›Ó·È Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË.

∞fi‰ÂÈÍË: £· ·Ú·ı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÁÈ· ÙÔ ¯ÒÚÔ  �2. ∞Ó Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ), ÌÂ
aÓ=(·Ó, ‚Ó), Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, ÙfiÙÂ Î·È ÔÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜  (·Ó)  Î·È  (‚Ó)  Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜,
·ÊÔ‡ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ω·ÓΩ, Ω‚ÓΩ≤ΩΩaÓΩΩ. ∏ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó), ˆ˜ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· ˘·-
ÎÔÏÔ˘ı›·  (·Ó¢)  Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ¤ÛÙˆ ÛÙÔ  · (‚Ï. ÙÔ ›‰ÈÔ ıÂÒÚËÌ· ÁÈ· ÙÔÓ  �). ∏ ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯‹ ÙË˜ ˘·ÎÔÏÔ˘ı›·  (‚Ó¢)  ÙË˜  (‚Ó), ˆ˜ Â›ÛË˜ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· ˘·ÎÔÏÔ˘-
ı›·  (‚Ó¢¢)  Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ, ¤ÛÙˆ ÛÙÔ  ‚. ∆fiÙÂ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ¢¢), ÌÂ  aÓ¢¢=(·Ó¢¢, ‚Ó¢¢), Û˘-
ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  a=(·, ‚). ■

∞fi‰ÂÈÍË: ∞ÊÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ∫  Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ ÂÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (xv) ‰È¿ÊÔ-
ÚˆÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  ∫, Ë ÔÔ›· ÂÂÈ‰‹ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ¤¯ÂÈ ÌÈ· Û˘ÁÎÏ›-
ÓÔ˘Û· ˘·ÎÔÏÔ˘ı›· (Ï‹ÌÌ· Cesaro). ∆Ô fiÚÈÔ ·˘Ùfi Â›Ó·È ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜
ÙÔ˘  ∫. ■

£ÂÒÚËÌ· Bolzano-Weierstrass: ∫¿ıÂ ¿ÂÈÚÔ Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ K
ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜.

§‹ÌÌ· Cesaro: ∫¿ıÂ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· (ÙÔ˘Ï¿-
¯ÈÛÙÔÓ) ˘·ÎÔÏÔ˘ı›· Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.

∑ ∫¿ıÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ¤¯ÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ¤Ó· fiÚÈÔ.

∑ ∫¿ıÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË.

∑ ∞Ó  lim
vÆ•

aÓ=a Î·È  lim
vÆ•

bÓ=b, ÙfiÙÂ  

lim
vÆ•

[ÏaÓ+ÌbÓ]=Ïa+Ìb, Ï, ÌŒ�, Î·È lim
vÆ•

ΩΩaÓΩΩ=ΩΩaΩΩ.

∑ ∆Ô ÛËÌÂ›Ô  a Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘ÛÛˆÚÂ‡ÛÂˆ˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ
fiÙ·Ó, ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ), aÓŒÃ\{a} , Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ ÛÙÔ  a.
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∞fi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ  a0 ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  �n. ∆fiÙÂ ÁÈ· ÙËÓ ·ÎÔÏÔ˘ı›·
(aÓ)  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ ·Ó·ÁˆÁÈÎfi Ù‡Ô  aÓ= f(aÓ–1), ÓŒ�, ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ΩΩaÓ+1–aÓΩΩ=ΩΩf(aÓ)– f(aÓ–1)ΩΩ< ÙΩΩaÓ–aÓ–1ΩΩ< … < ÙÓΩΩa1–a0ΩΩ.

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  Ó, Ì, ÌÂ  Ì>Ó ÈÛ¯‡Ô˘Ó

ΩΩaÌ–aÓΩΩ≤ΩΩaÌ–aÌ–1ΩΩ+ΩΩaÌ–1–aÌ–2ΩΩ+…+ΩΩaÓ+1–aÓΩΩ≤ (ÙÌ–1+…+ÙÓ)ΩΩa1–a0ΩΩ<

< �
Ù
1

Ó –
–

Ù
Ù

Ì
� ΩΩa1–a0ΩΩ< �

1
Ù
–

Ó

Ù
� ΩΩa1–a0ΩΩ, 

Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  Â›Ó·È ·ÎÔÏÔ˘ı›· Cauchy Î·È ¤ÛÙˆ  a ÙÔ fiÚÈfi ÙË˜. 
∞fi ÙÈ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜

0 ≤ΩΩa– f(a)ΩΩ≤ΩΩa–aÓ+1ΩΩ+ΩΩaÓ+1– f(a)ΩΩ=ΩΩa–aÓ+1ΩΩ+ΩΩf(aÓ)– f(a)ΩΩ≤

≤ΩΩa–aÓ+1ΩΩ+ÙΩΩaÓ–aΩΩ

ÚÔÎ‡ÙÂÈ  0≤ΩΩa– f(a)ΩΩ≤ lim
ÓÆ•

ΩΩa–aÓ+1ΩΩ+Ù lim
ÓÆ•

ΩΩaÓ–aΩΩ=0, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ  a= f(a).

∞Ó ˘‹Ú¯Â Î·È ¿ÏÏÔ ÛËÌÂ›Ô  bπa, ÌÂ  f(b)=b, ÙfiÙÂ

ΩΩa–bΩΩ=ΩΩf(a)– f(b)ΩΩ< ÙΩΩa–bΩΩ,

Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ, ·ÊÔ‡  0<Ù<1. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ ÛÙ·ıÂÚfi ÛËÌÂ›Ô ÙË˜  f Â›Ó·È ÌÔ-
Ó·‰ÈÎfi Î·È ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÔ ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ÂÎÎ›ÓËÛË˜  a0 . ■

ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  ∫  ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ı· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜, fiÙ·Ó Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi
Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ.1

∑ ∫¿ıÂ ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ, ÔfiÙÂ Â›Ó·È Û˘-
Ì·Á¤˜.

∑ ∫¿ıÂ ÎÏÂÈÛÙ‹ ÛÊ·›Ú· Î·È Î¿ıÂ ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ‰È¿ÛÙËÌ· Â›Ó·È Û‡-
ÓÔÏ· Û˘Ì·Á‹.

∑ ∫¿ıÂ ÎÏÂÈÛÙfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ Û˘Ì·ÁÔ‡˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜.

EÊ·ÚÌÔÁ‹: £ÂÒÚËÌ· ÛÙ·ıÂÚÔ‡ ÛËÌÂ›Ô˘: ∞Ó ÁÈ· ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË (Û˘Ó¿ÚÙË-
ÛË)  f: �nÆ�n ˘¿Ú¯ÂÈ  ÙŒ�, ÌÂ  0<Ù<1, Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒ�n

Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ
ΩΩf(x)– f(y)ΩΩ< ÙΩΩx–yΩΩ,

ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô  a ÙÔ˘  �n ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ f(a)=a. 
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1) ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·ÂÈÚÔ‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ ¯ÒÚˆÓ  ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜, fiÙ·Ó Î¿ıÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›·
ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÌÈ· ˘·ÎÔÏÔ˘ı›· Ô˘ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ Û’ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘. ™ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ·˘Ù‹ Â-
Ú›ÙˆÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔÈ ÔÈ ÔÚÈÛÌÔ›.



£· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ  (√m)mŒM (fi¯È Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎËÓ ·ÚÈı-

Ì‹ÛÈÌË) ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã, fiÙ·Ó  ÃÃ »
mŒM

√m.

∆È˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÙˆÓ ÂfiÌÂÓˆÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ, Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙËÓ ÂÂÚ·ÛÌ¤-
ÓË Î¿Ï˘„Ë ÙˆÓ Û˘Ì·ÁÒÓ Û˘ÓfiÏˆÓ, ı· ·Ú·ı¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ·Ú¿ÚÙËÌ·.

∆Ô ıÂÒÚËÌ· Borel-Lebesgue, Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ˆ˜ ÈÎ·Ó‹ Î·È ·Ó·ÁÎ·›· Û˘Óı‹ÎË,
‰›ÓÂÙ·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Î·È ˆ˜ ÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Û˘Ì·ÁÔ‡˜ Û˘ÓfiÏÔ˘.

∏ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ÛÊ·ÈÚÒÓ  (µ(x, Ú))xŒK ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘  ∫
ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ù¿ Û‡ÓÔÏ·. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·ÚÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·fi ·˘Ù¤˜ ÁÈ·
Ó· Î·Ï˘ÊıÂ› ÙÔ  ∫. ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÛÙË ı¤ÛË ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ÛÊ·ÈÚÒÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ù¿ ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·  x1, x2, …, xk.

∂È‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ·Ú¯‹˜ ÙÔ˘ ÂÁÎÏˆ‚ÈÛÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ› Ë ÂfiÌÂÓË ÂÈ‰ÈÎ‹ Â-
Ú›ÙˆÛË (‚Ï. ¨2.4):

∞Ú¯‹ ÙÔ˘ ÂÁÎÏˆ‚ÈÛÌÔ‡: ∞Ó  (∫Ó)  Â›Ó·È ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌË ÎÂÓÒÓ
Û˘Ì·ÁÒÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ‰ËÏ·‰‹  ∫1…∫2………∫Ó……, ÙfiÙÂ Ë

ÙÔÌ‹ »
i =1

•
Ki Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi Û˘Ì·Á¤˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.

¶fiÚÈÛÌ· 3.1: ŒÛÙˆ  ∫  ¤Ó· Û˘Ì·Á¤˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘. ∆fiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ
Ú>0  ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›·  x1, x2, …, xk ÙÔ˘  ∫  Ù¤-
ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ

∫Ã »
i =1

k
B(xi , Ú) .

£ÂÒÚËÌ· Borel-Lebesgue: ∞Ó Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· (√Ï)ÏŒÏ ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ˘ÔÛ˘-
ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘ Û˘Ì·ÁÔ‡˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  ∫, ÙfiÙÂ ·Ú-
ÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·fi ·˘Ù¿ ÁÈ· Ó· Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ∫.

∑ ∞Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ∫Ã �2 Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜, ÙfiÙÂ Î·È ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜ ÙÔ˘  ∫  ¿Óˆ
ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜

∫x = {·Œ� : $ yŒ� ÌÂ  (·, y)ŒK} ,

∫y={‚Œ� : $ xŒ� ÌÂ (x, ‚)ŒK}  , 

(‚Ï. Û¯. 4) Â›Ó·È Û‡ÓÔÏ· Û˘Ì·Á‹.
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∂›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ‰È·ÈÛÙÒÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘  lim
Ó

ΩΩaÓ– bÓΩΩ=0 , ÙfiÙÂ
Ë ÙÔÌ‹ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÛËÌÂ›Ô.

∞ÛÎ‹ÛÂÈ˜:

1) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ‰‡Ô ÛËÌÂ›·  x, yŒ�n ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

(·) Íx◊y Í≤ΩΩxΩΩΩΩyΩΩ (·ÓÈÛfiÙËÙ· Schwarz),

(‚) |ΩΩxΩΩ–ΩΩyΩΩ| ≤ΩΩx–yΩΩ.

2) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ÃÃ �n Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ fiÙ·Ó, ÁÈ· Î¿ıÂ
aŒ�n ˘¿Ú¯ÂÈ  ª>0  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒÃ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  ΩΩx–aΩΩ≤ M.

3) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÔÈ ÚÔ‚ÔÏ¤˜  ∞x, ∞y ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜  √x  Î·È Oy  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ÙÔ˘ ·ÓÔÈ-
¯ÙÔ‡ Û˘ÓfiÏÔ˘  ∞Ã �2 Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ù¿ ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  � . ∞Ó¿ÏÔÁ· ÈÛ¯‡Ô˘Ó Î·È ÁÈ· ÙÈ˜
ÚÔ‚ÔÏ¤˜ ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  �n ¿Óˆ ÛÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜  √xi, i=1, …, n.

4) ¶ÔÈ· ·fi Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ Û‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  �2 Â›Ó·È ·ÓÔÈ¯Ù¿, ÎÏÂÈÛÙ¿, Û˘Ì·Á‹; ™Â Î¿ıÂ
ÂÚ›ÙˆÛË ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÙÂ ÙÔ ÂÛˆÙÂÚÈÎfi, ÙÔ Û‡ÓÔÚÔ Î·È ÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi ÂÚ›‚ÏËÌ¿ ÙÔ˘˜.

(·) ∞={(x, y): 1<x2+y2<2},  (‚) µ={(x, y): 1≤ x2+y2≤2},  (Á) °={(x, y): xy=–1}, 
(‰) ¢={(x, y): xy≤ 1},  (Â) ∂={(x, y): y=sin �

1
x

� },  (˙) ∑=Q¥Q, Q=ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

5) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ Î¿ıÂ ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘ ÎÏÂÈÛÙÔ‡ ÂÚÈ‚Ï‹Ì·ÙÔ˜  Ã� ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ã Â›Ó·È
fiÚÈÔ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  Ã.

6) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ã Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ fiÙ·Ó, ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ fiÚÈÔ Î¿ıÂ
Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘Û·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘.

7) ∞Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ, ·Ó Ë ·ÎÔÏÔ˘ı›·  (aÓ)  ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÔÓË Î·È ÊÚ·Á-
Ì¤ÓË, ÙfiÙÂ Û˘ÁÎÏ›ÓÂÈ.

8) ¢›ÓÂÙ·È ÙÔ ÎÏÂÈÛÙfi Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  ¢=[a, b]Ã �2, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ‰È¯ÔÙÔÌÔ‡ÌÂ
ÙÈ˜ ÏÂ˘Ú¤˜. ∂ÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ¤Ó· ·fi Ù· ˘Ô‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·, ¤ÛÙˆ  ¢1, ÛÙÔ ÔÔ›Ô Â·Ó·-
Ï·Ì‚¿ÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ›‰È· ‰È·‰ÈÎ·Û›·. ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰È·-
ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  (¢Ó). ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë ÙÔÌ‹  « ¢Ó ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô ÙÔ˘  ¢.

¶fiÚÈÛÌ· 3.2: ∞Ó  ¢Ó=[aÓ, bÓ] Â›Ó·È ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÎÏÂÈÛÙÒÓ Î·È
ÊÚ·ÁÌ¤ÓˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘  �2 (ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜ ÂÎÊ˘ÏÈÛÌ¤ÓˆÓ), ‰ËÏ·‰‹
aÓ≤aÓ+1≤bÓ+1≤bÓ, ÙfiÙÂ 

«
v Œ�

¢Ó π ∆ .
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3. ™‡ÁÎÏÈÛË ·ÎÔÏÔ˘ıÈÒÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ – ™˘Ì·Á‹ Û‡ÓÔÏ·

∞fi‰ÂÈÍË: °È· Î¿ıÂ  a=(·, ‚)ŒK ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  √a ÙË˜ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·˜ ÒÛÙÂ

aŒ√a Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÙÔ  a Â›Ó·È ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô ÙÔ˘  √a . À¿Ú¯ÂÈ ÏÔÈfiÓ ¤Ó· ·ÓÔÈ-

¯Ùfi ‰È¿ÛÙËÌ·  π·¥ π‚ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ  a  Î·È ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÙÔ  √a . ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi Î·-

Ù·ÛÎÂ˘¿Û·ÌÂ ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  (π·
i ¥ π‚

i )i Ô˘ Î·Ï‡ÙÂÈ ÙÔ  ∫. ∞˘Ùfi

ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  (π·
i ) (·ÓÙ. (π‚

i )) ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· ·ÓÔÈ-

¯Ù‹ Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘ Û˘Ì·ÁÔ‡˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  ∫x (·ÓÙ.  ∫y). ∂ÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔ ıÂÒ-

ÚËÌ· Heine–Borel ÛÙÔÓ  � (‚Ï. ·ÛÎ. 2.14), ·ÚÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜  π·
1, π·

2, …, π·
k

(·ÓÙ.  π‚
1 , π‚

2, …, π‚
l )  ÁÈ· Ó· Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙÔ  ∫x (·ÓÙ.  ∫y). ∂ÔÌ¤Óˆ˜ Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  π·

i ¥ π‚
j ,

i=1, …, k, j=1, …, l, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÈ· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓË Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘  ∫x¥∫y…∫ ·fi ·ÓÔÈ¯Ù¿

ÔÚıÔÁÒÓÈ·, Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· ÔÔ›· ÂÚÈ¤¯ÂÙ·È ÛÂ ¤Ó·  √Ï . ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·ÚÎÔ‡Ó ÂÂÚ·-

ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜  √Ï ÁÈ· Ó· Î·Ï˘ÊıÂ› ÙÔ  ∫. ■

∏ ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ· ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ÛÊ·ÈÚÒÓ  (B(x, Ú))xŒK ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘  ∫
ÌÂ ·ÓÔÈ¯Ù¿ Û‡ÓÔÏ·. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·ÚÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·fi ·˘Ù¤˜ ÁÈ·
Ó· Î·Ï˘ÊıÂ› ÙÔ  ∫.

∞Ú¯‹ ÙÔ˘ ÂÁÎÏˆ‚ÈÛÌÔ‡: ∞Ó  (∫Ó)  Â›Ó·È ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÌË ÎÂÓÒÓ
Û˘Ì·ÁÒÓ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘, ‰ËÏ·‰‹  ∫1…∫2………∫Ó……, ÙfiÙÂ Ë ÙÔÌ‹

«
i=1

•
Ki Â›Ó·È ÌË ÎÂÓfi Û˘Ì·Á¤˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘.

¶fiÚÈÛÌ· 3.1: ŒÛÙˆ  ∫  ¤Ó· Û˘Ì·Á¤˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘. ∆fiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ
Ú>0 ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ÛÙÔÈ¯Â›·  x1, x2, …, xk ÙÔ˘  ∫  Ù¤-
ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ

∫Ã »
i =1

k

B(xi , Ú) .

£ÂÒÚËÌ· Borel–Lebesgue: ∞Ó Ë ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·  (√Ï)ÏŒ§ ÙˆÓ ·ÓÔÈ¯ÙÒÓ ˘ÔÛ˘-
ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ ·ÔÙÂÏÂ› ÌÈ· Î¿Ï˘„Ë ÙÔ˘ Û˘Ì·ÁÔ‡˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  ∫, ÙfiÙÂ ·Ú-
ÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·fi ·˘Ù¿ ÁÈ· Ó· Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  ∫.

¶APAPTHMA



∞fi‰ÂÈÍË: ∆Ô Û‡ÓÔÏÔ  ∫= «
•

i=1

Ki Â›Ó·È Û˘Ì·Á¤˜ (Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi, ˆ˜ ÙÔÌ‹ ÎÏÂÈÛÙÒÓ Û˘-

ÓfiÏˆÓ, Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ, ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘).

∞Ó  ∫=∆ , ÙfiÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒK1 ˘¿Ú¯ÂÈ  ∫Ó ÌÂ  xœ∫Ó, ÔfiÙÂ ÙÔ  x ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ ·ÓÔÈ¯Ùfi

Û‡ÓÔÏÔ  √Ó = �2\KÓ . ªÂ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·˘Ùfi Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÔÈÎÔÁ¤ÓÂÈ·  (√Ó)  ÌÂ ·ÓÔÈ-

¯Ù¿ Û‡ÓÔÏ·, ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  ∫1Ã» Ov. ∂ÔÌ¤Óˆ˜ ·ÚÎÔ‡Ó ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹-

ıÔ˘˜ ·fi Ù· ·ÓÔÈ¯Ù¿ Û‡ÓÔÏ· ÁÈ· Ó· Î·Ï‡„Ô˘Ó ÙÔ Û˘Ì·Á¤˜  ∫1.

∂ÂÈ‰‹  √1Ã √2Ã …  ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·  √¡ (ÂÎÂ›ÓÔ ·fi Ù· ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜  √Ó Ô˘

¤¯ÂÈ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ‰Â›ÎÙË) ÒÛÙÂ  √¡…∫1 fi �2 \K¡…∫1 ‹  K¡À ∫1 . ∞˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È
¿ÙÔÔ Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  ∫π∆ . ■

∂È‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ·Ú¯‹˜ ÙÔ˘ ÂÁÎÏˆ‚ÈÛÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ› Ë ÂfiÌÂÓË ÂÈ‰ÈÎ‹ Â-
Ú›ÙˆÛË ÂÁÎÏˆ‚ÈÛÌÔ‡ (‚Ï. ¨2.4):

¶fiÚÈÛÌ· 3.2: ∞Ó  ¢Ó=[aÓ , bÓ] Â›Ó·È ÌÈ· Êı›ÓÔ˘Û· ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÎÏÂÈÛÙÒÓ Î·È
ÊÚ·ÁÌ¤ÓˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘  �2 (ÂÓ‰Â¯ÔÌ¤Óˆ˜ ÂÎÊ˘ÏÈÛÌ¤ÓˆÓ), ‰ËÏ·‰‹
aÓ≤aÓ+1≤bÓ+1≤bÓ, ÙfiÙÂ 

«
vŒ�

¢Ó π ∆ .

KÂÊ.16: H ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ n-Â˘ÎÏÂ›‰ÈÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ �n22




