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1. ÃåíéêÜ ðåñß äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

Óå Ýíá ìåãÜëï áñéèìü ðñïâëçìÜôùí ôçò Ôå÷íïëïãßáò êáé ôùí Öõóéêïìá-

èçìáôéêþí Åðéóôçìþí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Ìåñé-

êþí Ðáñáãþãùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ðáëëüìåíåò ìåìâñÜíåò, ôï çëå-

êôñïóôáôéêü äõíáìéêü öïñôéóìÝíïõ óùìáôéäßïõ Þ ç óôáèåñüôçôá ôùí

ðôåñõãßùí áåñïðëÜíùí, ï ðñïóäéïñéóìüò êáôáíïìÞò ôçò ðõêíüôçôáò óå

ñïÝò (åîßóùóç ôçò óõíå÷åßáò), ç êáôáíïìÞ èåñìüôçôáò óå óþìáôá

(åîßóùóç èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò) Þ ôá çëåêôñéêÜ êáé ôá ìáãíçôéêÜ ðåäßá

(åîéóþóåéò Maxwell) ìáò ïäçãïýí áíáãêáóôéêÜ óôç èåùñßá ôùí ìåñéêþí

äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Áêüìç êáôÜ ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò êõìáôéêÞò äéáäü-

óåùò óå õãñÜ Þ áÝñéá ìÝóá, üðùò ð.÷. óôçí ÁêïõóôéêÞ, óõíáíôÜìå ôÝ-

ôïéåò åîéóþóåéò (åîßóùóç êýìáôïò).

Ç èåùñßá ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áðïôåëåß Ýíá áñêåôÜ åêôå-

ôáìÝíï ðåäßï, óôï ïðïßï âñßóêïõí åöáñìïãÞ ðïëëÝò êáé äéáöïñåôéêÝò

ìÝèïäïé, åíþ âñßóêåôáé óôçí åðéêáéñüôçôá ôçò ìáèçìáôéêÞò Ýñåõíáò. Áõ-

ôü ãßíåôáé öáíåñü óôçí áíÜðôõîç ôùí ôåëåõôáßùí åôþí.

Ìå ôïí üñï ìåñéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Þ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìåñéêþí

ðáñáãþãùí (óõíô. ÌÄÅ) åííïïýìå ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

(1.1) F x y u
u
x

u
y

u

x

u
x y

u

y
( , ,..., , , ,..., , , ,... )

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

2

2

2 2

2
=0.

ÐåñéÝ÷åé ôéò áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò x,y,..., ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç

u(x,y,...) êáé ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìÝ÷ñé ìéáò ïñéóìÝíçò ôÜîåùò. Ç ìÝ-

ãéóôç ôÜîç ôçò ðáñáãþãïõ ôçò u êáèïñßæåé êáé ôçí ôÜîç ôçò äéáöïñéêÞò

åîéóþóåùò. ¸ôóé ãéá ðáñÜäåéãìá ç åîßóùóç

(1.2) F x y u
u
x

u
y

( , , , , )
∂
∂

∂
∂

= 0    Þ    F x y u u ux y( , , , , ) = 0



Êåö. 1: ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Ìåñéêþí Ðáñáãþãùí2

åßíáé ìéá ÌÄÅ 1çò ôÜîåùò ôùí ìåôáâëçôþí (x,y)∈D⊂R2,  üðïõ ç F åßíáé

ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç 5 ìåôáâëçôþí, åíþ ç åîßóùóç

(1.3) F x y u
u
x

u
y

u

x

u

y

u
x y

( , , , , , , , )
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

2

2

2

2

2

=0

Þ

F x y u u u u u ux y xx xy yy( , , , , , , , )=0

åßíáé ìéá ÌÄÅ 2áò ôÜîåùò ôùí ìåôáâëçôþí (x,y)∈D⊂R2, üðïõ ç F åßíáé ìéá

óõíÜñôçóç 8 ìåôáâëçôþí.

Ìéá óõíÜñôçóç u=ö(x,y,...) ïñéóìÝíç óôï ðåäßï D ðïõ Ý÷åé óõíå÷åßò ìåñé-

êÝò ðáñáãþãïõò êáé ãéá êÜèå (x,y,...)∈D éêáíïðïéåß ôçí

F x y ö ö ö ö ö öx y xx xy yy( , ,..., , , ,..., , , ,... )=0

åßíáé ìéá ëýóç ôçò ÌÄÅ (1.1).

¸ôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíÜñôçóç ö(x,y)=(x+y)2 åßíáé ìéá ëýóç ôçò ÌÄÅ

ux-uy=0 êáé ç óõíÜñôçóç ö(x,y)=excosy åßíáé ìéá ëýóç ôçò ÌÄÅ

uxx+uyy=0.

Ç ãåíéêÞ ëýóç ìéáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò n ôÜîåùò åßíáé ìéá

ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí ðïõ åîáñôÜôáé áðü n áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ç ãåíéêÞ ëýóç åîáñ-

ôÜôáé áðü áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò. Ãéá íá ðÜñïõìå ìéá éäÝá ôçò ãåíéêÞò

ëýóåùò èá ðáñáèÝóïõìå äýï áðëÜ ðáñáäåßãìáôá.

ÐáñÜäåéãìá 1.1: Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò uy=ex  ðñïóäéïñßæåôáé ìå

ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò y  êáé åßíáé

u(x,y)=yex+f(x), üðïõ f(x) åßíáé áõèáßñåôç óõíÜñôçóç.■

ÐáñÜäåéãìá 1.2: Ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò åîéóþóåùò uxy=cosx, ïëïêëçñþ-

íïõìå ùò ðñïò y

ux=ycosx+h(x), h(x) áõèáßñåôç,

êáé óôç óõíÝ÷åéá ïëïêëçñþíïõìå ùò ðñïò x, ïðüôå Ý÷ïõìå

u(x,y)=ysinx+ h x dx( )z +g(y)=ysinx+f(x)+g(y),
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üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g åßíáé áõèáßñåôåò ôùí ìåôáâëçôþí x êáé y á-

íôßóôïé÷á. ■

Ôï ãåãïíüò üôé ç ãåíéêÞ ëýóç ìéáò ÌÄÅ åîáñôÜôáé áðü áõèáßñåôåò óõ-

íáñôÞóåéò åßíáé ìéá Ýíäåéîç ôùí äõóêïëéþí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç ìå-

ëÝôç ôùí ìåñéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ãéá ôï ëüãï áõôü, óôá ðåñéó-

óüôåñá ðñïâëÞìáôá áíáæçôïýìå ëýóåéò, ìåñéêÝò ëýóåéò, ðïõ éêáíï-

ðïéïýí åðéðëÝïí óõíèÞêåò, üðùò óõíïñéáêÝò êáé/Þ áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

Áðü ìéá èåùñßá ëýóåùò áíáìÝíïõìå áðáíôÞóåéò óôá åîÞò åñùôÞìáôá:

1. ÕðÜñ÷åé ãåíéêÜ ìéá ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, åíäå÷üìåíá êÜôù áðü ðïéÝò

ðñïûðïèÝóåéò; (Ðñüâëçìá õðÜñîåùò).

2. Óôçí ðåñßðôùóç õðÜñîåùò ìéáò ëýóåùò, åßíáé áõôÞ ìïíïóÞìáíôá ïñé-

óìÝíç; (Ðñüâëçìá ìïíáäéêüôçôáò). ÈÝëïõìå íá åßìáóôå âÝâáéïé, üôé

äåí Ý÷ïõìå ðáñáâëÝøåé êÜðïéá ëýóç.

3. ÌÞðùò ìéêñÝò áðïêëßóåéò óôéò ìåôñÞóåéò ôùí áñ÷éêþí Þ óõíïñéáêþí

ôéìþí ðñïêáëïýí ìéêñÝò åðéäñÜóåéò óôéò ëýóåéò; (Ðñüâëçìá åõóôÜ-

èåéáò).

¸íá ðñüâëçìá, óôï ïðïßï áðáíôþíôáé èåôéêÜ ôá ðáñáðÜíù åñùôÞìáôá

ëÝìå üôé åßíáé êáëÜ ôïðïèåôçìÝíï.

Ôá ðáñáðÜíù åñùôÞìáôá ôá Ý÷ïõìå áíôéìåôùðßóåé êáé óôçí ðåñßðôùóç

ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

Åêôüò áðü ôç äéåõêñßíéóç ôùí âáóéêþí áõôþí åñùôçìÜôùí ï ìç÷áíéêüò

êáé ï öõóéêïìáèçìáôéêüò åíäéáöÝñåôáé êõñßùò ãéá ìåèüäïõò åýñåóçò

ëýóåùí ôùí áíôßóôïé÷ùí ðñïâëçìÜôùí. ÌåñéêÝò áðü ôéò ìåèüäïõò èá

áíáðôýîïõìå óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

2. Åîéóþóåéò ôçò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò

A. Ç åîßóùóç ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò

¸óôù G Ýíá ðåäßï ôïõ ôñéóäéÜóôáôïõ ÷þñïõ R3, ìÝóá óôï ïðïßï õðÜñ÷åé

Ýíáò áãùãüò èåñìüôçôáò. ¸óôù ×=(x,y,z) Ýíá óçìåßï ôïõ ðåäßïõ G êáé

c(t,X), ä(t,X) êáé u(t,X) ç áãùãéìüôçôá ôïõ áãùãïý, ç ðõêíüôçôá ôïõ óþìá-

ôïò êáé ç èåñìüôçôá óôï óçìåßï × êáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t áíôßóôïé÷á.
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ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá óôáèåñü t ç åîßóùóç u(t,X)=C(óôáèåñÜ) ïñßæåé ìéá

ëåßá åðéöÜíåéá, äçëáäÞ óå êÜèå óçìåßï õðÜñ÷åé åöáðôüìåíï åðßðåäï êá-

èþò êáé óõíå÷Ýò êÜèåôï äéÜíõóìá (âë. [8],ÉÉ,§20.6), ôçí éóüèåñìç åðéöÜ-

íåéá.

¸óôù G1 Ýíá õðïðåäßï ôïõ G êáé ∂G1  ç åðéöÜíåéÜ ôïõ, ôçí ïðïßá èåù-

ñïýìå üôé åßíáé ëåßá.

Èåùñïýìå ôç èåñìüôçôá ùò ñåõóôü, ôï ïðïßï êéíåßôáé ìÝóá óôï ðåäßï G,

êÜèåôá óôéò éóüèåñìåò åðéöÜíåéåò êáé ðñïò ôçí êáôåýèõíóç öèßíïõóáò

èåñìüôçôáò u. Ãéá íá äéáìïñöþóïõìå ôçí åîßóùóç ôçò èåñìéêÞò áãùãé-

ìüôçôáò, èá ðñïóåããßóïõìå ôç äéáöïñÜ èåñìüôçôáò óôï ðåäßï G1 ìåôá-

îý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí t1 êáé t2 êáôÜ äýï ôñüðïõò:

á) Êáôáñ÷Þí èá õðïëïãßóïõìå

ôç äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò èåñìü-

ôçôáò ðïõ åéóñÝåé óôï G1 êáé

åêåßíçò ðïõ åêñÝåé áðü ôï G1

ìÝóù ôçò åðéöÜíåéáò ∂G1  ìåôá-

îý ôùí ÷ñïíéêþí óôéãìþí t1 êáé

t1+Ät. Èåùñïýìå ôçí ôá÷ýôçôá

ñïÞò ùò óôáèåñÜ. Ðñïò ôï

óêïðü áõôü õðïëïãßæïõìå ôï

ðïóü ôçò èåñìüôçôáò ðïõ

äéÝñ÷åôáé áðü Ýíá óôïé÷åßï ôçò

åðéöÜíåéáò Äó ôïõ G1 óôï äéÜ-

óôçìá [t1,t1+Ät]. Áí óõìâïëß-

óïõìå ìå õ(*) ôçí ôá÷ýôçôá ñï-

Þò, ôüôå ç æçôïýìåíç èåñìüôç-

ôá åêöñÜæåôáé áðü Ýíá (ëïîü)

êýëéíäñï ìå âÜóç Äó êáé ãåíÝôåéñá �õÄt� êáé ýøïò �õÄtcos(n,õ)�, üðïõ n

åßíáé ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìá óôçí åðéöÜíåéá ∂G1  (êáôåõèýíåôáé

ðñïò ôá Ýîù). Õðåíèõìßæïõìå üôé ç ôá÷ýôçôá õ åßíáé êÜèåôç óôçí éóüèåñ-

ìç åðéöÜíåéá ðïõ ðåñíÜ áðü ôï óçìåßï. ÅðïìÝíùò ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ

êõëßíäñïõ åßíáé õ⋅nÄtÄó, üðïõ õ⋅n=�õ�cos(n,õ). Õðåíèõìßæïõìå áêüìç

                                                   
(*) Ìå Ýíôïíá ãñÜììáôá èá óõìâïëßæïõìå ôá äéáíýóìáôá Þ ôéò äéáíõóìáôéêÝò

óõíáñôÞóåéò.

Ó÷. 1
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üôé, áí ç ôá÷ýôçôá õ êáôåõèýíåôáé ðñïò ôá Ýîù (áíô. ìÝóá), ðïõ óçìáßíåé

üôé ç èåñìüôçôá ñÝåé ðñïò ôá Ýîù (áíô. ìÝóá) óôï G1, ôüôå õ⋅n>0 (áíô.

õ⋅n<0) áöïý ç ãùíßá åßíáé ïîåßá (áíô. áìâëåßá). Ùò óõíÝðåéá áõôþí ôùí

ðáñáôçñÞóåùí ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ç ðïóüôçôá èåñìüôçôáò ðïõ åéó-

ñÝåé ìÝóù ôçò åðéöÜíåéáò Äó óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ät åßíáé - õ⋅n ÄtÄó êáé

åßíáé èåôéêÞ (áíô. áñíçôéêÞ), üôáí ç ôá÷ýôçôá õ êáôåõèýíåôáé ðñïò ôá ìÝ-

óá (áíô. Ýîù).

ÅðïìÝíùò ôï óõíïëéêü ðïóü èåñìüôçôáò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôç óõíïëéêÞ
åðéöÜíåéá ∂G1  óôï äéÜóôçìá [t1,t2] äßíåôáé áðü ôï ïëïêëÞñùìá

(2.1) W1=- dt dó
t

t

G1

2

1
z zz ⋅

∂

õ n .

â) Ôï ðïóü ôçò èåñìüôçôáò ðïõ ðáñÜãåôáé (÷çìéêÜ Þ ðõñçíéêÜ) óôï ðå-

äßï G1 óôï óôïé÷åéþäç üãêï Äv åßíáé áíÜëïãï ôïõ üãêïõ êáé ôçò ÷ñïíéêÞò

äéÜñêåéáò Ät, äçëáäÞ q(t,X)ÄtÄv. ÅðïìÝíùò ôï óõíïëéêü ðïóü èåñìüôçôáò

ðïõ ðáñÜãåôáé óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [t1,t2] åßíáé

(2.2) W2= dt q t X dv
t

t

G1

2

1
z zzz ( , ) ,

ïðüôå ç èåñìüôçôá ðïõ ðáñáìÝíåé óôï ðåäßï G1 óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t2-

t1 åßíáé W=W1+W2.

ã) Ãéá ôï äåýôåñï ôñüðï õðïëïãéóìïý ôçò ßäéáò èåñìüôçôáò ðáñáôçñïý-

ìå üôé áýîçóç èåñìüôçôáò åíüò óôïé÷åéþäïõò üãêïõ Äv êáôÜ ôï ÷ñïíéêü

äéÜóôçìá [t,t+Ät] åßíáé áíÜëïãç ôçò äéáöïñÜò èåñìïêñáóßáò u(t+Ät,X)-

u(t,X) êáé ôïõ üãêïõ Äv. Ï ðáñÜãïíôáò áíáëïãßáò åßíáé ôï ãéíüìåíï ìåôá-

îý ôçò ðõêíüôçôáò êáé ôçò áãùãéìüôçôáò. ÅðïìÝíùò ç æçôïýìåíç áýîçóç

åßíáé

ä(t,X)c(t,X)(u(t+Ät,X)-u(t,X))Äv=(Èåþñ. ìÝóçò ôéìÞò)=

 =ä(t,X)c(t,X)
∂
∂

+u
t

t èÄt X ÄtÄv( , ) , 0<è<1.

Áí ôï Ät åßíáé áñêåôÜ ìéêñü, ôüôå ç ôåëåõôáßá Ýêöñáóç ìðïñåß íá ðñï-

óåããéóôåß áðü ôçí

ä(t,X)c(t,X)
∂
∂
u
t

t X ÄtÄv( , ) ,

ïðüôå ç óõíïëéêÞ áýîçóç ãéá üëï ôï ðåäßï G1 óôï äéÜóôçìá [t1,t2] ðñï-

óåããßæåôáé áðü ôçí
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(2.3) W3= dt ä t X c t X
u t X

t
dv

t

t

G1

2

1
z zzz ∂

∂
( , ) ( , )

( , )
.

ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò åßíáé W3=W1+W2.

Ðñïôïý ðñï÷ùñÞóïõìå óôç ìåëÝôç ôçò ôåëåõôáßáò åîéóþóåùò õðåíèõìß-

æïõìå ôï èåþñçìá Gauss-Ostrogradski (âë. [8],ÉÉ, §29.3) ãéá ôï ðåäßï G1:

õ n⋅
∂
zz dó

G1

= div dv
G

õ
1
zzz ,

üðïõ

õ(t,x,y,z)=õx(t,x,y,z)i+õy(t,x,y,z)j+õz(t,x,y,z)k êáé divõ= 
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

õ

x

õ

y

õ

z
x y z .

Ãéá ëüãïõò ðïõ áöïñïýí ôç ÖõóéêÞ éó÷ýåé ç éóüôçôá

õ(t,X)=-k(t,X)gradu(t,X)     Þ      

õ k t X
u
x

õ k t X
u
y

õ k t X
u
z

x

y

z

= − ∂
∂

= − ∂
∂

= − ∂
∂

( , ) ,

( , ) ,

( , )

Ïé åîéóþóåéò áõôÝò äçëþíïõí üôé ç ôá÷ýôçôá êéíÞóåùò ôçò èåñìüôçôáò

åßíáé êÜèåôç óôéò éóüèåñìåò, ãåãïíüò ðïõ åß÷áìå ëÜâåé õðüøç ìáò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé

(2.4) W1=- dt dó
t

t

G1

2

1
z zz ⋅

∂

õ n = dt div k t X gradu dv
t

t

G1

2

1
z zzz ( , ) )b g =

     = dt
k
x

u
x

k
y

u
y

k
z

u
z

k t X Äu dv
t

t

G1

2

1
z zzz ∂

∂
∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+F
H

I
K( , )

üðïõ Äu=
∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

2

2

2

2

2

2

u

x

u

y

u

z
 (ôåëåóôÞò Laplace).

ÅðïìÝíùò ç åîßóùóç ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.5)

dt
k
x

u
x

k
y

u
y

k
z

u
z

k t X Äu q t X ä t X c t X
u
t

dv
t

t

G1

2

1
z zzz ∂

∂
∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ + − ∂
∂

RST
UVW( , ) ( , ) ( , ) ( , ) =0
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ÕðïèÝôïõìå üôé üëåò ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí ôåëåõôáßá

éóüôçôá åßíáé óõíå÷åßò ùò ðñïò X=(x,y,z)∈G êáé t∈[0,T]. Ôüôå ãéá êÜèå

X=(x,y,z)∈G êáé t∈[0,T] åßíáé

∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ + − ∂
∂

k
x

u
x

k
y

u
y

k
z

u
z

k t X Äu q t X ä t X c t X
u
t

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) =0 ([8]§ 26.5),

ðïõ óçìáßíåé

(2.6)  
∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ ∂
∂

∂
∂

+ − ∂
∂

= −k
x

u
x

k
y

u
y

k
z

u
z

k t X Äu ä t X c t X
u
t

q t X( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç: ¼ôáí k=óôáèåñÜ, ä=óôáèåñÜ êáé c=óôáèåñÜ, ôüôå ç

åîßóùóç (1.6) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.7)
∂
∂

− =u
t

á Äu f t X2 ( , ) , üðïõ ×=(x,y,z).

B. Ç åîßóùóç ôùí çëåêôñéêþí ôáëáíôþóåùí Þ  ç åîßóùóç ôïõ ôçëå-

ãñÜöïõ.

¸óôù É(t,x) êáé õ(t,x) ç Ýíôáóç êáé ç ôÜóç óå Ýíáí áãùãü êáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t óôï óçìåßï x. Ï íüìïò ôïõ Ohm óôï äéÜóôçìá [x,x+Äx] ôïõ áãù-

ãïý äßíåé

(2.8) -õx Ä x = ÉRÄx+ItLÄx,

üðïõ R åßíáé ç áíôßóôáóç êáé L ï óõíôåëåóôÞò áõôåðáãùãÞò, õx=
∂

∂
õ( t x

x
, )

êáé Ét=
∂

∂
I t x

t
( , )

.

Ôï ðïóü ôïõ çëåêôñéêïý öïñôßïõ ðïõ ðáñáìÝíåé óôï ôìÞìá áõôü ôïõ á-

ãùãïý óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá Ät, ìåôáîý ôùí t êáé t+Ät, åßíáé

-(É(t,x+Äx)-É(t,x))Ät=(Èåþñçìá ìÝóçò ôéìÞò)=- ∂
∂

+I
x

t x èÄx ÄtÄx( , ) ,  0<è<1.

Áí ôï Äx åßíáé áñêåôÜ ìéêñü, ç ôåëåõôáßá ðïóüôçôá ìðïñåß íá ðñïóåããé-

óôåß áðü ôçí

- ∂
∂

I t x
x

ÄtÄx
( , )

.

Ôï ðïóü áõôü ôïõ çëåêôñéóìïý åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôçò áðþëåéáò

çëåêôñéóìïý (áðü ôá ôïé÷þìáôá), ðïõ åßíáé áíÜëïãï ôçò ôÜóåùò õ, ôïõ

GõÄtÄx (G óõíôåëåóôÞò áíáëïãßáò) êáé ôïõ ðïóïý ôïõ çëåêôñéóìïý ðïõ



Êåö. 1: ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Ìåñéêþí Ðáñáãþãùí8

õðÜñ÷åé óôï äéÜóôçìá Äx, C(õ(t+Ät,x)-õ(t,x))Äx, ôï ïðïßï, üðùò êáé ðéï

ðÜíù, ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí ðïóüôçôá

C
∂

∂
õ( t x

t
, )

ÄtÄx.

Ìå ôïí ôñüðï áõôü Ý÷ïõìå ìéá äåýôåñç åîßóùóç ìåôáîý ôçò åíôÜóåùò É

êáé ôçò ôÜóåùò õ:

(2.9)
∂
∂

+ ∂
∂

+ =I
x

C
õ
t

Gõ 0 ,

ç ïðïßá ìáæß ìå ôçí (2.8), ôçí ïðïßá ôþñá ãñÜöïõìå

(2.10)
∂
∂

+ ∂
∂

+ =õ
x

L
I
t

RI 0 ,

äéáìïñöþíïõí Ýíá óýóôçìá ãéá ôçí õ êáé É. Áðü ôï óýóôçìá áõôü ìðï-

ñïýìå íá áðáëåßøïõìå ìéá áðü ôéò Üãíùóôåò, ãéá ðáñÜäåéãìá ôçí É. Ãéá

ôï óêïðü áõôü ðáñáãùãßæïõìå ôçí (2.9) ùò ðñïò t êáé ôçí (2.10) ùò ðñïò

x, ïðüôå ðáßñíïõìå ôï óýóôçìá:

∂
∂ ∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

=

∂
∂

+ ∂
∂ ∂

+ ∂
∂

=

2 2

2

2

2

2

0

0

I
x t

C
õ

t
G

õ
t

õ

x
L

I
x t

R
I
x

.

Áðáëåßöïõìå ôïí ðñïóèåôÝï 
∂
∂ ∂

2I
x t

 ìåôáîý ôùí åîéóþóåùí, ïðüôå ðáßñ-

íïõìå ôçí åîßóùóç:

(2.11)
∂
∂

− ∂
∂

− ∂
∂

+ ∂
∂

=
2

2

2

2
0

õ

x
CL

õ

t
GL

õ
t

R
I
x

.

Áí ëÜâïõìå õðüøç ìáò ôçí (2.9), ôüôå ðáßñíïõìå ôçí åîßóùóç ôïõ ôçëå-

ãñÜöïõ:

(2.12)
∂
∂

− ∂
∂

− + ∂
∂

− =
2

2

2

2
0

õ

x
CL

õ

t
GL CR

õ
t

RGõ( ) .

Ç ôõðéêÞ ìïñöÞ ôçò åîéóþóåùò ôïõ ôçëåãñÜöïõ åßíáé

(2.12)
∂
∂

− ∂
∂

+ ∂
∂

+ =
2

2
2

2

2
0

õ

x
á

õ

t
Á

õ
t

Âõ .
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Ã.  Ç åîßóùóç ôçò ÕäñïäõíáìéêÞò êáé ç åîßóùóç êýìáôïò.

Èåùñïýìå Ýíá ñåõóôü, ôï ïðïßï êéíåßôáé óôï ÷þñï R3. ¸óôù P(x,y,z) Ýíá

óçìåßï ôïõ ÷þñïõ. Ãéá íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êßíçóç ôïõ ñåõóôïý èá

ðñÝðåé íá ãíùñßæïõìå êÜèå óôéãìÞ êáé óå êÜèå óçìåßï P(x,y,z) ôçí ôá÷ý-

ôçôÜ ôïõ. ¸óôù   

õ(t,x,y,z)=õx(t,x,y,z)i+õy(t,x,y,z)j+õz(t,x,y,z)k

ôï äéÜíõóìá ôçò ôá÷ýôçôáò êáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t óôï óçìåßï P(x,y,z).

Ôï õëéêü óçìåßï, ôï ïðïßï êáôÜ ôï ÷ñüíï t  âñßóêåôáé óôï óçìåßï (x,y,z),

êáôÜ ôï ÷ñüíï t+Ät èá âñßóêåôáé óôï óçìåßï ôïõ ÷þñïõ (x+Äx, y+Äy,

z+Äz). Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ïé x,y,z åßíáé óõíáñôÞ-

óåéò ôïõ ÷ñüíïõ, äçëáäÞ x(t), y(t), z(t) êáé üôé

(2.13)

lim ( , , , )

lim ( , , , )

lim ( , , , )

Ät
x

Ät
y

Ät
z

Äx
Ät

dx
dt

õ t x y z

Äy
Ät

dy
dt

õ t x y z

Äz
Ät

dz
dt

õ t x y z

→

→

→

= =

= =

= =

0

0

0

.

Áðü ôéò åîéóþóåéò áõôÝò ðáßñíïõìå êáé ôéò åðéôá÷ýíóåéò

(2.14)

d x

dt

õ

t
õ

õ

x
õ

õ

y
õ

õ

z

d x

dt

õ

t
õ

õ

x
õ

õ

y
õ

õ

z

d x

dt

õ

t
õ

õ

x
õ

õ

y
õ

õ

z

x
x

x
y

x
z

x

y
x

y
y

y
z

y

z
x

z
y

z
z

z

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

,

üðïõ õx=
dx
dt

, õy=
dy
dt

, õz=
dz
dt

.

¸óôù G Ýíá öñáãìÝíï ðåäßï ôïõ ÷þñïõ R3, üðïõ õðÜñ÷åé ñåõóôü, êáé

ñ(t,x,y,z) ç ðõêíüôçôá ôïõ ñåõóôïý êáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t óôï óçìåßï

P(x,y,z). Ôüôå ç ðïóüôçôá ôïõ ñåõóôïý ðïõ âñßóêåôáé óôï ðåäßï G êáôÜ

ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åßíáé (âë. [8],ÉÉ, §27.5)

Q(t)= ñ t x y z dv
G

( , , , )zzz , üðïõ dv=dxdydz.

ÊáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t+Ät ç ìÜæá óôï ßäéï ðåäßï åßíáé
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Q(t+Ät)= ñ t Ät x y z dv
G

( , , , )+zzz .

ÕðïèÝôïõìå üôé óôï ðåäßï G äåí õðÜñ÷åé ðçãÞ Þ êáôáâüèñá, ïðüôå ç

äéáöïñÜ Q(t+Ät)-Q(t) åßíáé ìüíï åêñïÞ Þ åéóñïÞ ôïõ ñåõóôïý. ÁõôÞ ç å-

êñïÞ-åéóñïÞ ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò Á), êáé

âñßóêïõìå

lim
( ) ( )

Ät

Q t Ät Q t
Ät→

+ −
0

=- ñ dó
G

õ n⋅
∂
zz .

ÕðïèÝôïõìå üôé ïé ñ(t,x,y,z) êáé õ(t,x,y,z) åßíáé êáôÜëëçëåò þóôå íá õðÜñ÷åé

ôï åðéöáíåéáêü ïëïêëÞñùìá êáé ç ñ(t,x,y,z) ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò t, ï-

ðüôå áðü ôéò ôåëåõôáßåò éóüôçôåò ðáßñíïõìå:

∂
∂zzz ñ
t

dv
G

=- ñ dó
G

õ n⋅
∂
zz .

Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ôýðïõ ôïõ Gauss ç ôåëåõôáßá éóüôçôá ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.15)
∂
∂

+RST
UVWzzz ñ

t
div ñ dv

G
( )õ =0.

Êáé åðåéäÞ ç (2.15) éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðïôå ðåäßï G⊂R3 êáé ìå ôçí ðñïû-

ðüèåóç üôé ç ïëïêëçñùôÝá óõíÜñôçóç åßíáé óõíå÷Þò ðáßñíïõìå ôçí åîß-

óùóç óõíå÷åßáò

(2.16)
∂
∂

+
ñ
t

div ñ( )õ =0.

Ãéá íá ðÜñïõìå ôçí åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå ôéò

äõíÜìåéò ðïõ åíåñãïýí óôï ðåäßï G:

á) Ôï ñåõóôü ðïõ âñßóêåôáé åîùôåñéêÜ ôïõ G ðéÝæåé ôï ñåõóôü ðïõ âñß-

óêåôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ. Èåùñïýìå üôé ç ðßåóç áõôÞ åíåñãåß êÜèåôá

óôï åöáðôüìåíï åðßðåäï óôï óçìåßï áõôü êáé åßíáé p(t,x,y,z). Ôüôå ç ðßåóç

óå üëï ôï ðåäßï G äßíåôáé áðü ôï åðéöáíåéáêü ïëïêëÞñùìá:

       F1=- p t x y z dó
G

( , , , )
∂
zz n =(Ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò êáôÜ grad, âë.[8], §29.4)

  =- gradpdv
Gzzz ,

üðïõ n ôï åîùôåñéêü ìïíáäéáßï äéÜíõóìá.
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Óçìåßùóç: Ôá ñåõóôÜ, ôá ïðïßá Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ç ðßåóç ó´ Ýíá óçìåßï

Ñ íá åßíáé êÜèåôç óôï åöáðôüìåíï åðßðåäï óôï Ñ ïíïìÜæïíôáé ðñáãìáôé-

êÜ ñåõóôÜ.

â) Óå êÜèå óçìåßï åíüò õðïðåäßïõ ôïõ G åíåñãåß ìéá äýíáìç áíÜëïãç ôçò

ìÜæáò ôïõ õðïðåäßïõ êáé ìéáò ìïíáäéáßáò äõíÜìåùò F=Fxi+Fyj+Fzk, ï-

ðüôå ç äýíáìç ðïõ åíåñãåß ðÜíù óôï G åßíáé

F2= ñ dv
G

Fzzz .

ã) ÐÜíù óôï G åíåñãïýí ïé äõíÜìåéò áäñáíåßáò, ïé ïðïßåò åßíáé áíÜëïãåò

ôçò åðéôá÷ýíóåùò êáé ôçò ìÜæáò, ïðüôå

F3=- ñ
d
dt

dv
G

õzzz .

Ôï áðïôÝëåóìá ôùí äõíÜìåùí áõôþí ðñÝðåé, óýìöùíá ìå ôïõò íüìïõò

ôçò Ìç÷áíéêÞò, íá åßíáé ìçäÝí, ðïõ óçìáßíåé

ñ
d
dt

gradp ñ dv
G

õ
F+ −RST
UVWzzz =0.

¼ôáí ç óõíÜñôçóç ôçò áãêýëçò åßíáé óõíå÷Þò, ôüôå, üðùò êáé óôá ðñïç-

ãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá, éó÷ýåé

(2.17) ñ
d
dt

gradp ñ
õ

F+ − =0.

ÅðïìÝíùò ïé åîéóþóåéò ôçò êéíÞóåùò èá ðñÝðåé íá ðñïêýøïõí áðü ôç

âáèìùôÞ åîßóùóç (2.16) êáé ôç äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç (2.17), ïé ïðïßåò

äßíïõí Ýíá óýóôçìá ôåóóÜñùí åîéóþóåùí ìå Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò ôéò

õx, õy, õz, p êáé ñ. ÕðïèÝôïõìå áêüìç üôé ìåôáîý ôùí p êáé ñ õößóôáôáé ìéá

ó÷Ýóç

(2.18) p=ö(ñ),

ç ïðïßá åßíáé ç êáôáóôáôéêÞ åîßóùóç ôïõ ñåõóôïý.

¸÷ïõìå ëïéðüí ôéò ðÝíôå åîéóþóåéò ìå ðÝíôå áãíþóôïõò
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(2.19)

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= −
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

F
HG

I
KJ =

=

õ

t
õ

õ

x
õ

õ

y
õ

õ

z
F

ñ
p
x

õ

t
õ

õ

x
õ

õ

y
õ

õ

z
F

ñ
p
y

õ

t
õ

õ

x
õ

õ

y
õ

õ

z
F

ñ
p
z

ñ
t

õ
ñ
x

õ
ñ
y

õ
ñ
z

ñ
õ

x

õ

x

õ

x

p ö

x
x

x
y

x
z

x
x

y
x

y
y

y
z

y
y

z
x

z
y

z
z

z
z

x y z
x y z

1

1

1

0

              

              

              

( )ñ                                                                

R

S

|
|
|
||

T

|
|
|
|
|

.

ÊÜíïõìå ôçí õðüèåóç üôé ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôïò õ êáé ïé ðáñÜãù-

ãïß ôïõò ùò ðñïò x, y êáé z  åßíáé áñêåôÜ ìéêñÝò, þóôå ôï ãéíüìåíï äýï

ôÝôïéùí íá åßíáé áìåëçôÝï êáé ìðïñåß íá ðáñáëåéöèåß (Áõôü âÝâáéá ðñÝ-

ðåé íá áðïäåé÷èåß ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôýðïõ Taylor). Ìéá äåýôåñç õðüèåóç

åßíáé üôé ïé óõíáñôÞóåéò p êáé ñ Ý÷ïõí ìéêñÝò áðïêëßóåéò áðü ôéò óôáèå-
ñÝò ôéìÝò po êáé ñï. Áõôü óçìáßíåé üôé, áí p=po+ p , ñ=ñï+ ñ , ôüôå ôá p

êáé ñ  êáé ïé ðáñÜãùãïß ôïõò åßíáé ôüóï ìéêñÝò, þóôå ôá ãéíüìåíá p ⋅ ñ ,

p
ñ
x

∂
∂

, ..., p
õ

x
x∂

∂
,... ìðïñïýí íá ðáñáëåéöèïýí. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ êáé

ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç óõíÜñôçóç ö åßíáé êáé ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôç-

óç ôï óýóôçìá (2.19) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ:

(2.20)

∂
∂

= −
∂
∂

∂
∂

= −
∂
∂

∂
∂

= −
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

F
HG

I
KJ =

+ = + = + ′ +

R

S

|
|
|
||

T

|
|
|
|
|

õ

t
F

ñ
p
x

õ

t
F

ñ
p
y

õ

t
F

ñ
p
z

ñ
t

ñ
õ

x

õ

y

õ

z

p p ö ñ ñ ö ñ ñö ñ èñ

x
x

ï

y
y

ï

z
z

ï

ï
x y z

o ï ï ï

1

1

1

0

                                     

                                      

                                      

                   

( ) ( ) ( )

, üðïõ 0<è<1.

ÅðåéäÞ po=ö(ñï) êáé åðåéäÞ ìðïñïýìå íá ðáñáëåßøïõìå ôçí ðïóüôçôá
èñ  ç ôåëåõôáßá åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ p ñö ñï= ′( ) . Óõìâïëßæïõìå

áêüìç ö´(ñï)=á2 êáé  s
ñ
ñ

ñ ñ

ñï

ï

ï

= =
−

, ïðüôå ôï óýóôçìá ðáßñíåé ôç ìïñ-

öÞ:
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(2.21)

∂
∂

= − ∂
∂

∂
∂

= − ∂
∂

∂
∂

= − ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

=

R

S

|
|
|
||

T

|
|
|
||

õ

t
F á

s
x

õ

t
F á

s
y

õ

t
F á

s
z

s
t

õ

x

õ

y

õ

z

p á ñ

x
x

y
y

z
z

x y z

2

2

2

2

0

                

                

                

   

                          

.

Ðáñáãùãßæïõìå ôçí 1ç ùò ðñïò x, ôçí 2ç ùò ðñïò y êáé ôçí 3ç ùò ðñïò z,

ðñïóèÝôïõìå ôéò åîéóþóåéò ðïõ ðñïÝêõøáí êáé ôç èÝôïõìå óôçí ôåëåõ-

ôáßá åîßóùóç, ïðüôå ðáßñíïõìå

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

F
HG

I
KJt

õ

x

õ

y

õ

z
x y z =-

∂
∂

2

2

s

t
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

F

x

F

y

F

z
x y z - á

s

x

s

y

s

z

2
2

2

2

2

2

2

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

F
HG

I
KJ .

Áí óõìâïëßóïõìå ìå -f(t,x,y,z)= 
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

F

x

F

y

F

z
x y z , ôüôå ç ôåëåõôáßá åîßóùóç

ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.22)
∂
∂

2

2

s

t
-á2Äs=f(t,x,y,z), üðïõ Ä åßíáé ï ôåëåóôÞò Laplace.

Ç åîßóùóç (2.22) ïíïìÜæåôáé åîßóùóç êýìáôïò. Áí êáôÜ êÜðïéï ôñüðï

ãíùñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç s, ôüôå ìðïñïýìå áðü ôï óýóôçìá (2.21) ìå

ïëïêëÞñùóç ùò ðñïò x, y, z íá õðïëïãßóïõìå ôéò óõíéóôþóåò õx, õy, õz êáé

ìå ìéá áêüìç ïëïêëÞñùóç ôá x, y, z  áðü ôéò

dx
dt

õx= , 
dy
dt

õy= ,  
dz
dt

õz= .

Ðñþôç åéäéêÞ ðåñßðôùóç: Ðáëëüìåíç ÌåìâñÜíç. Äå÷üìáóôå üôé ðÜíù

óå åðßðåäï ðáñÜëëçëï ðñïò ôïí z-Üîïíá ç ðõêíüôçôá, ç ðßåóç êáé ïé óõ-

íéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôïò åßíáé áíåîÜñôçôåò áðü ôï z.  Áõôü óçìáßíåé üôé ç

åíåñãþò äýíáìç F êáé ïé Üëëåò óõíèÞêåò åßíáé ôÝôïéåò, þóôå ïé ëýóåéò õx,

õy, õz, p êáé ñ íá åßíáé áíåîÜñôçôåò áðü ôï z. Áðü ôçí åîßóùóç (2.22) ðñï-

êýðôåé üôé êáé ç f ðñÝðåé íá åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôï z, ïðüôå áõôÞ ãñÜ-

öåôáé:
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(2.23)
∂
∂

2

2

s

t
-á2Äs=f(t,x,y)      Þ     

∂
∂

2

2

s

t
- á

s

x

s

y

2
2

2

2

2

∂
∂

+ ∂
∂

F
HG

I
KJ =f(t,x,y)

Óôçí ßäéá åîßóùóç ïäçãåß êáé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá:

Èåùñïýìå ìéá ìåìâñÜíç, ç ïðïßá ôáõôßæåôáé, óå êáôÜóôáóç çñåìßáò, ìå

Ýíá ðåäßï D ôïõ åðéðÝäïõ Oxy. ÕðïèÝôïõìå üôé:

á) ÊáôÜ ìéá áñ÷éêÞ óôéãìÞ t=to ç ìåìâñÜíç Ý÷åé ôç ìïñöÞ ìéáò åðéöÜ-

íåéáò u=öï(x,y) êáé óå êÜèå óçìåßï P(x,y) ðñïêáëïýìå Ýíá áñ÷éêü ðáëìü

ö1(x,y) êÜèåôï óôï åðßðåäï Oxy.

â)  Óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t êáé óå êÜèå óçìåßï P(x,y) åíåñãåß ìéá äýíáìç

êÜèåôç óôï åðßðåäï Oxy ìå ìïíáäéáßï äéÜíõóìá F(t,x,y).

ã)  Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ðïõ äüèçêáí ìå ôéò öï(x,y) êáé ö1(x,y) êáé ç äý-

íáìç F(t,x,y) åßíáé ôÝôïéåò, þóôå ç êßíçóç ôçò ìåìâñÜíçò íá ëáìâÜíåé ÷þ-

ñá êÜèåôá óôçí êáôÜóôáóç çñåìßáò, ðïõ óçìáßíåé Ýíá óçìåßï P(x,y)∈D

êéíåßôáé ìüíï ðÜíù óå ìéá ðáñÜëëçëç ðñïò ôïí z-Üîïíá. ÏíïìÜæïõìå á-

ðüêëéóç ôçí áðüóôáóç, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå u, ìåôáîý ôçò èÝóåùò

ôïõ óçìåßïõ Ñ ôçò ìåìâñÜíçò êáôÜ ôç óôéãìÞ t  êáé ôçò èÝóåùò çñåìßáò.

ÅðïìÝíùò ç áðüêëéóç åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t êáé ôçò èÝóåùò çñå-

ìßáò (x,y), äçëáäÞ u=u(t,x,y).

Ç åîßóùóç ðïõ äßíåé ôï u åßíáé

(2.24)
∂
∂

2

2

u

t
-á2Äu=f(t,x,y),  üðïõ  Ä=

∂
∂

+ ∂
∂

2

2

2

2x y
,

äçëáäÞ ç ßäéá åîßóùóç ìå ôçí (2.22). Ïé óõíèÞêåò ðïõ Ý÷ïõìå äéáôõðþóåé

óôçí á) ìáò ïäçãïýí óôéò

u(0,x,y)=öo(x,y)   êáé    
∂
∂
u
t

x y( , , )0 =ö1(x,y).

Äåýôåñç åéäéêÞ ðåñßðôùóç: Ðáëëüìåíç ×ïñäÞ. Óôç äåýôåñç áõôÞ åéäéêÞ

ðåñßðôùóç õðïèÝôïõìå üôé, êáôá ìÞêïò êÜèå ðáñÜëëçëçò ðñïò ôïí x-

Üîïíá, ç ðßåóç, ç ðõêíüôçôá êáé ïé óõíéóôþóåò ôçò ôá÷ýôçôïò ùò óõíÝ-

ðåéåò ôçò åíåñãïýóçò äõíÜìåùò åßíáé ìüíï óõíáñôÞóåéò ôçò ìåôáâëçôÞò

x (äçëáäÞ, åßíáé áíåîÜñôçôåò ôùí y,z). Ôüôå ç åîßóùóç (2.22) ðáßñíåé ôç

ìïñöÞ:

(2.25)
∂
∂

2

2

s

t
-á2

∂
∂

2

2

s

x
=f(t,x).
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Óôçí ßäéá åîßóùóç ìáò ïäçãåß ôï ðñüâëçìá ôçò ðáëëüìåíçò ÷ïñäÞò, ðïõ

åßíáé ðáñüìïéï ìå ôï ðñüâëçìá ôçò ðáëëüìåíçò ìåìâñÜíçò, üðïõ áíôé-

êáèéóôïýìå ôï ðåäßï D ôïõ Oxy ìå ôï äéÜóôçìá [á,â] ôïõ x-Üîïíá. ¸ôóé

ãéá ôçí áðüêëéóç u=u(t,x) ðáßñíïõìå ôçí åîßóùóç

(2.26)
∂
∂

2

2

u

t
-á2

∂
∂

2

2

u

x
=f(t,x),

ç ïðïßá Ý÷åé ðïëëÝò ïìïéüôçôåò ìå ôçí åîßóùóç ôïõ ôçëåãñÜöïõ (2.12).

Ä.  Ïé åîéóþóåéò Maxwell ãéá çñåìïýíôá óþìáôá

¸óôù G ðåäßï ôïõ ÷þñïõ ìå çëåêôñïìáãíçôéêÝò éäéüôçôåò, ïé ïðïßåò ÷á-

ñáêôçñßæïíôáé áðü ôç äéçëåêôñéêÞ óôáèåñÜ å, ôç ìáãíçôéêÞ äéáðåñáôüôçôá

ì êáé ôçí áãùãéìüôçôá ó êáé Ýóôù

• Ç=(Çx, Hy, Hz) ôï äéÜíõóìá ôïõ ìáãíçôéêïý ðåäßïõ,

• Å=(Åx, Åy, Åz) ôï äéÜíõóìá ôïõ çëåêôñéêïý ðåäßïõ,

• i=(ix, iy, iz) ôï äéÜíõóìá ôçò çëåêôñéêÞò ðõêíüôçôáò,

• Å(e)=( Ex
e( ) , Ey

e( ) , Ez
e( ) ) ôï äéÜíõóìá ôùí åðåíåñãïõóþí äõíÜìåùí,

• D=(Dx, Dy, Dz) ôï äéÜíõóìá ìåôáôüðéóçò,

• Â=(Âx, Ây, Âz) ôï äéÜíõóìá ôçò ìáãíçôéêÞò åðáãùãÞò êáé

• ñ ç çëåêôñéêÞ ðõêíüôçôá öüñôéóçò.

Ùò óõíÝðåéá ôùí åðåíåñãïõóþí äõíÜìåùí, ôçò áñ÷éêÞò êáôáóôÜóåùò êáé

ïñéóìÝíùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ôï ðåäßï G âñßóêåôáé óå çëåêôñïìáãíçôéêÞ

êáôÜóôáóç, ç ïðïßá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ôá äéáíýóìáôá Ç, Å, i, D, B. Áõ-

ôÜ ôá äéáíýóìáôá åßíáé óõíäåäåìÝíá ìåôáîý ôïõò ìå ôéò åîéóþóåéò Max-

well, ïé ïðïßåò åßíáé:

(2.27)

rot
c c t

rot
c t

div ñ

div

ó

å

ì

e

H i
D

E
B

       

D           

Â               

i Å Å      

D Å                 

Â Ç                 

= + ∂
∂

= − ∂
∂

=

=

= +

=

=

R

S

|
|
|
|
||

T

|
|
|
|
||

4 1

1

4

0

ð
,

,

ð ,

,

,

,

.

( )e j

 ,
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(c åßíáé óôáèåñÜ, ç ôá÷ýôçôá ôïõ öùôüò).

Ïé ôñåéò ôåëåõôáßåò éóüôçôåò éó÷ýïõí ìüíï óå éóüôñïðá êáé ìç óéäçñï-

ìáãíçôéêÜ óþìáôá.

Õðåíèõìßæïõìå áêüìç üôé, ãéá ôç âáèìùôÞ óõíÜñôçóç f(x,y,z) êáé ôç äéáíõóìáôéêÞ

óõíÜñôçóç F(x,y,z)=(P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z)), óôï êáñôåóéáíü óýóôçìá éó÷ýïõí

ïé éóüôçôåò (âë. [8],ÉÉ, §29.1):

gradf=
∂

∂

∂

∂

∂

∂

F
H

I
K

f
x

f
y

f
z

, , ,   divF=
∂

∂
+
∂

∂
+
∂

∂

f
x

f
y

f
z

,  rotF=
∂

∂
−
∂

∂

∂

∂
−
∂

∂

∂

∂
−
∂

∂

F
H

I
K

R
y

Q
z

P
z

R
x

Q
x

P
y

, ,  .

Ìåôáîý ôùí äéáíõóìÜôùí áõôþí éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

(*)

rot( rot Ä grad div

div gradf Äf

div rot

rot(gradf

F F F

                    

F                        

                     

) ( )

( )

( )

)

= − +

=

=

=

R

S
||

T
|
|

0

0

.

Åßíáé åíäéáöÝñïí íá äþóïõìå ïñéóìÝíåò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôùí åîéóþ-

óåùí Maxwell:

I.  ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ðåäßï G åßíáé Ýíá êåíü, ïðüôå å=ì=1 êáé ó=0. Ôüôå

ôï óýóôçìá (2.27) ãßíåôáé:

(2.28)

( )

( )

( )

( ) ð

( ) , ,

á c rot
t

â c rot
t

ã div

ä div ñ

å

 H
E

        

 E
H

       

 H                 

 E       

 i 0  D E  B H

⋅ =
∂

∂

⋅ = −
∂

∂

=

= =

= = =

R

S

|
|
||

T

|
|
|
|

0

4 0

.

Áí ðáñáãùãßóïõìå ôçí (á) ùò ðñïò t, ôüôå ðáßñíïõìå:

(2.29)
∂
∂

2

2

E

t
= c2⋅ÄÅ,   

üðïõ c rot
t

⋅ ∂
∂
F
H
I
K

H
=(â)=-c2⋅rot(rotE)=c2⋅(ÄÅ-grad(divE))=(ä)=c2⋅ÄÅ, Þ ìå

ôç âïÞèåéá ôùí óõíéóôùóþí
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(2.30)

∂

∂

=

∂

∂

=

∂

∂

=

R

S

|
|
||

T

|
|
||

2

2
2

2

2
2

2

2
2

E

x
c ÄÅ

E

y
c ÄÅ

E

z
c ÄÅ

x
x

y
y

z
z

,

ðïõ óçìáßíåé üôé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ êåíïý ïé óõíéóôþóåò ôïõ çëåêôñé-

êïý ðåäßïõ éêáíïðïéïýí ôçí åîßóùóç êýìáôïò.

II.  Èåùñïýìå áêüìç ôçí ðåñßðôùóç Å(e)=0 êáé å, ì, ó óôáèåñÝò. Ðáßñíïõ-

ìå ôçí ðåñéóôñïöÞ áìöïôÝñùí ôùí ìåëþí ôçò ðñþôçò åîéóþóåùò ôïõ

óõóôÞìáôïò (2.27)

rot(rotH)=
4 1ð
c

rot
c

rot
t

i
D+ ∂

∂
F
H
I
K = 

4ð
( )

c
rot ó

å
c

rot
t

Å
Å+ ∂

∂
F
H
I
K .

Áí ëÜâïõìå õðüøç ìáò ôéò éóüôçôåò (*) êáé ôéò (2.27), ôüôå Ý÷ïõìå

-ÄÇ+grad(divH)=-
4ð

( )
ó

c t
å
c t

rot
∂
∂

− ∂
∂

H
E =-

4
2

2

2

ðó
c t

åì

c t

∂
∂

− ∂
∂

H Ç
,

êáé åðåéäÞ divH=0 ç éóüôçôá ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.31)
åì

c t

ó
c t

Ä
2

2

2

4∂
∂

+ ∂
∂

=Ç H
Ç

ð
.

Ìðïñïýìå áêüìç íá ðáñáëåßøïõìå ôïí üñï 
4ðó

c t
∂
∂
H

 åðåéäÞ ôï ó åßíáé

ðïëý ìéêñü ùò ðñïò ôï c êáé óõìâïëßæïíôáò ìå á2=
c
åì

2

, ôüôå ðáßñíïõìå

ôçí åîßóùóç

(2.32)
∂
∂

=
2

2
2Ç

Ç
t

á Ä ,

ðïõ óçìáßíåé üôé êÜèå óõíéóôþóá ôïõ Ç éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç êýìáôïò.

Áí áêüìç ðáñáëåßøïõìå ôï åì ùò ðñïò c2, ôüôå áðïìÝíåé ç åîßóùóç:

(2.33)
∂
∂

=Ç
Ç

t
â Ä2 , üðïõ â2=

c
ó4ð

,

ç ïðïßá åßíáé ìéá åîßóùóç üìïéá åêåßíçò ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôáò

(2.7).
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Ìå áíÜëïãï ôñüðï ðáßñíïõìå ôçí åîßóùóç

(2.34)
∂
∂

=
2

2
2E

E
t

á Ä   óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç êáé

(2.35)
∂
∂

=E
E

t
â Ä2     óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç.

ÁíÜëïãá, üôáí Å(e)≠0 áíôß ôçò (2.31) ðáßñíïõìå ãéá ôï Å ìéá åîßóùóç ôçò

ìïñöÞò

(2.36) á
t

â
t

2
2

2
2∂

∂
+ ∂

∂
Å Å

=ÄÅ+f(t,x,y,z)

êáé üôáí ôï çëåêôñïìáãíçôéêü ðåäßï ìåôáâÜëëåôáé ìüíï êáôÜ ôç äéåýèõí-

óç ôïõ x-Üîïíá, ôüôå ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.37) á
t

â
t

2
2

2
2∂

∂
+ ∂

∂
Å Å

-
∂
∂

2

2

E

x
=f(t,x)   (ç åîßóùóç ôïõ ôçëåãñÜöïõ).

Å.  Ç åîßóùóç Schrödinger

Óôçí Êâáíôïìç÷áíéêÞ ç êáôÜóôáóç åíüò óôïé÷åéþäïõò óùìáôéäßïõ ðåñé-

ãñÜöåôáé áðü ôçí åîßóùóç Schrödinger:

(2.38) ih
∂
∂

= −
ø
t ì

Äø
h

2
+V(t,x,y,z)ø,   i= −1 ,

üðïõ

• V(t,x,y,z) åßíáé ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá,

• h åßíáé ç óôáèåñÜ Planck (=1,05⋅10-27erg⋅sec)

• ì ç ìÜæá ôïõ óùìáôéäßïõ,

• t  ç óõíôåôáãìÝíç ôïõ ÷ñüíïõ,

• x, y, z  ïé ÷ùñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò êáé

ø åßíáé ç óõíÜñôçóç ôïõ êýìáôïò, ç ïðïßá åßíáé ôÝôïéá, þóôå ç ðéèáíüôç-

ôá ôï óôïé÷åéþäåò óùìáôßäéï êáôÜ ôï ÷ñüíï t íá âñßóêåôáé óôï ðåäßï G

íá åßíáé ø dxdydz
G

2zzz . ÅðåéäÞ ôï óùìáôßäéï âñßóêåôáé ïðùóäÞðïôå óôï

÷þñï R3 Ý÷ïõìå ø dxdydz
2

3
R
zzz =1.
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¼ðùò âëÝðïõìå ç åîßóùóç (2.38) åßíáé åíôåëþò ðáñüìïéá ìå ôçí åîßóùóç

ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôïò (2.7).

Æ.  ÓôáôéêÜ öáéíüìåíá

á) Óôçí åîßóùóç ôçò èåñìéêÞò áãùãéìüôçôïò (2.7) èåùñïýìå ôçí ðåñß-

ðôùóç ðïõ ç ðçãÞ, ç åîùôåñéêÞ åðßäñáóç êáé ç óõíÜñôçóç u, äçëáäÞ ç

èåñìïêñáóßá, äåí åîáñôÜôáé áðü ôï ÷ñüíï áëëÜ ìüíï áðü ôéò ÷ùñéêÝò

óõíôåôáãìÝíåò x, y, z. Ìéá ôÝôïéá êáôÜóôáóç ïíïìÜæåôáé óôáôéêÞ. Ç åîß-

óùóç (2.7) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

(2.39) Äu=f(x,y,z).

â) Óå ìéá ðáñüìïéá åîßóùóç ìåôáôñÝðåôáé ç åîßóùóç êýìáôïò (2.22), ü-

ôáí ç s åßíáé áíåîÜñôçôç ôïõ ÷ñüíïõ t êáé åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôç èÝóç:

(2.40) Äs=f1(x,y,z),   üðïõ f
á

f1 2

1= −

¼ðùò åßíáé öáíåñü åßíáé óçìáíôéêü óôï óýóôçìá Maxwell, üôáí ôá äéáíý-

óìáôá Â, D, E, H êáé ç óõíÜñôçóç ñ åßíáé áíåîÜñôçôåò ôïõ t.




