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¶ÚfiÏÔÁÔ˜

H
ÛÔ˘‰‹ ÙˆÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ı¤ÙÂÈ ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜, ·ÏÏ¿  Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙÔ˘˜ Î·-

ıËÁËÙ¤˜, ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ fiÛÔ Î·ÌÈ¿ ¿ÏÏË EÈÛÙ‹ÌË. OÈ ··ÈÙ‹ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È

Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜ “Ê‡ÛÂˆ˜ ÙˆÓ Ú·ÁÌ¿ÙˆÓ”. O ¿ÓıÚˆÔ˜ ·fi Î·Ù·‚ÔÏ‹˜ ÙÔ˘

“‚ÔÏÂ‡ÂÙ·È” ÛÙËÓ ·Û¿ÊÂÈ·, ÛÙÔ ÂÚ›Ô˘ Î·È ÛÙËÓ ·‚Â‚·ÈfiÙËÙ·. ¢Â ı¤ÏÂÈ “Ó· ÁÓˆ-
Ú›˙ÂÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜”, ·ÊÔ‡ ÛÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ ÙÔ˘ ÂÓ·Û¯fiÏËÛË ‰ÂÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ.

MÂ ÙÔ ÛÎÂÙÈÎfi ·˘Ùfi ‚Ú›ÛÎÂÈ ·Ê‡ÛÈÎÔ, ·¿ÓıÚˆÔ Î·È ·Î·ÙfiÚıˆÙÔ ·˘Ùfi Ô˘

‰È·ÎÚ›ÓÂÈ Ù· M·ıËÌ·ÙÈÎ¿: Ë Û·Ê‹ÓÂÈ·, Ë ·ÎÚ›‚ÂÈ·, Ë Û¯ÔÏ·ÛÙÈÎ‹ ÊÚÔÓÙ›‰· ÛÙË
¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ÔÚÈÛÌÒÓ, Ë ·˘ÛÙËÚfiÙËÙ· ÙˆÓ ·Ô‰Â›ÍÂˆÓ (ÌfiÓÔ ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙË˜ §ÔÁÈÎ‹˜

Î·È fi¯È ÙÈ˜ ÌÂıfi‰Ô˘˜ ÙË˜ ‘·Ú·‰ÔÛÈ·Î‹˜’ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ ÙË˜ ÂÈıÔ‡˜)

Î·È Ù¤ÏÔ˜ Ë ·ÊËÚËÌ¤ÓË Ê‡ÛË ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ Î·È ÂÈÓÔËÌ¿ÙˆÓ, Ù·

ÔÔ›· ‰Â ‚Ï¤Ô˘ÌÂ, ‰ÂÓ ·ÎÔ‡ÌÂ, ‰ÂÓ È¿ÓÔ˘ÌÂ, ‰Â ÁÂ˘fiÌ·ÛÙÂ Î·È ‰Â Ì˘Ú›˙Ô˘ÌÂ.

H AÓ¿Ï˘ÛË ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ÈÔ ÈÛ¯˘Úfi Î·È ÙÂÏÂ›ˆ˜ ··Ú·›ÙËÙÔ ÂÚÁ·ÏÂ›Ô ÁÈ· Î¿-

ıÂ ÛÂ ‚¿ıÔ˜ ÂÍ¤Ù·ÛË ÚÔ‚ÏËÌ¿ÙˆÓ Ô˘ ··Û¯ÔÏÔ‡Ó Û‹ÌÂÚ·, ÂÎÙfi˜ ·fi Ù· M·-

ıËÌ·ÙÈÎ¿, ÙË º˘ÛÈÎ‹, ÙËÓ TÂ¯ÓÔÏÔÁ›·, ÙË BÈÔÏÔÁ›·, ÙËÓ I·ÙÚÈÎ‹, ÙËÓ OÈÎÔÓÔÌ›·

Î·ıÒ˜ Î·È ÙÈ˜ KÔÈÓˆÓÈÎ¤˜ EÈÛÙ‹ÌÂ˜. ™ÙËÓ AÓ¿Ï˘ÛË ÂÈÛ¿ÁÂÙ·È ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ Ë

¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ·Ú›ıÌËÛË˜ Î·È Û˘ÓÂ¯Ô‡˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÚÔÛÂÁÁ›ÛÂˆ˜ ÌÂ ÙËÓ

ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ Î·ıÒ˜ Î·È Ë ÁÓˆÛÙ‹ ·fi ÙËÓ AÚ¯·ÈfiÙËÙ· ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÂÍ·Ó-
ÙÏ‹ÛÂˆ˜ ÁÈ· ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙˆÓ ÂÌ‚·‰ÒÓ Î.Ï.

Δ
Ô BÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜ ÁÈ· ÙÔ Ì¿ıËÌ· ÙË˜ AÓ·Ï‡ÛÂˆ˜ ·Â˘ı‡ÓÂÙ·È ÛÙÔ˘˜

Û˘Ó·‰¤ÏÊÔ˘˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ‰È‰¿ÛÎÔ˘Ó ÛÙÔ §‡ÎÂÈÔ ÙÔ Ì¿ıËÌ·

·˘Ùfi Î·È ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ ı· ·ÔÙÂÏ¤ÛÂÈ ÛÙ· ¯¤ÚÈ· ÙÔ˘˜ ¤Ó· ··Ú·›ÙËÙÔ

‚Ô‹ıËÌ· ÛÙËÓ ÚÔÂÙÔÈÌ·Û›· Î·È ÛÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜. AÂ˘ı‡ÓÂÙ·È

fiÌˆ˜ Î·È ÛÂ ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Û˘Ó·‰¤ÏÊÔ˘˜ Ô˘ ı· ÚÔÛ¤Ú¯ÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ÂÍÂÙ¿ÛÂÈ˜ ÁÈ·

‰ÈÔÚÈÛÌfi ÛÙË ¢Â˘ÙÂÚÔ‚¿ıÌÈ· EÎ·›‰Â˘ÛË.

TÔ BÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜, fiˆ˜ Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌ¤ÓÔ, Â›Ó·È ¤Ó·˜ Û˘ÓÂ¯‹˜ “‰È¿ÏÔÁÔ˜”
ÌÂ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ô˘ “Û˘˙ËÙ¿” Ì·˙› ÙÔ˘ ÌÂÁ¿ÏÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙˆÓ ÚÔ‚ÏËÌ·ÙÈÛÌÒÓ Î·È ÙˆÓ

ÂÚˆÙËÌ¿ÙˆÓ, Ù· ÔÔ›· ÌÔÚÂ› Ó· ı¤ÛÂÈ Î¿ÔÈÔ˜ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·˜ ‹ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ·˜ ÙËÓ AÓ¿-

Ï˘ÛË. EÈ‰ÈÒÎÂÈ ·ÎfiÌË Ó· ‚ÔËı‹ÛÂÈ ÙÔÓ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ· Ó· ÚÔÛ·ÚÌfiÛÂÈ ÙÈ˜ ·ÓÂÈ-

ÛÙËÌÈ·Î¤˜ ÙÔ˘ ÁÓÒÛÂÈ˜ ÛÙÔ Â›Â‰Ô Î·È ÛÙÔ˘˜ ÛÙfi¯Ô˘˜ ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜ ÛÙÔ §‡ÎÂÈÔ.

TÔ ‰È‰·ÎÙÈÎfi ‚È‚Ï›Ô, Ô˘ Â›Ó·È ÙÔ ‚·ÛÈÎfi ‚Ô‹ıËÌ· ÙÔ˘ Ì·ıËÙ‹, ·Ú·ı¤ÙÂÈ ÌÂ

·È‰·ÁˆÁÈÎfi ÙÚfiÔ ÙË ‰È‰·ÎÙ¤· ‡ÏË, ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› fiÌˆ˜ Ó· ‰›ÓÂÈ ‰È‰·ÎÙÈÎ¤˜ Ô‰ËÁ›Â˜

Î·È Ó· Î·Ï‡ÙÂÈ fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ÚÔ‚ÏËÌ·ÙÈÛÌÔ‡˜ Î·È Ù· ÂÚˆÙËÌ·ÙÈÎ¿ Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙Ô-

ÓÙ·È Î·Ù¿ ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›·. H ·Ú¿ıÂÛË ÛÙÔ Û¯ÔÏÈÎfi ‚È‚Ï›Ô Ù¤ÙÔÈˆÓ Ô‰ËÁÈÒÓ ı·

·ÔÚÔÛ·Ó·ÙfiÏÈ˙Â ÙÔÓ Ì·ıËÙ‹. °È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi ıÂˆÚ‹Û·ÌÂ ··Ú·›ÙËÙË ÙË Û˘Á-

ÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ BÈ‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜. E›Ó·È ¿ÏÏˆÛÙÂ ‰ÈÂıÓ‹˜ Ú·ÎÙÈÎ‹ Ë Û˘ÁÁÚ·-

Ê‹ Ù¤ÙÔÈÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÁÈ· Î¿ıÂ Ì¿ıËÌ·. 
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TÔ BÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¤Ó· ·ÓÂÈÛÙËÌÈ·Îfi ‚È‚Ï›Ô AÓ·Ï‡ÛÂˆ˜.

AÔÙÂÏÂ› Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÙÔ˘ ÂÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ Û¯ÔÏÈÎÔ‡ ‚È‚Ï›Ô˘ Î·È ÁÈ· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi

¯ÚËÛÈÌÔÔÂ› ··Ú·›ÙËÙ· ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË, ÙËÓ ÔÚÔÏÔÁ›· Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÙÔ˘ Û¯Ô-

ÏÈÎÔ‡ ‚È‚Ï›Ô˘ Î·È ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ ÌfiÓÔ ÂÂÎÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È ÁÂÓÈÎÂ‡ÛÂÈ˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘

ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ Û¯ÔÏÈÎ‹˜ ‡ÏË˜. ¶ÚÔÎÂÈ-

Ì¤ÓÔ˘ Ó· ‰È·ÙËÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ “ÚfiÙ·ÛË” Î·È “fiÚÈÛÌ·” ÌfiÓÔ ÁÈ· ÙÈ˜ ÚÔ-

Ù¿ÛÂÈ˜ Î·È Ù· ÔÚ›ÛÌ·Ù· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÔ Û¯ÔÏÈÎfi ‚È‚Ï›Ô, ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡-

ÌÂ ÙÔ˘˜ fiÚÔ˘˜ “Û˘Ó¤ÂÈ·” ‹ “ÂÊ·ÚÌÔÁ‹” ÁÈ· ÙÈ˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, Ù· ÔÚ›ÛÌ·Ù· Î·È ÙÔ˘˜

Ù‡Ô˘˜ Ô˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ˆ˜ Ù¤ÙÔÈ· ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô. OÈ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜, ÔÈ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ·Îfi-

ÌË Î·È Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·Ú·Ù›ıÂÓÙ·È Â‰Ò ÁÈ·Ù› ÂÈÛËÌ·›ÓÔ˘Ó È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Ô˘ Â›Ó·È

··Ú·›ÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ‡ÏË˜ Î·È ˘Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘Ó ÌÂıfi‰Ô˘˜ Ï‡ÛÂˆ˜

·ÛÎ‹ÛÂˆÓ. ™˘¯Ó¿, fiÙ·Ó ı¤ÏÔ˘ÌÂ Ó· ÂÈÛËÌ¿ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Î¿ÔÈ· ÚfiÙ·ÛË ‰ÂÓ ÈÛ¯‡-

ÂÈ ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· (·ÓÙÈ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·) Ô˘ ÛÙÔ¯Â‡Ô˘Ó Ó·

“‰È·‚Â‚·ÈÒÛÔ˘Ó” ÙÔÓ ‰È‰¿ÛÎÔÓÙ·. ¢ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË Ë ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ‹ ·ÚÔ˘Û›·ÛË

Ì¤Û· ÛÙËÓ Ù¿ÍË, ·ÚÎÂ› ÌÈ· ÂÚÈÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜.

OÈ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È Ì¤Û· ÛÙÔ Û¯ÔÏÈÎfi ‚È‚Ï›Ô ‰ÂÓ ·-

Ú·Ù›ıÂÓÙ·È Â‰Ò. E›ÛË˜ ‰Â Û¯ÔÏÈ¿˙ÔÓÙ·È ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔÈ fiÙ·Ó ‰ÂÓ ıÂˆ-

ÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Î¿ÙÈ Ù¤ÙÔÈÔ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ. ¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ Û¯fiÏÈ·

Î·È ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ (ÁÚ·ÌÌ¤Ó· ÌÂ ÌÈÎÚfiÙÂÚ· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· Î·È ‰ÂÓ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ·ÓÙÈ-
ÎÂ›ÌÂÓÔ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜) ¤ÓÓÔÈÂ˜ Î·È ÌÂıfi‰Ô˘˜, Ô˘ Â›Ó·È ÌÂÓ ÂÎÙfi˜ ‰È‰·ÎÙ¤·˜ ‡ÏË˜,

ÔˆÛ‰‹ÔÙÂ fiÌˆ˜ ·fi ÙÔ “¿ÌÂÛÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ” ÙË˜. A˘Ùfi ı· Á›ÓÂÙ·È ÁÈ· Ó· Â›Ó·È Ô

ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎfi˜ Ì·˜ ¿ÓÙÔÙÂ ¤Ó· ‚‹Ì· ÈÔ ÌÚÔÛÙ¿.

E›Ó·È ·˘ÙÔÓfiËÙÔ fiÙÈ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› Î·È ·fi ÙÔ˘˜ Ì·ıË-

Ù¤˜ ÙË˜ °¢ Ù¿ÍÂˆ˜ ÙÔ˘ §˘ÎÂ›Ô˘ Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ˘˜ ˘Ô„‹ÊÈÔ˘˜ ÙˆÓ AEI Î·È TEI ÙË˜

1Ë˜ ¢¤ÛÌË˜.

∞ı‹Ó·, OÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 1998

™ÙË 2Ë ·˘Ù‹ ¤Î‰ÔÛË ÙÔ˘ μÈ‚Ï›Ô˘ ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜ ¤ÁÈÓÂ ÚÔÛı‹ÎË ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ

ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ, ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂˆÓ, Û¯ÔÏÈ·ÛÌÒÓ Î·È ˘Ô‰Â›ÍÂˆÓ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ·Ú·Ô-

ÌÒÓ ÛÙÔ ‚È‚Ï›Ô Ì·˜ «∞¡∞§À™∏», ÙfiÌÔ˜ π (2000).  

£ÂˆÚ‹Û·ÌÂ fiÙÈ ÔÈ ÚÔÛı‹ÎÂ˜-·Ú·ÔÌ¤˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÂ˜, ÒÛÙÂ ÙÔ μÈ-
‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜ Ó· Â›Ó·È ÚÔÛ·ÚÌÔÛÌ¤ÓÔ ÛÙÈ˜ Èı·Ó¤˜ ·ÏÏ·Á¤˜ ÛÙÔ ÂÚÈÂ-

¯fiÌÂÓÔ ÙÔ˘ Ì·ı‹Ì·ÙÔ˜. ∂ÈÏ¤ÔÓ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó· ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ‚Ô‹ıË-

Ì· ÁÈ· ÙÔ˘˜ ˘Ô„ËÊ›Ô˘˜ ÙÔ˘ ∞.™.∂.¶. ™˘ÓÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙÔ˘˜ ÌÂÏÂÙËÙ¤˜, Î˘Ú›ˆ˜ ÛÙÔ˘˜

˘Ô„ËÊ›Ô˘˜ ÙÔ˘  ∞.™.∂.¶., Ó· Û˘Ì‚Ô˘ÏÂ‡ÔÓÙ·È ÙÈ˜ ˘Ô‰Â›ÍÂÈ˜, ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ Î·È

ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Ì·˜ ·˘ÙÔ‡, ÁÈ·Ù› ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÏÂÙÔÌÂÚÂ›˜ ÂÚÈÁÚ·Ê¤˜, ˘Ô-

‰Â›ÍÂÈ˜ Î·È ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ Î·ıÒ˜ Î·È Î·Ù¿ÏÏËÏ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË

ÙË˜ ‰ÔÌ‹˜ ÙË˜ ∞Ó·Ï‡ÛÂˆ˜. 

∞ı‹Ó·, ª¿ÈÔ˜ 2006
°ÂÒÚÁÈÔ˜ ¡ÈÎ. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë˜
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1.0.  EÈÛ·ÁˆÁ‹

T·  ·ÍÈÒÌ·Ù· Dedekind-Peano ÁÈ· ÙÔ  � ‰È·Ù˘ÒÓÔ-
ÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(N1¢) 0Œ� , Ô ÌË‰¤Ó Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

(N2¢) (·) AÓ  ÓŒ�, ÙfiÙÂ Î·È  Ó+1Œ�

(‚) °È· Î¿ıÂ  Ó Œ� ÈÛ¯‡ÂÈ  Ó+1π0,  ‰ËÏ. ‰ÂÓ
˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ô
ÂfiÌÂÓÔ˜ Ó· Â›Ó·È Ô  0.

(N3¢) AÓ ÁÈ· ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  M  ÙÔ˘ � ÈÛ¯‡Ô˘Ó
(i) 0 ŒM  Î·È  (ii) ÌÂ  Ó ŒM  Î·È  Ó+1ŒM,  ÙfiÙÂ
M=�.

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜, fiˆ˜ ÛÙÔ Û¯ÔÏÈÎfi ‚È‚Ï›Ô, ˆ˜ Û‡ÓÔÏÔ

ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

� = �*»{0},

ÔfiÙÂ Ù· ·ÍÈÒÌ·Ù· ÙÔ˘ Peano, ‰›ÓÔÓÙ·È ·fi Ù·  (N1¢),

(N2¢)  Î·È  (N3¢).  EÓÒ Ë ‰È¿Ù·ÍË:  Ó<Ì, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘-

ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜  Îπ 0 Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ  Ó+Î=Ì,  ÔfiÙÂ Ë ‰È¿-

Ù·ÍË Â›Ó·È

0 < 1 < 2 < ... < Ó < Ó+1 < ...

T· ·ÍÈÒÌ·Ù· Dedekind-Peano ÁÈ· ÙÔ �*,  ÌÂÙ¿ ÙÔÓ
ÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ·˘ÙÒÓ ‰È·Ù˘ÒÓÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(N1) 1Œ�* , Ô 1  Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜.

(N2) (·) AÓ Ó Œ�*, ÙfiÙÂ Î·È Ó+1Œ�*
(‚) °È· Î¿ıÂ  Ó Œ�* ÈÛ¯‡ÂÈ  Ó+1π1,  ‰ËÏ. ‰ÂÓ

˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ô
ÂfiÌÂÓÔ˜ Ó· Â›Ó·È Ô  1.

(N3) AÓ ÁÈ· ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ M ÙÔ˘ �* ÈÛ¯‡Ô˘Ó
(i) 1ŒM  Î·È  (ii) ÌÂ Ó ŒM  Î·È Ó+1ŒM,  ÙfiÙÂ
M=�*.

O È Ê˘ÛÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›  �*,  ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ÛÙ· M·ıË-

Ì·ÙÈÎ¿ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ·ÍÈˆÌ¿ÙˆÓ Dedekind-
Peano,ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÂÊÔ‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ‰‡Ô Ú¿ÍÂÈ˜

Û˘Óı¤ÛÂˆ˜, ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË «+»  Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi
«◊»,  ÔfiÙÂ ÛÂ Î¿ıÂ ˙Â‡ÁÔ˜  Î, Ó Œ�* ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ

¿ıÚÔÈÛÌ· ÙÔ˘˜  

Î+Ó Œ�*

Î·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓfi ÙÔ˘˜

Î ◊ Ó Œ�*.

MÔÚÔ‡ÌÂ Â›ÛË˜ ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �* Ó· ÂÈÛ¿ÁÔ˘ÌÂ ÌÈ·

Û¯¤ÛË  Ó<Ì (‰È¿‚.  Ó ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ÙÔ˘  Ì), fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ

Ê˘ÛÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Î Ù¤ÙÔÈÔ˜, ÒÛÙÂ  Ó+Î= Ì.  TÔ Û‡ÓÔÏÔ

�* ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜

Ó≤Ì  (Ó< Ì  ‹  Ó=Ì)

Â›Ó·È ÔÏÈÎ¿ ‹ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓÔ. ŒÙÛÈ ÁÈ· ÙÔ˘˜ Ê˘-

ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜:

1 < 2< ...< Ó < Ó+1 < ...

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: ¶ƒ∞°ª∞Δπ∫Œ˜ ™À¡∞ƒΔ◊™∂π˜ 1

KÂÊ¿Ï·ÈÔKÂÊ¿Ï·ÈÔ

¶PA°MATIKE™ ™YNAPTH™EI™¶PA°MATIKE™ ™YNAPTH™EI™

C MYK C MYK

C MYK C MYK

1



2

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜2

Afi‰ÂÈÍË 1Ë: °È· Ó=5 Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ·ÊÔ‡

25 = 32 > 25 = 52. 

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ÔÈÔ  Î≥5  Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ Ô  p(Î):  2Î > Î2.  ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿-

˙ÔÓÙ·˜ Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË Â›  2 ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ

2Î+1 > 2ØÎ2.

AÚÎÂ› ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ 

2 ØÎ2 ≥ (Î+1)2.

H ÙÂÏÂ˘Ù·›·  Â›Ó·È Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÈÒÓ:

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· N· ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜  p(Ó):  2Ó > Ó2 ÁÈ· Î¿ıÂ  Ó≥5.

™¯fiÏÈÔ: ¢ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ, fiˆ˜ ÛÙËÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÂÈÛ‹Ì·ÓÛË, Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ‚‹Ì· (‚)

fiÙÈ  Î≥1 ÁÈ·Ù› ·˘Ùfi Â›Ó·È ·˘ÙÔÓfiËÙÔ.

¢›ÓÂÙ·È Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜  p(Ó),  ÓŒ�*.  ¶ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô
ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒ�*, ÂÚÁ·˙fiÌ·ÛÙÂ ˆ˜ ÂÍ‹˜:

(·) AÔ‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜  p(1) Â›Ó·È ·ÏËı‹˜,

(‚) YÔı¤ÙÔÓÙ·˜ fiÙÈ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜  p(Î) Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Î·È Ô
ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜  p(Î+1) Â›Ó·È ·ÏËı‹˜,

ÙfiÙÂ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜  p(Ó) Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒ�*.

¶ÚÔÛÔ¯‹! 

1) TÔ ‚‹Ì· (‚) ·fi ÌfiÓÔ ÙÔ˘ ‰ÂÓ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ Ù›ÔÙÂ, ·Ó ‰ÂÓ ·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› Ë ·Ï‹-

ıÂÈ· ÙÔ˘ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌÔ‡  p(1). °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÁÈ· ÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi  p(Ó):

2(1+2+…+Ó) = (Ó–1)(Ó–2)

ÈÛ¯‡ÂÈ Ë (‚), ÂÓÒ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ ÁÈ· ÙÔÓ ÔÔ›ÔÓ Ó· Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ Ô  p(Ó).

2) AÓ, Î·Ù¿ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ Â·ÁˆÁ‹˜, ÛÙÔ ‚‹Ì· (·) ·Ô‰Â›-

ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ p(Î0) Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ÁÈ· Î¿ÔÈÔ Î0 Œ�*  Î·È ·Ô‰Â›-

ÍÔ˘ÌÂ ÙÔ ‚‹Ì· (‚) ÁÈ· Î¿ıÂ  Î ≥ Î0 , ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ô‰Â›ÍÂÈ fiÙÈ Ô  p(Ó)  Â›Ó·È

·ÏËı‹˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  Ó ≥ Î0 .
A˘Ùfi ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ·Ó ÂÊ·ÚÌfiÛÔ˘ÌÂ ÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ Â·ÁˆÁ‹ ÛÙÔÓ ÈÛ¯˘ÚÈ-

ÛÌfi
q(Ó) = p((Î0 –1)+Ó).

™ÙÔ ·Í›ˆÌ· (N3), Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È Î·È ÛÙËÓ ˘ÔÛËÌÂ›ˆÛË ÙË˜ ÛÂÏ. 11 ÙÔ˘ ‚È-

‚Ï›Ô˘, ÛÙËÚ›˙ÂÙ·È Ë ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ Â·ÁˆÁ‹˜, ÙË˜ ÔÔ›-

·˜ Ë Ï¤ÔÓ Â‡¯ÚËÛÙË ÌÔÚÊ‹ Â›Ó·È Ë ÂÍ‹˜:

C MYK C MYK

C MYK C MYK



¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ‰Â‰ÔÌ¤ÓË ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓˆÓ

ÌÂ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Î·È ÙË ‰È¿Ù·ÍË. EÈ‰ÈÒÎÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍÔÈÎÂ›ˆÛË ÙˆÓ Ì·ıËÙÒÓ

ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ Î·È ÙË˜ ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

Î·ıÒ˜ Â›ÛË˜ ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ‰È·ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Î·È ÙÔ˘ ¿Óˆ (·ÓÙ. Î¿Ùˆ) ÊÚ¿ÁÌ·ÙÔ˜

ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ ·ÚÈıÌÒÓ.

•ÂÎÈÓÒÓÙ·˜ ·fi ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ (·, ‚) Î·È (·, ‚] (·<‚,  ·, ‚ Ú·Á-

Ì·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›) ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ ÙÔ «·˘ÙÔÓfiËÙÔ» fiÙÈ ·fi Ù· ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·Ù· ÙˆÓ

‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·˘ÙÒÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·, ÙÔ ‚, Ô˘ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi fiÏ· Ù· ¿Óˆ ÊÚ¿Á-

Ì·Ù·. A˘Ù‹ Ë ‰È·›ÛÙˆÛË fiÌˆ˜ ÁÈ· ÁÂÓÈÎÒ˜ ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÓÔÏ· ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘-

Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È Ô‡ÙÂ ÙË˜ ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜. ŒÙÛÈ ·Ó·ÁÎ·-

˙fiÌ·ÛÙÂ Ó· ÂÊÔ‰È¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÌÂ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ

·Í›ˆÌ·:

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ Î·È ÌÂ ÙÔ ·Í›ˆÌ· ·˘Ùfi

Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  � .

TÔ ·Í›ˆÌ· ·˘Ùfi ÂÍ·ÛÊ·Ï›˙ÂÈ 

·) ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ ÌÔÓfiÙÔÓË˜ Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜, 

TÔ ·Í›ˆÌ· ÙË˜ Ï‹ÚÔ˘˜ ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜

K¿ıÂ ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ
¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ·.

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: ¶ƒ∞°ª∞Δπ∫Œ˜ ™À¡∞ƒΔ◊™∂π˜ 3

2ØÎ2 ≥ (Î+1)2 ¤ 2 ØÎ2 ≥ Î2+2Î+1

¤ Î2–2Î+1 ≥ 2

¤ (Î–1)2 ≥ 2 ,

Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ Î≥5 (Î·È Ì¿ÏÈÛÙ· ÁÈ· Î≥3).

Afi‰ÂÈÍË 2Ë: MÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi 

q(Ó):  2Ó+4 > (Ó+4)2 ‹  16Ø2Ó > (Ó+4)2

Î·È Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  Ó≥1.
¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÁÈ·  Ó=1  ÈÛ¯‡ÂÈ. YÔı¤ÙÔÓÙ·˜ fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·  Î>1,  ‰ËÏ.

16 ◊2Î > (Î+4)2, ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË Â›  2, ÔfiÙÂ  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ

16 ◊ 2Î+1 > 2 Ø (Î+4)2.

AÚÎÂ› Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  2 Ø (Î+4)2 > (Î+1+4)2,  ÙÔ ÔÔ›Ô ÌÂÙ¿ ÙËÓ ÂÎÙ¤ÏÂÛË

ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜.
▲
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‚) ÙËÓ ‡·ÚÍË Ï‡ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

·x = ‚,  ·, ‚Œ�,  ·>0,  ·π1  Î·È  ‚>0 (ÏÔÁ¿ÚÈıÌÔÈ)
Î·È 

Á) ÙËÓ ‡·ÚÍË ÙˆÓ ˘ÂÚ‚·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, fiˆ˜ Ô   Î·È Ô  e.

H Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ·fi ÙÔ˘˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜

1. OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  x+Ó = Ì,  Ó, ÌŒ�,  ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ¿ÓÙÔÙÂ Ï‡ÛË (.¯. ÁÈ·  Ó=7 Î·È  Ì=5).  EÂÎÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Ê˘ÛÈ-

ÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌfi˘˜ ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛı‹ÎË ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ  x+Ó = Ì, ÔfiÙÂ

·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜  �={0, ±1, ±2, …, ±Ó, …} …�.

2. OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  x◊ Ó=Ì,  Ó, ÌŒ�,  ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ

‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ¿ÓÙÔÙÂ Ï‡ÛË (.¯. ÁÈ·  Ó=7 Î·È  Ì=5).  EÂÎÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ·Î¤-

Ú·ÈÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛı‹ÎË ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ  x◊ Ó = Ì, Ôfi-

ÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜  � = � �
Ì

Ó
� :  Ì, ÓŒ�,  Óπ0 � … �.

3. ·) OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  xÓ = ·,  ·>0 , ÓŒ�, Î·È ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· ÔÈ ·ÏÁÂ‚ÚÈ-

Î¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜, ‰ËÏ. ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂ ·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜,

ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ¿ÓÙÔÙÂ Ï‡ÛË (.¯. �2�œ�). 

‚) OÈ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  ·x=‚,  ·, ‚Œ�,  ·>0,  ·π1  Î·È  ‚>0 (ÏÔÁ¿ÚÈı-

ÌÔÈ), ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ¿ÓÙÔÙÂ Ï‡ÛË (.¯.  2 x=3).

Á) T· fiÚÈ· ·‡ÍÔ˘Û·˜ Î·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›ÛË˜ ‰ÂÓ
Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›, fiˆ˜ Ô e Î·È Ô , ÔÈ ÔÔ›ÔÈ Â›Ó·È ˘ÂÚ‚·ÙÈ-
ÎÔ›, ‰ËÏ. ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú›˙Â˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹˜ ÂÍÈÛÒÛÂˆ˜. 

EÂÎÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÌÂ ÙËÓ ÚÔÛı‹ÎË ÙˆÓ Ï‡ÛÂˆÓ ÙˆÓ ·Ú·-

¿Óˆ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ Î·È ÙˆÓ ÔÚ›ˆÓ Ô˘ ·Ó·Ê¤Ú·ÌÂ, ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·-
ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ �, ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÂÊÔ‰È¿˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ (Ô˘ ÚÔ‹Ï-

ı·Ó ·fi ÙÈ˜ ‰È·‰Ô¯ÈÎ¤˜ ÂÂÎÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ·Ó¿ÏÔÁˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÛÙ· Û‡ÓÔÏ·  �, � Î·È

�). ¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:  � Ã � Ã � Ã � . OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ÂÎÂ›ÓÔ˘˜ ÙÔ˘˜

Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÚËÙÔ›, ‰ËÏ. Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  �\�.

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜4

™¯fiÏÈÔ: TÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ¿Óˆ ÊÚ¿ÁÌ· ÂÓfi˜ ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ˘ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ X ÙÔ˘ � ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È

supremum ÙÔ˘  X Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ supX.  ø˜ Û˘Ó¤ÂÈ· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ·ÍÈÒÌ·ÙÔ˜ Â›Ó·È: K¿ıÂ Î¿-

Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  X ÙÔ˘  � ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÈÛÙÔ Î¿Ùˆ ÊÚ¿ÁÌ·, ÙÔ  infimum ÙÔ˘ X,  Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›-

˙ÂÙ·È infX.  ¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ‰›ÓÂÙ·È ˆ˜ ·Í›ˆÌ· Î·È ÙÔ ·Ú·¿Óˆ ·Í›ˆÌ· ˆ˜ ÚfiÙ·ÛË.

H AÚ¯ÈÌ‹‰ÂÈ· È‰ÈfiÙËÙ· ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Ì·˙› ÌÂ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙÔ˘ ÎÈ‚ˆÙÈÛÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó

ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ·Í›ˆÌ· ÌÂ ÙÔ ·Í›ˆÌ· ÙË˜ Ï‹ÚÔ˘˜ ‰È·Ù¿ÍÂˆ˜ (‚Ï. °. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë, ANA§Y™H  I, Û. 36).
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TÔ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ ‹ ÌË

£· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ù· Û‡ÓÔÏ·  A Î·È  B ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ‹ fiÙÈ ÙÔ  A
¤¯ÂÈ ÙËÓ ›‰È· ÈÛ¯‡ ÌÂ ÙÔ  B ‹ fiÙÈ Ù· Û‡ÓÔÏ·  A, B Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ

·ÌÊÈÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ·ÂÈÎfiÓÈÛË ÙÔ˘  A Â› ÙÔ˘  B.  ŸÙ·Ó  B={1, 2, ... ,Î},  ÙfiÙÂ Ï¤-

ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  A ¤¯ÂÈ  Î ÛÙÔÈ¯Â›·, fiˆ˜ ÛÙËÓ Î·ıÔÌÈÏÔ˘Ì¤ÓË. ŸÙ·Ó  B=�,  ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ

fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔÓ.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  � Â›Ó·È Â›ÛË˜ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ. MÈ· ·Ú›ıÌËÛ‹ ÙÔ˘ ‰›-

ÓÂÙ·È ÛÙÔÓ ›Ó·Î·. TÔ ¿ÂÈÚÔ ·˘Ùfi Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ¿0 (‰È·‚. ¿ÏÂÊ ÌË‰¤Ó).  ŸÙ·Ó

B=�,  ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A Â›Ó·È ˘ÂÚ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Î·È ÙÔ Ï‹ıÔ˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘

A Â›Ó·È ¿ÏÈ ¿ÂÈÚÔÓ, ÙÔ ÔÔ›Ô Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ � Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ‰‡Ó·ÌÈ˜ ÙÔ˘ Û˘-
ÓÂ¯Ô‡˜. MÂ Î¿ÔÈ· ¤ÓÓÔÈ·, Ô˘ ‰Â ı· ÂÍËÁ‹ÛÔ˘ÌÂ Â‰Ò, ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· � >¿0.

¶·Ú·Ì¤ÓÂÈ ·ÓÔÈ¯Ùfi ÙÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi Úfi‚ÏËÌ· ·Ó ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ  � Î·È ¿0  ˘¿Ú-

¯ÂÈ ¿ÏÏÔ ¿ÂÈÚÔ.

T¤ÏÔ˜, ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  X ÙÔ˘  � Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ fiÙ·Ó, ÁÈ· Î¿-

ıÂ  Ó Œ� ˘¿Ú¯ÂÈ  x ŒX Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  x>Ó.

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: ¶ƒ∞°ª∞Δπ∫Œ˜ ™À¡∞ƒΔ◊™∂π˜ 5

¶·Ú·ÙËÚÂ›ÛÙÂ fiÙÈ ÛÙ· ‰‡Ô ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ù· Û‡ÓÔÏ·  � Î·È � ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ

ÌÂ ÁÓ‹ÛÈ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ¿ ÙÔ˘˜  N2 Î·È � ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. A˘Ùfi Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÌfiÓÔ ÛÂ ¿ÂÈÚ· Û‡ÓÔÏ· Î·È ÔÏ-

Ï¤˜ ÊÔÚ¤˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È Î·È ˆ˜ ÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ ¿ÂÈÚÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘, ‰ËÏ. ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ,

fiÙ·Ó ¤¯ÂÈ ÙÔ ·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌÂ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏfi ÙÔ˘.

1) TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ � Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ¿ÚÙÈˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ  N2
¤¯Ô˘Ó ÙÔ ·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ, ·ÚfiÏÔÓ fiÙÈ ÙÔÓ  N2 Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘

�.  H Û¯ÂÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È  f(Ó) = 2Ó ÁÈ· Î¿ıÂ ÓŒ�.

2) To ‰È¿ÛÙËÌ·  (0, 1) Î·È ÙÔ  � ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ. H Û¯ÂÙÈÎ‹ Û˘-

Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

f(x) = �
1–

2

|
x

2

–

x

1

–1|
� ,  xŒ(0, 1).

MÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

g(x) = �
‚

x–

–

a

·
�

·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (·, ‚),  ·<‚, Î·È ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (0, 1)  ¤¯Ô˘Ó ÙÔ

·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ. ø˜ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ÌÔÚÂ› Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë Û‡ÓıÂÛË

F(x) = (f o g)(x) = �
‚–·

2

–

x

|
–

2

(

x

‚

–

+

(‚

·

+

)

·)|
� , xŒ(·, ‚),  

Ô˘ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ fiÙÈ Î·È Î¿ıÂ ·ÓÔÈ¯Ùfi ÌË ÎÂÓfi ‰È¿ÛÙËÌ· ¤¯ÂÈ ÙÔ ·˘Ùfi Ï‹ıÔ˜
ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÌÂ ÙÔ �.

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·
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6

T› Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ‰È·ÊÔÚÔÔÈÂ› ÙÔ  � ·fi ÙÔ  � ; 

ñ TfiÛÔ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  � fiÛÔ Î·È ÙÔ  � ¤¯Ô˘Ó ‰È¿Ù·ÍË, ‰ËÏ·‰‹ ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ·ÚÈıÌÒÓ
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ ÔÈÔ˜ Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˜ (·ÓÙ. ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ˜).

ñ ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  � ˘¿Ú¯ÂÈ ‰È·‰Ô¯‹, ‰ËÏ·‰‹ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô Âfi-
ÌÂÓÔ˜ ÂÓfi˜ Ê˘ÛÈÎÔ‡ ·ÚÈıÌÔ‡, fiˆ˜ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Î·È ÛÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›·. MÔÚÔ‡ÌÂ
‰ËÏ·‰‹ Ó· ·ÚÈıÌ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.

ñ ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  � fi¯È ÌfiÓÔ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ô‡ÌÂ ÔÈÔ˜ Â›Ó·È Ô ÂfiÌÂÓÔ˜, ·ÏÏ¿
fiÔÈÔÓ ÎÈ' ·Ó ÔÓÔÌ¿ÛÔ˘ÌÂ «ÂfiÌÂÓÔ» ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ú·ÏÂ›„ÂÈ ÙfiÛÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜
«fiÛÔ˘˜ ¤¯ÂÈ» fiÏÔ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �. ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  � ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÎÂÓ¿ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ
·ÚÈıÌÒÓ. MÂ ÈÔ ·Ï¿ ÏfiÁÈ·, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È Û˘-

ÓÂ¯¤˜ Î·È ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·ÚÈıÌ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜6

¶ÚÔÛÔ¯‹! 

TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·ÚÈıÌ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘, ÛÙÔ ÔÔ›Ô

˘·Ú¯ÂÈ ‰È¿Ù·ÍË, ‰Â ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ Î¿ÔÈÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ Â›Ó·È ÛÙÔÈ¯Â›Ô

ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·fi ·˘Ùfi. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÛÂ ÌÈ· ·ÎÔÏÔ˘ı›· Ô ÂfiÌÂÓÔ˜ ÂÓfi˜ fiÚÔ˘

ÙË˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙ· ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚfi˜ ÙÔ˘.

1 2 3 4 5 6 7

1 2
2 2
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2

4
2

5
2

6
2

7
2

1 2
3 3

3
3

4
3

5
3

6
3

7
3

1 2
4 4

3
4

4
4

5
4

6
4

7
4

1 2
5 5

3
5

4
5

5
5

6
5

7
5

1 2
6 6

3
6

4
6

5
6

6
6

7
6

¶›Ó·Î·˜:  ªÈ· ·Ú›ıÌËÛË ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.
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™ÙÔÈ¯Â›· §ÔÁÈÎ‹˜

T· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ §ÔÁÈÎ‹˜ Ô˘ ·Ú·ı¤ÙÔ˘ÌÂ Â‰Ò ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÎfi-

ÈÌÔ Ó· ‰È‰·¯ıÔ‡Ó ˆ˜ ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÂÓfiÙËÙ·, ·ÊÔ‡ Î¿ÙÈ Ù¤ÙÔÈÔ ‰ÂÓ ÚÔ‚Ï¤ÂÙ·È ·fi

ÙÔ ·Ó·Ï˘ÙÈÎfi ÚfiÁÚ·ÌÌ·. E›Ó·È fiÌˆ˜ ÛÎfiÈÌÔ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÌÂ ·Ú·‰Â›Á-

Ì·Ù·, fiÙ·Ó ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÔ‡Ó.

ñ H ¿ÚÓËÛË ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ «ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒA  ÈÛ¯‡ÂÈ p(x)» Â›Ó·È  «˘¿Ú¯ÂÈ (ÙÔ˘-

Ï¿¯ÈÛÙÔÓ) ¤Ó·  xŒA  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ  p(x)». 

H ‡·ÚÍË ÂÓfi˜ Ù¤ÙÔÈÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓÔ Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ ·ÓÙÈ·Ú¿-
‰ÂÈÁÌ·. ŒÙÛÈ ÁÈ· Ó· ·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛˆÛÙfi˜ Ô ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi˜ «fiÏÔÈ ÔÈ
Î·ıËÁËÙ¤˜ ¤¯Ô˘Ó ·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ» ·ÚÎÂ› Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ¤Ó·Ó Î·ıËÁËÙ‹ Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ

·˘ÙÔÎ›ÓËÙÔ.

ñ H ¿ÚÓËÛË ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜ «˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·  x ŒA  ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÈÛ¯‡ÂÈ  p(x)» Â›Ó·È

«ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒA  ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ  p(x)». °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë ¿ÚÓËÛË ÙË˜ ÚÔÙ¿ÛÂˆ˜

«Y¿Ú¯ÂÈ  x Œ� Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  x2 < 0»  Â›Ó·È Ë ÚfiÙ·ÛË  «°È· Î¿ıÂ  xŒ� ÈÛ¯‡-
ÂÈ  x2 ≥ 0».

ñ ŸÙ·Ó ·fi ÌÈ· ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË (Û¯¤ÛË, ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi)  P(x), Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·

Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  A,  ÌÂÙ¿ ·fi Ú¿ÍÂÈ˜ Ô‰ËÁÔ‡Ì·ÛÙÂ ÛÂ ÌÈ· ¿ÏÏË ·-

Ú¿ÛÙ·ÛË  T(x), ÙfiÙÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  B ÁÈ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ ÈÛ¯‡ÂÈ Ë  T(x) Â›-

Ó·È ÂÓ Á¤ÓÂÈ ˘ÂÚÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  A,  ‰ËÏ. AÕB.  IÛ¯‡ÂÈ ·˘Ùfi Ô˘ ÌÂ Û‡Ì‚ÔÏ· (‰Â

¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙÔ §‡ÎÂÈÔ) ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:  AÓ P(x) fi T(x),  ÙfiÙÂ  AÕB. 

A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ: °È· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A,  ·ÚÎÂ› Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ  B Î·È ÌÂ ‰ÔÎÈÌ¤˜ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÂÎÂ›Ó· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  B Ô˘
ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ  P(x).

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·: 

P(x): �(x�–1�)(�3x�–5�)� = 1–3x  (˘„ÒÓÔÓÙ·˜ ÛÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ)fi T(x): 3x2+x–2 = 0

T· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  B = �–1,  �
2

3
� � ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ  T(x).  MÂ ‰ÔÎÈÌ‹ ÙˆÓ

–1 Î·È �
2

3
� ÛÙËÓ  P(x) ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÌfiÓÔ ÙÔ  –1 ÙËÓ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ›, Ô˘ ÛË-

Ì·›ÓÂÈ fiÙÈ  A={–1}Ã B = �–1,  �
2

3
� �

ñ ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜, ‰ËÏ.  P(x) ¤ T(x), ÈÛ¯‡ÂÈ  A=B.  ¶ÚÔÛÔ¯‹
fiÌˆ˜, ÁÈ· Ó· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ, Î·Ù¿ ÙË ÌÂÙ¿‚·ÛË ·fi ÙËÓ  P(x) ÛÙËÓ

T(x)  ÔÈ ÂÎÙÂÏÔ‡ÌÂÓÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ Ó· Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚÂÙ¤˜, fiˆ˜, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,

Ë ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÁÚ·ÌÌÔÚ¿ÍÂˆÓ ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ Û˘ÛÙËÌ¿ÙˆÓ.

¢˘Ó¿ÌÂÈ˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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I. £· ˘ÂÓı˘Ì›ÛÔ˘ÌÂ-Û¯ÔÏÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Ó-ÔÛÙ‹˜ Ú›˙·˜, Ó Œ�: K¿ıÂ

Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

xÓ = a

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È  Ï‡ÛË ‹ Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

TË ÌË-·ÚÓËÙÈÎ‹ ·fi ·˘Ù¤˜, ÂÊ' fiÛÔÓ ˘¿Ú¯ÂÈ, ÙËÓ ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ Ó-ÔÛÙ‹ Ú›˙· ÙÔ˘  a

Î·È ÙË Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  �
Ó

·�. 

E›Ó·È ÏÔÈfiÓ  �4�=2 Î·È fi¯È  –2.  E›Ó·È Ï¿ıÔ˜ Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  �4�=±2 .

1. H  �
Ó

·� ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ ÁÈ· a≥0 .

ŒÛÙˆ a< 0. 

ñ  H ÂÍ›ÛˆÛË  x2Ó=a<0 ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Ú›˙· Î·È

ñ H ÂÍ›ÛˆÛË  x2Ó+1=a < 0  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ıÂÙÈÎ‹ Ú›˙·, ÂÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·

ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ
2Ó+1

�a�.

2. O ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi˜ ÙË˜  �
Ó

·�  Û˘Á¯¤ÂÙ·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÌÂ ÙËÓ ·Ó·˙‹ÙËÛË fiÏˆÓ ÙˆÓ

Ï‡ÛÂˆÓ ÙË˜ ÂÍÈÛÒÛÂˆ˜ xÓ=·. ŒÙÛÈ, fiÙ·Ó a>0 Î·È Ó=2Î (¿ÚÙÈÔ˜),  ÙfiÙÂ ÂÎÙfi˜

·fi ÙËÓ �
Ó

·�  Î·È Ë –�
Ó

·�  Â›Ó·È ÌÈ· ‰Â‡ÙÂÚË, ·ÏÏ¿ ·ÚÓËÙÈÎ‹, Ï‡ÛË ÙË˜ ÂÍÈÛÒÛÂ-

ˆ˜, ·ÊÔ‡ �–2Î
�a��2Î

= (–1)2Î = �2Î
�a��2Î

= a.

TÈ˜ Ï‡ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÌÂ Û˘ÓÙÔÌ›· ÙÈ˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ  x1,2=±�
Ó

·� [·˘Ùfi, ÔÏÏ¤˜ ÊÔ-

Ú¤˜, Ô‰ËÁÂ› ÛÙÔ ÂÛÊ·ÏÌ¤ÓÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· fiÙÈ Ë Ú›˙· ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ÚfiÛËÌ·].

3. °È· a≥0, ÈÛ¯‡ÂÈ ¿ÓÙÔÙÂ (�
Ó

·�)
Ó
= a.

4. H ÈÛfiÙËÙ·  �
Ó

aÓ�=a ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË a≥0. ¢È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ ÈÛ¯‡ÂÈ

�
Ó

aÓ� =ΩaΩ, fiˆ˜  .¯.  �(–�1)�2� =1 π –1.

™˘Ì¤Ú·ÛÌ·: ŒÁÈÓÂ Û·Ê¤˜ ·fi ÙÔ ·Ú·¿Óˆ Û¯fiÏÈÔ ÙË˜ Ó-ÔÛÙ‹˜ Ú›˙·˜ fiÙÈ ÙÔ

Û‡Ì‚ÔÏÔ  �
Ó

·� ÁÈ· fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ ‰Â›ÎÙÂ˜ Ú›˙·˜ Ó Œ� ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌfiÓÔ ÁÈ· a≥0.

II. ¢˘Ó¿ÌÂÈ˜ ÌÂ ÚËÙfi ÂÎı¤ÙË  ÚŒ�:

1. 0Ú: = 0,  ÁÈ·  Ú>0 (ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ).

2. °È·  a >0  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ

ñ a0: = 1

ñ °È· ıÂÙÈÎfi ÚËÙfi  Ú = �
Ì

Ó
� (Ì,Ó Œ�*) ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ:

aÚ: = �
Ó

aÌ�,    a–Ú: = 

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë ‰‡Ó·ÌË  aÚ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ· fiÏ· Ù· a>0 Î·È fiÏ· Ù·  ÚŒ� (ÚËÙÔ‡˜). 

1
�
�
Ó

aÌ�

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜8
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H ÁÚ·Ê‹ �
Ó

aÌ� Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙËÓ  a
�
Ì
Ó�

ÌfiÓÔ fiÙ·Ó a>0.

°È·  a,‚>0  Î·È  Ù,Ú Œ� ÈÛ¯‡Ô˘Ó: 

ÕÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ Î·È ÙË˜ ¨5.7 Â›Ó·È:

£· ÂÈ‰ÈÒÍÔ˘ÌÂ Ó· ÂÈÛËÌ¿ÓÔ˘ÌÂ ÔÚÈÛÌ¤Ó· ÛÊ¿ÏÌ·Ù· Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È Î·-

Ù¿ ÙËÓ ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ Î·È ÙˆÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÌÂ ÚËÙÔ‡˜ ÂÎı¤ÙÂ˜:

™˘Ì¤Ú·ÛÌ·: 

OÈ ‰˘Ó¿ÌÂÈ˜  aÙ ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ÂÎı¤ÙË (ÙŒ�) ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÌfiÓÔ ÁÈ· a >0 Î·È
0Ù:=0, ÁÈ·   Ù>0.

∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: ¶ƒ∞°ª∞Δπ∫Œ˜ ™À¡∞ƒΔ◊™∂π˜ 9

aÙaÚ = aÙ+Ú �
a

a
Ú

Ù

� = aÙ–Ú (aÙ)Ú = aÙÚ aÙ‚Ù = (a‚)Ù
�
a

‚

Ù

Ù�
= ��

a

‚
��

Ù

°È·  a<0  Î·È   Ú= �
m

n
� Œ�,  m,n Œ�

1. H ‰‡Ó·ÌË   ·Ú  ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜   a
�
m
n�

= �
n

am� .

H Ú›˙·  �
n

am� Â›Ó·È ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË,

ÁÈ·Ù›:

ñ À¿Ú¯ÂÈ fiÙ·Ó  am≥0  Î·È

ñ ¢ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ fiÙ·Ó  am<0.

2. H ‰‡Ó·ÌË   ·Ú  ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜

a
�
m
n�

= (�
n

a�)m
, ·ÊÔ‡ ÁÈ· a<0  ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

Yfi‰ÂÈÍË: Afi ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÙÔ

Úfi‚ÏËÌ· ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ‰˘Ó¿ÌÂˆÓ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi

ÙË ¯Ú‹ÛË ÙË˜ ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË˜ ÁÚ·Ê‹˜ ÙË˜ ÌÂ ÙË ‚Ô‹-

ıÂÈ· ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ. °È· ÙÔ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi ÚÔÙÂ›ÓÔ˘ÌÂ,

fiÙ·Ó ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Ù¤ÙÔÈÂ˜ Î·Ù·-

ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Ó· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ÌÂ ÙË ‚Ô‹-

ıÂÈ· ÙˆÓ ÚÈ˙ÒÓ, ÔfiÙÂ ·Ì¤Ûˆ˜ ‰È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È ·Ó

Î¿ÙÈ ÔÚ›˙ÂÙ·È ‹ fi¯È.

™¯fiÏÈ·

°È·  ·<0  ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ

(*) ·�
m
n�

= �
n

am� ,

ÁÈ·Ù› ÙfiÙÂ ı· ‹Ù·Ó ·ÏËıÂ›˜

�
2n

a2�m� = a
�22

m
n� = a�

m
n�

= �
n

am� ,

Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ·ÏËıÂ›˜.

AÏËıÂ›˜ Â›Ó·È ÔÈ ÈÛfiÙËÙÂ˜

�
2n

a2�m� = �
2n

Ω�aΩ�2m� = ΩaΩ
�22

m
n� = ΩaΩ�

m
n�

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:

AÓ Ô ÂÎı¤ÙË˜  Ú = �
m

n
� ÌÂÙ¿ ·fi Û¯ÂÙÈÎ¤˜ ·ÏÔÔÈ‹ÛÂÈ˜

¿ÚÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹:

ñ Ú = �
2

2

Ó

Ì

–1
� .  TfiÙÂ ·fi ÙËÓ (*) ı· Â›¯·ÌÂ

aÚ = a
�22

Ó
Ì
–1�

= �
2Ì

a2�Ó–�1� ‹   a
�22

Ó
Ì
–1�

= (�
2Ì

a�)2Ó–1,

Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ› ·ÚÈıÌÔ›, ·ÊÔ‡  a2Ó–1 Î·È  ·<0.

ñ Ú = �
2

2

Ó

Ì

–1
� .  TfiÙÂ ·fi ÙËÓ (*) ı· Â›¯·ÌÂ

a
�
2

2

Ó
Ì
–1
�

= 
2Ó–1

�a2�Ì� fi a2Ì = 
2Ó–1

�Ω�aΩ�2Ì� = ΩaΩ
�
2

2

Ó
Ì
–1
�

,

Ô˘ ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È Ë  a
�
2

2

Ó
Ì
–1
�

= �2Ó–1

�a��
2Ì

Ô˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

¶.¯. �
4

(–�1)�6� = Ω–1Ω
�32�

= 1  Î·È fi¯È 

�
4

(–�1)�6� = �(–�1)�3� = (–1)
�32�

Ô˘ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ.

C MYK C MYK

C MYK C MYK



OÚÈÛÌfi˜
ŒÛÙˆ  A ¤Ó· ÌË-ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  �.  OÓÔ-

Ì¿˙Ô˘ÌÂ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈ-
ÛÌÔ‡ ÙÔ  A ÌÈ· ‰È·‰ÈÎ·Û›· (Î·ÓfiÓ·)  f,  ÌÂ ÙËÓ

ÔÔ›· Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xŒA ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÙ·È ÛÂ

¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒ�.  To  y ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È

ÙÈÌ‹ ÙË˜  f  ÛÙÔ x Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È  f(x).
™˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ Ô Î·ÓfiÓ·˜ ·˘Ùfi˜ ‰›ÓÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

f: A Æ �
x � f(x).

TÔ  f(x) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Ù‡Ô˜ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜,
ÂÓÒ Ë

y=f(x)

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜. 

TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜  f Â›Ó·È ÙÔ

f(A):={ yŒ�Ω˘¿Ú¯ÂÈ  xŒA Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  y=f(x)}.

1.1.  H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜

™ÙÔ Â›ÎÂÓÙÚÔ ÙË˜ AÓ¿Ï˘ÛË˜ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, Ë ÔÔ›· Â›-

Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Î·Ù·ÛÙ¿ÛÂÈ˜. E›Ó·È

ÙÔ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Ì¤ÛÔ ÁÈ· Ó· ÂÚÈÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ¿ÚÙËÛË ÌÂÁÂıÒÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. H

·ÎÚÈ‚‹˜ ÁÓÒÛË ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, ‰ËÏ. ÙˆÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Ô˘ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó

Ù· ÌÂÁ¤ıË, Ì·˜ ÂÈÙÚ¤ÂÈ Ó· ÂÂÌ‚·›ÓÔ˘ÌÂ Ú˘ıÌÈÛÙÈÎ¿ ÛÙÈ˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ ÁÈ· Ó·

ÂÈÙ‡¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· ÂÈı˘ÌËÙ‹ ¤Î‚·ÛË, fiˆ˜ Á›ÓÂÙ·È Û˘¯Ó¿ ÛÙËÓ TÂ¯ÓÔÏÔÁ›·, ÛÙË BÈÔ-

ÏÔÁ›·, ÛÙËÓ I·ÙÚÈÎ‹, ÛÙËÓ OÈÎÔÓÔÌ›· Î·ıÒ˜ Î·È ÛÙÈ˜ KÔÈÓˆÓÈÎ¤˜ EÈÛÙ‹ÌÂ˜ ÁÂÓÈ-

ÎfiÙÂÚ·.

™ÙÔ ¢È·ÊÔÚÈÎfi §ÔÁÈÛÌfi Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ¤¯ÂÈ È‰È·›ÙÂÚË ÛËÌ·Û›·,

ÁÈ·Ù›, ÂÎÙfi˜ ·fi ÙËÓ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÌÂÁÂıÒÓ, ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÈ Î·È ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜

ÔÛÔÙÈÎÒÓ ÌÂÙ·‚ÔÏÒÓ. H ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘, ÛÙÈ˜ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÌÔÚÊ¤˜ ÙÔ˘, Î˘ÚÈ·Ú¯Â›

·ÓÙÔ‡. A˘Ùfi Â›Ó·È Ê˘ÛÈÎfi, ·ÊÔ‡ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· Ó· ÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ¤Ó-

ÓÔÈÂ˜ ÙË˜ AÓ·Ï‡ÛÂˆ˜, ·Ú¿ÁˆÁÔ˜ Î·È ÔÏÔÎÏ‹ÚˆÌ·, ÌÂ ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Î·-

Ù·ÓÔ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ «ÌÈÎÚ¤˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ¤˜» ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, fiˆ˜ ÙË ÛÙÈÁÌÈ·›· Ù·¯‡-

ÙËÙ· ÂÓfi˜ ÎÈÓËÙÔ‡, Î·È Ó· ‚Á¿ÏÔ˘ÌÂ Û˘ÌÂÚ¿ÛÌ·Ù· ÁÈ· ÙË «Û˘ÓÔÏÈÎ‹ Û˘ÌÂÚÈÊÔ-
Ú¿» ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, fiˆ˜ ÙÔ Ì‹ÎÔ˜ ÙË˜ ÙÚÔ¯È¿˜ ÙÔ˘ ÎÈÓËÙÔ‡.

™ÙÔ ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎfi ·˘Ùfi Ì¿ıËÌ·, Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÚÔËÁÔ˘Ì¤ÓˆÓ Ù¿ÍÂˆÓ,

Ú¤ÂÈ Ó· ÂÈ‰ÈÒÍÔ˘ÌÂ ÌÂ ÌÈ· ÛÂÈÚ¿ ·Ú·‰ÂÈÁÌ¿ÙˆÓ ·fi ÙË º˘ÛÈÎ‹, ÙËÓ Î·ıË-

ÌÂÚÈÓ‹ Ì·˜ ˙ˆ‹ Î.¿:

N· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜:

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜10

™¯. 1: °Ú·ÊÈÎ‹ ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË

x

f(x)

A

f(A)

y = f(x)

C MYK C MYK

C MYK C MYK

10
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™¯. 2: ¢È¿ÁÚ·ÌÌ· ÌÂ ‚¤ÏË

™‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ

¶Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡

–2 0 2 4 6 8 10

–2 0 2 4 6 8 10

y =   x

–2–4 0 2 4 6

–2 0 2 4 6 8 10

™¯. 3:
x

x–

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË

H ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ «ÛÂ Î¿ıÂ ıÂÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi  x
·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙÔÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi ·ÚÈıÌfi, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘
ÙÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Â›Ó·È ›ÛÔ ÌÂ ÙÔÓ ·ÚÈıÌfi» ‰ÂÓ ·ÔÙÂ-

ÏÂ› Û˘Ó¿ÚÙËÛË, ·ÊÔ‡ Ë ·ÓÙÈÛÙÔ›¯ÈÛË ·˘Ù‹ ‰ÂÓ Â›-

Ó·È ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË (Û¯.3). E›ÛË˜, Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›·:

™Â Î¿ıÂ  Ï>0  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÂÌ‚·‰fiÓ ÙÔ˘
ÚfiÌ‚Ô˘ ÌÂ ÏÂ˘Ú¿  Ï¢¢ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÈ Û˘Ó¿ÚÙËÛË.

°È· ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ ÂÍ›ÛˆÛË  y=f(x) Î·È

Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  A,  ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ 

G(f) = {(x, f(x))Œ�2 | xŒA}

ÙÔ˘  �2 ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ÁÚ¿ÊËÌ· ÙË˜  f.  ŸÙ·Ó Â›Ó·È

‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÛÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô,

ÙfiÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜  f.

¢ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ô Ù‡Ô˜ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹-

ÛÂˆ˜ Ó· ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÌÈ· ÌfiÓÔ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ·-

Ú¿ÛÙ·ÛË, fiˆ˜ ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

f(x) = |x | = � x aÓ x≥0

–x ·Ó x<0

g(x) = � x aÓ 0≤x≤1

x–1 ·Ó x>1

N· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡, Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ, ÁÚ¿ÊËÌ· Î·È ÁÚ·ÊÈÎ‹
·Ú¿ÛÙ·ÛË, Ë  f Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  x0 (·ÓÙ. ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ E). 

1) AÓ ÁÈ· ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ Ù‡Ô f(x)  ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡, ÙfiÙÂ ·˘-

Ùfi ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi fiÏÔ˘˜ ÙÔ˘˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜ ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ¤¯ÂÈ

ÓfiËÌ· Ô Ù‡Ô˜ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ Â›Ó·È

ÙÔ Â˘Ú‡ÙÂÚÔ ‰˘Ó·Ùfi (·Ú¿‰. 1). 

OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ 

f(x) = �1–�x�,   g(x) = �x–�1�,   h(x) = �
x2+

x

1
�

¤¯Ô˘Ó Â‰›· ÔÚÈÛÌÔ‡ Ù·

Af = (-•, 1], Ag = [1, + •)  Î·È  Ah = �

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1:

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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2) MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ ÙÈÌ¤˜ ÌfiÓÔ ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜. ™' ¤Ó· ÛË-

ÌÂ›Ô Ô˘ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÈÌ‹

ÙË˜ (·˘ÙÔÓfiËÙÔ, ·ÏÏ¿ ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·). A˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ

·ÎfiÌË Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙÔ˘ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ 2. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜12

A¿ÓÙËÛË: H  f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÙÈÌ‹ (‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È). 

M·˜ ÂÍ··Ù¿ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Ë ÁÓˆÛÙ‹ Ì·˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g(x)=ËÌx, Û‡Ì-

ÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ 1, ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Â˘Ú‡ÙÂÚÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  �, fiÔ˘ ·˘Ù‹ ¤¯ÂÈ
ÓfiËÌ·, Â‰Ò ‰ËÏ·‰‹ fiÏÔ ÙÔ  �. 

¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=ËÌx  ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  [0, ]. ¶ÔÈ¿ Â›Ó·È Ë ÙÈÌ‹ ÙË˜ Û˘-
Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  3;

™¯. 4. TÔ ËÌÈÎ‡ÎÏÈÔ  AB°  (·ÓÙ. A¢°) Â›Ó·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-
ÛË ÙË˜  y = �Ú2�–x�2� (·ÓÙ. y = –�Ú2�–x�2�)  Ô˘ Â›Ó·È Ï‡ÛÂÈ˜ ˆ˜
ÚÔ˜  y ÙË˜ ÂÍÈÛÒÛÂˆ˜ ÙÔ˘ Î‡ÎÏÔ˘  x2+y2 = Ú2.

A
O

Ú °

B

¢

y

x

y

1

O 2 x1

y = g(x)

™¯. 5 

3) ¶·Ú¿ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ, ÌÂ Ù· ·Ó·ÎÚÈ‚‹ fiÚÁ·Ó· Û¯Â‰È¿ÛÂˆ˜ ‹ ÌÂ ÙÔ ¯¤ÚÈ, Ë ÁÚ·-

ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ‰ÂÓ ·Ô‰›‰ÂÙ·È ·ÎÚÈ‚Ò˜ Ì·˜ ·Ú¤¯ÂÈ

fiÌˆ˜ ÌÈ· ‰È‰·ÎÙÈÎ‹ ÂÔÙÈÎ‹ ÂÈÎfiÓ· ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜. H ÁÂˆÌÂÙÚÈÎ‹ ·Ú¿-

ÛÙ·ÛË Î¿ÓÂÈ ÂÌÊ·ÓÂ›˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜, Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· Á›ÓÔ˘Ó

·ÓÙÈÏËÙ¤˜ ·fi ÙËÓ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜. MÔÚÂ› Â›ÛË˜ Ó· Ì·˜

Ô‰ËÁ‹ÛÂÈ Î·È ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË Ó¤ˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ Î·È ÙË ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›· Ó¤ˆÓ ÂÓÓÔÈÒÓ. 

™ËÌÂ›ˆÛË: ŸÙ·Ó ÛÂ Î¿ÔÈÔ ÛËÌÂ›Ô ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ ˘¿Ú¯ÂÈ Ô Î‡ÎÏÔ˜ «o », ÙfiÙÂ

ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ Û' ·˘Ù‹Ó. 

4) ŒÓ· ÛËÌÂ›Ô (x, y) ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË,

fiÙ·Ó ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  y=f(x). 

5) MÈ· Î·Ì‡ÏË ÛÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi Â›Â‰Ô (Â›Â‰Ô

ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ Û˘ÓÙÂÙ·ÁÌ¤ÓˆÓ)

ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó·Ú-

Ù‹ÛÂˆ˜, ÂÊfiÛÔÓ Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ·  y¢y Ù¤ÌÓÂÈ ÙËÓ Î·Ì‡ÏË ÙÔ ÔÏ‡ ÛÂ ¤Ó·
ÛËÌÂ›Ô. ŒÓ· ÔÏ‡ Î·Ïfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Î·Ì‡ÏË˜,

Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜,

Â›Ó·È Ô Î‡ÎÏÔ˜ (Û¯. 4)

6) H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ‰ÂÓ Â›-

Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ó· Â›Ó·È ÌÈ· Û˘ÓÂ¯‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹.

fiˆ˜ ÁÈ· ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

f(x) = �
1

x� (‚Ï. K·Ù¿ÏÔÁÔ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Û¯. 6),

g(x) = � x aÓ 0≤x≤1  
(Û¯. 5)

x–1 ·Ó x>1

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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N· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, Â‰›Ô ÔÚÈ-

ÛÌÔ‡, Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ, ÛËÌÂ›· ÌË‰ÂÓÈÛÌÔ‡, ÚfiÛËÌÔ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ Î.Ï. ÙË˜  f:

E›Ó·È ÔÏ‡ ÛËÌ·ÓÙÈÎfi ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ·

ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜, Ó· ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÚÔÛ-

‰ÈÔÚ›˙Ô˘Ó

1) TËÓ ÂÈÎfiÓ·  f(X)  ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  X (ÚÔÊ·ÓÒ˜

˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ A) ÌÈ·˜ Û˘Ó·Ú-

Ù‹ÛÂˆ˜  f  (Û¯. 6). 

2) TÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  I ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘

Ù· ÛËÌÂ›· ·ÂÈÎÔÓ›˙ÔÓÙ·È Ì¤Û· ÛÂ ‰ÔÛÌ¤ÓÔ ˘Ô-

Û‡ÓÔÏÔ  T ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÈÌÒÓ. H ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·˘Ù‹

Â›Ó·È ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ÁÈ· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜

ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ Î·È ÙË˜ Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜  (Û¯. 7). 

3) T· ÛËÌÂ›· ÌË‰ÂÓÈÛÌÔ‡, Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÌÔÓÔÙÔ-

Ó›·˜ Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ ‹ ÌË ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹-

ÛÂˆ˜. EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Ó· Á›ÓÂÈ ÁÈ· ÙÈ˜

‚·ÛÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  (Û¯. 8). 

4) TÔ ÚfiÛËÌÔ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ÌÂÙ·Í‡

‰‡Ô ‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÌË‰ÂÓÈÛÌÔ‡ ÙË˜. TÈ Û˘Ì-

‚·›ÓÂÈ fiÙ·Ó Û' ¤Ó· Ù¤ÙÔÈÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô

‰È·‰Ô¯ÈÎÒÓ ÛËÌÂ›ˆÓ ÌË‰ÂÓÈÛÌÔ‡) Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

·›ÚÓÂÈ ıÂÙÈÎ¤˜ Î·È ·ÚÓËÙÈÎ¤˜ ÙÈÌ¤˜ (Û¯. 9). N·

‰È·ÈÛÙˆıÂ› ÌÂ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· fiÙÈ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-

Ú¿ÛÙ·ÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÁÚ·ÌÌ‹. EÈÛËÌ·›-

ÓÔ˘ÌÂ Â‰Ò fiÙÈ Î¿ÙÈ Ù¤ÙÔÈÔ ‰Â Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÁÈ· Ù· Ô-

Ï˘ÒÓ˘Ì·, ÙÈ˜ ÂÎıÂÙÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, ÙË ÏÔÁ·ÚÈı-

ÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË, ÙÔ  ËÌx Î·È ÙÔ  Û˘Óx

E›Ó·È ¯Ú‹ÛÈÌÔ Ó· Á›ÓÔ˘Ó ÔÈ ·Ú·¿Óˆ Û¯ÔÏÈ·-

ÛÌÔ› ÌÂ ‚¿ÛÂÈ ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÙˆÓ Û˘Ó·Ú-

Ù‹ÛÂˆÓ ÙÔ˘ KÂÊ·Ï·›Ô˘ 1 ÙÔ˘ Û¯ÔÏÈÎÔ‡ ‚È‚Ï›Ô˘ Î·È

ÂÎÂ›ÓˆÓ ÙÔ˘ ∫·Ù·ÏfiÁÔ˘ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ (‚Ï. ÛÂÏ. 31).

f(X)

y

O X x

y = 1
x

·O

y

x

ÏT

y = f(x)

I

x3x2x1 x4

y

O x

OÚ
1

Ú
2 x

y

™¯. 6

™¯. 7

™¯. 8

™¯. 9

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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™¯fiÏÈÔ

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÂÈ‰ÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆ˜: AÂÈÎfiÓÈÛË Â›Ó·È ÌÈ· ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙË ·ÓÙÈ-

ÛÙÔ›¯ÈÛË ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  A(πΔ)  ÛÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  B. 

AÓ  f Â›Ó·È ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ· ·ÂÈÎfiÓÈÛË, ÙfiÙÂ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  f :AÆB  Î·È ‰È·‚¿˙Ô˘ÌÂ: f Â›Ó·È ·ÂÈÎfiÓÈÛË

ÙÔ˘  A  ÛÙÔ (Ì¤Û· ÛÙÔ)  B. TÔ  A  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ‹ Û‡ÓÔÏÔ ÂÎÎ›ÓËÛÂˆ˜ ÙË˜  f , ÂÓÒ ÙÔ  B

Û‡ÓÔÏÔ ·Ê›ÍÂˆ˜ ‹ (ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜) Â‰›Ô ÙÈÌÒÓ. 

¶ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  f :AÆB, ˆ˜ ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Î·ÚÙÂÛÈ·ÓÔ‡ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘
A¥B:

f :={(x, y)ŒA¥BΩÎ¿ıÂ x ·Ó‹ÎÂÈ ÌfiÓÔ Û' ¤Ó· ˙Â‡ÁÔ˜ (x, y)}   ‹   ·Ó  (x, y1)Œf & (x, y2)Œf, 

ÙfiÙÂ   y1 = y2.

ŸÙ·Ó Ù·  A, B  Â›Ó·È Û‡ÓÔÏ· ·ÚÈıÌÒÓ (Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ‹ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ‹ ˙Â‡ÁË Ù¤ÙÔÈˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ), Ùfi-

ÙÂ ¤¯Ô˘ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË. ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÙfiÛÔ ÙÔ  A, fiÛÔ Î·È ÙÔ  B  Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  �,

ÙfiÙÂ ÚfiÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÌÈ· Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË (Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹˜), ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

·Ê›ÍÂˆ˜ Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ÙÔ  � Î·È ÁÈ' ·˘Ùfi ‰ÂÓ ÙÔ ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ. 

™ÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ ı· ·Ú·ı¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÂ ·Ú¿ÚÙËÌ· ¤Ó·Ó Î·Ù¿-

ÏÔÁÔ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÂ Ù· ÁÚ·Ê‹Ì·Ù¿ Î·È ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙ¤˜ ÙÔ˘˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÌÔÚÔ‡Ó Ó·

¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÔ‡Ó Î·Ù¿ ÙË ‰È‰·ÛÎ·Ï›· ÁÈ· Ó· Î¿ÓÔ˘Ó ÂÔÙÈÎfiÙÂÚË ÙËÓ ·ÚÔ˘-

Û›·ÛË.

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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1.3 IÛfiÙËÙ· Î·È Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

™Ùfi¯Ô˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ı· Ú¤ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ Ó· Î·Ù·ÓÔ‹-

ÛÔ˘Ó Î·È Ó· ÂÌÂ‰ÒÛÔ˘Ó, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ,

ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜, ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜, ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜, ÙÔ˘ ÁÈÓÔÌ¤ÓÔ˘ Î·È ÙÔ˘

ËÏ›ÎÔ˘ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. £· Ú¤ÂÈ, ÌÂÙ·Í‡ ¿ÏÏˆÓ:

N· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› fiÙÈ, ÁÈ· Ó· ¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· ÌÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û¯¤ÛË ÈÛfiÙËÙ·˜-·ÓÈÛfi-

ÙËÙ·˜ ‹ Ú¿ÍË ÌÂÙ·Í‡ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ Â›-

Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙfiÛÔ ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ÌÈ·˜, fiÛÔ Î·È ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜

¿ÏÏË˜, ‰ËÏ. ÙË˜ ÙÔÌ‹˜ ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ·˘Ùfi

Ú¤ÂÈ Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ·ÛÙÂ› ÂÔÙÈÎ¿ ÌÂ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. 

™ÙÔ ·Ú·ÏÂ‡Úˆ˜ Û¯‹Ì· ‰›ÓÔÓÙ·È ‰‡Ô Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

f  Î·È  g ÌÂ Â‰›· ÔÚÈÛÌÔ‡  A=[·, ‚]  Î·È  B=[Á, ‰]

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. H ÙfiÌË ÙˆÓ Â‰›ˆÓ ÔÚÈÛÌÔ‡  A«B  Â›-

Ó·È ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [Á, ‚]. 

● ™ÙÔ ˘Ô‰È¿ÛÙËÌ·  [Á, Â]  ÙË˜ ÙÔÌ‹˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  f<g,

ÂÓÒ ÛÙÔ ˘Ô‰È¿ÛÙËÌ·  [Â, ‚]  ÈÛ¯‡ÂÈ  f>g. 

● ™ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [Á, ‚]  ¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· Ó· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘-

ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î·È ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹-

ÛÂˆÓ  f  Î·È  g. 

TÔ ËÏ›ÎÔÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  f  Î·È  g ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙËÓ ÙÔ-

Ì‹  A«B, ÂÎÙfi˜ ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ÌË‰ÂÓÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘
·ÚÔÓÔÌ·ÛÙÔ‡, ‰ËÏ. ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A«{xŒB:

g(x)π0}. ŒÙÛÈ ÙÔ ËÏ›ÎÔ  �g
f

� (Û¯. 1) ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ

‰È¿ÛÙËÌ·  [Á, ‚]  ÂÎÙfi˜ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  ˙ Î·È Ë,

y

O · Á Â Ë ‚ ‰

˙

x

f>g

f<g

f

g

fiÔ˘ Ë  g ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È. 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë   ÂÊx = �
Û

Ë

˘

Ì

Ó

x

x
� ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ  � ÂÎÙfi˜ ·fi Ù· ÛËÌÂ›· ± �



2
� ,

± �
3

2


� , …  fiÔ˘ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È Ë  Û˘Óx.

TÈ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  [·, Á]  Î·È  [‚, ‰];

™Â Î¿ıÂ  x ·fi Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ·˘Ù¿ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ·fi Ù·  f(x), g(x), ÔfiÙÂ ‰ÂÓ

¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Û‡ÁÎÚÈÛË ‹ Ú¿ÍË. 

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË
ŸÙ·Ó ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ «Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) = �

x

x

2–

–

·

·

2

� », ÙfiÙÂ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Â›Ó·È ÙÔ

�\{·}, ·ÚfiÏÔÓ fiÙÈ Î·È Ô ·ÚÈıÌËÙ‹˜ ÌË‰ÂÓ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô  · (fiˆ˜ ÛÙÔ ·Ú·-

¿Óˆ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·). ¶·Ú·ÙËÚÂ›ÛÙÂ ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ ÛÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜: 

«TÔ ËÏ›ÎÔ ÙˆÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ  f(x)=x2–·2 Î·È  g(x)=x–· ÔÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ·  xπ·» 

™¯. 1

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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Î·È 

«H ÚËÙ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË  F(x) = �
x

x

2–

–

·

·

2

� ». 

™ÙË ‰Â‡ÙÂÚË ÂÚ›ÙˆÛË ‰Â ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È Ó· ÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙÔ  xπ·, ÁÈ·Ù› ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· ¤¯ÂÈ

ÓfiËÌ· ÌfiÓÔ ÁÈ·  xπ·. 

¶ÚÔÛÔ¯‹! 

EÂÈ‰‹ ·ÎÚÈ‚Ò˜ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  F Â›Ó·È ÙÔ  �\{·}, ÌÔÚÔ‡-

ÌÂ Ó· ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· (‰ËÏ. ‰È·ÈÚÔ‡ÌÂ ·ÚÈıÌËÙ‹ Î·È ·ÚÔÓÔÌ·ÛÙ‹ ‰È·

ÙÔ˘  x–·π0) Î·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ·›ÚÓÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹  F(x)=x+·. ¶·Ú·Ì¤ÓÂÈ fiÌˆ˜ ÙÔ

Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ Ó· Â›Ó·È ÙÔ  �\{·}. EÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ Ú¤ÂÈ Ó· Û˘Á¯¤ÂÙ·È ÌÂ ÙË Û˘-

Ó¿ÚÙËÛË  G(x)=x+·, Ô˘ ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ  �. H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜  G
Â›Ó·È Î·Ù¿ Ù· ÁÓˆÛÙ¿ Ë Â˘ıÂ›· y=x+·, ÂÓÒ ÙË˜  F  Â›Ó·È Ë Â˘ıÂ›·  y=x+·, ÂÎÙfi˜
·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô (·, 2·) ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘. H  G Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÌÈ· Â¤ÎÙ·ÛË ÙË˜  F
ÛÙÔ  � ‹  F  Â›Ó·È ¤Ó·˜ ÂÚÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜  G ÛÙÔ  �\{·}. 

OÌÔ›ˆ˜, ÁÈ· ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x)=ËÌx  Î·È  g(x)=x ÙÔ ËÏ›ÎÔ  F(x) = �
ËÌ

x

x
� ÔÚ›-

˙ÂÙ·È ÛÙÔ  �\{0}, ¯ˆÚ›˜ Ó· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ·ÏÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÎÏ¿ÛÌ· (‚Ï. Û¯. 1,

¨2.4). 

N· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ 

1. MÂ ÙÔ ÁÚ·ÊÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜

–f(x) (Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x) Î·È ÙË˜  Ωf(x)Ω ·fi ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·-

Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f(x).

y

f(x)

f

f

–f(x)

–f

f

x

y

x

™¯.2 ™¯.3

2. MÂ ÙÔ ÁÚ·ÊÈÎfi ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ Î·È ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜ Û˘Ó¿ÚÙ‹ÛÂ-

ˆÓ  f, g (¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ÁÓˆÛÙÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ). ™˘-

ÓÈÛÙ¿Ù·È, ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ‰È·ÊÔÚ¿˜  f(x)–g(x) Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› Ë ÁÚ·ÊÈ-

Î‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜  –g(x) Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·

f(x)+[–g(x)] (Û¯. 4, 5). 

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÚËÙ‹˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f(x) = �
Q

P(

(

x

x

)

)
� Â›Ó·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ (fi¯È ¿-

ÓÙÔÙÂ) ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÁÚ·ÊÂ› ·˘Ù‹ ˆ˜ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÂÓfi˜ ÔÏ˘ˆÓ‡ÌÔ˘ Î·È ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: ¶ƒ∞°ª∞Δπ∫Œ˜ ™À¡∞ƒΔ◊™∂π˜ 17

ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  �
x+

·

‚
� , ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ (Û¯. 4, 5). 

y y

xO O x

y = x2+2
2x

y = x2+2
2x

y = 1
2

x

y = 1
2

x

y = 1
x

y = 1
x

™¯. 4:  y = �
x2

2

+

x

2
� = �

1

2
� x + �

1

x
� ™¯. 5:  y = �

x2

2

–

x

2
� = �

1

2
� x – �

1

x
�

™¯Â‰›·ÛË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜
ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f  ÌÂ Ù‡Ô  f(x)

¶·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y¢y  Î·Ù¿  ‚  ÌÔÓ¿‰Â˜
¶ÚfiÛıÂÛË ‚ g(x) = f(x)+‚

¶·Ú¿ÏÏËÏË ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x  Î·Ù¿  ·  ÌÔÓ¿‰Â˜

AÓÙÈÎ·Ù¿ÛÙ·ÛË

ÙÔ˘  x  ÌÂ  x–·
g(x) = f(x–·)

OÌÔÈÔıÂÛ›· Î·Ù¿ ÙÔÓ ·Ú¿ÁÔÓÙ· 

k (π0)  ÛÙËÓ Î·ÙÂ‡ı˘ÓÛË ÙÔ˘

¿ÍÔÓ·  y¢y  ·Ú¯›˙ÔÓÙ·˜ ·fi ÙÔÓ

¿ÍÔÓ·  x¢x

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-

ÛÌfi˜ Â› k (π0)

¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-

ÛÌfi˜ Â› (–1)

g(x)=kØf(x)

™˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÌÂÙ·ÊÔÚ¿ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x g(x) = – f(x)

AÏÏ·Á‹
ÙÔ˘ Ù‡Ô˘

N¤Ô˜ Ù‡Ô˜
g(x)

°Ú·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË

gf

y

· x

y
g

k>1

k<1 g

g

f

x

y
f

x

y

‚

g

f

x

™ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ›Ó·Î· ı· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔÓ Ù‡Ô ÌÈ·˜

Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Î·È ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÒ˜ ÙË˜, Ô˘

ı· Ì·˜ ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÔ˘Ó ÛÙËÓ ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙË˜ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ˘ ·˘Ù‹˜:

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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➡ £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f, ÔÚÈÛÌ¤ÓË Û' ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ·  I=[–·, ·]  ‹ ÛÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙË˜

ÌÔÚÊ‹˜  I=[–·, ·]\{0}  Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· y¢y, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ

xŒI  ÈÛ¯‡ÂÈ
f(–x)=f(x). 

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y¢y. 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=Û˘Óx Î·ıÒ˜ Î·È ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x)=x–2Ó Â›-

Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y¢y  ÛÙÔ  � Î·È  �\{0}  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. 

➡ £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f , ÔÚÈÛÌ¤ÓË Û' ¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ·  I=[–·, ·]  ‹ ÛÂ Û‡ÓÔÏÔ ÙË˜

ÌÔÚÊ‹˜  I=[–·, ·]\{0}  Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ, fiÙ·Ó ÁÈ·

Î¿ıÂ  xŒI  ÈÛ¯‡ÂÈ
f(–x) = –f(x). 

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹

ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. AÓ Ë  f  Â›Ó·È ÔÚÈÛÌ¤ÓË ÛÙÔ  0, ÙfiÙÂ Â›Ó·È  f(0)=0. 

°È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=ËÌx Î·ıÒ˜ Î·È ÔÈÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x)=x–(2Ó+1)

Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹. 

MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x, ÁÈ· ÙÔ ›‰ÈÔ

ÏfiÁÔ Ô˘ Ô Î‡ÎÏÔ˜ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜.

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜18

1.4.  ™‡ÓıÂÛË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ

EÎÙfi˜ ·fi ÙÔ˘˜ Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ· ÙÚfiÔ˘˜ Ó· ‰ËÌÈÔ˘ÚÁ‹ÛÔ˘ÌÂ Ó¤Â˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

·fi ‰ÔÛÌ¤ÓÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f:AÆ� Î·È  g:BÆ�, ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È Ë ÂÍ‹˜ ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ·

‰ËÌÈÔ˘ÚÁ›·˜ ÌÈ·˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜: 

I. EÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÛÂ Î¿ÔÈÔ  xŒA  ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ ˘Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f,
ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÙÈÌ‹  f(x). 

II. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÂÊ·ÚÌfi˙Ô˘ÌÂ ÛÙÔ  f(x) ÙË ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ ˘Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÈ Ë Û˘-

Ó¿ÚÙËÛË  g, ÔfiÙÂ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ  g(f(x)). 

AÌ¤Ûˆ˜ Á›ÓÂÙ·È ·ÓÙÈÏËÙfi fiÙÈ ÁÈ· Ó· ¤¯ÂÈ Ë ‰È·‰ÈÎ·Û›· Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ

ÓfiËÌ· (ÙÔ ‚‹Ì· II.) ı· Ú¤ÂÈ Ë ÙÈÌ‹  f(x) Ó· ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  B  ÙË˜ Û˘-

Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  g. 

EÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ ·Ú·¿Óˆ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ 

● ¢ÂÓ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÔÚ›ÛÔ˘Ó ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË, fiÙ·Ó  f(A)«B=Δ. 

● MÔÚÔ‡Ó Ó· ÔÚ›ÛÔ˘Ó ÌÈ· Ó¤· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÛÙÈ˜ ÂÍ‹˜ ‰‡Ô ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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∫ÂÊ¿Ï·ÈÔ 1: ¶ƒ∞°ª∞Δπ∫Œ˜ ™À¡∞ƒΔ◊™∂π˜ 19

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ 

f :AÆ� Î·È   g :BÆ�, 

ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ÈÛ¯‡ÂÈ:

f(A)ÕB. 

TfiÙÂ Ù· ·Ú·¿Óˆ ‚‹Ì·Ù· I. Î·È II. ÔÚ›˙Ô˘Ó ÌÈ· Ó¤·

Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

go f :AÆ�

x�g(f(x)), 

Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Û‡ÓıÂÛË ÙË˜ f ÌÂ ÙËÓ g (Û¯. 1).

A

f

f(x)

x

g[f(x)]

gof

g

B

f(A)

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ 

f :AÆ� Î·È   g :BÆ�, 

ÁÈ· ÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

f(A)ÕB   ·ÏÏ¿   f(A)«BπΔ. 

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ·Ó·˙ËÙÔ‡ÌÂ ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÂÎÂ›-

ÓÔ ÙÔ˘  A, ÙÔ˘ ÔÔ›Ô˘ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ¤¯Ô˘Ó ÙÈÌ¤˜ Ô˘

·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  B, ‰ËÏ. ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A¢={xŒAΩf(x)ŒB},

ÔfiÙÂ  f(A¢)= f(A)«B. TfiÙÂ Ù· ·Ú·¿Óˆ ‚‹Ì·Ù· I.

Î·È II. ÔÚ›˙Ô˘Ó ÌÈ· Ó¤· Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

go f :A¢Æ�

x�g(f(x)), 

Ô˘ ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Â›ÛË˜ Û‡ÓıÂÛË ÙË˜ f ÌÂ ÙËÓ g (Û¯. 2). 

A¢ f
A

g[f(x)]

gof

g

B

f(A¢)

Yfi‰ÂÈÍË: O ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A¢, fiÙ·Ó ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  B  ÙË˜  g  Â›-

Ó·È ‰È¿ÛÙËÌ·, ·Ó¿ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Â›Ï˘ÛË ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ. ŒÙÛÈ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó

B=[·, ‚], ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  A¢ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÎÂ›Ó· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A, ÁÈ· Ù· ÔÔ›·

·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙfiÛÔ Ë  ·≤f(x), fiÛÔ Î·È Ë  f(x)≤‚. 

¢È¿ÛÙËÌ· B [·, ‚] (·, ‚) [·, ‚) (·, ‚]

AÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ·≤f(x)≤‚ ·<f(x)<‚ ·≤f(x)<‚ ·<f(x)≤‚

1Ë ¶ÂÚ›ÙˆÛË:

2Ë ¶ÂÚ›ÙˆÛË:

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÛÙÔ ·Ïfi ·˘Ùfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  g o f (Û‡ÓıÂÛË ÙË˜

f ÌÂ ÙËÓ  g) ‰ÂÓ Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  fog (Û‡ÓıÂÛË ÙË˜  g ÌÂ ÙËÓ  f), ·Úfi-

ÏÔ fiÙÈ ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ·˘Ùfi Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡. EÔÌ¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ (ÁÂÓÈÎ¿) Ë ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂ-

ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ÛÙË Û‡ÓıÂÛË Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. [OÈ ›Ó·ÎÂ˜ Â›Ó·È ¤Ó· Â›‰Ô˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, ÛÙÈ˜

ÔÔ›Â˜ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ Â›Ó·È Û‡ÓıÂÛË ÙËÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ·˘ÙÒÓ. °ÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÔ˘ Ë Û‡Ó-

ıÂÛË ·˘Ù‹ Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹].

°È· ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ 

f(x)=5◊x,  ÌÂ  A=�,    Î·È    g(x)=x3,  ÌÂ B=�,

Û˘ÓÙÚ¤¯ÂÈ Ë ÂÚ›ÙˆÛË I. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1

g o f : �Æ�
fi (g o f)(x) = g(f(x)) = 25Øx3

f g
x � 5Øx � (5Øx)3=25Øx3

ÂÓÙ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ‡„ˆÛË ÛÂ Î‡‚Ô

f o g: �Æ�
fi (f o g)(x) = f(g(x)) = 5Øx3

g f
x � x3 � 5Øx3

‡„ˆÛË ÛÂ Î‡‚Ô ÂÓÙ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜

°È· ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f(x)=ËÌx, ÌÂ  A=[0, 2], Î·È  g(x)=lnx, ÌÂ  B=(0, +•),

Û˘ÓÙÚ¤¯ÂÈ Ë ÂÚ›ÙˆÛË II:

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2

ln o ËÌ :(0, )Æ�

fi (ln o ËÌ)(x)=ln(ËÌx)
ËÌ ln

x � ËÌx � ln(ËÌx)
ËÌ›ÙÔÓÔ ÏÔÁ¿ÚÈıÌÔ˜

1. °È· ÙË Û‡ÓıÂÛË  lno ËÌ
Â›Ó·È  A¢=(0, ), ·ÊÔ‡

ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒ[, 2]

ÈÛ¯‡ÂÈ  ËÌx£0, fiÔ˘ Ë

ÏÔÁ·ÚÈıÌÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙË-

ÛË ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È.

ËÌ o ln: [1, e2]Æ�

fi (ËÌ o ln)(x)=ËÌ(lnx)
ln ËÌ

x � lnx � ËÌ(ln x)
ÏÔÁ¿ÚÈıÌÔ˜ ËÌ›ÙÔÓÔ

2. °È· ÙË Û‡ÓıÂÛË ËÌo ln
Â›Ó·È

B¢=[1, e2], ·ÊÔ‡ 

g([1, e2])= [0, 2].

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜20

™ÙÔ ·Ú·¿Óˆ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2 

● ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜  ln o ËÌ Ô˘  B=(0, +•), Ù·  x Œ[0, 2]  ÁÈ· Ù· ÔÔ›·

0<ËÌx Â›Ó·È ÂÎÂ›Ó· Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  A¢=(0, ). 

● ™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙË˜ ËÌ o ln Ô˘  B=[0, 2], Ù·  x Œ(0, +•) ÁÈ· Ù· ÔÔ›·

0£ lnx£2 (‰ËÏ. 0£ lnx Î·È lnx £ 2) Â›Ó·È ÂÎÂ›Ó· Ô˘ ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·

[1, e2]. 
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™¯fiÏÈÔ: O ‰È‰¿ÛÎˆÓ Ú¤ÂÈ Ó· ¤¯ÂÈ ˘fi„Ë ÙÔ˘, ¯ˆÚ›˜ Ó· ·ÔÙÂÏÂ› ·˘Ùfi ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ‰È‰·ÛÎ·Ï›·˜,

fiÙÈ Ë ÁÚ·Ê‹  f 2 ÁÈ· ÙÔ «ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔÓ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f» ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÚı‹, ÁÈ·Ù› Û˘Ó‹ıˆ˜

Ë ÁÚ·Ê‹  f 2 ÛËÌ·›ÓÂÈ ÙË Û‡ÓıÂÛË  fof (ÚÔÊ·ÓÒ˜ ·˘Ùfi ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· Î¿ıÂ ‰‡Ó·ÌË). 

°È· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=x3

● TÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙË˜  f Â›Ó·È  (fof)(x)=f(f(x))=(x3)3=x9.

● TÔ ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ  f(x) Â›Ó·È  [ f(x)]2=(x3)2=x6.

H ÁÚ·Ê‹  ËÌ2x ·ÓÙ› ÙË˜  (ËÌx)2 Á›ÓÂÙ·È Î·ÙfiÈÓ Û˘ÌÊˆÓ›·˜ Î·È ÛÂ ÔÏÏ¿ ‚È-

‚Ï›·, Î˘Ú›ˆ˜ ÙË˜ ·ÏÏÔ‰·‹˜, ÁÚ¿ÊÂÙ·È ÌfiÓÔ Ë ‰Â‡ÙÂÚË.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

1.5.  MÔÓfiÙÔÓÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

H ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜ ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È ›Ûˆ˜ ·fi ÙÈ˜ Ï›ÁÂ˜ Ô˘

¤¯Ô˘Ó ¿ÌÂÛË Û¯¤ÛË ÌÂ ÙËÓ Î·ıËÌÂÚÈÓ‹ Ì·˜ ÂÓ·Û¯fiÏËÛË. ŒÙÛÈ, ÁÈ· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·,

Ï¤ÌÂ Î·È ·ÎÔ‡ÌÂ «Ë ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ·ÓÂ‚·›ÓÂÈ», «Ë Ù·¯‡ÙËÙ· ÙÔ˘ ·˘ÙÔÎÈÓ‹ÙÔ˘ ·˘-

Í¿ÓÂÈ», «Ë ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ›ÂÛË ÌÂÈÒÓÂÙ·È fiÛÔ ·ÔÌ·ÎÚ˘ÓfiÌ·ÛÙÂ ·fi ÙË ÁË». ™Â

Î¿ıÂ ÌÈ· ·fi ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ ÌÈÏ¿ÌÂ ÁÈ· ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË (ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ Â-

‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡) Ô˘ Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ‹ Êı›ÓÔ˘Û· ·Ó¿ÏÔÁ·. 

● H ıÂÚÌÔÎÚ·Û›·  T:IÆ�, fiÔ˘  I  Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·. 

● H Ù·¯‡ÙËÙ·  V: IÆ�, fiÔ˘  I  Î·Ù¿ÏÏËÏÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ·. 

● H ·ÙÌÔÛÊ·ÈÚÈÎ‹ ›ÂÛË  P:[0, h]Æ�, fiÔ˘  xŒ[0, h]  ÂÎÊÚ¿˙ÂÈ ÙËÓ ·fiÛÙ·ÛË

ÙÔ˘ ÛËÌÂ›Ô˘ ·fi ÙËÓ ÂÈÊ¿ÓÂÈ· ÙË˜ Á‹˜. 

TÈ Â›Ó·È ·˘Ùfi Ô˘ ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ, ÒÛÙÂ Ó· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Î¿ÙÈ ·˘Í¿ÓÂÈ ‹ ÌÂÈÒÓÂÙ·È;

TËÓ ·¿ÓÙËÛË Û' ·˘Ù‹ ÙËÓ ÂÚÒÙËÛË ‰›ÓÂÈ Ô ÔÚÈÛÌfi˜:

OÚÈÛÌfi˜
ŒÛÙˆ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË   f: AÆ� Î·È   ΔπEÕA. 

◆ £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f  Â›Ó·È

·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  E, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  x1, x2ŒE, f(x1)≤f(x2)� Êı›ÓÔ˘Û·� ÌÂ  x1<x2, ÈÛ¯‡ÂÈ � f(x1)≥f(x2)�
◆ £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ E, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  x1, x2ŒE, f(x1)<f(x2)� ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·� ÌÂ  x1<x2, ÈÛ¯‡ÂÈ � f(x1)>f(x2)�
◆ £· Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë  f  Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÔÓË (·ÓÙ. ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË), fiÙ·Ó Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘-

Û· ‹ Êı›ÓÔ˘Û· (·ÓÙ. ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ‹ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·).
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EÔÌ¤Óˆ˜, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f ‰ÂÓ Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· (·ÓÙ. ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·) ÛÙÔ  E,

fiÙ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó  x1, x2 ŒE  ÌÂ  x1<x2, ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  f(x1)>f(x2) (·ÓÙ.

f(x1)≥ f(x2)). 

AÓ¿ÏÔÁ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f ‰ÂÓ Â›Ó·È Êı›ÓÔ˘Û· (·ÓÙ. ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·) ÛÙÔ  E,

fiÙ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó  x1, x2 ŒE  ÌÂ  x1<x2, ÁÈ· Ù· ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ  f(x1)<f(x2) (·ÓÙ.

f(x1)≤ f(x2)). 

™ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ·˘Ù‹ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ Ó· ÂÈÛËÌ·ÓıÔ‡Ó Ù· ÂÍ‹˜:

● O ÔÚÈÛÌfi˜ ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ··Ú·›ÙËÙ· Û' fiÏÔ ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹-

ÛÂˆ˜ (Î·È Ô‡ÙÂ ¿ÓÙÔÙÂ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ), ·ÏÏ¿ Û' ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏfi ÙÔ˘ E. 

● OÈ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ  f(x1), f(x2) Ú¤ÂÈ Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· Î¿ıÂ x1, x2ŒE.

1. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË ËÌx Â›Ó·È 

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·

ÛÙÔ E = �– �


2
� , �



2
�	 Î·È 

ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·

ÛÙÔ Z = ��


2
� , �

3

2


�	 .

2. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Û˘Óx Â›Ó·È

ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·
ÛÙÔ  E=[0, ]  Î·È 

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·
ÛÙÔ  Z=[, 2].

3. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÂÊx Â›Ó·È 

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·-

ÛÙ‹Ì·Ù· 

�– �


2
� , �



2
�� ,  ��



2
� , �

3

2


�� , …,

¯ˆÚ›˜ Ó· Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙËÓ

¤ÓˆÛË ÙˆÓ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ·˘-

ÙÒÓ, ·ÊÔ‡ ÁÈ·

x1 = �


4
� Î·È   x2 = �

3

4


�

ÈÛ¯‡ÂÈ

ÂÊ��


4
�� = 1 > –1 = ÂÊ��

3

4


�� . 

¶·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·

x

y


1

–1

2
O 
2

3
2

2 x

y

1

–1



O
2

3
2

● TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f(x) Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· (·ÓÙ. Êı›ÓÔ˘Û·) ÛÂ ‰‡Ô

˘ÔÛ‡ÓÔÏ· E Î·È Z ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ‰Â ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ·˘Ù‹ Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘-

Û· (·ÓÙ. Êı›ÓÔ˘Û·) ÛÙËÓ ¤ÓˆÛ‹ ÙÔ˘˜  E»Z.

1

–1

x

y

3
2


2


2

O
4

3
4
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§fiÁÔ˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜

O ÏfiÁÔ˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f : AÆ� ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ÛËÌÂ›ˆÓ  x1,

x2ŒA, x1πx2, ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÙÔ ËÏ›ÎÔ

Ï = �
f(x

x
1

1

)–

–

f

x

(

2

x2)
� =  �

f(x

x
2

2

)–

–

f

x

(

1

x1)
� ,

ÌÂ ÙÔÓ ÔÔ›Ô ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙË ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÙË˜  f Î·È, ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, fiÙ·Ó

Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  E. OÈ Û¯ÂÙÈÎ¤˜ ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜, ÙÔ˘

Û¯ÔÏÈÎÔ‡ ‚È‚Ï›Ô˘, Â›Ó·È:

¶ÚfiÙ·ÛË
ŒÛÙˆ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f : AÆ� Î·È  ΔπEÕA.

·‡ÍÔ˘Û· Ï≥0
® H f Â›Ó·È � Êı›ÓÔ˘Û· � ÛÙÔ E, fiÙ·Ó � Ï≤0 � ÁÈ· Î¿ıÂ x1, x2ŒE

ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· Ï>0
® H f Â›Ó·È � ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·� ÛÙÔ E, fiÙ·Ó � Ï<0� ÁÈ· Î¿ıÂ x1, x2ŒE.

4. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË 

1–x2, x≤0
f(x) = � x3, x>0

Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹-

Ì·Ù·  (–•, 0]  Î·È  (0, +•),
ÂÓÒ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙËÓ

¤ÓˆÛË ÙÔ˘˜ Ô˘ Â›Ó·È fiÏÔ ÙÔ

�.

x

y

1

O
–1

1–x2

x3

Afi‰ÂÈÍË: ŒÛÙˆ Ï≥0. TfiÙÂ ÁÈ· ‰‡Ô ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ÛËÌÂ›·  x1, x2ŒE  ÌÂ  x1<x2 ı·

ÈÛ¯‡ÂÈ

�
f(x

x
1

1

)–

–

f

x

(

2

x2)
� ≥ 0. 

EÂÈ‰‹  x1–x2<0  ¤ÂÙ·È fiÙÈ Î·È f(x1)–f(x2)≤0, Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ

f(x1)≤f(x2),

‰ËÏ. Ë  f  Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û·.

AÓ¿ÏÔÁË Â›Ó·È Ë ·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ ¿ÏÏˆÓ.

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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E›Ó·È ÛÎfiÈÌÔ, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ, Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ

ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ fiÙÈ Ô ÏfiÁÔ˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜ ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÛËÌÂ›ˆÓ  K(x1, f(x1)) Î·È

§(x2, f(x2)) ‰ÂÓ Â›Ó·È Ù›ÔÙÂ ¿ÏÏÔ ·fi ÙÔ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂˆ˜ ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜

Ô˘ ÂÚÓ¿ ·fi Ù· ÛËÌÂ›·  K  Î·È  §, Ô˘ Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜ fiÙ·Ó Ô «‰ÚfiÌÔ˜ Â›Ó·È ·ÓË-

ÊÔÚÈÎfi˜» Î·È Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ fiÙ·Ó Â›Ó·È «‰ÚfiÌÔ˜ Â›Ó·È Î·ÙËÊÔÚÈÎfi˜».

y

f(x1)

x1

x2–x1

x2–x1

ˆ

x2

f(x2)

f(x2)–f(x1)

O x

y

x1

K

K§

§

x2O x
Ï=ÂÊˆ<0Ï=ÂÊˆ>0

ˆ

¶·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜:

● ¢ÂÓ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙÔ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ó·

Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÔÓË ÛÂ Î¿ÔÈÔ ˘Ô‰È¿ÛÙËÌ·

ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁ-

Ì· Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Dirichlet ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔ-

ÓfiÙÔÓË ÛÂ Î·Ó¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· (‚Ï. °. ¶·-

ÓÙÂÏ›‰Ë, ANA§Y™H  I, Û. 86, 116). E›-

ÛË˜ ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜  f Î·È g  ÙˆÓ ·Ú·-

ÏÂ‡Úˆ˜ Û¯‹Ì¿ÙˆÓ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓfiÙÔÓÂ˜

ÛÂ Î·Ó¤Ó· ‰È¿ÛÙËÌ· ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜  [0, ·]. 

● O ÏfiÁÔ˜ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜, fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ

·ÚÁfiÙÂÚ·, Â›Ó·È Ë Ì¤ÛË ÌÂÙ·‚ÔÏ‹ ÙË˜

Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [x1, x2],
ÙËÓ ÔÔ›· ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÁÈ·

Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·Ú¿ÁˆÁÔ. 

● H ·¿ÓÙËÛË ÛÙÔ ÂÚÒÙËÌ· «H ıÂÚÌÔÎÚ·Û›· ·˘Í¿ÓÂÈ ÁÚËÁÔÚfiÙÂÚ· ÙËÓ ËÌ¤Ú·

·' fi,ÙÈ ÙË Ó‡¯Ù·;» (·Ó¿ÏÔÁË ÁÈ· ÙÈ˜ ¿ÏÏÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜) ı· ‰ÔıÂ› ÛÙÔ ÎÂÊ¿-

Ï·ÈÔ ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ, fiÔ˘ ı· Û¯ÔÏÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ Ú˘ıÌÔ‡ ÌÂÙ·‚ÔÏ‹˜

ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜. 

● TË Û¯¤ÛË ÌÂÙ·Í‡ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜ Î·È ÙÔ˘ «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ı· ÌÂ-

ÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÛÙËÓ ·Ú¿ÁÚ. 1. 8. EÓÒ ÙË ÌÂÏ¤ÙË ÙË˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜ ÌÈ·˜ ·Ú·ÁˆÁ›-

ÛÈÌË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ı· ‰È·Ú·ÁÌ·ÙÂ˘ÙÔ‡ÌÂ ÛÙÔ Û¯ÂÙÈÎfi ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÙˆÓ ·Ú·-

ÁÒÁˆÓ. 

x

y

0 x

P

2


0.1

-0.1

-0.2

0.2


x

y

0.5

O
1 1

y=x2Øcos 1
x y=xØsin 1

x

s
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MÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ·:

¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ
MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË � Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË� ,

fiÙ·Ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ�f Â›Ó·È
ÊÚ·ÁÌ¤ÓË

ÙÈÌÒÓ f(A) Â›Ó·È 
ÊÚ·ÁÌ¤ÓÔ

1.6.  ºÚ·ÁÌ¤ÓÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

Ÿˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ó·Ê¤ÚÂÈ Î·È ÛÂ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Û˘-

Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÁÈ· Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¿ Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¤˜ Î·Ù·-

ÛÙ¿ÛÂÈ˜ Î·È Ó· ÂÚÈÁÚ¿„Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ¿ÚÙËÛË ÌÂÁÂıÒÓ ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜. E›Ó·È Ê˘ÛÈÎfi

ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ó· Ì·˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÈ ·Ó Î¿ÔÈÔ Ì¤ÁÂıÔ˜, Ô˘ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi Î¿ÔÈÔ ¿Ï-

ÏÔ, ÌÔÚÂ› Ó· ·˘Í¿ÓÂÈ ‹ Ó· Êı›ÓÂÈ ·ÂÚÈfiÚÈÛÙ· ‹ ‰ÂÓ ÌÔÚÂ› Ó· ÍÂÂÚ¿ÛÂÈ Î¿ÔÈ·

·ÓÒÙ·ÙË ‹ Î·ÙÒÙ·ÙË ÙÈÌ‹. ŸÙ·Ó ÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ·˘Ùfi ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË,

ÙfiÙÂ ÙÔ ·Ú·¿Óˆ ÂÚÒÙËÌ· ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜.

5. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = �1+ �
1

x
��

x

ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡  (–•, –1)»(0, •) Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �*. 

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÁÈ· Î¿ıÂ  ÓŒ�*, ÌÂ  Ó>1, ÈÛ¯‡Ô˘Ó

(*) �
f(

f

Ó

(

–

Ó)

1)
� = =

=  �
Ó–

Ó

1
� �1– �

Ó

1
2
��

Ó
(Bernoulli) ≥ �

Ó–

Ó

1
� �1–Ó Ø �

Ó

1
2
�� = 1, 

‰ËÏ.  f(Ó)≥f(Ó–1), Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë  f Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ  �*. 

�1+ �
1

Ó
��

Ó

��

�1+ �
Ó–

1

1
��

Ó–1

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·

¶·Ú·Ù‹ÚËÛË:
H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x) Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ (–•, –1)»(0, •), ÁÂÁÔÓfi˜

Ô˘ ‰Â ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û˘ÌÂÚ¿ÓÔ˘ÌÂ ·fi ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ ·fi‰ÂÈÍË. H ·fi‰ÂÈÍË fiÙÈ

Ë  f Â›Ó·È ·‡ÍÔ˘Û· ı· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ·Ú·ÁÒÁˆÓ (‚Ï. ¨6.11). 

OÚÈÛÌfi˜:  MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f:AÆ� Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È:

● ¿Óˆ (·ÓÙ. Î¿Ùˆ) ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  MŒ� (·ÓÙ. mŒ�) Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ·

Î¿ıÂ  xŒA  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

f(x) £ M   (·ÓÙ. f(x) ≥ m). 

● ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, fiÙ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó  M, mŒ� Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒA  Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó

m £ f(x) £ M. 

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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H ÂfiÌÂÓË ÚfiÙ·ÛË (‚Ï. ÚfiÙ·ÛË Î·È ·fi‰ÂÈÍË ÛÙË ÛÂÏ. 35), ‰›ÓÂÈ ¤Ó· ÈÛÔ-

‰‡Ó·ÌÔ Î·È ÈÔ Â‡¯ÚËÛÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÁÈ· Ó· Â›Ó·È ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÊÚ·ÁÌ¤ÓË:

AÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÈ˜ ·ÚÓ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÏÔÁÈÎÒÓ ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ, Ô˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ó·-

Ê¤ÚÂÈ ÛÙËÓ ¨1. 0, ÙfiÙÂ Û˘ÌÂÚ·›ÓÔ˘ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı·:

¶Ú¤ÂÈ ·ÎfiÌË Ó· ÂÈÛËÌ·ÓıÔ‡Ó ÛÙÔ˘˜ Ì·ıËÙ¤˜ Ù· ÂÍ‹˜:

TÔ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È

¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·Ó·ÁÓˆÚ›˙ÂÙ·È

·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ·

Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ·  x¢x  (‰ËÏ. ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

y=·, ·Œ�) Î¿Ùˆ ·fi ÙËÓ ÔÔ›·
‚Ú›ÛÎÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-

ÛË ÙË˜  f (Û¯. 1). 

TÔ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È

Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·Ó·ÁÓˆÚ›˙ÂÙ·È

·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÈ·

Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ·  x¢x  (‰ËÏ. ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

y=‚, ‚Œ�) ¿Óˆ ·fi ÙËÓ ÔÔ›·
‚Ú›ÛÎÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-

ÛË ÙË˜  f (Û¯. 2). 

TÔ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È

ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·Ó·ÁÓˆÚ›˙ÂÙ·È ·fi

ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô

Â˘ıÂ›Â˜ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ

¿ÍÔÓ·  x¢x  ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ
‚Ú›ÛÎÂÙ·È Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·-

ÛË ÙË˜  f (Û¯. 3). x

y

O

‚

·

x

y

O

‚

x

y

1

1

·

O

y=x3(2–x)

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f :AÆ� ‰ÂÓ Â›Ó·È ¿Óˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  MŒ� ˘¿Ú-

¯ÂÈ  x0ŒA Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  f(x0)≥M. 

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f :AÆ� ‰ÂÓ Â›Ó·È Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  mŒ� ˘¿Ú-

¯ÂÈ  x0ŒA Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  f(x0)£m. 

¶ÚfiÙ·ÛË: MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f :AÆ � Â›Ó·È ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, fiÙ·Ó, Î·È ÌfiÓÔ fiÙ·Ó,
˘¿Ú¯ÂÈ KŒ� Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒA Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

Ωf(x)Ω≤K. 

™¯. 1

™¯. 2

™¯. 3
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EÈÛËÌ·›ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙË-

ÛË  f  ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡-

ÍÔ˘Û· (·ÓÙ. ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·)

Î·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ Ó· Â›Ó·È ¿Óˆ (·ÓÙ.

Î¿Ùˆ) ÊÚ·ÁÌ¤ÓË. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁ-

Ì·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y=1–2–x (Û¯. 4)

Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· Î·È ¿Óˆ

ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·fi ÙËÓ Â˘ıÂ›·  y=1.

AÓ¿ÏÔÁ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  y=2–x Â›-

Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· Î·È Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ·fi ÙËÓ  y=0. 

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ÛÙÔ˘˜ ·Ú·¿Óˆ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÁÈ· ¤Ó·

˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  E  ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡  A, ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È ¿Óˆ
ÊÚ·ÁÌ¤ÓË, Î¿Ùˆ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ‹ ÊÚ·ÁÌ¤ÓË ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ EÕA  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. EÓÒ ÔÈ ÙÂ-

ÏÂ˘Ù·›Â˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÁÈ· ÙË ı¤ÛË ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÌfiÓÔ

ÁÈ· ÙÔ ÙÌ‹Ì· ÂÎÂ›ÓÔ ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  E. 

1.8.  ™˘Ó¿ÚÙËÛË «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» - AÓÙ›ÛÙÚÔÊË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

K·Ù¿ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ¤¯Ô˘ÌÂ ÂÈÛËÌ¿ÓÂÈ, fiÙÈ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô

xŒA  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÙ·È ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒ�, ÂÓÒ Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ë Û˘Ó¿ÚÙË-

ÛË ÛÂ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  A  Ó· ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô. °È· ·Ú¿-

‰ÂÈÁÌ·, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f(x)=ËÌx ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÛÙ· ÛËÌÂ›·  x=2Ó, ÓŒ�, ÙÔÓ ·ÚÈı-

Ìfi  0. EÓ‰È·Ê¤ÚÔÓ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘Ó ÔÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ ÙÔ ·Ú¯¤Ù˘Ô Î¿ıÂ ÙÈÌ‹˜ ÙÔ˘˜

Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.

● Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ, ÁÈ· Ó· Â›Ó·È

ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» ı· Ú¤ÂÈ ‰È·ÊÔ-

ÚÂÙÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ Ó· ¤¯Ô˘Ó ‰È·-

ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÂÈÎfiÓÂ˜. ¶Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ, ÂÊ' fiÛÔÓ ÁÓˆ-

Ú›˙Ô˘ÌÂ ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜, Ùfi-

ÙÂ ·Ó·ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù‹ Â›Ó·È «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·», ·Ó

Î¿ıÂ Â˘ıÂ›· ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x Ù¤ÌÓÂÈ

ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Û' ¤Ó· ÌfiÓÔ ÛËÌÂ›Ô ‹ ‰ÂÓ ÙËÓ

Ù¤ÌÓÂÈ.

x

y

O

OÚÈÛÌfi˜: MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f :AÆ� Ï¤ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·», fiÙ·Ó ÁÈ· Î¿-

ıÂ x1, x2ŒA ÈÛ¯‡ÂÈ:

AÓ x1 π x2,  ÙfiÙÂ   f(x1) π f(x2)
‹ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·

AÓ  f(x1) = f(x2),  ÙfiÙÂ   x1= x2

MÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·», Î·Ù¿ ÙÔ ÂÏÏËÓÈÎfiÙÂÚÔÓ, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È Î·È ·ÌÊÈÌÔ-

ÓÔÛ‹Ì·ÓÙË.

x

y

O

1

y=2–x

y=1-2–x
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™¯. 4
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TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙÈÌÒÓ ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f
˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÌÔÓ·‰ÈÎfi ·Ú¯¤Ù˘fi ÙÔ˘ Ì·˜ ‰›ÓÂÈ ÙË ‰˘Ó·ÙfiÙËÙ· Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÌÈ· Ó¤·

Û˘Ó¿ÚÙËÛË, ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÙË˜  f.

● AÓ ÁÈ· ÙËÓ «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» Û˘Ó¿Ú-

ÙËÛË  f Â›Ó·È  ‚=f(·), ÙfiÙÂ ÙÔ ÛË-

ÌÂ›Ô  (·, ‚)  ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ·Ó‹ÎÂÈ

ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜  f.
™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ·ÓÙ›-

ÛÙÚÔÊË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜, ·=f –1 (‚),
Ô˘ ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ ÙÔ Û‹ÌÂ›Ô  (‚, ·)
·Ó‹ÎÂÈ ÛÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË

ÙË˜ f –1 . T· ÛËÌÂ›·  (·,‚)  Î·È

(‚,·) Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙËÓ Â˘ıÂ›·  y=x, ‰ËÏ. ÙË ‰È¯ÔÙfiÌÔ ÙË˜ 1Ë˜ Î·È 3Ë˜ ÁˆÓ›·˜ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ. ŒÔ-

Ì¤Óˆ˜ Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙË˜ f –1 Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ÙË˜  f ˆ˜ ÚÔ˜ ÙË ‰È-

¯ÔÙfiÌÔ  y=x.

ŸÙ·Ó Ì·˜ ‰›ÓÂÙ·È Ô Ù‡Ô˜ ÌÈ·˜ «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f ÌÔÚÔ‡ÌÂ,

ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Ù‡Ô ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜  f –1. H ‰È·‰ÈÎ·Û›·

·˘Ù‹ ‰›ÓÂÙ·È ·Ú·ÛÙ·ÙÈÎ¿ ÛÙÔ ÂfiÌÂÓÔ Ï·›ÛÈÔ:

x

y

O ·

·

‚

‚

(·, ‚)

(‚, ·)

f –1(y)=x ¤ f(x)=y

f –1(f(x))=x   ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒA

f(f –1(y))=y   ÁÈ· Î¿ıÂ  yŒf(A)

● °È· ÌÈ· «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» Û˘Ó¿ÚÙË-

ÛË  f : AÆ� ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ ·Ú·-

ÏÂ‡Úˆ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ Ô˘ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô-

ÓÙ·È Â‡ÎÔÏ· ÌÂ ÙË ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ ÔÚÈ-

ÛÌÔ‡:

OÚÈÛÌfi˜
AÓ  f :AÆ� Â›Ó·È ÌÈ· «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» Û˘Ó¿ÚÙËÛË, ÙfiÙÂ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f–1 : f(A)Æ�

y �f –1(y)=x,

Ô˘ ÛÂ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  yŒf(A)  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯›˙ÂÈ ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ·Ú¯¤Ù˘fi ÙÔ˘  x ŒA, ÔÓÔ-

Ì¿˙ÂÙ·È ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÙË˜ f.

μÈ‚Ï›Ô ÙÔ˘ ¢È‰¿ÛÎÔÓÙÔ˜28

™˘Ó¿ÚÙËÛË f ∂Í›ÛˆÛË §‡ÛË EÓ·ÏÏ·Á‹ AÓÙ›ÛÙÚÔÊË Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f :AÆ� Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ ˆ˜ ÚÔ˜ x ÌÂÙ·‚ÏËÙÒÓ f –1 :A¢=f(A)ÆA

f(x) = �
2(1

x

+x)
� y = �

2(1

x

+x)
� x = �

1

2

–

y

y
� y = �

1

2

–

x

x
� f –1(x) = �

1

2

–

x

x
�

A=�\{–1} A¢=�\{1}

f(x)=lnx2 y=lnx2 x=e
�
2

y
�

y=e
�
2

x
�

f –1(x)=e
�
2

x
�

A=(0, +•) A¢=�
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¶Ú¤ÂÈ Ó· ÂÍÔÈÎÂÈˆıÔ‡Ó ÔÈ Ì·ıËÙ¤˜ ÌÂ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiˆ˜ Ë ·Ú·Î¿Ùˆ:

● H  f(x)=ln x2 ¤¯ÂÈ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ Û‡ÓÔÏ Ô

�\{0}, fiÔ˘ fiÌˆ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·». H

Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» ÛÂ Î¿ıÂ ¤Ó·

·fi Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·. (–•, 0) Î·È (0, +•). ŒÙÛÈ

¤¯ÂÈ ÓfiËÌ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ‹

ÙË˜ ÛÂ Î¿ıÂ ¤Ó· ·fi Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ·˘Ù¿.

MÈ· ÛËÌ·ÓÙÈÎ‹ ÚfiÙ·ÛË Ô˘ Û˘Ó‰¤ÂÈ ÙË ÌÔÓÔÙÔÓ›· ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· «¤Ó· ÚÔ˜
¤Ó·» ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË (‚Ï °. ¶·ÓÙÂÏ›‰Ë, ANA§Y™H  I, Û. 91):

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ Ë È‰ÈfiÙËÙ· «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» ÌÈ·˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜  f  ÈÛ¯‡ÂÈ ÛÂ

¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  E  ÙÔ˘ Â‰›Ô˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜, ÙfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó fiÏ· Ù· ·Ú·¿Óˆ ÁÈ· ÙË

Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f ÛÙÔ  E  Î·È  f(E)  ·ÓÙ› ÙÔ˘  A  Î·È  f(A).

¶ÚfiÙ·ÛË: 

a) AÓ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ A, ÙfiÙÂ Â›-
Ó·È «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·».

b) H ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË ÌÈ·˜ ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË
ÌÂ ÙÔ ›‰ÈÔ Â›‰Ô˜ ÌÔÓÔÙÔÓ›·˜.

1. log·k = k Ø logΩ·Ω  &    log(·◊‚) = logΩ·Ω+ logΩ‚Ω,  ·,‚π0.

EÔÌ¤Óˆ˜ Ë  y=lnx2 ‰ÂÓ Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙËÓ  y=2Ø lnx ·ÏÏ¿ ÌÂ ÙËÓ

y=2 Ø lnΩxΩ

2. �·�Ø‚� = �Ω�·�Ω�Ø�Ω�‚Ω�

3. �·�2� = Ω·Ω

x

y

O 1

1

–1

lnx2lnx2

ex/2

¶ÚÔÛÔ¯‹! 

MÂ ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· ÙÔ˘ ·Ú·¿Óˆ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜, ·ÏÏ¿ Î·È ·Ó¿ÏÔÁˆÓ ·Ú·‰ÂÈÁ-

Ì¿ÙˆÓ, Ú¤ÂÈ Ó· ÂÈÛËÌ·ÓıÂ› Ô ÚfiÏÔ˜ ÙË˜ ·fiÏ˘ÙË˜ ÙÈÌ‹˜ ÛÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ ÈÛfi-

ÙËÙÂ˜:

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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EÈÛ‹Ì·ÓÛË: TÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙË˜ ÚÔ-

Ù¿ÛÂˆ˜ ·˘Ù‹˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÏËı¤˜. ¢ËÏ·-

‰‹, ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ Ë ÚfiÙ·ÛË: 

«AÓ ÌÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË  f Â›Ó·È "¤Ó· ÚÔ˜
¤Ó·" ÛÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ A (·ÎfiÌË
Î·È fiÙ·Ó Â›Ó·È ‰È¿ÛÙËÌ·), ÙfiÙÂ Â›Ó·È
ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË» .

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ·:

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË

f(x) = � x, 0≤x≤1

3–x, 1<x<2

Â›Ó·È «¤Ó· ÚÔ˜ ¤Ó·» ¯ˆÚ›˜ Ó· Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ÌÔÓfiÙÔÓË. ¶·Ú·ÙËÚÂ›ÛÙÂ fiÙÈ Ë

·ÓÙ›ÛÙÚÔÊ‹ ÙË˜ Ù·˘Ù›˙ÂÙ·È ÌÂ ·˘Ù‹Ó (ÁÈ·Ù›;).

x

y

O 1

1

2

2
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OÈ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

y = Ïx+·,   xŒ�

x

y

O

1

1

Ï>0

Ï=0

Ï<0

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·, fiÙ·Ó  Ï>0

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û·, fiÙ·Ó  Ï<0

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È

☛ �, fiÙ·Ó  Ïπ0

☛ {·}, fiÙ·Ó  Ï=0

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜ Â›Ó·È ÌÈ· Â˘ıÂ›· ÌÂ

Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹ ‰ÈÂ˘ı‡ÓÛÂˆ˜  Ï Î·È ‰È¤Ú¯ÂÙ·È ·fi ÙÔ

ÛËÌÂ›Ô  P(0, ·).

OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

y = x2Ó,   xŒ�, ÓŒ�*

x

y

1–1

1

2

x6x
x2x

x4x

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ (ÌÂ ¿ÚÙÈÔ ıÂÙÈÎfi ÂÎ-

ı¤ÙË) ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÁÈ·  x≤0

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÁÈ·  x≥0

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆ˜ Â›Ó·È ÙÔ  [0,

+•).

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜ Â›Ó·È ·Ú·‚ÔÏ‹ Û˘Ì-

ÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜ ÙÔÓ y¢y.

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ ÌfiÓÔ
Ù· ÛËÌÂ›·  O(0, 0), P(1, 1)  Î·È  T(–1, 1).

OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

y=x2Ó+1, xŒ�, ÓŒ�*

x

y

x7x

x3x
–1

–1–2

1

1 2

x5x

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ·˘Ù¤˜ (ÌÂ ÂÚÈÙÙfi ıÂÙÈÎfi

ÂÎı¤ÙË) ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ  �.

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜

ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ  ).

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ Ìfi-
ÓÔ Ù· ÛËÌÂ›·  O(0, 0), P(1, 1)  Î·È  T(–1, –1).

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ú›˙·˜

y = �
Ó

x�,   x≥0, Ó≥2 (ÓŒ�*)

x

y
x x

1

1

4
x x

x x
3

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ú›˙·˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ  [0, +•).

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ Ìfi-
ÓÔ Ù· ÛËÌÂ›·  O(0, 0), P(1, 1).

OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ (‰˘Ó¿ÌÂˆ˜)

y = x–2Ó,    xŒ�\{0},  ÌÂ  ÓŒ�*

y

1–1

1

x

x–4x

x–2x

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆ˜ ÌÂ ¿ÚÙÈÔ ·ÚÓËÙÈ-

Îfi ÂÎı¤ÙË ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÁÈ·  x<0

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÁÈ·  x>0.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ  [0, +•).

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜

ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y¢y.

ñ K¿ıÂ ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ ÚÔ-

ÛÂÁÁ›˙ÂÈ ·ÂÚÈfiÚÈÛÙ· ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x Î·È  y¢y.

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ Ìfi-
ÓÔ Ù· ÛËÌÂ›·  P(1, 1)  Î·È  T(–1, 1).

OÈ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ (‰˘Ó¿ÌÂˆ˜)

y = x–(2Ó+1),    xŒ�\{0},  ÌÂ  ÓŒ�*

x

y

1

1

x–3x

x–1x

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ‰˘Ó¿ÌÂˆ˜ ÌÂ ÂÚÈÙÙfi ·ÚÓË-

ÙÈÎfi ÂÎı¤ÙË ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÁÈ·  x<0,

fiÛÔ Î·È ÁÈ·  x>0.

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜

ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ  O.

ñ K¿ıÂ ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÁÚ·ÊÈÎ‹˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆ˜ ÚÔ-

ÛÂÁÁ›˙ÂÈ ·ÂÚÈfiÚÈÛÙ· ÙÔ˘˜ ¿ÍÔÓÂ˜ x¢x Î·È  y¢y.

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓ¿ Ìfi-
ÓÔ Ù· ÛËÌÂ›·  P(1, 1)  Î·È  T(–1, –1).

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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OÈ ÂÎıÂÙÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

y = ·x,   xŒ�, ÌÂ  ·>0  Î·È  ·π1

x

y
·=3 ·=2 ·=1.5·=1/2 ·=1/5

·=0.9

1

1

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÎıÂÙÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÁÈ·  ·>1

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÁÈ·  0<·<1.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ  (0, +•).

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÈ ·ÂÚÈfiÚÈ-

ÛÙ·

☛ ÙÔÓ ·ÚÓËÙÈÎfi ËÌÈ¿ÍÔÓ·  x¢x, fiÙ·Ó  ·>1.

☛ ÙÔÓ ıÂÙÈÎfi ËÌÈ¿ÍÔÓ·  x¢x, fiÙ·Ó  0<·<1.

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi Ìfi-
ÓÔ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  P(0, 1).

OÈ ÏÔÁ·ÚÈıÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

y = log·x,   x>0, ÌÂ  ·>0  Î·È  ·π1

·=2

·=3

·=10

·=1/10

·=1/3

·=1/2

1

y

x

°È· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÏÔÁ·ÚÈıÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÁÈ·  ·>1

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÁÈ·  0<·<1.

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È fiÏÔ ÙÔ  �.

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÚÔÛÂÁÁ›˙ÂÈ ·ÂÚÈfiÚÈ-

ÛÙ·

☛ ÙÔÓ ·ÚÓËÙÈÎfi ËÌÈ¿ÍÔÓ·  y¢y, fiÙ·Ó  ·>1

☛ ÙÔÓ ıÂÙÈÎfi ËÌÈ¿ÍÔÓ·  y¢y, fiÙ·Ó  0<·<1.

ñ ŸÏÂ˜ ÔÈ ÁÚ·ÊÈÎ¤˜ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂÈ˜ ¤¯Ô˘Ó ÎÔÈÓfi Ìfi-
ÓÔ ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  T(1, 0).

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË (ËÌÈÙfiÓÔ˘)

y = ËÌx,   xŒ�

1
1

–1
 32

2

y

x


2

3
2

5
2

ËÌ xx

°È· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ËÌÈÙfiÓÔ˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· �– �


2
�, �



2
�	 , …

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ��


2
� , �

3

2


�	 , …

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ ÙÌ‹-

Ì· ÙË˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 2]  ÌÂ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË Î·Ù¿

Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·  x¢x ·fi ÔÏÏ·Ï¿ÛÈ· ÙÔ˘  2
(ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Â·Ó¿ÏË„Ë).

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [–1, 1].

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ˜

ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ  O.

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x ÛÙ·

ÛËÌÂ›·  0, ±, ±2, ± 3, … .

C MYK C MYK

C MYK C MYK
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H Û˘Ó¿ÚÙËÛË (Û˘ÓËÌÈÙfiÓÔ˘):

y = Û˘Óx,   xŒ�

–1

 3

2


2

y

x


2

3
2

5
2

Û˘Ó xx

1

1

°È· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË Û˘ÓËÌÈÙfiÓÔ˘ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ Êı›ÓÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  [0, ], …

☛ ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·  [, 2], …

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·Û‹ ÙË˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔ

ÙÌ‹Ì· ÙË˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [0, 2]  ÌÂ ÌÂÙ·ÙfiÈÛË

Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·  x¢x ·fi ÔÏÏ·Ï¿ÛÈ·

ÙÔ˘  2 (ÂÚÈÔ‰ÈÎ‹ Â·Ó¿ÏË„Ë).

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  [–1, 1].

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜ ÚÔ

ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y¢y.

H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  x¢x ÛÙ· ÛË-

ÌÂ›·  ± �
1

2
� , ± �

3

2
� , ± �

5

2
�  …

H Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜

y = ÂÊx,  xŒ� \ �± �
1

2
� , ± �

3

2
� , ± �

5

2
� …�

y

x1

1

–1



2


2

ÂÊ xx

–

°È· ÙË Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó:

ñ H Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙ· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù·

·fi Ù· ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ÙÔ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜,

.¯. �– �


2
� , + �



2
��, ��



2
� , �

3

2


�� , …

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÔ ÙÌ‹-

Ì· Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  �– �


2
� , + �



2
��

Î·È Â·Ó¿ÏË„‹ ÙÔ˘ Î·Ù¿ Ì‹ÎÔ˜ ÙÔ˘ ¿ÍÔÓ·  x¢x
·fi ÔÏÏ·Ï¿ÛÈ· ÙÔ˘  .

ñ TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÈÌÒÓ Â›Ó·È ÙÔ  �.

ñ H ÁÚ·ÊÈÎ‹ ·Ú¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ˆ˜

ÚÔ˜ ÙËÓ ·Ú¯‹ ÙˆÓ ·ÍfiÓˆÓ  O.




