


2

K¿ıÂ ÁÓ‹ÛÈÔ ·ÓÙ›Ù˘Ô ˘ÔÁÚ¿ÊÂÙ·È ·fi ÙÔ Û˘ÁÁÚ·Ê¤·

E���υλλ�:
Aπ� την �κδ	ση των Aριθµητικ�ν τ	υ ∆ι	��ντ	υ π	υ επιµελ�θηκε 	 Samuel de
Fermat (T	υλ	��η, 1670). Φωτ	γρα��α της σελ�δας π	υ περι��ει τ	 πρ��ληµα B¢ 8,
�π	υ διακρ�νεται τ	 περ��ηµ	 σ��λι	 (σ�µερα πια, θε�ρηµα) τ	υ Pierre de Fermat:
‘‘E�ναι αδ�νατ	 να διασπαστε� �νας κ��	ς σε δ�	 �λλ	υς κ��	υς, µια τετ�ρτη
δ�ναµη, � γενικ� µια 	π	ιαδ�π	τε δ�ναµη αν�τερη της δευτ�ρας, σε δ�	 δυν�µεις
της �διας τ�!ης µε αυτ�ν" ��ω �ρει µια αληθιν� θαυµ�σια απ�δει!η, αλλ� τ	 περι-
θ�ρι	 ε�ναι π	λ� στεν� για να τη �ωρ�σει’’. Xρει�στηκε να περ�σ	υν 350 �ρ�νια
�σπ	υ η εικασ�α αυτ� να απ	δει�θε� απ� τ	ν #γγλ	 µαθηµατικ� A. Wiles. (H ανα-
κ	�νωση της απ�δει!ης �γινε στ	 Kα�µπριτ� τ	ν I	�νι	 τ	υ 1993" �να κεν� π	υ πε-
ριε��ε συµπληρ�θηκε τ	 �θιν�πωρ	 τ	υ 1994 απ� τ	ν Wiles και τ	ν R. Taylor).

ISBN 960-431-429-7

© Copyright: ¢. ¶Ô˘Ï¿ÎË˜,  EÎ‰fiÛÂÈ˜ Z‹ÙË, OÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 1997,
AÓ·Ù‡ˆÛË ÌÂ ‰ÈÔÚıÒÛÂÈ˜: ¢ÂÎ¤Ì‚ÚÈÔ˜ 2001, OÎÙÒ‚ÚÈÔ˜ 2005, £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË



5

ΠPOΛOΓOΣ

H £ÂˆÚ›· AÚÈıÌÒÓ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎÔ‡˜ ÎÏ¿‰Ô˘˜ ÙË˜ M·-
ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ EÈÛÙ‹ÌË˜. A˘Ùfi ÔÊÂ›ÏÂÙ·È fi¯È ÌfiÓÔ ÛÙË ÌÂÁ¿ÏË ÔÈÎÈÏ›· ÙˆÓ ÌÂıfi-
‰ˆÓ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ› Î·È ÛÙ· ÔÏÏ¿ ·ÓÔÈÎÙ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ, ·ÏÏ¿
Î·È ÛÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙË˜ ÛÂ Û‡Á¯ÚÔÓÔ˘˜ ÎÏ¿‰Ô˘˜ fiˆ˜ .¯. Ë KÚ˘ÙÔÁÚ·Ê›·, Ë
£ÂˆÚ›· Kˆ‰›ÎˆÓ, Ë £ÂˆÚ›· A˘ÙÔÌ¿ÙˆÓ Î.Ï...

™ÎÔfi˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È Ó· ‰ÒÛÂÈ Ì›· ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÛÙË ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë £Â-
ˆÚ›· AÚÈıÌÒÓ. H Û˘ÁÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ¤ÁÈÓÂ ÌÂ ÁÓÒÌˆÓ· ÙËÓ ·ÏÔ‡ÛÙÂÚË ·ÏÏ¿ Î·È
ÏËÚ¤ÛÙÂÚË ·ÚÔ˘Û›·ÛË ÙË˜ ‡ÏË˜. A˘Ù‹ Û˘ÓÔ‰Â‡ÂÙ·È ·fi ¤Ó· Ï‹ıÔ˜ ·Ú·‰ÂÈ-
ÁÌ¿ÙˆÓ Î·È ¿Ï˘ÙˆÓ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ, ÔÈÎ›ÏË˜ ‰˘ÛÎÔÏ›·˜. °È· ÙËÓ Î·Ù·ÓfiËÛ‹ ÙÔ˘
··ÈÙÔ‡ÓÙ·È ÁÓÒÛÂÈ˜ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ ÚÔ-·ÓÂÈÛÙËÌÈ·ÎÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘.

™ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È Ì›· ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙÔ˘ Û˘Ófi-
ÏÔ˘ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Î·È Î·Ù·ÛÎÂ˘¿˙ÔÓÙ·È Ù· Û‡ÓÔÏ· ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ Î·È
ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. ™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÚÈÁÚ¿ÊÂÙ·È Ë ‚·ÛÈÎ‹ ıÂˆÚ›· ‰È·ÈÚÂ-
ÙfiÙËÙ·˜ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ. TÔ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÙÚ›ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ Â›Ó·È Ë
ÌÂÏ¤ÙË ÙˆÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎÒÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È ÂÈ‰ÈÎÒÙÂÚ·
ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ÛËÌ·ÓÙÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ fiˆ˜ .¯ ÙË˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ê ÙÔ˘ Euler.
™ÙÔ Ù¤Ù·ÚÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÈÛÔÙÈÌÈÒÓ, ÔÈ
ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ ÈÛÔÙÈÌ›Â˜ Î·È Ù· Û˘ÛÙ‹Ì·Ù· ·˘ÙÒÓ. ™ÙÔ ¤ÌÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÌÂÏÂÙÒ-
ÓÙ·È ÔÈ ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ¤˜ ÈÛÔÙÈÌ›Â˜ Î·È ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÌÂÏ¤ÙË˜ ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈÔ‡ÓÙ·È ÁÈ· Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ Ê˘ÛÈÎÔ› n ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ·Ú-
¯ÈÎ¤˜ Ú›˙Â˜ (modn). TÔ ¤ÎÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Â›Ó·È ·ÊÈÂÚˆÌ¤ÓÔ ÛÙ· ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¿ ˘fi-
ÏÔÈ· Î·È ÛÙÔ ÓfiÌÔ ÙË˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ‹˜ ·ÓÙÈÛÙÚÔÊ‹˜. ™ÙÔ ¤‚‰ÔÌÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÍÂ-
Ù¿˙ÂÙ·È Ë ·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·fi ‰˘·‰ÈÎ¤˜ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎ¤˜ ÌÔÚÊ¤˜ Î·È
·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi˜ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙÂÛÛ¿ÚˆÓ ÙÂÙÚ·ÁÒÓˆÓ.
MÂÚÈÎ¤˜ ÛËÌ·ÓÙÈÎ¤˜ ‰ÈÔÊ·ÓÙÈÎ¤˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÛÙÔ fiÁ‰ÔÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ.
T¤ÏÔ˜, ÛÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÙ·È Ë ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ıÂˆÚ›· ÙˆÓ Û˘ÓÂ-
¯ÒÓ ÎÏ·ÛÌ¿ÙˆÓ.

£ÂˆÚÒ ¯Ú¤Ô˜ ÌÔ˘ Ó' ·Â˘ı‡Óˆ ıÂÚÌ¤˜ Â˘¯·ÚÈÛÙ›Â˜ ÛÙÔÓ Î·ıËÁËÙ‹ Î. ™˘ÌÂÒÓ
MÔ˙··Ï›‰Ë ÁÈ· ÙËÓ Û˘Ì·Ú¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Î·È ÙÈ˜ ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜ Û˘˙ËÙ‹ÛÂÈ˜ Ô˘ Â›¯·
Ì·˙› ÙÔ˘, Î·Ù¿ ÙËÓ Û˘ÁÁÚ·Ê‹ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘. E›ÛË˜ Â˘¯·ÚÈÛÙÒ ıÂÚÌ¿ ÙÔÓ
Î. N›ÎÔ T˙·Ó¿ÎË, Î·ıËÁËÙ‹ ÙÔ˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ KÚ‹ÙË˜, ÁÈ· ÔÏÏ¤˜ ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜
˘Ô‰Â›ÍÂÈ˜. T¤ÏÔ˜, Â˘¯·ÚÈÛÙÒ ÙÔÓ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi Î. N›ÎÔ K·ÛÙ¿ÓË Ô ÔÔ›Ô˜ ÌÔ˘
˘¤‰ÂÈÍÂ ÙÔ ÈÛÙÔÚÈÎfi ÎÂ›ÌÂÓÔ Ô˘ ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ÛÙÔ ÂÍÒÊ˘ÏÏÔ.

Θεσσαλ	ν�κη, 1996 ∆ηµ�τρι	ς Π	υλ�κης
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KEºA§AIO 1
™˘ÛÙ‹Ì·Ù· AÚÈıÌÒÓ

1. Eισαγωγ�

H £ÂˆÚ›· AÚÈıÌÒÓ ·ÔÙÂÏÂ› ¤Ó·Ó ·fi ÙÔ˘˜ ·Ú¯·ÈfiÙÂÚÔ˘˜ ÎÏ¿‰Ô˘˜ ÙˆÓ
M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. AÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÌÂÏ¤ÙË˜ ÙË˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ô˘˜ £ÂˆÚ›·˜ AÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  � = {0, 1, 2, 3, …},  ‹ ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ· ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ   � = {0, ±1, ±2, ±3, …}.  °È’ ·˘Ù‹ ÙË ÌÂÏ¤ÙË Â›Ó·È Û˘-
¯Ó¿ ¯Ú‹ÛÈÌÔ Ó· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ  �  ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÂÓfi˜ ÂÚÈÂÎÙÈÎÔÙ¤ÚÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘,
fiˆ˜ ÙÔ Û˘ÓfiÏÔ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

� = {x/ x = a/ b,   ÌÂ a, bŒ�  Î·È  b ≠ 0}.

™ÎÔfi˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘ Â›Ó·È Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÂÈ Ì›· ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂ-
Ï›ˆÛË ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ Û˘ÓfiÏˆÓ Î·È Ó· ÂÚÈÁÚ¿„ÂÈ ÙÈ˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜
‰È¿Ù·ÍË˜, ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ Û’ ·˘Ù¿. E›ÛË˜, ÂÈÛ¿ÁÔ-
ÓÙ·È ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜, Ô˘ Â›Ó·È ÛÙÂÓ¿ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓÂ˜ ÌÂ ÔÚÈÛÌ¤-
ÓÂ˜ ·fi ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ ı· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ ÛÙ· ÂfiÌÂÓ· ÎÂÊ¿Ï·È·.

2. Φυσικ
� αριθµ
�

ŒÛÙˆ  Ê : X Æ Y  Ì›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË. YÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë  Ê  Î·ÏÂ›Ù·È �νεση

·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒX,  ÌÂ  x ≠ y,  ¤¯Ô˘ÌÂ  Ê(x) ≠ Ê(y)  Î·È ��εση  ·Ó ÁÈ· Î¿ıÂ

yŒY,  ˘¿Ú¯ÂÈ  xŒX,  ÌÂ  Ê(x) = y.  E›ÛË˜, Ë Ê Ï¤ÁÂÙ·È αµ��εση  ·Ó Â›Ó·È

Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ· ¤ÓÂÛË Î·È ¤ÊÂÛË.
M›· ·ÍÈˆÌ·ÙÈÎ‹ ıÂÌÂÏ›ˆÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ‰fiıËÎÂ ÁÈ·

ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÙÔ 1882, ·fi ÙÔÓ G. Peano.

Tα A�ι�µατα τ
υ Peano. TÔ Û‡ÛÙËÌ·  �  ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Â›Ó·È
¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ  �,  ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ Ì›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË   Û : � Æ �  Î·È ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô

0Œ�, Ù¤ÙÔÈ·, ÒÛÙÂ
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(1) Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Û  Â›Ó·È ¤ÓÂÛË,

(2) 0œÛ(�),

(3) ·Ó  S Õ �  ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜

·)  0ŒS   Î·È

‚)  Û(n)ŒS ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒS,

ÙfiÙÂ  S = �.
H ·ÂÈÎfiÓÈÛË Û Î·ÏÂ›Ù·È απεικ�νιση διαδ���ς Î·È ÙÔ  Û(x)  δι�δ���ς ÙÔ˘

x.  TÔ ·Í›ˆÌ· (3) Î·ÏÂ›Ù·È Aρ�� της Mαθηµατικ�ς Eπαγωγ�ς.  A' ·˘Ùfi
¤ÂÙ·È  fiÙÈ ÙÔ � Â›Ó·È ·ÏÒ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

{0, Û(0), Û(Û(0)), Û(Û(Û(0))) ...}.

£¤ÙÔÓÙ·˜  Û(0) = 1, Û(1) = 2, Û(2) = 3, ....  Â·ÓÂÚ¯fiÌ·ÛÙÂ ÛÙË Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓË
ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. E›ÛË˜, Ë AÚ¯‹ ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜
·ÔÙÂÏÂ› ÙË ‚¿ÛË ÌÈ·˜ ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ‹˜ ÌÂıfi‰Ô˘ Ô˘ Î·ÏÂ›Ù·È M�θ�δ�ς της Mα-
θηµατικ�ς Eπαγωγ�ς  Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÁÈ· ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÚÔÙ¿ÛÂˆÓ P(n)
Ô˘ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ·fi ÙÔ Ê˘ÛÈÎfi n. ¶ÈÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·, ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

S = {nŒ�/ P(n)  ·ÏËı‹˜}.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·˜ fiÙÈ  0ŒS  Î·È fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒS  ÙÔ  n+1ŒS,  Ë AÚ¯‹ ÙË˜
M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜ ‰›ÓÂÈ  S = �.  EÔÌ¤Óˆ˜, Ë ÚfiÙ·ÛË  P(n)  Â›Ó·È ·ÏË-
ı‹˜ ÁÈ· Î¿ıÂ  nŒ�.

™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ � ÔÚ›˙ÂÙ·È Ì›· Ú¿ÍË, Ô˘ Î·ÏÂ›Ù·È πρ�σθεση  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙Â-
Ù·È ÌÂ  «+»,  ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ:

(1)  m+0 = m   ÁÈ· Î¿ıÂ  mŒ�,

(2)  m+Û(n) = Û(m+n)   ÁÈ· Î¿ıÂ  n, mŒ�.

TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· m+n ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ ‰‡Ô Ê˘ÛÈÎÒÓ m Î·È n Î·ÏÂ›Ù·È �θρ�ισµ�
ÙÔ˘˜. O ÔÚÈÛÌfi˜ ·˘Ùfi˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·ÏÂ›Ù·È επαγωγικ�ς  ÁÈ·Ù› ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ·
ÙˆÓ m Î·È Û(n) ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ·ıÚÔ›ÛÌ·ÙÔ˜ ÙˆÓ n Î·È m.
XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÏÔÈfiÓ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1) Î·È (2) ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘ÔÏÔÁ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ
·ıÚÔÈÛÌ¿ ‰‡Ô ÔÔÈˆÓ‰‹ÔÙÂ Ê˘ÛÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·˜ ˘ÔÏÔÁ›-
ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ 2 Î·È 3. E›Ó·È

3+2 = 3+Û(1) = Û(3+1) = Û(3+Û(0)) = Û(Û(3+0)) = Û(Û(3)) = Û(4) = 5,

fiˆ˜ ÂÚÈÌ¤Ó·ÌÂ.
™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �  ÔÚ›˙ÂÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿ Î·È Ì›· ¿ÏÏË Ú¿ÍË, Ô˘ Î·ÏÂ›Ù·È π�λ-

λαπλασιασµ�ς  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ «.», ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ:

(3)  m.0 = 0   ÁÈ· Î¿ıÂ  mŒ�,

(4)  m.Û(n) = m.n+m  ÁÈ· Î¿ıÂ  n, mŒ�.
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TÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· m.n ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ‰‡Ô Ê˘ÛÈÎÒÓ  m Î·È n  Î·ÏÂ›Ù·È
γιν�µεν� ÙÔ˘˜. ™˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ m.n Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÈÔ ·Ï¿  mn.  °È· Ó·
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ ‰‡Ô Ê˘ÛÈÎÔ‡˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (3) Î·È
(4). °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ¤¯Ô˘ÌÂ

3.2 = 3.Û(1) = 3.1+3 = 3.Û(0)+3 = (3.0+3)+3 = (0+3)+3 = 3+3.

K·ıÒ˜ ‰Â›Í·ÌÂ ·Ú·¿Óˆ,  3+2 = 5.  OfiÙÂ

3+3 = 3+Û(2) = Û(3+2) = Û(5) = 6.

OÈ ‚·ÛÈÎfiÙÂÚÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ‰›ÓÔÓÙ·È
ÛÙË ·Ú·Î¿Ùˆ ÚfiÙ·ÛË.

ΠPOTAΣH  2.1. Για κ�θε  x, y, zŒ�   ισ���υν τα παρακ�τω:

(·)  x+(y+z) = (x+y)+z,  x(yz) = (xy)z  (πρ�σεταιριστικ�ς ν�µ�ς),

(‚)  x+y = y+x,  xy = yx  (αντιµεταθετικ�ς ν�µ�ς),

(Á)  x(y+z) = xy+xz  (επιµεριστικ�ς ν�µ�ς),

(‰)  x+y = x+z fi y = z,  x ≠ 0 και   xy = xz fi y = z  (ν�µ�ς διαγρα��ς).

AΠO∆EI�H. (·) ŒÛÙˆ  S  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ  k,  Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·

x+(y+k) = (x+y)+k.
K·ıÒ˜

x+(y+0) = x+y = (x+y)+0,

¤¯Ô˘ÌÂ  0ŒS.  A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ kŒS.  OfiÙÂ

x+(y+Û(k)) = x+Û(y+k) = Û(x+(y+k)) = Û((x+y)+k)) = (x+y)+Û(k).

ÕÚ·  Û(k)ŒS.  EÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ AÚ¯‹ ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜,
¤¯Ô˘ÌÂ  S = �.

™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  T,  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ  k,  Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·

x(yk) = (xy)k.
K·ıÒ˜

x(y0) = x0 = 0 = (xy)0,

¤ÂÙ·È  0ŒT.  A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  kŒT.  OfiÙÂ

x(yÛ(k)) = x(yk+y) = x(yk)+xy = (xy)k+xy = (xy) Û(k) = (xy) (k+1) = 

= (xy) (k+Û(0)) = (xy) Û(k),

‰ËÏ·‰‹  Û(k)ŒT.  ™˘ÓÂÒ˜   T = �.

H ·fi‰ÂÈÍË ÙˆÓ ˘ÔÏÔ›ˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ ·Ê‹ÓÂÙ·È ˆ˜ ¿ÛÎËÛË.
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ΠPOTAΣH  2.2. �στω  m, nŒ�.  T�τε

(·)  m+n = 0 ¤ m = 0  και   n = 0.

(‚)  mn = 0 ¤ m = 0  �   n = 0.

AΠO∆EI�H. (·) ŒÛÙˆ  m+n = 0. AÓ  n ≠ 0, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ kŒ�, ÌÂ  Û(k) = n,

ÔfiÙÂ
Û(m+k) = m+Û(k) = m+n = 0.

A˘Ùfi fiÌˆ˜ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ, ÁÈ·Ù›  0œÛ(�).  ÕÚ·  n = 0.  OÌÔ›ˆ˜, ¤¯Ô˘ÌÂ  m = 0.

AÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó  m = n = 0,  ÙfiÙÂ  0+0 = 0.
(‚) ŒÛÙˆ  m = 0  ‹  n = 0.  TfiÙÂ, ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡,

·›ÚÓÔ˘ÌÂ  mn = 0.  AÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  mn = 0.  AÓ  n ≠ 0,  ÙfiÙÂ
˘¿Ú¯ÂÈ  kŒ�,  ÌÂ  Û(k) = n,  ÔfiÙÂ

0 = mn = mÛ(k) = mk+m.

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ (·), ¤¯Ô˘ÌÂ  mk = 0  Î·È  m = 0.

ŒÛÙˆ m, nŒ�. §¤ÌÂ fiÙÈ Ô Ê˘ÛÈÎfi˜ m Â›Ó·È µικρ�τερ�ς  ÙÔ˘ n Î·È ÁÚ¿-
ÊÔ˘ÌÂ  m < n, ‹ Ô n µεγαλ�τερ�ς  ÙÔ˘ m Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  n > m, ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ
kŒ�, ÌÂ k ≠ 0  ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ  n = m+k.  O Ê˘ÛÈÎfi˜  k,  ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ, Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜

Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  n–m.  ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·Ó ˘¿Ú¯Ô˘Ó  x, yŒ�,  ÌÂ  n = m+x

Î·È  n = m+y, ÙfiÙÂ  m+x = m+y. OfiÙÂ Ë ¶ÚfiÙ·ÛË 2.1.(‰) Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È  x = y.
E›ÛË˜, ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ  m = n  ‹  m < n,  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  m ≤ n  ‹  n ≥ m.

ΠPOTAΣH  2.3. (N�µ�ς της τρι��τ�µ�ας) Για κ�θε !ε�γ�ς  m, nŒ�  ισ��ει
µ�ν� µ�α απ� τις ε"�ς σ��σεις:

m < n,  m = n,  m > n.

AΠO∆EI�H. K·Ù’ ·Ú¯¿˜ ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ ÔÏ‡ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ
Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ   m < n  Î·È  m = n.  TfiÙÂ ˘¿Ú-
¯ÂÈ kŒ�,  ÌÂ  k ≠ 0  ÒÛÙÂ  n = m+k.  K·ıÒ˜  n = m  Î·È  n = m+k,  Ô ÓfiÌÔ˜ ÙË˜

‰È·ÁÚ·Ê‹˜ ‰›ÓÂÈ  k = 0,  Ô˘ ‰ÂÓ ·ÏËıÂ‡ÂÈ. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, fiÙÈ
m < n  Î·È  m > n.  TfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó  k, lŒ�,  ÌÂ  k ≠ 0  Î·È  l ≠ 0  ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ
n = m+k  Î·È  m = n+l,  ÔfiÙÂ

n = m+k = (n+l)+k = n+(l+k) fi l+k = 0

Î·È Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2.2, ¤¯Ô˘ÌÂ  k = l = 0,  Ô˘ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ.
M¤ÓÂÈ Ó· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛÂÈ˜ ·ÏË-

ıÂ‡ÂÈ. AÓ  m = 0,  ÙfiÙÂ  m ≤ n.  A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  m ≠ 0.  £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

S(m) = {kŒ�/ m < k  ‹  m = k  ‹  m > k}.
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EÂÈ‰‹  m+0 = m,  ¤¯Ô˘ÌÂ  m > 0  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  0ŒS(m).  ŒÛÙˆ  kŒS(m).  £·

‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  Û(k)ŒS(m).  K·ıÒ˜  kŒS(m),  Ì›· ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

m < k, m = k, m > k,

·ÏËıÂ‡ÂÈ. AÓ  m < k,  ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  xŒ�,  ÌÂ  x ≠ 0  ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ  m+x = k.  E›Ó·È

m+Û(x) = Û(m+x) = Û(k),

·’ fiÔ˘  m < Û(k).  AÓ  m = k,  ÙfiÙÂ  m+1 = Û(m) = Û(k)  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜
m < Û(k).  T¤ÏÔ˜, ·˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  m > k.  TfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  xŒ�,  ÌÂ  x ≠ 0  ¤ÙÛÈ,

ÒÛÙÂ  k+x = m.  E›Ó·È
Û(k)+x = Û(k+x) = Û(m) = m+1.

K·ıÒ˜  x ≠ 0,  ˘¿Ú¯ÂÈ  rŒ�  ÒÛÙÂ  x = Û(r).  EÔÌ¤Óˆ˜

(Û(k)+r)+1 = Û(k)+(r+1) = Û(k)+Û(r) = Û(k)+x = m+1,

·’ fiÔ˘, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2.1.(‰), ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  Û(k)+r = m.  ™˘ÓÂÒ˜
¤¯Ô˘ÌÂ  Û(k) = m  ‹  Û(k) < m.  ÕÚ· Û(k)ŒS(m). ŒÙÛÈ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ AÚ¯‹ ÙË˜
M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜, ¤¯Ô˘ÌÂ  S(m) = �.

MÂÚÈÎ¤˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰fiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ «<» Î·È «≤» ‰›ÓÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜
1, 2 Î·È 3.  H ·Ú·Î¿Ùˆ ÚfiÙ·ÛË, ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÛÙ· ÂfiÌÂ-
Ó·.

ΠPOTAΣH  2.4. (Aρ�� της καλ�ς δι�τα"ης) �στω  S �να µη κεν� υπ�σ�-
ν�λ� τ�υ  � . T�τε τ�  S ��ει  �να µ�ναδικ� ελ��ιστ� στ�ι�ε��, δηλαδ�,
�να στ�ι�ε��   ·ŒS  τ�τ�ι�, #στε  · ≤ x,  για κ�θε  xŒS.

AΠO∆EI�H. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ   S  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ:

M = {nŒ� /  m ≥ n,  ÁÈ· Î¿ıÂ mŒS}.

¶ÚÔÊ·ÓÒ˜ 0ŒM.  YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ kŒM. TfiÙÂ  m ≥ k,  ÁÈ· Î¿ıÂ mŒS.  AÓ

kŒS,  ÙfiÙÂ ÙÔ  k  Â›Ó·È ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  S,  ¿ÙÔÔ.  ÕÚ·  kœS  Î·È

ÂÔÌ¤Óˆ˜  m > k,  ÁÈ· Î¿ıÂ  mŒS.  ™˘ÓÂÒ˜  m ≥ k+1,  ÁÈ· Î¿ıÂ  mŒS.  ¢ËÏ·‰‹

k+1ŒM.  ™‡ÌÊˆÓ· ÏÔÈfiÓ ÌÂ ÙËÓ AÚ¯‹ ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜, ¤¯Ô˘ÌÂ
M = �.  EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ·Ó m Â›Ó·È Ù˘¯fiÓ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  S,  ÈÛ¯‡ÂÈ m ≥ m+1, ¿ÙÔÔ.
™˘ÓÂÒ˜, ÙÔ  S  ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô. AÓ ÙÔ S   ¤¯ÂÈ ‰‡Ô ÂÏ¿¯ÈÛÙ· ÛÙÔÈ¯Â›·  a
Î·È b,  ÙfiÙÂ  a ≥ b  Î·È  a ≤ b,  ÔfiÙÂ Ë ¶ÚfiÙ·ÛË 2.3 ‰›ÓÂÈ  a = b.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜ ·Ú·ÏÏ·Á¤˜ ÙË˜ AÚ¯‹˜ ÙË˜ M·ıË-
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Ì·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  �(m)  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ê˘ÛÈÎÒÓ  n  ÌÂ
n ≥ m.

ΠPOTAΣH 2.5. �στω  S �να µη κεν� υπ�σ�ν�λ� τ�υ  � και  n0 τ� ελ��ι-
στ� στ�ι�ε�� τ�υ. Aν για κ�θε  nŒS, τ�  n+1ŒS, τ�τε   S = �(n0).

AΠO∆EI�H. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  S ≠ �(n0).  ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2.4, ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ  �(n0)–S  ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È ·˜ Â›Ó·È ·˘ÙÔ ÙÔ m. K·ıÒ˜ n0ŒS,

¤¯Ô˘ÌÂ  m > n0. EÔÌ¤Óˆ˜  m–1œ�(n0)–S  Î·È  m–1 ≥ n0.  ÕÚ· m–1ŒS.  Afi

ÙËÓ ˘fiıÂÛË Ì·˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ mŒS Ô˘ Â›Ó·È ¿ÙÔÔ. ™˘ÓÂÒ˜  S = �(n0).

Παρ�δειγµα 2.1. £· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·  n ≥ 4  ÈÛ¯‡ÂÈ  (3/2)n > n+1.  °È·  n = 4
¤¯Ô˘ÌÂ  (3/2)4 = 81/16 > 5 = 4+1.  YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·  n = k  Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· ·ÏË-
ıÂ‡ÂÈ. Œ¯Ô˘ÌÂ

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 3

2
 

k+1
 > 3

2
 (k+1) ≥ k+1+ 5

2
 > k+2.

¢ËÏ·‰‹ Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ·  n = k+1.  EÔÌ¤Óˆ˜, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶Úfi-
Ù·ÛË 2.5, Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· ·ÏËıÂ‡ÂÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  n ≥ 4.  E›ÛË˜, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·
n ≤ 3  Ë ·ÓÈÛfiÙËÙ· ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ.

ΠPOTAΣH 2.6. �στω  S  �να µη κεν� υπ�σ�ν�λ� τ�υ  � και  n0 τ� ελ��ι-
στ� στ�ι�ε�� τ�υ. Aς υπ�θ�σ�υµε �τι τ�  S ��ει την ε"�ς ιδι�τητα:

για κ�θε  nŒ�  µε   n0+1, …, n–1ŒS fi nŒS.

T�τε   S = �(n0).

AΠO∆EI�H. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  S ≠ �(n0).  ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2.4, ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ  �(n0)–S  ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·È ·˜ Â›Ó·È ·˘ÙÔ ÙÔ m. EÂÈ‰‹ n0ŒS,

¤¯Ô˘ÌÂ  m > n0.  EÔÌ¤Óˆ˜  m–1œ�(n0)–S  Î·È  m–1 ≥ n0,  ¿Ú·  nŒS  ÁÈ· Î¿ıÂ

Ê˘ÛÈÎfi  n,  ÌÂ  n0 ≤ n ≤ m–1.  Afi ÙËÓ ˘fiıÂÛË Ì·˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  mŒS,  ¿ÙÔÔ.
™˘ÓÂÒ˜  S = �(n0).

Παρ�δειγµα 2.2. H ·ÎÔÏÔ˘ı›· ÙÔ˘ Fibonacci  Fn  ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

F1 = F2 = 1  Î·È  Fn+1 = Fn+Fn–1,   ÁÈ· Î¿ıÂ  n ≥ 2.

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  Fn < (7/4)n  ÁÈ· Î¿ıÂ  n ≥ 1. H ·ÓÈÛfiÙËÙ· ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·  n = 1, 2.
YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  Fm < (7/4)m,  ÁÈ· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi  m,  ÌÂ  2 ≤ m < n.  OfiÙÂ

Fn = Fn–1+Fn–2 < (7/4)n–1+(7/4)n–2 = (7/4)n–2 (11/4) < (7/4)n.

ŒÙÛÈ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2.6, ¤¯Ô˘ÌÂ  Fn < (7/4)n  ÁÈ· Î¿ıÂ  n ≥ 1.
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3. Σ��σεις ισ
δυναµ�ας

ŒÛÙˆ ™ ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ. ŒÓ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ S ÙÔ˘ ™¥™ Î·ÏÂ›Ù·È σ��ση
ισ�δυναµ�ας,  ·Ó ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(1)  (x, x)ŒS  ÁÈ· Î¿ıÂ xŒ™  (·Ó·ÎÏ·ÛÙÈÎ‹),

(2)  ·Ó  (x, y)ŒS fi  (y, x)ŒS  (Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹),

(3)  ·Ó  (x, y)ŒS  Î·È  (y, z)ŒS fi  (x, z)ŒS  (ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹).

™˘Ó‹ıˆ˜ ·ÓÙ›  (x, y)ŒS,  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  x ∫ y (S).  ¢‡Ô ÛÙÔÈ¯Â›· Ô˘ Û˘Ó‰¤ÔÓÙ·È ÌÂ
ÙËÓ Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ S Ï¤ÁÔÓÙ·È ισ�δ�ναµα  ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ Û¯¤ÛË  S.

Παρ�δειγµα 3.1. ŒÛÙˆ  E  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÚÈÁÒÓˆÓ ÙÔ˘ ÂÈ¤‰Ô˘. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ
ÙËÓ Û¯¤ÛË:

x ∫ y (S) ¤ ÙÔ x Â›Ó·È fiÌÔÈÔ ÚÔ˜ ÙÔ y.

H Û¯¤ÛË S Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ¤¯Ô˘ÌÂ:
(i) K¿ıÂ ÙÚ›ÁˆÓÔ Â›Ó·È fiÌÔÈ· ÌÂ ÙÔÓ Â·˘Ùfi ÙÔ˘. ÕÚ·  x ∫ x (S)  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒE.
(ii) AÓ  x ∫ y (S) fi  ÙÔ  x  Â›Ó·È fiÌÔÈÔ ÚÔ˜ ÙÔ  y.  TfiÙÂ fiÌˆ˜ Î·È ÙÔ  y  Â›Ó·È

fiÌÔÈÔ ÚÔ˜ ÙÔ  x.  OfiÙÂ  y ∫ x (S).
(iii) ŒÛÙˆ  x ∫ y (S)  Î·È  y ∫ z (S).  TfiÙÂ ÙÔ x Â›Ó·È fiÌÔÈÔ ÚÔ˜ ÙÔ y Î·È ÙÔ y

fiÌÔÈÔ ÚÔ˜ ÙÔ  z.  EÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ x Â›Ó·È fiÌÔÈÔ ÚÔ˜ ÙÔ  z.  ™˘ÓÂÒ˜
x ∫ z (S).

A˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙËÓ ÂÍ‹˜ Û¯¤ÛË:

x ∫ y (P) ¤ ÙÔ  x  ¤¯ÂÈ Ì›· ÏÂ˘Ú¿ ÎÔÈÓ‹ ÌÂ ÙÔ  y.

A˘Ù‹ Ë Û¯¤ÛË ‰ÂÓ Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›· ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  E,  ÁÈ·Ù› ‰ÂÓ
ÈÛ¯‡ÂÈ Ë ÌÂÙ·‚·ÙÈÎfiÙËÙ·.

K·ÏÔ‡ÌÂ κλ�ση ισ�δυναµ�ας  ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  aŒ™  Î·È ÙË Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ
ÌÂ  [a]  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

[a] = {xŒ™/ x ∫ a (S)}.

K·ÏÔ‡ÌÂ σ�ν�λ� πηλ�κ�  ÙÔ˘  ™  ÌÂ ÙËÓ  S  Î·È ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  ™/ S,
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÁÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙË˜  S.

ΠPOTAΣH 3.1. Aν   [x]«[y] ≠ ∆,  τ�τε   [x] = [y].

AΠO∆EI�H. A˜ ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ  [x]«[y] ≠ ∆.  AÓ  zŒ[x]«[y],  ÙfiÙÂ  zŒ[x]  Î·È
zŒ[y].  EÔÌ¤Óˆ˜   z ∫ x (S)  Î·È  z ∫ y (S).  H Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ· ‰›ÓÂÈ
x ∫ z (S).  ÕÚ·  x ∫ z (S)  Î·È  z ∫ y (S).  OfiÙÂ, ·fi ÙË ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·
¤ÂÙ·È  x ∫ y (S).

ŒÛÙˆ  aŒ[x].  TfiÙÂ  a ∫ x (S).  K·ıÒ˜  x ∫ y (S),  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  a ∫ y (S)  Î·È

ÂÔÌ¤Óˆ˜  aŒ[y].  ÕÚ·  [x] Õ [y].  MÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ



18

[y] Õ [x].  ™˘ÓÂÒ˜  [x] = [y].

EÔÌ¤Óˆ˜, ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  ™  (ˆ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÈÛÔ-
‰˘Ó·Ì›· S)  ¤¯Ô˘Ó ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(·)  [x] ≠  ∆   ÁÈ· Î¿ıÂ xŒ™,

(‚) 
  
U

 

xŒ™
[x] = ™,

(Á)  [x] ≠ [y]  fi  [x]«[y] = ∆.

M›· Û˘ÏÏÔÁ‹ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ ™ Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ (·), (‚) Î·È (Á) Î·ÏÂ›-
Ù·È διαµ�ριση  ÙÔ˘  ™.  ŒÙÛÈ, ‚Ï¤Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ ™, ÔÚ›-
˙ÂÈ Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘  ™.  AÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó  {Ua}aŒA  Â›Ó·È Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘

™,  ÙfiÙÂ Ë Û¯¤ÛË  R  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

x ∫ y (R)  ¤  x  Î·È y  ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÓÔÏÔ  Ua

Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Ô˘ ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙË˜ Â›Ó·È Ù· Û‡ÓÔÏ·
Ua  (‚Ï. ¿ÛÎËÛË 8). MÔÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ Ó· ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙfiÛÂ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜
Â› ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘, fiÛÔÈ ·ÎÚÈ‚Ò˜ Â›Ó·È ÔÈ ÙÚfiÔÈ ÌÂ ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
ÙÔ ‰È·ÌÂÚ›ÛÔ˘ÌÂ.

ΠPOTAΣH 3.2. �στω  S µ�α σ��ση ισ�δυναµ�ας επ� τ�υ  ™.  T�τε για κ�θε
x, yŒ™  ���υµε

x ∫ y (S)  ¤  [x] = [y].

AΠO∆EI�H. AÓ  x ∫ y (S),  ÙfiÙÂ yŒ[x]  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  [x]«[y] ≠ ∆.  ÕÚ·, Û‡Ì-

ÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 3.1, ¤¯Ô˘ÌÂ  [x] = [y]. AÓÙÈÛÙÚfiÊˆ˜, ·Ó  [x] = [y],  ÙfiÙÂ
yŒ[x].  ÕÚ·  x ∫ y (S).

Παρ�δειγµα 3.2. £ÂˆÚÔ‡ÌÂ Ì›· ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê : X Æ Y.  OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ì›· Û¯¤ÛË

R  ÛÙÔ  X  ˆ˜ ÂÍ‹˜:
x ∫ y (R)  ¤  Ê(x) = Ê(y).

E‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë  R  Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜. OÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÈÛÔ-
‰˘Ó·Ì›·˜ ÙË˜ R Â›Ó·È:

[x] = {zŒX/  Ê(z) = Ê(x)},

ÂÔÌ¤Óˆ˜, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ËÏ›ÎÔ  X/R  ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi Ù· Û‡ÓÔÏ·:

R(y) = {zŒX/ Ê(z) = y},  yŒÊ(X).
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4. Aκ�ραι
ι αριθµ
�

ŒÛÙˆ  m, nŒ�  Î·È ·˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

m+x = n.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ·˘Ù‹ Ë ÂÍ›ÛˆÛË ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ¿ÓÙ· Ï‡ÛË ÛÙÔ  �.  ¢ËÏ·‰‹, ‰ÂÓ
˘¿Ú¯ÂÈ ¿ÓÙ·  xŒ�  ÒÛÙÂ  m+x = n.  °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ
˘¿Ú¯ÂÈ Ê˘ÛÈÎfi˜ x Ô˘ Â·ÏËıÂ‡ÂÈ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË  3+x = 1,  ÙfiÙÂ Ô ÓfiÌÔ˜ ÙË˜ ‰È·-
ÁÚ·Ê‹˜ (¶ÚfiÙ·ÛË 2.1) ‰›ÓÂÈ  2+x = 0,  ÔfiÙÂ, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙËÓ ¶ÚfiÙ·ÛË 2.2,
¤¯Ô˘ÌÂ  2 = 0,  ¿ÙÔÔ. ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË  3+x = 1  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË.

™ÎÔfi˜ Ì·˜ Û' ·˘Ù‹ ÙËÓ ·Ú·ÁÚ¿ÊÔ Â›Ó·È Ó· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ, ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘
�, Ì›· Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ Èfi "ÌÂÁ¿ÏÔ˘" ·fi ÙÔ  �,  ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ
·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÌÂÛ· ÛÙÔ ÔÔ›Ô Ë ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË ı· ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË. £Âˆ-
ÚÔ‡ÌÂ ÏÔÈfiÓ ÙÔ Î·ÚÙÂÛÈ·Ófi ÁÈÓfiÌÂÓÔ �¥� Î·È ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ‹˜ Û¯¤ÛË Û'
·˘Ùfi:

(a, b)  �  (c, d) ¤ a+d = b+c.

E‡ÎÔÏ· ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Û¯¤ÛË � Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜. OÚ›-
˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �  ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ˆ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ËÏ›ÎÔ ÙÔ˘ �¥� ÌÂ ÙËÓ Û¯¤ÛË
�.  ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  � Ô Ú›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Ú¿ÍÂÈ˜:

[(a, b)]+[(c, d)] = [(a+c, b+d)] (ÚfiÛıÂÛË)

[(a, b)] [(c, d)] = [(ac+bd, ad+bc)] (ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜).

£· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ Ú¿ÍÂˆÓ, ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È
·fi ÙÔ˘˜ ·ÓÙÈÚÔÛÒÔ˘˜ ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂˆÓ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹Û·ÌÂ, ·Ú¿ ÌfiÓÔ ·fi
ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜. ŒÛÙˆ  [(a, b)] = [(a¢, b¢)]  Î·È [(c, d)] = [(c¢, d¢)]. TfiÙÂ (a, b) � (a¢, b¢)
Î·È  (c, d) �  (c¢, d¢),  ·’ fiÔ˘

a+b¢ = b+a¢  Î·È  c+d¢ = d+c¢.

¶ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

a+b¢+c+d¢ = b+a¢+d+c¢,

ÔfiÙÂ  (a+c, b+d) � (a¢+c¢, b¢+d¢)  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  [(a+c, b+d)] = [(a¢+c¢, b¢+d¢)].
™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ ÈÛfiÙËÙÂ˜

c(a+b¢) = c(b+a¢),  a¢(c+d¢) = a¢(d+c¢),  d(b+a¢) = d(a+b¢),  b¢(d+c¢) = b¢(c+d¢),

·›ÚÓÔ˘ÌÂ, ‡ÛÙÂÚ· ·fi ·ÏÔÔ›ËÛË,

ac+bd+a¢d¢+b¢c¢ = a¢c¢+b¢d¢+ad+bc.

ÕÚ·  (ac+bd, ad+bc) � (a¢c¢+b¢d¢, a¢d¢+b¢c¢)  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

[(ac+bd, ad+bc)] = [(a¢c¢+b¢d¢, a¢d¢+b¢c¢)].
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¢Â›Í·ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ ÔÈ ·Ú·¿Óˆ Ú¿ÍÂÈ˜ Â›Ó·È Î·Ï¿ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜.
E‡ÎÔÏ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  x, y, zŒ�  ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ:

(1)  x+(y+z) = (x+y)+z,  x(yz) = (xy)z (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎÔ˜ ÓfiÌÔ˜),

(2)  x+y = y+x,  xy = yx (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ÓfiÌÔ˜),

(3)  x(y+z) = xy+xz (ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfi˜ ÓfiÌÔ˜),

OÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ [(0, 0)] Î·È [(1, 0)] Â›Ó·È Ô˘‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÁÈ· ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È
ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. ¢ËÏ·‰‹

[(a, b)]+[(0, 0)] = [(a, b)]   Î·È   [(a, b)][(1, 0)] = [(a, b)],

ÁÈ· Î¿ıÂ  [(a, b)]Œ�.  E›ÛË˜, ÁÈ· Î¿ıÂ  [(a, b)]Œ�  ¤¯Ô˘ÌÂ

[(a, b)]+[(b, a)] = [(a+b, a+b)] = [(0, 0)].

Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  [(b, a)] = –[(a, b)]. TÔ [(b, a)] Î·ÏÂ›Ù·È αντ�θετ�  ÙÔ˘ [(a, b)].
ÕÏÏÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ‰›ÓÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ·ÛÎ‹-
ÛÂÈ˜ 9, Î·È 10. T¤ÏÔ˜, ·Ó  a, bŒ�  Ë ÂÍ›ÛˆÛË

a+x = b

¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÛÙÔ  �.  ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·È ÛÙ· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÙÔ
–a, ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  x = b+(–a).

ŒÛÙˆ [(a, b)], [(c, d)]Œ�.  §¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÎÏ¿ÛË [(a, b)] Â›Ó·È µικρ�τερη  ·fi
ÙËÓ [(c, d)]  Î·È ÁÚ·ÊÔ˘ÌÂ  [(a, b)] < [(c, d)], ‹ fiÙÈ Ë [(c, d)]  Â›Ó·È µεγαλ�τερη
ÙË˜  [(a, b)]  Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  [(c, d)] > [(a, b)], ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ  a+d < b+c. A˘Ùfi˜ Ô
ÔÚÈÛÌfi˜ ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ˘˜ ·ÓÙÈÚÔÛÒÔ˘˜ ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂˆÓ, ·Ú¿ ÌfiÓÔ ·fi
ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·Ó  (a, b) � (a¢, b¢)  Î·È  (c, d) � (c¢, d¢),  ÙfiÙÂ

a+b¢ = b+a¢  Î·È  c+d¢ = d+c¢.

¶ÚÔÛı¤ÙÔÓÙ·˜ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

a+b¢+c¢+d = b+a¢+d¢+c.

K·ıÒ˜  a+d < b+c,  ˘¿Ú¯ÂÈ  kŒ�  ÌÂ  k ≠ 0  ÒÛÙÂ  a+d+k = b+c. ÕÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡-
ÌÂ ÙÔ b+c ÌÂ ÙÔ ›ÛÔ ÙÔ˘ ÛÙË ·Ú·¿Óˆ ÈÛfiÙËÙ· Î·È ·ÏÔÔÈÒÓÙ·˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ

b¢+c¢ = a¢+d¢+k.

¢ËÏ·‰‹  b¢+c¢ < a¢+d¢  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  [(a¢, b¢)] < [(c¢, d¢)].  E›ÛË˜, ·Ó  x, yŒ� ÌÂ
x = y  ‹  x < y  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  x ≤ y  ‹  y ≥ x.  MÂÚÈÎ¤˜ ‚·ÛÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Û¯¤-
ÛÂˆÓ «<» Î·È «≤» ‰›ÓÔÓÙ·È ÛÙÈ˜ ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ 11, 12, 13 Î·È 14. ŒÓ·˜ ·Î¤Ú·ÈÔ˜ x
Î·ÏÂ›Ù·È θετικ�ς   ·Ó  x > 0  Î·È αρνητικ�ς   ·Ó  x < 0.

ŒÛÙˆ  x = [(a, b)]  ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ �.  ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÓfiÌÔ ÙË˜ ÙÚÈ¯ÔÙÔ-
Ì›·˜ (¶ÚfiÙ·ÛË 2.3) ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ Ì›· ·fi ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜

a < b,   a = b,   a > b.
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AÓ  a < b,  ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ  kŒ�, ÌÂ  k ≠ 0  ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ  a+k = b.  OfiÙÂ

[(a, b)] = [(a, a+k)] = [(0, k)].

OÌÔ›ˆ˜, ·Ó  a > b  ˘¿Ú¯ÂÈ nŒ�,  ÌÂ  n ≠ 0  ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ  b+n = a  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

[(a, b)] = [(a+n, a)] = [(n, 0)].

™˘ÌÂÚ·ÛÌ·ÙÈÎ¿ ÏÔÈfiÓ, ·Ó   a < b  ÙfiÙÂ  x = [(0, k)]  ÌÂ  k ≠ 0,  ·Ó  a = b  ÙfiÙÂ
x = [(0, 0)]  Î·È ·Ó  a > b  ÙfiÙÂ  x = [(n, 0)]  ÌÂ  n ≠ 0.  ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ Â›ÛË˜ fiÙÈ
·˘Ù¤˜ ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ Â›Ó·È ·Ó¿ ‰‡Ô ¿ÓÈÛÂ˜. ™˘ÓÂÒ˜, Ù· ‰È·ÎÂÎÚÈÌÌ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›·
ÙÔ˘ � Â›Ó·È ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ [(0, 0)], [(n, 0)]  Î·È [(0, n)], ÌÂ  n ≠ 0.  ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ıÂˆ-
ÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  Ê : � Æ �  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi

Ê(n) = [(n, 0)],  ÁÈ· Î¿ıÂ nŒ�.

AÓ  Ê(n) = Ê(m), ÙfiÙÂ  [(n, 0)] = [(m, 0)]  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  n = m.  ¢ËÏ·‰‹, Ë
·ÂÈÎfiÓÈÛË Ê Â›Ó·È ¤ÓÂÛË. E›ÛË˜, Â‡ÎÔÏ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È Ù· ÂÍ‹˜:

(1)  Ê(n+m) = Ê(n)+Ê(m), ÁÈ· Î¿ıÂ  m, nŒ�,

(2)  Ê(nm) = Ê(n) Ê(m),  ÁÈ· Î¿ıÂ  m, nŒ�,

(3)  n < m  fi  Ê(n) < Ê(m).

BÏ¤Ô˘ÌÂ ÏÔÈfiÓ fiÙÈ Ë ¤ÓÂÛË Ê ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜, ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· Î·È ÁÈ-
ÓfiÌÂÓ· ÌÂÙ·Í‡ ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  �  Î·È  Ê(�) = {[(n,0)]/ nŒ�]  Â·ÎÚÈ‚Ò˜ Î·È
·ÌÔÈ‚·›·. ŒÙÛÈ, ÛÙË Ú¿ÍË ı· Ù·˘Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ Ê˘ÛÈÎfi n ÌÂ ÙËÓ ÎÏ¿ÛË [(n, 0)]
Î·È ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ  �  ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  �.  AÏÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÁÚ·Ê‹ ÁÈ· Ù·
ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  �  ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ  –n, 0, n  ·ÓÙ› [(0, n)], [(0, 0)], [(n, 0)] ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·
Î·È Î·Ù’ ·˘Ùfi ÙÔÓ ÙÚfiÔ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙËÓ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓË ÁÚ·Ê‹ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ.
T¤ÏÔ˜, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÙÔ˘˜
·Î¤Ú·ÈÔ˘˜ 1, 2, 3, … ÂÓÒ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÚÓËÙÈÎÒÓ ·fi ÙÔ˘˜  –1, –2, –3, …
fiˆ˜ ¿ÏÏˆÛÙÂ ÂÚÈÌ¤Ó·ÌÂ.

5. Pητ
� αριθµ
�

H ÂÍ›ÛˆÛË
ax = b,

fiÔ˘  a, bŒ�  Î·È  a ≠ 0  ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ¿ÓÙ· Ï‡ÛË ÛÙÔ  �.  ¶.¯. Ë ÂÍ›ÛˆÛË  3x = 2.  ™’
·˘Ù‹ ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ÂÚÈÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ, ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÙÔ˘  �,  ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹
ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘ Èfi "ÌÂÁ¿ÏÔ˘" ·fi ÙÔ  �,  ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÌÂÛ·
ÛÙÔ ÔÔ›Ô Ë ·Ú·¿Óˆ ÂÍ›ÛˆÛË ı· ¤¯ÂÈ Ï‡ÛË. ŒÛÙˆ �* ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÌË ÌË-
‰ÂÓÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ. OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÂÍ‹˜ Û¯¤ÛË Â› ÙÔ˘  �¥�*:

(a, b) � (c, d) ¤ ad = bc.
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E‡ÎÔÏ· ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ Ë Û¯¤ÛË � Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜. OÚ›-
˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �  ÙˆÓ ÚËÙÒÓ ˆ˜ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ËÏ›ÎÔ ÙÔ˘  �¥�*  ÌÂ ÙËÓ �. ™ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ  �  Ë ÚfiÛıÂÛË Î·È Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

[(a, b)]+[(c, d)] = [(ad+bc, bd)] (ÚfiÛıÂÛË)

[(a, b)][(c, d)] = [(ac, bd)] (ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜).

OÈ ·Ú·¿Óˆ Ú¿ÍÂÈ˜ Â›Ó·È Î·Ï¿ ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜. ¢ËÏ·‰‹, ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· Î·È ÙÔ
ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÂˆÓ ‰ÂÓ ÂÍ·ÚÙÒÓÙ·È ·fi ÙÔ˘˜ ·ÓÙÈÚÔÛÒÔ˘˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈ‹ıËÎ·Ó ÁÈ· Ó· ÙÈ˜ ÂÚÈÁÚ¿„Ô˘Ó, ·ÏÏ¿ ÌfiÓÔ ·fi ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜. E‡ÎÔÏ· ‚Ï¤-
Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÚfiÛıÂÛË Î·È Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜ ÙÔ˘
ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÌÔ‡ Î·È ÙË˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfiÙËÙ·˜. E›ÛË˜, Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÌfi˜ Â›Ó·È
ÂÈÌÂÚÈÛÙÈÎfi˜ ˆ˜ Úfi˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË. OÈ ÎÏ·ÛÂÈ˜  [(0, 0)]  Î·È  [(1, 1)]  Â›Ó·È Ô˘-
‰¤ÙÂÚ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÁÈ· ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯·. °È·
Î¿ıÂ [(a, b)]Œ�  ¤¯Ô˘ÌÂ  [(a, b)]+[(–a, b)] = [(0, 0)].  TÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô [(–a, b)] Î·-
ÏÂ›Ù·È αντ�θετ� ÙÔ˘  [(a, b)]  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  –[(a, b)].  E›ÛË˜, ÁÈ· Î¿ıÂ
[(a, b)]Œ� ÌÂ  a ≠ 0,  ÈÛ¯‡ÂÈ  [(a, b)] [(b, a)] = [(1, 1)].  TÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  [(b, a)]  Î·-
ÏÂ›Ù·È αντ�στρ���  ÙÔ˘  [(a, b)]  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  [(a, b)]–1.  T¤ÏÔ˜, Ë ÂÍ›-
ÛˆÛË

ax = b,

fiÔ˘  a, bŒ�  ÌÂ  a ≠ 0,  ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎ‹ Ï‡ÛË ÛÙÔ  �.  ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·Ó ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ Î·È Ù· ‰‡Ô Ì¤ÏË ÌÂ  a–1,  ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  x = a–1 b.

ŒÛÙˆ  [(a, b)], [(c, d)]Œ�.  §¤ÌÂ fiÙÈ Ë ÎÏ¿ÛË  [(a, b)]  Â›Ó·È µικρ�τερη  ·fi
ÙËÓ  [(c, d)]  Î·È ÁÚ·ÊÔ˘ÌÂ  [(a, b)] < [(c, d)],  ‹ fiÙÈ Ë  [(c, d)]  Â›Ó·È µεγαλ�τερη
ÙË˜  [(a, b)]  Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  [(c, d)] > [(a, b)],  ·Ó ÈÛ¯‡ÂÈ  abd2 < b2cd.  A˘Ùfi˜ Ô
ÔÚÈÛÌfi˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ÌfiÓÔ ·fi ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ Î·È fi¯È ·fi ÙÔ˘˜ ·ÓÙÈÚÔÛÒÔ˘˜ ÙÔ˘˜.
E›ÛË˜, ·Ó   x, yŒ�  ÌÂ  x = y  ‹  x < y  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  x ≤ y  ‹  y ≥ x.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ·ÂÈÎfiÓÈÛË  „ : � Æ �  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi

„(a) = [(a, 1)]

ÁÈ· Î¿ıÂ aŒ�.  AÓ  „(a) = „(b),  ÙfiÙÂ  [(a, 1)] = [(b, 1)]  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  a = b.
™˘ÓÂÒ˜, Ë ·ÂÈÎfiÓÈÛË  „  Â›Ó·È ¤ÓÂÛË. E›ÛË˜, Ë  „  ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(1)  „(a+b) = „(a)+„(b),  ÁÈ· Î¿ıÂ  a,  bŒ�,

(2)  „(ab) = „(a) „(b),   ÁÈ· Î¿ıÂ  a,  bŒ�,

(3)  a < b  fi  „(a) < „(b).

¢ËÏ·‰‹, Ë ¤ÓÂÛË  „  ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜, ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù· Î·È ÁÈÓfiÌÂÓ· ÌÂÙ·Í‡
ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  �  Î·È  „(�)  Â·ÎÚÈ‚Ò˜ Î·È ·ÌÔÈ‚·›·. ŒÙÛÈ, ı· Ù·˘Ù›˙Ô˘ÌÂ ÙÔÓ
·Î¤Ú·ÈÔ  a  ÌÂ ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  [(a, 1)]  Î·È ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ  �  ˆ˜ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  �.
AÏÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙËÓ ÁÚ·Ê‹ ÁÈ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  �  ı· ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

a
b
   ‹   a/ b   ·ÓÙ›   [(a, b)].
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ŒÙÛÈ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÔ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÚËÙÔ‡˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜.
EÓ·˜ ÚËÙfi˜  a/ b  Î·ÏÂ›Ù·È θετικ�ς  ·Ó  a/ b > 0  Î·È αρνητικ�ς  ·Ó  a/ b < 0.

¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Ô  a/ b  Â›Ó·È ıÂÙÈÎfi˜, ·Ó ÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ a Î·È b Â›Ó·È Ù·˘Ùfi¯ÚÔÓ·
ıÂÙÈÎÔ› ‹ ·ÚÓËÙÈÎÔ› Î·È ·ÚÓËÙÈÎfi˜ ·Ó ÌfiÓÔ ¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ a Î·È b Â›Ó·È ·ÚÓËÙÈ-
Îfi˜. AÓ   xŒ�,  Ë ·fiÏ˘ÙË ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ x ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:

|x| = x  ·Ó  x ≥ 0   Î·È   |x| = –x  ·Ó  x < 0.

IÛ¯‡Ô˘Ó ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(1)  |x| ≥ x  Î·È  |x| = |–x|,  ÁÈ· Î¿ıÂ xŒ�.

(2)  |xy| = |x| |y|,  ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒ�.

(3)  |x+y| ≤ |x|+|y|,  ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒ�.

°È· Î¿ıÂ  xŒ�,  ÌÂ  x ≠ 0,  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ πρ�σηµ�  ÙÔ˘ x ˆ˜ ÂÍ‹˜:

sgnx = 1  ·Ó  x > 0   Î·È   sgnx = –1  ·Ó  x < 0.

6. Oµ�δες, ∆ακτ�λι
ι, Σ�µατα

™’ ·˘Ù‹ ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ÌÂÏÂÙ¿ÌÂ ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰Ò˜ ÌÂÚÈÎ¤˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ‰ÔÌ¤˜,
Ô˘ ı· Ì·˜ ‚ÔËı‹ÛÔ˘Ó ÛÙËÓ Î·Ï‡ÙÂÚË Î·Ù·ÓfiËÛË ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ ·fi ÙÈ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜
ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ AÚÈıÌÒÓ Ô˘ ı· ÂÍÂÙ¿ÛÔ˘ÌÂ.

ŒÛÙˆ E ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ. K·ÏÔ‡ÌÂ (διµελ�) πρ�"η  Â› ÙÔ˘ E Ì›· ·ÂÈ-
ÎfiÓÈÛË  E¥E Æ E.  ¶.¯. Ë ÚfiÛıÂÛË Î·È Ô ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi˜ Â›Ó·È Ú¿ÍÂÈ˜ Â›
ÙÔ˘  �.  M›· Ú¿ÍË ¤¯ÂÈ ÛÔ˘‰·ÈfiÙËÙ· ÌfiÓÔÓ fiÙ·Ó ¤¯ÂÈ Î¿ÔÈÂ˜ ÁÂÓÈÎ¤˜ È‰ÈfiÙË-
ÙÂ˜. T· Û‡ÓÔÏ· � Î·È � Ì·˜ ˘Ô‚¿ÏÏÔ˘Ó ·Ì¤Ûˆ˜ ÙËÓ È‰¤· Ó· ÌÂÏÂÙ‹ÛÔ˘ÌÂ ÁÂ-
ÓÈÎ¿ Û‡ÓÔÏ· ÛÙ· ÔÔ›· ¤¯Ô˘Ó ÔÚÈÛÙÂ› Ú¿ÍÂÈ˜, Ô˘ ¤¯Ô˘Ó ÌÂÚÈÎ¤˜ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ
·fi ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙ¤˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÛÙÔ � Î·È �.

ŒÓ· ˙Â‡ÁÔ˜  (G,*),  fiÔ˘  G  Â›Ó·È ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ Î·È  *  Ì›· Ú¿ÍË

* : G¥G Æ G,  (x, y) Æ x*y

Î·ÏÂ›Ù·È �µ�δα,  ·Ó Ë Ú¿ÍË * ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜:

(·)  x*(y*z) = (x*y)*z,  ÁÈ· Î¿ıÂ  x, y, zŒG  (ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎfi˜ ÓfiÌÔ˜),

(‚)  ˘¿Ú¯ÂÈ  eŒG  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒG  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ

x*e = x = e*x,

(Á)  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒG,  ˘¿Ú¯ÂÈ x¢ŒG Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ

x*x¢ = e = x¢*x.

TÔ e Â›Ó·È ÙÔ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ· (‚). ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·Ó
˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  k  Â›Ó·È ¤Ó· ¿ÏÏÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  G  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ
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x*k = x = k*x,  ÁÈ· Î¿ıÂ xŒG,
·›ÚÓÔ˘ÌÂ

e*k = e    Î·È    e*k = k.

ÕÚ·  k = e.  TÔ  e  Î·ÏÂ›Ù·È �υδ�τερ� στ�ι�ε��  ÙË˜ G.
°È· Î¿ıÂ  xŒG,  ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x¢  Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·Ó ˘Ôı¤ÛÔ˘-

ÌÂ fiÙÈ  x¢¢  Â›Ó·È ¤Ó· ¿ÏÏÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘  G  ¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ

x*x¢¢= e = x¢¢*x,
¤¯Ô˘ÌÂ

x¢ = x¢*e = x¢*(x*x¢¢) = (x¢*x)*x¢¢ = e*x¢¢ = x¢¢.

TÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x¢  Î·ÏÂ›Ù·È συµµετρικ�   ÙÔ˘ x.
AÓ Â› Ï¤ÔÓ Ë Ú¿ÍË * Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎ‹, ‰ËÏ·‰‹, ¤¯ÂÈ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·

x*y = y*x,   ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒG,

ÙfiÙÂ Ë ÔÌ¿‰· G Î·ÏÂ›Ù·È αντιµεταθετικ� ‹ α$ελιαν� .

Παρ�δειγµα 6.1. T· Û‡ÓÔÏ·  � Î·È �  ÌÂ Ú¿ÍË ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË ·ÔÙÂÏÔ‡Ó
·‚ÂÏÈ·Ó¤˜ ÔÌ¿‰Â˜.

Παρ�δειγµα 6.2. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  �* = �–{0}  ÌÂ Ú¿ÍË ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi
·ÔÙÂÏÂ› ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·.

Παρ�δειγµα 6.3. TÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ıÂÙÈÎÒÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ  �+  ÌÂ Ú¿ÍË ÙÔÓ ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÌfi ·ÔÙÂÏÂ› ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·.

Παρ�δειγµα 6.4. TÔ Û‡ÓÔÏÔ

S = {2m3n/ m, nŒ�}

ÌÂ ÙÔÓ Û˘Ó‹ıË ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·.

™˘¯Ó¿ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË * ÌÈ·˜ ÔÌ¿‰·˜  (G,*)  Û·Ó ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-
ÛÌfi. TfiÙÂ Ë ÔÌ¿‰·  G  Î·ÏÂ›Ù·È π�λλαπλασιαστικ�.  ™’ ·˘Ù‹ ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË
ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ xy ·ÓÙ› x*y Î·È Î·ÏÔ‡ÌÂ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô xy γιν�µεν�  ÙˆÓ   x  Î·È  y.  TÔ
Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·ÏÂ›Ù·È µ�ν�δα  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ 1.  E›ÛË˜, ÙÔ Û˘ÌÌÂ-
ÙÚÈÎfi ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘ x Î·ÏÂ›Ù·È αντ�στρ���  ÙÔ˘  x  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  x–1.
ŸÙ·Ó Ë ÔÌ¿‰· G Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹, Û˘¯Ó¿ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ Ú¿ÍË * Î·È Û·Ó
ÚfiÛıÂÛË. TfiÙÂ Ë ÔÌ¿‰·  G  Î·ÏÂ›Ù·È πρ�σθετικ�, ÔfiÙÂ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ x+y ·ÓÙ›
x*y  Î·È Î·ÏÔ‡ÌÂ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  x+y  �θρ�ισµα  ÙˆÓ  x  Î·È y.  TÔ Ô˘‰¤ÙÂÚÔ ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô Î·ÏÂ›Ù·È µηδ�ν  Î·È ÛËÌÂÈÒÓÂÙ·È ÌÂ  0.  T¤ÏÔ˜, ÙÔ Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô˘  x  Î·ÏÂ›Ù·È αντ�θετ�  ÙÔ˘ x Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ   –x.

MÂÚÈÎ¤˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ÔÌ¿‰ˆÓ ‰›ÓÔÓÙ·È ·Ú·Î¿Ùˆ.
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ΠPOTAΣH 6.1. �στω  (G,.) µ�α �µ�δα. T�τε

(·)  ax = bx  fi  a = b,

(‚)  xa = xb  fi  a = b,

(Á)  (ab)–1 = b–1 a–1,  για κ�θε  a, bŒG,

(‰)  (a–1)–1 = a,  για κ�θε  aŒG.

AΠO∆EI�H. (·) ¶ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ ÙË Û¯¤ÛË  ax = bx  ·fi ‰ÂÍÈ¿ ÌÂ x–1

¤¯Ô˘ÌÂ
(ax)x–1 = (bx)x–1,

·’ fiÔ˘
a(xx–1) = b(xx–1)

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  a1 = b1,  ‰ËÏ·‰‹  a = b. H ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ (‚) Â›Ó·È fiÌÔÈ·.

(Á)  Œ¯Ô˘ÌÂ

(ab) (b–1a–1) = a(b(b–1a–1)) = a((bb–1)a–1 = a(1a–1) = aa–1 = 1.

OÌÔ›ˆ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  (b–1a–1) (ab) = 1.  ™˘ÓÂÒ˜  (ab)–1 = b–1a–1.

‰) E›Ó·È
(a–1)a = 1   Î·È   a(a–1) = 1.

ÕÚ·  (a–1)–1 = a.

ŒÓ·˜ δακτ�λι�ς  Â›Ó·È Ì›· ÙÚÈ¿‰·  (A, +, .),  Ô˘ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ¤Ó· ÌË
ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ  A  Î·È ·fi ‰‡Ô Ú¿ÍÂÈ˜, Ì›· ÚfiÛıÂÛË

A¥A Æ A,  (x, y) Æ x+y
Î·È ¤Ó· ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi

A¥A Æ A,  (x, y) Æ xy

¤ÙÛÈ, ÒÛÙÂ Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ÂÍ‹˜:

(·)  ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜ (G, +) Â›Ó·È ·‚ÂÏÈ·Ó‹ ÔÌ¿‰·,

(‚)  x(yz) = (xy)z,  ÁÈ· Î¿ıÂ  x, y, zŒA,

(Á)  ˘¿Ú¯ÂÈ ÌÔÓ¿‰·, ‰ËÏ·‰‹ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô 1 ÙÔ˘ A Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ

1x = x = x1,   ÁÈ· Î¿ıÂ xŒA,

(‰)  x(y+z) = xy+xz  Î·È  (y+z)x = yx+zx,  ÁÈ· Î¿ıÂ x, y, zŒA.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È, fiˆ˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ÔÌ¿‰ˆÓ, fiÙÈ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô 1 Â›-
Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi. XÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ Ù· ·Ú·¿Óˆ ·ÍÈÒÌ·Ù· ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¿-
ÚÔ˘ÌÂ ‰È¿ÊÔÚÂ˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰ÂÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ ‰·ÎÙ˘Ï›ˆÓ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ı’
·Ô‰Â›ÍÔ˘ÌÂ Ù· ÂÍ‹˜:

0x = 0 = x0    Î·È    (–1)x = –x = x(–1).
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E›Ó·È
0x+x = 0x+1x = (0+1)x = 1x = x = 0+x,

ÔfiÙÂ Ë ¶ÚfiÙ·ÛË 6.1(·) ‰›ÓÂÈ  0x = 0. OÌÔ›ˆ˜ ·›ÚÓÔ˘ÌÂ  x0 = 0. °È· ÙË ‰Â‡ÙÂÚË
Û¯¤ÛË ¤¯Ô˘ÌÂ

(–1)x+x = (–1)x+1x = [(–1)+1]x = 0x = 0.

EÂÈ‰‹ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ A ¤¯ÂÈ ÌÔÓ·‰ÈÎfi ·ÓÙ›ıÂÙÔ, ¤ÂÙ·È fiÙÈ  (–1)x = –x.
OÌÔ›ˆ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È fiÙÈ  –x = x(–1).

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË fiÔ˘  0 = 1, A = {0}. ¶Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿, ·Ó xŒA ¤¯Ô˘ÌÂ

x = 1x = 0x = 0,
Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·  A = {0}.

AÓ ÈÛ¯‡ÂÈ

xy = yx,  ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒA  (·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ÓfiÌÔ˜),

ÙfiÙÂ Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ A Î·ÏÂ›Ù·È αντιµεταθετικ�ς.

Παρ�δειγµα 6.5. T· Û‡ÓÔÏ·  � Î·È �  ÌÂ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙËÓ ÚfiÛıÂÛË Î·È ÙÔÓ ÔÏ-
Ï·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎÔ‡˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘˜.

Παρ�δειγµα 6.6. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  �¥�  ÌÂ ÚfiÛıÂÛË

(a1, a2)+(b1, b2) = (a1+b1, a2+b2)
Î·È ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi

(a1, a2) (b1, b2) = (a1b1, a2b2)

·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ. TÔ ÌË‰¤Ó Î·È Ë ÌÔÓ¿‰· Â›Ó·È Ù· ˙Â‡ÁË  (0, 0)  Î·È  (1, 1)
·ÓÙÈÛÙÔ›¯ˆ˜. TÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ ÂÓfi˜ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  (a1, a2)  Â›Ó·È ÙÔ  (–a1, –a2).

AÓ Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ A ¤¯ÂÈ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›· x, y ÌÂ  xy = 0, ÙfiÙÂ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
·˘Ù¿ Î·ÏÔ‡ÓÙ·È διαιρ�τες τ�υ µηδεν�ς.  ŒÓ·˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜
A ≠ {0},  ¯ˆÚ›˜ ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜, Î·ÏÂ›Ù·È πεδ�� ακεραι�τητας. °È· ·-
Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÔÈ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔÈ  � Î·È �  Â›Ó·È Â‰›· ·ÎÂÚ·ÈfiÙËÙ·˜. AÓÙ›ıÂÙ· ÛÙÔ ‰·-
ÎÙ‡ÏÈÔ  �¥�  ¤¯Ô˘ÌÂ

(1, 0) (0, 1) = (0, 0).

EÔÌ¤Óˆ˜, Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  �¥�  ¤¯ÂÈ ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜ Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·
‰ÂÓ Â›Ó·È Â‰›Ô ·ÎÂÚ·ÈfiÙËÙ·˜.

ŒÛÙˆ A ¤Ó·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ Î·È  a  ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘. TÔ a Î·ÏÂ›Ù·È αντιστρ�-
ψιµ�,  ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  a¢ŒA  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ

aa¢ = 1 = a¢a.

TfiÙÂ ÙÔ  a¢  Â›Ó·È ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙ· ÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Î·È Î·ÏÂ›Ù·È αντ�στρ���  ÙÔ˘  a.  TÔ
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Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  a–1.  °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ù· ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘  �  Â›Ó·È
Ù·  ±1.  ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÓÙÈÛÙÚÂ„›ÌˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  A
·ÔÙÂÏÂ› ÔÌ¿‰·, ÌÂ Ú¿ÍË ÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi. AÓ x Â›Ó·È ¤Ó· ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ
ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÂÓfi˜ ‰·ÎÙ˘Ï›Ô˘ A,  ÙfiÙÂ ÙÔ  x  ‰ÂÓ Â›Ó·È ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜. ¶Ú·Á-
Ì·ÙÈÎ¿, ·Ó ÙÔ x ‹Ù·Ó ‰È·ÈÚ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜, ı· ˘‹Ú¯Â yŒA ÌÂ  y ≠ 0 Ù¤ÙÔÈÔ,

ÒÛÙÂ  xy = 0   Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜

0 = x–1(xy) = (x–1x)y = y,
¿ÙÔÔ.

ŒÓ·˜ ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfi˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  A ≠ {0}  Î·ÏÂ›Ù·È σ#µα  ·Ó Î¿ıÂ ÌË ÌË-
‰ÂÓÈÎfi ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌÔ. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜  �  Â›Ó·È
ÛÒÌ· ÂÓÒ ÔÈ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔÈ  �  Î·È  �¥�  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÛÒÌ·Ù·. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤Ó·

ÛÒÌ· ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ‰È·ÈÚ¤ÙÂ˜ ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜.
ŒÛÙˆ  A  ¤Ó·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜ Î·È  xŒA.  TfiÙÂ ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  xn,  ÁÈ· Î¿ıÂ

nŒ�,  ˆ˜ ÂÍ‹˜:

x0 = 1   Î·È    xn = xxn–1   ÁÈ·  n > 0.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È Â·ÁˆÁÈÎ¿ ÔÈ ·Ú·Î¿Ùˆ Î·ÓfiÓÂ˜:

xnxm = xn+m   Î·È   (xn)m = xnm.

E›ÛË˜, ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ  nx  ˆ˜ ÂÍ‹˜:

0x = 0,   nx = x+(n–1)x,   (–nx) = n(–x)   ÁÈ·  n > 0.

AÔ‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È ÌÂ Â·ÁˆÁ‹ ÔÈ ·ÎfiÏÔ˘ıÔÈ Î·ÓfiÓÂ˜:

mx+nx = (m+n)x   Î·È   m(nx) = (mn)x.

ŒÛÙˆ  n, kŒ�,  ÌÂ  0 ≤ k ≤ n.  £¤ÙÔ˘ÌÂ

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

n
k   = n!

k!(n–k)!
  ,

fiÔ˘  0! = 1 = 1!  Î·È  n! = 1.2.3 … (n–1)n  ÁÈ· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi  n > 1.

ΠPOTAΣH 6.2. (∆ι#νυµ� τ�υ Newton) �στω   A �νας δακτ�λι�ς και x,
yŒA  µε  xy = yx.  T�τε για κ�θε �υσικ�   n ≥ 1  ισ��ει

(x+y)n = Â
n

k=0
  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

n
k   xn–kyk.

AΠO∆EI�H. £· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜.
°È·   n=1   ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ Â‡ÎÔÏ· fiÙÈ Ë ÚfiÙ·ÛË ÈÛ¯‡ÂÈ. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë Úfi-
Ù·ÛË ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·   n  = m. Œ¯Ô˘ÌÂ
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(x+y)m+1 = (x+y)m(x+y) = 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m
0    xm+ … +  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

m
k    xm–kyk+ … + Ë

Ê
 ̄
ˆ 

m
m

   ym  (x+y) =

=  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m
0    xm+1+ 

 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m
0

   +  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m
1    xmy+ … +

+ 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m
k–1   +  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

m
k    x(m+1)–kyk+ … + Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

m
m   ym+1

E›Ó·È

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m
0    = 1 =  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

m+1
0       Î·È   Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

m
m   = 1 =  Ë

Ê
 ̄
ˆ 

m+1
m+1

  .

E›ÛË˜, ÁÈ·  0 < k < m  ¤¯Ô˘ÌÂ

 Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m
k–1   +  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 

m
k   = m!

(m–k+1)! (k–1)!
 + m!

(m–k)!k!
 = m!

(m–k)! (k–1)!
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
m–k+1

 + 1
k

   =

= (m+1)!
k! (m–k+1)!

 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

m+1
k     .

EÔÌ¤Óˆ˜

(x+y)m+1 = Â
m+1

k=0
  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

m+1
k

   x(m+1)–kyk .

ÕÚ· Ë ÚfiÙ·ÛË ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ·  n = m+1  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÁÈ· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi ≥ 1.

T¤ÏÔ˜, ·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ¤ÂÈ‰‹ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›   Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

n
k    ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ˆ˜ Û˘ÓÙÂ-

ÏÂÛÙ¤˜ ÙÔ˘ ‰ÈÒÓ˘ÌÔ˘  (x+y)n,  ¤¯Ô˘ÌÂ   Ë
Ê

 ̄
ˆ

 

n
k   Œ�.

7. Aσκ�σεις

1. ŒÛÙˆ  m, n, kŒ�.  TfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ÂÍ‹˜:

(·)  m < n  Î·È  n < k  fi  m < k,

(‚)  m < n  ¤  m+k < n+k.

2. ŒÛÙˆ  m, n, kŒ�,  ÌÂ  k ≠ 0.  TfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ÂÍ‹˜:

(·)  m = n  ¤  mk = nk,

(‚)  m < n  ¤  m+k < n+k.
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3. ŒÛÙˆ  m, n, kŒ�.  TfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ÂÍ‹˜:

(·)  m ≤ m  (·Ó¿ÎÏ·ÛË),

(‚)  m ≤ n  Î·È  n ≤ m fi n = m  (·ÓÙÈÛ˘ÌÌÂÙÚ›·),
(Á)  m ≤ n  Î·È  n ≤ k  fi  m ≤  k  (ÌÂÙ¿‚·ÛË).

4. (AÓÈÛfiÙËÙ· ÙÔ˘ Bernoulli) ŒÛÙˆ x Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÌÂ  0 < x < 1.  N’
·Ô‰ÂÈ¯ıÂ›, ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙË Ì¤ıÔ‰Ô ÙË˜ M·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ E·ÁˆÁ‹˜, fiÙÈ
ÁÈ· Î¿ıÂ Ê˘ÛÈÎfi  n ≥ 2,  ÈÛ¯‡ÂÈ:

(1–x)n > 1–nx.

5. ŒÛÙˆ n ¤Ó·˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ≥ 1.
(·) ŒÓ·˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

Tn = 1+2+ … +n

Î·ÏÂ›Ù·È τριγωνικ�ς.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

Tn = 1
2 

n(n+1).

(‚) ŒÓ·˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

Cn = 1+3+5+ ... +(2n–1)

Î·ÏÂ›Ù·È τετραγωνικ�ς.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

Cn = n2.

(Á) ŒÓ·˜ Ê˘ÛÈÎfi˜ ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

Pn = 1+4+… +(3n–2)

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È πενταγωνικ�ς.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

Pn =  1
2
 n(3n–1).

6. Πυραµιδικ�ς αριθµ�ς ρ�!ας  n Î·ÏÂ›Ù·È ÙÔ ¿ıÚÔÈÛÌ· ÙˆÓ n ÚÒÙˆÓ ÙÚÈ-
ÁˆÓÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ:

¶n = 1+3+6+ … + 1
2
 n(n+1).

N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

¶n = 1
6
 n(n+1)(n+2).

7. ŒÛÙˆ  ™  Û‡ÓÔÏÔ Î·È  A  ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘. OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ì›· Û¯¤ÛË  S  ÛÙÔ  ™
ˆ˜ ÂÍ‹˜:

x ∫ y (S)  ¤  x = y  ‹  x, yŒA.

N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë  S  Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ Î·È Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÔ‡Ó ÔÈ
ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘  ™.
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8. ŒÛÙˆ  {Ua}aŒA  Ì›· ‰È·Ì¤ÚÈÛË ÙÔ˘  ™.  ¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ Ë Û¯¤ÛË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜
ÂÍ‹˜:

x ∫ y (R)  ¤  x Î·È y ‚Ú›ÛÎÔÓÙ·È ÛÙÔ ›‰ÈÔ Û‡ÓÔÏÔ Ua

Â›Ó·È Ì›· Û¯¤ÛË ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜ ÛÙÔ  ™  Ô˘ ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ÙË˜ Â›Ó·È Ù· Û‡ÓÔÏ·
Ua.

9. ŒÛÙˆ  x, yŒ�.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ›
(·)  x0 = 0
(‚)  xy = 0  fi  x = 0  ‹  y = 0.

10. ŒÛÙˆ  x, y, zŒ�.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ›
(·) x+y = x+z fi  y = z,
(‚) ·Ó  x ≠ 0  Î·È  xy = xz fi y = z.

11. ŒÛÙˆ  a, bŒ�.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ  a < b,  ·Ó Î·È ÌfiÓÔÓ ·Ó, ˘¿Ú¯ÂÈ kŒ�,  ÌÂ
k ≠ 0  ÒÛÙÂ  a+k = b.

12. ŒÛÙˆ  a, bŒ�.  TfiÙÂ ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ Ì›· ·fi ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Û¯¤ÛÂÈ˜:
a < b,  a = b,  a > b.

13. ŒÛÙˆ  a, b, cŒ�.  TfiÙÂ ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ÂÍ‹˜:
(·)  ·Ó  a < b  Î·È  b < c, ÙfiÙÂ  a < c,
(‚)  ·Ó  a < b, ÙfiÙÂ  a+c < b+c,
(Á)  ·Ó  a < b  Î·È  c ≠ 0, ÙfiÙÂ  ac < bc  ·Ó  c > 0  Î·È  ac > bc  ·Ó  c < 0.

14. ŒÛÙˆ  aŒ� Î·È A  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ Ô˘ Â›Ó·È ≥ a.  TfiÙÂ, Î¿ıÂ ÌË
ÎÂÓfi ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  S ÙÔ˘ A  ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÛÙÔÈ¯Â›Ô, ‰ËÏ·‰‹, ˘¿Ú¯ÂÈ
ÂŒS  Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ  Â ≤ x,  ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒS.

15. ŒÛÙˆ  G = �–{1/2}.  OÚ›˙Ô˘ÌÂ Ì›· Ú¿ÍË Â› ÙÔ˘  G  ˆ˜ ÂÍ‹˜:

x*y = x+2xy+y,   ÁÈ· Î¿ıÂ x, yŒG.

N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (G,*)  Â›Ó·È ÔÌ¿‰·.

16. ŒÛÙˆ X ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi Û‡ÓÔÏÔ. ™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  S(X)  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ·Ì-
ÊÈ¤ÛÂˆÓ ÙÔ˘ X ÛÙÔ X. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  S(X)  ÌÂ Ú¿ÍË ÙËÓ Û‡ÓıÂ-
ÛË ·ÂÈÎÔÓ›ÛÂˆÓ ·ÔÙÂÏÂ› ÔÌ¿‰·.

17. ™Â Î¿ıÂ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ  A  ÈÛ¯‡ÂÈ
(–x)y = x(–y) = –xy,

ÁÈ· Î¿ıÂ  x, yŒA.
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18. ŒÛÙˆ K ¤Ó· ÛÒÌ· Ù¤ÙÔÈÔ, ÒÛÙÂ
–x = x–1,

ÁÈ· Î¿ıÂ  xŒK–{0}.  N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ  K = {0,1}.

19. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

A = 
 Ó
Ì
Ï

 ̨
˝
¸  a

2n Œ�/ aŒ�  Î·È  nŒ�

ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ. N· ‚ÚÂıÔ‡Ó Ù· ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘.

20. N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

�[÷̀3] = {a+b÷̀3 /  a, bŒ�}

ÂÊÔ‰È·ÛÌ¤ÓÔ ÌÂ ÙÈ˜ Û˘ÓËıÈÛÌ¤ÓÂ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘ ÔÏÏ·-
Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ.

21. ŒÛÙˆ  (A, +, .)  ¤Ó·˜ ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ˜. ™ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  �¥A  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÈ˜ ÂÍ‹˜ Ú¿-

ÍÂÈ˜:
(m, a)�(n, b) = (m+n, a+b)

(m, a)�(n, b) = (mn, na+mb+ab).

N· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ Ë ÙÚÈ¿‰·  (�¥A, �, �)  ·ÔÙÂÏÂ› ‰·ÎÙ‡ÏÈÔ.




