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το βιβλίο αυτό ασχολούμαστε με τα αντικείμενα της Κυματικής και της  
Οπτικής, όπως αυτά διδάσκονται στα ΑΕΙ και ΑΤΕΙ. Το βιβλίο περιλαμβάνει 
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σκολότερα σημεία, μια σειρά λυμένων ασκήσεων (συνολικά 216) και τέλος ασκή-
σεις για επίλυση (συνολικά 241). Για τις τελευταίες δίνουμε αναλυτικές απαντή-
σεις (με επεξηγήσεις όπου χρειάζονται) στο τέλος του βιβλίου.  

 Διαπραγματευόμαστε εκτός από τα «κλασικά» θέματα Κυματικής και Οπτι-
κής, και το αντικείμενο των ταλαντώσεων, ως εισαγωγικό κομμάτι στις κυμάν-
σεις, όπως και περισσότερο εξειδικευμένα ζητήματα Κυματικής και Οπτικής (κύ-
ματα σε 2 και 3 διαστάσεις, ανάλυση Fourier, εξισώσεις Fresnel, το φως στην ύλη 
κ.α.) 

 Προσπαθήσαμε επίσης σε κάθε κεφάλαιο να παρουσιάσουμε μια ευρεία ποικι-
λία διαφορετικών ασκήσεων: Περισσότερο απλές εφαρμογές σε καθημερινά φυ-
σικά προβλήματα, θέματα που απαιτούν περισσότερη «κρίση», προβλήματα που 
απαιτούν συγκεκριμένα, έστω και κοπιαστικά, μαθηματικά βήματα, όπως και 
προβλήματα που απαιτούν περισσότερο «εξωτικές» μαθηματικές τεχνικές. Στό-
χος μας είναι να καλύψουμε κάθε πιθανή εκπαιδευτική ανάγκη, όπως και να βο-
ηθήσουμε ώστε το αντικείμενο της Κυματικής – Οπτικής να γίνει κτήμα κάθε 
ενδιαφερόμενου, φοιτητή, εκπαιδευτικού, υποψήφιου κατατακτηρίων εξετάσε-
ων. Πιστεύουμε ότι μόνο αν καταλαβαίνουμε το «τί, πώς και γιατί» της Φυσικής 
γινόμαστε ικανότεροι στην επίλυση προβλημάτων. 
 
 Αθανάσιος Πρίκας 
 athanasios_prikas@yahoo.gr 
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Θεωρία

 

 Κινηματική της απλής αρμονικής ταλάντωσης  

 Ένα σύστημα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση όταν ικανοποιεί την εξίσω-
ση: 
 0sin( )= +x A ωt φ  (1.1.1) 

με x  την απομάκρυνση του σώματος από τη θέση ισορροπίας, max =x A  τη μέ-
γιστη δυνατή απομάκρυνση ή πλάτος της ταλάντωσης, ω  την κυκλική συχνότη-
τα που εξαρτάται από την περίοδο T  ή τη συχνότητα f  μέσα από τις σχέσεις: 

2
2= =

π
ω πf

T
 και 0φ  την αρχική φάση η οποία δεν έχει ιδιαίτερη φυσική σημασία 

και προκύπτει από το ότι ξεκινήσαμε να παρατηρούμε την κίνηση του κινητού 
όχι τη στιγμή που διερχόταν από τη θέση ισορροπίας με θετική ταχύτητα αλλά 
κάποια άλλη στιγμή. Από την 1.1.1 έπεται: 

 0cos( )∫ = +
dx

υ ωA ωt φ
dt

 (1.1.2) 

 
2

2
02 sin( )∫ = = - +

dυ d x
a ω A ωt φ

dt dt
 (1.1.3) 

με  max =υ ωA   και  2
max =a ω A . 

 Να σημειώσουμε ότι το «σταθερό» μέρος των ταλαντώσεων, αυτό δηλαδή 
που εμφανίζεται σε όλες τις σχέσεις είναι το 0sin( )+ωt φ  (είτε η αντίστοιχη πα-
ράσταση με το συνημίτονο). Το x  και το A  μπορεί να είναι όπως εδώ οι απο-
μακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας, μπορεί να είναι γωνίες, μπορεί να είναι το 
φορτίο ενός πυκνωτή. Γενικά όποιο μέγεθος υπακούει στην 1.1.1 λέμε ότι ταλα-
ντώνεται αρμονικά. 

ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

Κεφάλαιο 1

1.1 Απλή αρμονική ταλάντωση
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Η διαφορική εξίσωση της απλής αρμονικής ταλάντωσης 
(αλλιώς: «η δύναμη στην α.α.τ.») 

Από τη σύγκρισή των 1.1.1 και της δεύτερης εξίσωσης της 1.1.3 έπεται ότι:  

 2   = - fia ω x  

 
2

2
2 = -

d x
ω x

dt
 (1.1.4) 

Όταν λοιπόν ένα φυσικό μέγεθος (απομάκρυνση, γωνία, φορτίο πυκνωτή) υπα-
κούει στην 1.1.4 (ισοδύναμα στην 1.1.1) θα λέμε ότι εκτελεί απλή αρμονική τα-
λάντωση. Το 2ω  παίζει το ρόλο μιας θετικής σταθεράς. Έτσι, αν καταλήξουμε 
ότι στο απλό εκκρεμές, για παράδειγμα, η γωνία που σχηματίζει το νήμα με την 

κατακόρυφο υπακούει στην εξίσωση: 
2

2 = -

d θ
cθ

dt
, με 0>c , τότε η γωνία μετα-

βάλλεται με το χρόνο με μια σχέση της μορφής: ( )max 0sin= +θ θ ct φ , με άλλο 

λόγια το σώμα εκτελεί όντως αρμονική ταλάντωση, με το c  να είναι το ω .  
 Η 1.1.4 είναι η διαφορική εξίσωση της ταλάντωσης. 
 Αν πολλαπλασιάσουμε την 1.1.4 με τη μάζα του σώματος, τότε χρησιμοποιώ-
ντας το 2ο νόμο του Νεύτωνα θα πάρουμε: 

 2
= - = -ΣF mω x Dx ,   2

=D mω  (1.1.5) 

 

 
Μια άλλη διαφορική εξίσωση της απλής αρμονικής ταλάντωσης 
(αλλιώς: «η ενέργεια στην α.α.τ.»):  

 Μπορεί να αποδείξει κανείς ότι ισχύει για την κινητική και τη δυναμική ενέρ-
γεια μιας ταλάντωσης:  

 2 21 1
2 2

+ = ¤ + =K U C mυ Dx C ,    

 2 2
. max max

1 1
2 2

= = =totC E Dx mυ  (1.1.6) 

Γενικά ένα φυσικό μέγεθος x  ταλαντώνεται αρμονικά με κυκλική συχνότητα ω  
αρκεί να ισχύει:  

 2 2 2 .+ =x ω x σταθ�  (1.1.7) 

με  /=x dx dt� .  
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Λυμένα  Προβλήματα  
 

1.1.1 Αποδείξτε ότι η γενικότερη λύση της 1.1.4 είναι η  

1 2sin cos= +x A ωt A ωt .   

Εκφράστε τους συντελεστές 1A  και 2A  συναρτήσει των A  και 0φ .  

Λύση: 

 
2

2 2 2
1 2 1 22sin cos   sin cos= + fi = - - = -

d x
x A ωt A ωt ω A ωt ω A ωt ω x

dt
.  

Άρα η συγκεκριμένη συνάρτηση είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης. Μήπως η 
διαφορική εξίσωση έχει και άλλες «επιπλέον» λύσεις, οι οποίες δεν καλύπτονται 
από την παρακάτω συνάρτηση; 

 1 2sin cos= +x A ωt A ωt . (1) 

Όχι. Διότι η 1.1.4 είναι δεύτερης τάξης (δηλαδή περιλαμβάνει μέχρι και 2η παρά-
γωγο), άρα οι σταθερές που θα εμφανίζονται στη λύση της θα είναι δύο, είτε οι 

1A  και 2A  της (1), είτε οι A  και 0φ  της 1.1.1. Οι 1.1.1 και η (1) είναι ισοδύναμες 
αρκεί να ικανοποιούνται κάποιες σχέσεις ανάμεσα στις δύο ομάδες σταθερών. 
Αυτές ακριβώς τις σχέσεις θα βρούμε τώρα. Αναπτύσσοντας το ημίτονο της 
1.1.1 έπεται: 

 0 0cos sin sin cos= +x A φ ωt A φ ωt . (2) 

Συγκρίνοντας τις (1) και (2) έπεται:  

 1 0cos=A A φ    και   2 0sin=A A φ . 
 

1.1.2 α) Ξεκινώντας από την 1.1.1, αποδείξτε τις 1.1.4 και 1.1.7.  
β) Ξεκινώντας από την 1.1.4, αποδείξτε την 1.1.1 και την 1.1.7.  
γ) Ξεκινώντας από την 1.1.7, αποδείξτε τις 1.1.1 και 1.1.4 

Λύση: 

 α) Αν  

 0sin( )= +x A ωt φ  (1) 

τότε έπεται:  

 
2

2 2
02 sin( )= - + = -

d x
ω A ωt φ ω x

dt
, 
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οπότε αποδείξαμε την 1.1.4. Θα αποδείξουμε τώρα την 1.1.7. Έχουμε: 

 2 2 2 2 2
0sin ( )= +ω x ω A ωt φ . (2) 

Επίσης από την (1) έπεται:  

 2 2 2 2
0 0cos( ) cos ( )= + fi = +x ωA ωt φ x ω A ωt φ� �  (3) 

Προσθέτοντας τις (2) και (3) έπεται η 1.1.7. 

β) 
2

2 2 2
2 = - fi = - fi = - fi

d x dx
ω x ω x dx ω xdt

dtdt
�

�   

 2 2 2 2
= - = - = - fi = - fiÚ Ú

dx
xdx xω xdt ω x dt ω xdx xdx ω xdx

dt
� � � � �  

 
2 2

2 2 2 2
12 2

= - + fi + =
x x

ω c x ω x c
�

�  (4) 

Έτσι αποδείξαμε από την 1.1.4 την 1.1.7. Θα συνεχίσουμε για να αποδείξουμε 
την 1.1.1. Από την (4) έπεται:  

 2 2
1 2 2

1

= - fi =

-

Ú Ú
dx

x c ω x dt
c ω x

� . (5) 

Αν δε θέλουμε να καταφύγουμε σε πίνακα για το δεξιό ολοκλήρωμα, θα το υπο-
λογίσουμε. Θέτω 1 sin=ωx c z , οπότε ο παρονομαστής του ολοκληρώματος 

της (5) γίνεται 1 cosc z  και ο αριθμητής 1 cos
c

zdz
ω

, άρα τελικά από την (5) 

έπεται: 

 1 1
2 2sin sin( )+ = fi = = +

c cz
t c x z ωt ωc

ω ω ω
 

δηλαδή έχει τη μορφή της 1.1.1. 

 γ) Στο δεύτερο σκέλος του ερωτήματος β ξεκινήσαμε από την 1.1.7 και απο-
δείξαμε την 1.1.1. Για να αποδείξουμε την 1.1.4 από την 1.1.7 παραγωγίζουμε την 
τελευταία:  

 ( )2 2 2 2 2 2 2 2. 0 2 2 0+ = fi + = fi + = fi = -
d

x ω x σταθ x ω x xx ω xx x ω x
dt

� � ��� � �� .  
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1.1.3 Σε μια απλή αρμονική ταλάντωση με δεδομένα τα m , k  και A  να υπο-
λογίσετε τις μέσες τιμές ως προς το χρόνο και ως προς την απόσταση:  
α) Της θέσης.  
β) Της ταχύτητας.  
γ) Της κινητικής ενέργειας.  
δ) Της δυναμικής ενέργειας. 

Λύση: 
 Η μέση τιμή ενός φυσικού μεγέθους, έστω p , ως προς το χρόνο ορίζεται ως: 

 =

Ú
Ú

t

pdt
p

dt
, 

όπου το χρονικό διάστημα = ÚΔt dt  είναι ένα αντιπροσωπευτικό, για παράδειγ-

μα ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου, ή απλώς ένα πολύ μεγάλο χρονικό διά-
στημα. Ομοίως, η μέση τιμή ενός μεγέθους ως προς τη θέση είναι:  

 =

Ú
Ú

x

pdx
p

dx
. 

Επειδή η αρχική φάση, δηλαδή το πότε αρχίσαμε να μετράμε το χρόνο, δεν παί-
ζει ρόλο στα μέσα μεγέθη του συστήματος, θα την αγνοήσουμε. Να σημειώσουμε 
πάντως ότι για τη μέση τιμή ενός μεγέθους ως προς την απόσταση πρέπει να 
είμαστε λίγο περισσότερο προσεκτικοί, γιατί μπορεί ο χρόνος να μη γυρίζει πίσω, 
η απόσταση όμως γυρνάει. Δηλαδή, αν υπολογίσουμε τη μέση τιμή ενός μεγέ-
θους ως προς την απόσταση κατά τη διάρκεια μιας περιόδου, όταν δηλαδή το 
κινητό κινείται από το -A  στο A  και ξανά πίσω στο -A , τότε κατά πάσα πι-
θανότητα η μέση τιμή αυτού του μεγέθους θα είναι μηδενική (εξαιρούνται μερι-
κά μεγέθη όπως το έργο της τριβής που δεν είναι συναρτήσεις της θέσης). Για να 
βρούμε λοιπόν μέση τιμή ως προς τη θέση, θα ολοκληρώνουμε, για παράδειγμα 
από το -A  μέχρι το A . Μάλιστα, λόγω της συμμετρίας που παρουσιάζουν με-
ρικά μεγέθη (όσα είναι άρτιες συναρτήσεις της θέσης), θα μπορούσαμε να ολο-
κληρώσουμε και από το 0 ως το A . Γενικά οι μέσες τιμές ως προς το χρόνο δια-
φέρουν από τις μέσες τιμές ως προς τη θέση, πράγμα που έχουμε συναντήσει και 
στη Μηχανική (μέση δύναμη ως προς το χρόνο = ώθηση δια χρόνος, μέση δύνα-
μη ως προς την απόσταση = έργο δια απόσταση, ενώ οι δύο μέσες τιμές συμπί-
πτουν σπάνια, για παράδειγμα όταν η δύναμη είναι σταθερή.) 
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 α) Άρα για τη θέση:  

 

2 /
2 /

0 0
2 /

0

( cos )sin
02

Ê ˆ -Á ˜Ë ¯
= = = =

ÚÚ
Ú Ú

π ω
π ω

t π ω

A ωtA ωtdtxdt ω
x πdt dt

ω

,  

όπου 2 /π ω  είναι η περίοδος. Επίσης, με όμοιο τρόπο: 

 

2

2
0

2
- -

-

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

= = =
Ú

Ú

A

A

A A
x A

A

x
xdx

x
Adx

. 

Αυτά τα αποτελέσματα είναι σύμφωνα με τη διαισθητική αντίληψη που έχουμε 
για τις μέσες τιμές. 

 β) 

 

2 / 2 /
0 0

2 /

0

cos (sin )
02= = = =

ÚÚ
Ú Ú

π ω π ω

t π ω

ωA ωtdtxdt A ωt
x πdt dt

ω

�

� . 

Επίσης: 

 -

-

=

Ú

Ú

A

A
x A

A

xdx
x

dx

�

� .  

Επειδή =dx xdt� , άρα: 

 

/4 /42 2 2 2
/4 /4

cos

2 2
- -

= =

Ú Ú
T T

T T
x

x dt ω A ωtdt
x

A A

�

� . 

Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα τον τύπο 

 1
2cos cos [cos( ) cos( )]= + + -a b a b a b  

(βλ. το μαθηματικό παράρτημα) που εδώ γράφεται:  2 1 1
cos cos2

2 2
= +ωt ωt . 

 Άρα 

 

/42 /22
/4

/2

(cos2 1) sin2
4 4 2 4

-

-

+ Ê ˆ= = + =Á ˜Ë ¯
Ú

T
π ω

T
x

π ω

ω A ωt dt ω A ωt π
x t ωA

ω
� . 
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 γ) Προσέξτε ότι δε μπορούμε να πάρουμε τη μέση τιμή της ταχύτητας ή της 
θέσης, να την υψώσουμε στο τετράγωνο και έτσι να βρούμε έτσι τη μέση τιμή 
της κινητικής ή της δυναμικής ενέργειας. Άλλο πράγμα είναι το τετράγωνο του 
αθροίσματος (του ολοκληρώματος) και άλλο πράγμα το άθροισμα (το ολοκλή-
ρωμα) των τετραγώνων. 

 

2 / 21 3 2 2 /2 20
2 / 0

0

3 2
2 2

cos
4

1
,

4 4

π ω
π ω

t π ω

mx dtKdt mω A
K ωtdt

πdt dt

mω A π
mω A

π ω

= = = =

= =

ÚÚ
Ú

Ú Ú

�

 

που μας δίνει το γνωστό αποτέλεσμα, ότι η μέση τιμή της κινητικής ενέργειας ως 
προς το χρόνο είναι ίση με το ήμισυ της ολικής ενέργειας του ταλαντωτή. Για τη 
μέση τιμή της κινητικής ενέργειας ως προς τη θέση: 

 

/4 21
/42 3 2 3/4
/4

3 2 2 2

cos
2 4

4 1
,

4 3 3

TA
TTA

x A T

A

mx xdtKdx m
K ω A ωtdt

Adx

m
ω A mω A

ω

-
-

-

-

= = = =

= =

ÚÚ
Ú

Ú

� �

 

όπου το τελευταίο ολοκλήρωμα υπολογίζεται ως εξής:  

 3 21
cos (1 sin ) (sin )Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯Ú Úωtdt ωt d ωt

ω
. 

 δ) Η μέση τιμή της δυναμικής ενέργειας ως προς το χρόνο θα μπορούσε να 
βρεθεί και με αφαίρεση της μέσης τιμής της κινητικής ενέργειας ως προς το χρό-
νο από την ολική ενέργεια, που είναι σταθερή. Με οποιονδήποτε τρόπο θα κα-
ταλήγαμε στο γνωστό μας αποτέλεσμα ότι  

 2 21
4

= =

Ú
Ú

t

Udt
U mω A

dt
. 

Επίσης με όμοιο τρόπο μπορούμε να βρούμε και τη μέση τιμή της δυναμικής ε-
νέργειας ως προς την απόσταση, οπότε θα είχαμε ότι: 
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2 2 2
. .

2 2 2

1 1
2 3

1 1 1
.

2 3 6

= - = - = - =

= - =

tot totx x xxU E K E K kA mω A

kA kA kA
 

Θα δούμε τώρα αν η ολοκλήρωση δίνει τα ίδια αποτελέσματα. Όντως: 

 
21 32 21

 
2 4 3 6

- -

-

-

= = = =

Ú Ú

Ú

A A A
A A

x A
A

A

Udx kx dx k x
U kA

A Adx
. 

 
1.1.4 Ποια είναι η πιθανότητα να βρούμε ένα σωμάτιο που εκτελεί α.α.τ.:  

α) Με .£ totK E   
β) Στην περιοχή 0 /2£ £x A .  
γ) Με max /2£υ υ . 

Λύση: 
 α) Σε κάθε χρονική στιγμή η κινητική ενέργεια του κινητού είναι μικρότερη ή 
ίση με την ολική ενέργεια. Άρα η σχέση που μας δίνει είναι σε κάθε χρονική 
στιγμή αληθής, δηλαδή η πιθανότητα να βρούμε το κινητό σε αυτή την κατά-
σταση είναι μονάδα. 

 β) Θα περιορίσουμε τη μελέτη μας στην πρώτη περίοδο, αφού η κίνηση επα-
ναλαμβάνεται. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι για 
ένα κινητό που εκτελεί α.α.τ. ισχύει:  sin=x A ωt ,  αφού η αρχική φάση δεν παί-
ζει κανένα ρόλο στη δυναμική του προβλήματος. Θα βρούμε σε ποιες χρονικές 
στιγμές το κινητό περνά από τις θέσεις  0=x   και  /2=x A .  Για 

 0  sin 0  
2

= fi = fi =
T

x ωt t k . 

Οι αποδεκτές τιμές για το k  ώστε ο χρόνος να είναι μικρότερος ή ίσος της μιας 
περιόδου είναι:  0,1,2=k .  Άρα  0

1 0=

=

xt ,  0
2 /2=

=

xt T ,  0
3
=

=

xt T   και λοιπά. Για 

 
1 1

/2  sin   2
2 2 6

Ê ˆ= fi = fi = +Á ˜Ë ¯
T

x A ωt t k    ή   
5

2
2 6
Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯

T
t k . 

Εδώ οι αποδεκτές τιμές για το k  ώστε ο χρόνος να είναι μικρότερος ή ίσος της 
μιας περιόδου είναι 0=k  είτε για την πρώτη είτε για τη δεύτερη λύση. Άρα, οι 
χρόνοι στους οποίους διέρχεται κατά την πρώτη περίοδο από τη θέση /2=x A  
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το κινητό είναι:  /2
1 /12=

=

x At T ,  /2
2 5 /12=

=

x At T .  Άρα, στη διάρκεια της 1ης πε-
ριόδου το κινητό βρίσκεται στην περιοχή  0 /2£ £x A   κατά τα χρονικά διαστή-
ματα: Από  0

1
=xt   ως  /2

1
=x At   (διάρκεια /12T ) και από /2

2
=x At  ως 0

2
=xt  (διάρκεια 

πάλι /12T ). Άρα κατά τη διάρκεια μιας περιόδου το κινητό βρίσκεται για χρόνο 
2 /12 /6=T T   στη ζητούμενη περιοχή και άρα η πιθανότητα εύρεσής του σε αυ-
τή είναι 1/6.  

 γ) Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να βρούμε τις χρονικές στιγμές κατά τη 
διάρκεια της πρώτης περιόδου κίνησης του κινητού, στις οποίες έχουμε: 

 max 1
  2

2 2 3
Ê ˆ= fi = +Á ˜Ë ¯

υ T
υ t k    ή   

1
2

2 3
Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯

T
t k . 

Για την πρώτη περίπτωση το αποδεκτό k  είναι το 0 και για τη δεύτερη περίπτω-
ση είναι το 1. Οι αντίστοιχοι χρόνοι είναι: 1 /6=t T  και 2 5 /6=t T , οπότε για 

1 2£ £t t t  (διάρκεια 2 /3T ) το κινητό έχει max /2£υ υ , άρα η πιθανότητα να το 

εντοπίσουμε με αυτό το χαρακτηριστικό είναι  
2 /3

2/3=

T
T

. 

 
1.1.5 Η συνάρτηση της δυναμικής ενέργειας ενός φυσικού συστήματος είναι η 

( )U x , η οποία παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο σε ένα σημείο 0x  ενώ υπάρ-
χουν οι παράγωγοι κάθε τάξεως σε αυτό το σημείο. Να αποδείξετε ότι 
για μικρές απομακρύνεις από τη θέση ισορροπίας το σώμα εκτελεί απλή 
αρμονική ταλάντωση και να προσδιοριστεί η κυκλική του συχνότητα. 
Δίνεται η μάζα του συστήματος και το  0( ) 0= π¢¢U x x . 

Λύση: 
 Αναπτύσσουμε σε δυναμοσειρά τη συνάρτηση του δυναμικού γύρω από το 

0x , οπότε έχουμε: 

0 0 0

2 3
2 3

0 0 0 02 3
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3!

=

= =

= + - + - + - +

x x x x x x

dU d U d U
U x U x x x x x x x

dx dx dx
 

Από αυτούς τους όρους, ο 0( )U x  είναι μια σταθερά και μπορούμε να τον απα-
λείψουμε, αφού μόνο οι διαφορές της δυναμικής ενέργειας έχουν φυσική σημα-

σία και όχι οι απόλυτες τιμές της, ο όρος 
0=x x

dU
dx

 είναι μηδέν γιατί στο σημείο 

αυτό υπάρχει τοπικό ελάχιστο, και οι όροι που περιέχουν παραγώγους τρίτης ή 
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μεγαλύτερης τάξεως, όπως ο 
0

3
3

03
1

( )
3!

=

-

x x

d U
x x

dx
 είναι αμελητέοι γιατί το 

0-x x  είναι πολύ μικρό (μικρές απομακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας) και αν 
υψωθεί και σε μια δύναμη γίνεται ακόμη μικρότερο. Άρα η δυναμική ενέργεια 
είναι της μορφής: 

 20
0

( )
( ) ( )

2
=¢¢

= -
U x x

U x x x  

και αν ορίσουμε μια καινούρια συντεταγμένη, τη 0= -X x x , αν δηλαδή αναφε-
ρόμαστε στις απομακρύνσεις από το σημείο ισορροπίας, τότε μπορούμε να γρά-

ψουμε: 21
( ) (0)

2
= ¢¢U X U X . Επίσης η ταχύτητα μπορεί να γραφεί: = =

dx dX
υ

dt dt
. 

Άρα, έχουμε και την κινητική και τη δυναμική ενέργεια στη μορφή 1.1.6, με 
(0)= ¢¢D U  και άρα όντως το σώμα εκτελεί α.α.τ. με κυκλική συχνότητα: 

 
(0)¢¢

=
U

ω
m

. 

Αν δε θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε την 1.1.6, μπορούμε να βρούμε τη δύναμη 

από τη σχέση της Μηχανικής: = -

dU
F

dx
, η οποία έχει την κατάλληλη μορφή 

ώστε το σώμα να κάνει α.α.τ. 
 
 

1.1.6 Ένα σώμα έχει δυναμική ενέργεια που δίνεται από τη σχέση:  

  
21

2 0
0

Ï ≥Ô
= Ì

• <ÔÓ

Dx x
U

x
.  

α) Περιγράψτε ένα φυσικό σύστημα το οποίο αντιστοιχεί σε αυτό το 
είδος της δυναμικής ενέργειας.  

β) Δώστε την εξίσωση της θέσης του κινητού.  
γ) Δείξτε ότι η κίνηση είναι περιοδική και βρείτε την περίοδό της. Δίνε-

ται η ολική ενέργεια του συστήματος totE . 

Λύση: 
 α) Ας θεωρήσουμε ένα οριζόντιο ελατήριο το οποίο έχει φυσικό μήκος 0l , με 
το δεξιό του άκρο είναι ελεύθερο και το αριστερό του άκρο ακλόνητα στερεωμέ-
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νο. Στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου υπάρχει ένας τοίχος, ο οποίος μόλις ακου-
μπά σε αυτό. Τοποθετούμε μια σημειακή μάζα στο ελεύθερο άκρο του ελατηρίου 
και το συσπειρώνουμε κατά A . Το ελατήριο αποσυμπιέζεται, και στο 0=x  η 
σημειακή μάζα χτυπά στον ακλόνητο τοίχο. Αν η κρούση είναι ελαστική (αν θέ-
λουμε να ορίζεται συνάρτηση δυναμικής ενέργειας, θα πρέπει όλες οι δυνάμεις 
στο σύστημα να είναι συντηρητικές και άρα θα πρέπει οι κρούσεις να είναι ελα-
στικές), τότε η σημειακή μάζα αναπηδά στον τοίχο με την ίδια ταχύτητα κατά 
μέτρο ( maxυ ), με την οποία προσέκρουσε σε αυτόν. Είναι δηλαδή σαν το σύστη-
μα να εκτελεί «μισή ταλάντωση». 

 β) Η εξίσωση της θέσης για το σύστημα στο οποίο τη χρονική στιγμή μηδέν 
το ελατήριο θα είχε μηδενική συσπείρωση, θα ήταν: sin=x A ωt . Το απόλυτο 
είναι η μόνη συνάρτηση η οποία μπορεί να αναπαραστήσει αυτές τις αναπηδή-
σεις του σωματίου. Το A  θα βρεθεί από την ολική ενέργεια του συστήματος: 

 2 21
  

2
= ¤ =

tot
tot

E
E DA A

D
 

 γ) Ισχύει:  

 sin sinÈ ˘Ê ˆ+ =Á ˜Í ˙Ë ¯Î ˚

π
A ω t A ωt

ω
, 

και ο /π ω  είναι ο μικρότερος θετικός αριθμός για τον οποίο επαναλαμβάνεται η 
συνάρτηση, άρα αυτή είναι περιοδική με περίοδο ίση με τη μισή της περιόδου 
μιας απλής αρμονικής ταλάντωσης, δηλαδή της περιοδικής κίνησης που θα εκτε-
λούσε το κινητό αν δεν υπήρχε ο τοίχος. Αυτό είναι σύμφωνο με τη διαισθητική 
μας αντίληψη ότι το κινητό ολοκληρώνει αυτή την κίνηση στο μισό χρόνο που 
χρειάζεται για να ολοκληρώσει μια πλήρη ταλάντωση. 
 

1.1.7 Ένα οριζόντιο ελατήριο που υπακούει στο νόμο του Hooke έχει φυσικό 
μήκος 0l  και μάζα M  και στο ελεύθερο άκρο του προσδένεται μάζα m . 
Να βρεθεί μια έκφραση για την ολική ενέργεια του συστήματος και να 
αποδειχθεί ότι αυτό μπορεί να εκτελεί α.α.τ. Να βρεθεί η κυκλική συχνό-
τητά της.  

Λύση: 
 Η δυναμική ενέργεια του συστήματος προκύπτει από το έργο του ελατηρίου. 
Αν το ελατήριο υπακούει στο νόμο του Hooke, τότε μπορεί να δείξει κανείς ότι: 

 
0 21

2( )= - =Úx
U x kxdx kx . 
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Η κινητική ενέργεια του συστήματος είναι το άθροισμα της κινητικής ενέργειας 
της μάζας και της κινητικής του ελατηρίου. Η κινητική ενέργεια της m  είναι 

21
2 mυ . Θα βρούμε την κινητική ενέργεια του ελατηρίου. Η ταχύτητα του στοι-

χειώδους τμήματος του ελατηρίου που βρίσκεται στο ακλόνητο άκρο του είναι 
μηδενική. Η ταχύτητα του στοιχειώδους τμήματος που βρίσκεται στην πλευρά 
της μάζας m  είναι όση και η ταχύτητα αυτής της μάζας. Η ταχύτητα u  του 
κομματιού του ελατηρίου που απέχει απόσταση x  από το ακλόνητο άκρο του 

έχει μια ενδιάμεση τιμή, και είναι ανάλογη αυτής της απόστασης, άρα 
0

=

x
u υ

l
, 

άρα η κινητική ενέργεια από αυτό το στοιχειώδες τμήμα μάζας dm  είναι: 

 
2 2 2

2 2 2
. .2 2 2

00 0 0

1 1 1
   

2 2 2
= fi = = fiελ ελ

x x M x
dK dm υ dK ρdx υ dx υ

ll l l
 

 0
2

2 2
. 30

0

1 1
2 6

= =Ú
l

ελ
Mυ

K x dx Mυ
l

, 

όπου θεωρήσαμε τη γραμμική πυκνότητα μάζας του ελατηρίου: =

dm
ρ

dx
, η οποί-

α, προκειμένου για ομογενές ελατήριο, δίνει: 
0

=

M
ρ

l
. Άρα η συνολική κινητική 

ενέργεια του συστήματος είναι:  

 21
2 3
Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯

M
K m υ . 

Βλέπουμε άρα ότι το άθροισμα δυναμικής και κινητικής ενέργειας είναι της μορ-
φής 1.1.6 και άρα όντως το σύστημα εκτελεί α.α.τ. Η περίοδος αυτής είναι η τε-
τραγωνική ρίζα του σταθερού παράγοντα της δυναμικής ενέργειας προς το στα-
θερό παράγοντα της κινητικής ενέργειας:  

 
3

Ê ˆ= +Á ˜Ë ¯
Mω D m . 

 
1.1.8 Να αποδειχθεί με δύο τρόπους (από τη συνισταμένη δύναμη και από την 

έκφραση για την ενέργεια του συστήματος) ότι μία σημειακή μάζα m
προσδεμένη στο άκρο μη εκτατού νήματος μήκους l  εκτελεί απλή αρμο-
νική ταλάντωση για μικρές απομακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας. 
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Λύση: 
 Χρησιμοποιώντας τη δύναμη μπορούμε να 
δούμε ότι η συνιστώσα cos-T B θ  λειτουργεί ως 
κεντρομόλος δύναμη για την κίνηση της σημεια-

κής μάζας και η συνιστώσα sin =

mg
B θ x

l
 παίζει το 

ρόλο της δύναμης επαναφοράς η οποία είναι ό-
ντως ανάλογη της απομάκρυνσης από τη θέση ι-
σορροπίας.  
 Η σταθερά αναλογίας της ταλάντωσης είναι:  

 2
= =

gmgω m
l l

.  

 Μπορούμε σε ανάλογα συμπεράσματα να καταλήξουμε φτάνοντας σε μια 
εξίσωση όπως οι 1.1.6, 1.1.7: Η ενέργεια του απλού εκκρεμούς είναι η κινητική 
του και η δυναμική λόγω του βαρυτικού πεδίου, δηλαδή:  

 21
(1 cos )

2
= + -E mx mgl θ� . 

Χρησιμοποιώντας τη σχέση π2.13 1 1
2 2cos cos 2cos ( ) cos ( )È ˘ È ˘+ = + -Î ˚ Î ˚a b a b a b , 

μπορούμε το  1 cos cos0 cos( )- = + +θ θ π   να το γράψουμε:  

 
2

2 2 2
2

1
1 cos 2cos 2sin 2

2 2 2 2 2
Ê ˆ Ê ˆ- = + = = =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

θ π θ x
θ x

l l
.  

Άρα η ολική ενέργεια είναι της μορφής:  

 2 21 1
2 2

= +
mg

E mx x
l

�  

και άρα όντως το σώμα εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση. 
 
 
 

θ

B sinθ

T

B

B cosθ
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Προβλήματα  για  Λύση  
 
1.1.9 Ένα σώμα βρίσκεται σε μια λακκούβα η οποία έχει σχήμα παραβολικό: 

Όταν απομακρυνόμαστε κατά x  από το κατώτερο σημείο της και κατά 
τον οριζόντιο άξονα, τότε η αντίστοιχη απομάκρυνσή μας κατά τον κα-
τακόρυφο άξονα είναι  2

=y ax ,  όπου a  μία γνωστή θετική σταθερά. 
Αποδείξτε ότι ένα σώμα που μπορεί να ολισθαίνει χωρίς τριβές μέσα στη 
λακκούβα, εκτελεί αρμονική ταλάντωση και προσδιορίστε την περίοδό 
της. Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας. 

 
1.1.10 Ένα σώμα που εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση διέρχεται από το ση-

μείο 1x  με ταχύτητα 1x�  και από το σημείο 2x  με ταχύτητα 2x� . Να προσ-
διοριστεί το πλάτος της ταλαντώσεως και η περίοδός της. 

 
1.1.11 Αν για ένα κινητό που εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση ισχύει:  

 sin=x A ωt ,  

σε ποιες χρονικές στιγμές:  
α) Η απομάκρυνση γίνεται μισή της μέγιστης.  
β) Η κινητική και η δυναμική ενέργεια εξισώνονται. 

 
1.1.12 Αν δίνεται η περίοδος ενός κινητού που εκτελεί α.α.τ., ποιοι είναι οι χρό-

νοι που χρειάζεται για να μεταβεί το κινητό από τη θέση 1 /2=x A , αν σε 
αυτή κινείται με θετική ταχύτητα:  
α) Στην ίδια θέση για 1η και 2η φορά.  
β) Στη θέση 2 /2= -x A  για 1η και 2η φορά. Παίζει ρόλο η αρχική φάση; 

 
1.1.13 Δίνονται οι αρχικές συνθήκες 0x  και 0x� , δηλαδή η θέση και η ταχύτητα 

ενός ταλαντωτή στο χρόνο μηδέν. Δείξτε ότι συναρτήσει των αρχικών 
του συνθηκών, το πλάτος και η αρχική του φάση δίνονται από τις σχέ-
σεις:  

  
2

2 0
0 2

Ê ˆ
= +Á ˜Ë ¯

x
A x

ω
�

,   0
0

0
arctan=

ωx
φ

x�
. 

 
1.1.14 Ας υποθέσουμε ότι η καρδιά ενός παράξενου είδους ζώου είναι περίπου 

σφαιρική με μέση ακτίνα 0r . Αυτή η ακτίνα ταλαντώνεται γύρω από τη 
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«θέση ισορροπίας» και η ακριβής τιμή της δίνεται κάθε στιγμή από τη 
σχέση:  0= +r r Δr ,  με  0 sin=Δr Δr ωt .  
α) Μπορούμε να πούμε ότι η ακτίνα ή η επιφάνεια ή ο όγκος της καρδιάς 

εκτελούν απλή αρμονική ταλάντωση;  
β) Ποιες είναι οι αντίστοιχες σχέσεις που μπορούμε να γράψουμε για την 

επιφάνεια S  και τον όγκο V ;  
γ) Μπορούμε να πούμε ότι το ΔS  και το ΔV  εκτελούν απλή αρμονική 

ταλάντωση; Με ποια προϋπόθεση;  
δ) Ποιος ο ρυθμός μεταβολής της επιφάνειας και του όγκου της καρδιάς 

συναρτήσει του χρόνου; 
 
1.1.15 Ποιο κλάσμα της περιόδου ενός απλού αρμονικού ταλαντωτή η κινητική 

ενέργεια είναι μεγαλύτερη από τη μισή της μέγιστης; Ποιο κλάσμα της 
περιόδου η δυναμική ενέργεια είναι μεγαλύτερη από τη μισή της μέγι-
στης; 

 
1.1.16 Ποιο κλάσμα της περιόδου ενός απλού αρμονικού ταλαντωτή η ταχύτητα 

του σώματος είναι μεγαλύτερη από τη μισή της μέγιστης; 
 
1.1.17 
 

Δύο αρμονικοί ταλαντωτές περιγράφονται από τις σχέσεις:  

  1 sin=x A ωt    και   2 sin2=x A ωt .  

Ποιες είναι οι χρονικές στιγμές κατά τις οποίες οι δύο ταλαντωτές έχουν 
κοινές απομακρύνσεις; 

 




