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ΠPOΛOΓOΣ

TÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· ·˘Ùfi ·ÔÙÂÏÂ› ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË ÙˆÓ ÚÒÙˆÓ ‰¤Î· ÎÂÊ·Ï·›ˆÓ
ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ "A First Course in Mathematical Statistics" ÙÔ˘ Û˘ÁÁÚ·Ê¤· Ô˘
ÂÎ‰fiıËÎÂ ÙÔ 1973 ·fi ÙÔÓ ÂÎ‰ÔÙÈÎfi Ô›ÎÔ Addison - Wesley ÙˆÓ H.¶.A. H
·Ú¯‹ ÙË˜ ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË˜ ¤ÁÈÓÂ ÚÈÓ ·fi ‰¤Î· ÂÚ›Ô˘ ¯ÚfiÓÈ·, ·ÏÏ¿ ‰ÈÂÎfiË
ÂÍ·ÈÙ›·˜ ·ÚÔÛ‰ÔÎ‹ÙˆÓ ÁÂÁÔÓfiÙˆÓ. O ÌÂÙ·ÊÚ·ÛÙ‹˜ Û˘Ó¤¯ÈÛÂ ÙÔ ¤ÚÁÔ ÙÔ‡ÙÔ
Î·È ÙÂÏÈÎ¿ ÙÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÛÂ. H Û˘ÁÁÚ·Ê‹, ·ÏÏ¿ Î·È Ë ‰fiÎÈÌË ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË ÂÓfi˜
Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÓËÌÂÈÒ‰Â˜ ¤ÚÁÔ Î·È Â›Ó·È Û¯Â‰fiÓ ·Ó·fiÊÂ˘ÎÙÔ
Ó· ÌËÓ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ·Ù¤ÏÂÈÂ˜. TÔ ›‰ÈÔ ·Ó·ÌÊÈÛ‚‹ÙËÙ· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÌÂ ÙÔ ‚È-
‚Ï›Ô ÙÔ‡ÙÔ. O Û˘ÁÁÚ·Ê¤·˜ Î·È Ô ÌÂÙ·ÊÚ·ÛÙ‹˜ Â›Ó·È ˘Â‡ı˘ÓÔÈ, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,
ÁÈ· ÙËÓ ÔÚıfiÙËÙ· ÙˆÓ ·ÔÙÂÏÂÛÌ¿ÙˆÓ Î·È ÙËÓ ·ÎÚÈ‚‹ ·fi‰ÔÛ‹ ÙÔ˘˜ ÛÙËÓ
EÏÏËÓÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ·.

™Â fi,ÙÈ ·ÊÔÚ¿ ÙÔ Â›Â‰Ô Î·È ÙÔ ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓÔ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·˘ÙÔ‡, ı· Ú¤-
ÂÈ Ó· ÛËÌÂÈˆıÂ› fiÙÈ, ÛÙËÓ ‰ÈÂıÓ‹ ‚È‚ÏÈÔÁÚ·Ê›· Î·È ÂÈ‰ÈÎfiÙÂÚ· ÛÙËÓ AÁ-
ÁÏÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ·, ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏ˘¿ÚÈıÌ· ÂÁ¯ÂÈÚ›‰È· £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, Ù·
ÔÔ›· ¯ˆÚ›˙ÔÓÙ·È ·‰Ú¿ ÛÙÈ˜ ÂfiÌÂÓÂ˜ ‰‡Ô Î·ÙËÁÔÚ›Â˜: EÎÂ›Ó· Ô˘ ··ÈÙÔ‡Ó
˘„ËÏfi Â›Â‰Ô Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÚÔ·Ú·ÛÎÂ˘‹˜, fiˆ˜ ıÂˆÚ›· Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ
Î·È ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Î·È ıÂˆÚ›·˜ Ì¤ÙÚÔ˘ Î·È ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·ÙÔ˜, Î·È
Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·Ù· Ì¿ÏÏÔÓ ¯·ÌËÏÔ‡ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ ÂÈ¤‰Ô˘. ™Â ‚È‚Ï›· ÙË˜ ‰Â‡ÙÂ-
ÚË˜ ·˘Ù‹˜ Î·ÙËÁÔÚ›·˜, ·˘ÛÙËÚ¤˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·ÓÙ·È ·fi ÂÈ¯ÂÈÚË-
Ì·ÙÔÏÔÁ›· ‰È·ÈÛıËÙÈÎÔ‡ ¯·Ú·ÎÙ‹Ú·. H Û˘ÁÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÙÔ‡ÙÔ Â›¯Â
Û·Ó ÛÎÔfi ÙÔ ÁÂÊ‡ÚˆÌ· ÙÔ˘ ÈÔ ¿Óˆ ¯¿ÛÌ·ÙÔ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÚÔ¯ˆÚËÌ¤ÓˆÓ Î·È
ÛÙÔÈ¯ÂÈˆ‰ÒÓ ÂÁ¯ÂÈÚÈ‰›ˆÓ £ÂˆÚ›·˜ ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ. TÔ ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÔ Ì·ıËÌ·-
ÙÈÎfi ˘fi‚·ıÚÔ Â›Ó·È Ì›· ÚÒÙË, ·ÏÏ¿ Ï‹ÚË˜ ÛÂÈÚ¿ Ì·ıËÌ¿ÙˆÓ ÛÂ M·ıË-
Ì·ÙÈÎfi §ÔÁÈÛÌfi Î·È ÛÙÔÈ¯Â›· °Ú·ÌÌÈÎ‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜. ¢ÂÓ ÚÔ¸Ôı¤ÙÂÈ ÁÓÒÛË
¶Èı·ÓÔıÂˆÚ›·˜ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Â›Â‰Ô.

TÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· ÙÔ‡ÙÔ ¯ˆÚ›˙ÂÙ·È ÛÂ ‰Ò‰ÂÎ· ÎÂÊ¿Ï·È· Î·È ÂÚÈÏ·Ì‚¿ÓÂÈ
‰È¿ÊÔÚ· ·Ú·ÚÙ‹Ì·Ù·. ŒÓ· ·fi Ù· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ¿ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ Â›Ó·È Ë
ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ Î·È ÂÎÙÂÓ‹˜ ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙË˜ ÌÂÙÚËÛÈÌfiÙËÙ·˜. H Î·-
Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ·˘Ù‹ Â›Ó·È ·fiÏ˘Ù· ÂÊÈÎÙ‹ ÌÂ ÙË Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ˆÚÈÌfi-
ÙËÙ· Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎÂ ÈÔ ¿Óˆ Û·Ó ÚÔ¸fiıÂÛË ÌÂÏ¤ÙË˜ ÙÔ˘ ÙfiÌÔ˘ ·˘ÙÔ‡.
™ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ÙÔ‡ÙÔ Á›ÓÂÙ·È ÂÎÙÂÓ‹˜ Î·È ÏÂÙÔÌÂÚ‹˜ Û˘˙‹ÙËÛË Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈ-
ÎÒÓ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ Û˘Ó‰˘·ÛÙÈÎ‹˜ ·Ó¿Ï˘ÛË˜, ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È Û¯Â‰fiÓ fiÏÂ˜ ÔÈ
ÎÔÈÓ¤˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ Î·È ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÔÚÈ·Î¤˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Í‡ ÌÂÚÈÎÒÓ ·’ ·˘-
Ù¤˜. E›ÛË˜ Û˘˙ËÙÔ‡ÓÙ·È ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ¿ ÔÏÏ¿ ‚·ÛÈÎ¿ ÔÚÈ·Î¿ ıÂˆÚ‹Ì·Ù·, fiˆ˜



5

Â›ÛË˜ Î·È ÔÏ˘¿ÚÈıÌÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÌÂÙ·Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ Ù˘¯·›ˆÓ ÌÂÙ·‚ÏË-
ÙÒÓ.

H £ÂˆÚ›· ¶Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ, ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Â›Â‰Ô, Â›Ó·È ¿ÎÚˆ˜ ÂÓ‰È·Ê¤-
ÚÔÓ Î·È ÂÎÙÂÓ¤˜ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ. H ÂÈÏÔÁ‹ ÙˆÓ ıÂÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘ ÙfiÌÔ˘ ÙÔ‡ÙÔ˘
¤ÁÈÓÂ ÌÂ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÙËÓ ¿ÌÂÛÔ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘˜ ÛÙËÓ ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹. Y¿Ú¯Ô˘Ó ‹‰Ë
ÛÂ Î˘ÎÏÔÊÔÚ›· ‰‡Ô ÙfiÌÔÈ ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ ™˘ÌÂÚ·ÛÌ·ÙÔÏÔÁ›·˜, EÎÙÈÌËÙÈÎ‹,
TfiÌÔ˜ I, Î·È ŒÏÂÁ¯Ô˜ YÔı¤ÛÂˆÓ, TfiÌÔ˜  II, Ô˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÌÂÙ·ÁÏÒÙÙÈÛË
(·fi ÙÔÓ ¢Ú. °ÂÒÚÁÈÔ ™Ù·Ì·Ù¤ÏÔ) ÛÙËÓ ÔÌÈÏÔ‡ÌÂÓË ·Ï‹ ‰ËÌÔÙÈÎ‹ ÙˆÓ ·Ú-
¯ÈÎÒÓ Û˘ÁÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌ¤ÓˆÓ ÛÙËÓ Î·ı·ÚÂ‡Ô˘Û·. ŒÙÛÈ ÌÂ ÙËÓ ¤Î‰ÔÛË
ÙÔ˘ ÙfiÌÔ˘ ·˘ÙÔ‡, Ù›ıÂÙ·È ÛÙËÓ ‰È¿ıÂÛË ÙÔ˘ EÏÏËÓÈÎÔ‡ ·Ó·ÁÓˆÛÙÈÎÔ‡ ÎÔÈÓÔ‡
¤Ó· Ï‹ÚÂ˜ ÙÚ›ÙÔÌÔ ¤ÚÁÔ ÛÙËÓ ¶Èı·ÓÔıÂˆÚ›· Î·È ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹ ™˘ÌÂÚ·ÛÌ·-
ÙÔÏÔÁ›·, Û‡Á¯ÚÔÓÔ ÛÂ ‰ÈÂıÓ¤˜ Â›Â‰Ô. H Î·Ù·ÓfiËÛË ÙË˜ ‡ÏË˜ ÛÙ· Û˘ÁÁÚ¿Ì-
Ì·Ù· ·˘Ù¿ ı· ÚÔÂÙÔÈÌ¿ÛÂÈ ÙÔÓ ŒÏÏËÓ· ÊÔÈÙËÙ‹ ‹ ÊÔÈÙ‹ÙÚÈ· ÁÈ· ÌÂÙ·Ù˘-
¯È·Î¤˜ ÛÔ˘‰¤˜ ÛÂ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ ¶·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ, Î·È ı· ‰ÒÛÂÈ ÙÔ ··ÈÙÔ‡ÌÂÓÔ
˘fi‚·ıÚÔ ÁÈ· ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙˆÓ ·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ ÙË˜ ¶Èı·ÓÔıÂˆÚ›·˜ Î·È ™Ù·ÙÈ-
ÛÙÈÎ‹˜ ÛÙËÓ ‰ËÌfiÛÈ· ‰ÈÔ›ÎËÛË ‹ ÔÚÁ·ÓÈÛÌÔ‡˜ Î·È ÂÈ¯ÂÈÚ‹ÛÂÈ˜.

O συγγρα��ας O µετα�ραστ�ς

Γ.Γ.P ∆.A.I

Davis, California, N	�µ�ρι	ς 1992 Π�τρα, N	�µ�ρι	ς 1992
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ΣYMBOΛIΣMOI KAI ΣYNTMHΣEIΣ

F, A (Û˘Ó‹ıˆ˜) ÛÒÌ· Î·È Û-ÛÒÌ·, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·

F (C ), Û(C ) ÛÒÌ· Î·È Û-ÛÒÌ·, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙËÓ
ÎÏ¿ÛÛË  C .

A° Û-ÛÒÌ· ÌÂÏÒÓ ÙÔ˘  A  Ô˘ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  °.

(S , A) ÌÂÙÚ‹ÛÈÌÔ˜ ¯ÒÚÔ˜

ók, Bk,  Î≥1 Î-‰È¿ÛÙ·ÙÔ˜ E˘ÎÏÂ›‰ÈÔ˜ ¯ÒÚÔ˜ Î·È Û-ÛÒÌ· Borel, ·ÓÙ›-

ÛÙÔÈ¯·.

(ó1, B1) = (ó, B) Ú·ÁÌ·ÙÈÎ‹ Â˘ıÂ›· ÙÔ˘ Borel

P, (S , A, P) Ì¤ÙÚÔ Èı·ÓfiÙËÙ·˜ Î·È Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜, ·ÓÙ›-
ÛÙÔÈ¯·.

≠,  Ø ·‡ÍÔ˘Û· (ÌË-Êı›ÓÔ˘Û·) Î·È Êı›ÓÔ˘Û· (ÌË-·‡ÍÔ˘Û·),

·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·

IA ¢Â›ÎÙÚÈ· Û˘Ó¿ÚÙËÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ A.

Ù.. ‹  .Ù. Ù˘¯·›Ô Â›Ú·Ì· ‹ Â›Ú·Ì· Ù‡¯Ë˜.

Ù.Ì. Ù˘¯·›· ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹

Ù.‰. Ù˘¯·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ·

.. ˘ÎÓfiÙËÙ· Èı·ÓfiÙËÙ·˜

Û.Î. Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜

X(S ) ÂÈÎfiÓ· ÙÔ˘ X.

X(j)  ‹  Yj Ë j-ÔÛÙ‹ ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË

B(n, p) ¢ÈˆÓ˘ÌÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜  n  Î·È p

P(Ï) Poisson Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ Ï

N(Ì, Û2) K·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘˜  Ì Î·È Û2.

º Û˘Ó¿ÚÙËÛË Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ ÙË˜  N(Ì, Û2).
X 2

r Xi–ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ  r  ‚·ıÌÔ‡˜ ÂÏÂ˘ıÂ-

Ú›·˜  (‚.Â.).

U(·, ‚)  ‹  R(·, ‚) OÌÔÈfiÌÔÚÊË ‹ ÔÚıÔÁˆÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ ·Ú·Ì¤-
ÙÚÔ˘˜  ·  Î·È  ‚.

tr (Student) t  Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ  r  ‚.Â.
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Fr1, r2
F  Î·Ù·ÓÔÌ‹ (‹ Ù.Ì.) ÌÂ  r1  Î·È r2  ‚.Â.

X ¢2r; ‰ ÌË ÎÂÓÙÚÈÎ‹  Xi-ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  r ‚.Â. Î·È ÌË

ÎÂÓÙÚÈÎ‹ ·Ú¿ÌÂÙÚÔ ‰.

t¢r; ‰ ÌË ÎÂÓÙÚÈÎ‹  t  Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  r  ‚.Â. Î·È ÌË ÎÂÓÙÚÈÎ‹ ·-

Ú¿ÌÂÙÚÔ ‰.

F¢r1, r2; ‰ ÌË ÎÂÓÙÚÈÎ‹  F  Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  r1, r2  ‚.Â. Î·È ÌË ÎÂÓÙÚÈÎ‹

·Ú¿ÌÂÙÚÔ ‰.

 ̨Ô
˝
Ô̧E(X)  ‹  EX ‹

Ì(X)  ‹  ÌX  ‹
·Ï¿ Ì

Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÏ›‰· ‹ Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ‹ Ì¤ÛÔ˜ ÙË˜  X.

 ̨Ô
˝
Ô̧

Û2(X) (Û(X))  ‹
Û2

X (ÛX)  ‹

·Ï¿  Û2(Û)

‰È·ÛÔÚ¿ (Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË) ÙË˜ X

C(X, Y), Ú(X, Y) ™˘Ó‰È·ÛÔÚ¿ Î·È Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜ Û˘Û¯¤ÙÈÛË˜, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·,
ÙˆÓ  X  Î·È  Y.

fX  ‹  fX1,…, Xn

fX  ‹  ·Ï¿  f
¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ‹ Û˘Ó¿ÚÙËÛË (¯.Û.)

MX  ‹  MX1,…, Xn

MX  ‹  ·Ï¿  M
ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ·

ËX ·Ú·ÁÔÓÙÈÎ‹ ÚÔÔÁÂÓÓ‹ÙÚÈ·

--Æ
Û.‚.

Û¯Â‰fiÓ ‚Â‚·›· (Û.‚.) Û‡ÁÎÏÈÛË ‹ Û‡ÁÎÏÈÛË ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ·

1.

-Æ
P

, -Æ
Î

, -Æ
Ù.Ì.

Û‡ÁÎÏÈÛË ÌÂ ÙËÓ ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ Èı·ÓfiÙËÙ·˜, Î·Ù·ÓÔÌ‹˜, ÙÂ-

ÙÚ·ÁˆÓÈÎÔ‡ Ì¤ÛÔ˘, ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·

K.O.£. KÂÓÙÚÈÎfi OÚÈ·Îfi £ÂÒÚËÌ·

N.M.A. NfiÌÔÈ MÂÁ¿ÏˆÓ AÚÈıÌÒÓ

A.N.M.A. AÛıÂÓ‹˜ NfiÌÔ˜ MÂÁ¿ÏˆÓ AÚÈıÌÒÓ

I.N.M.A. IÛ¯˘Úfi˜ NfiÌÔ˜ MÂÁ¿ÏˆÓ AÚÈıÌÒÓ
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BAΣIKEΣ ΣYNOΛOΘEΩPHTIKEΣ ENNOIEΣ
KAI ΣYNAΦH AΠOTEΛEΣMATA

1.1. Eισαγωγ�

™ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘Ùfi Î·Ù·Ú¯‹Ó ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙË˜ ıÂˆÚ›·˜
Û˘ÓfiÏˆÓ ÌÂ ·ÓÙÈÎÂÈÌÂÓÈÎfi ÛÎÔfi ÙËÓ ˘ÈÔı¤ÙËÛË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË˜ ÔÚÔÏÔÁ›·˜
Î·È Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡. ™ÙËÓ Û˘Ó¤¯ÂÈ· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜, ÙÔ˘ Û-
ÛÒÌ·ÙÔ˜, fiÔ˘ ‰È·Ù˘ÒÓÔÓÙ·È Î·È ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È ÔÚÈÛÌ¤Ó· Û¯ÂÙÈÎ¿ ıÂˆ-
Ú‹Ì·Ù·. T¤ÏÔ˜, ÔÚ›˙ÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÌÂÙÚ‹ÛÈÌÔ˘ ¯ÒÚÔ˘ Î·È ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÌÂ-
ÚÈÎ¤˜ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘ÛÂ˜ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌÌ¤ÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜.

1.2. Oρισµ�� και συµ��λισµ��

ŒÓ· σ�ν�λ� S  Â›Ó·È Ì›· (Î·ÏÒ˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓË) Û˘ÏÏÔÁ‹ ‰È·ÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ
·ÓÙÈÎÂÈÌ¤ÓˆÓ, Ù· ÔÔ›· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ  s.  TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÙÔ  s  Â›Ó·È
µ�λ�ς ÙÔ˘ S  ‹ στ�ι
ε�� ÙÔ˘  S  ‹ fiÙÈ αν�κει ÛÙÔ  S  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  sŒS.

H ¿ÚÓËÛË ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  sœS. §¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  S¢
Â›Ó·È υπ�σ�ν�λ� ÙÔ˘  S  ‹ fiÙÈ αν�κει  ÛÙÔ  S, Î·È ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  S¢ÕS,  ·Ó ÁÈ·

Î¿ıÂ  sŒS¢  ÈÛ¯‡ÂÈ  sŒS. §¤ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  S¢  Â›Ó·È γν�σι� υπ�σ�ν�λ� ÙÔ˘ S, Î·È

ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  S¢ÃS,  ·Ó  S¢ÕS  Î·È ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ  sŒS  Ù¤ÙÔÈÔ ÒÛÙÂ  sœS¢.  T· Û‡Ó-

ÔÏ· Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÔÓÙ·È ÌÂ ÎÂÊ·Ï·›· ÁÚ¿ÌÌ·Ù· ÙË˜ ·ÏÊ·‚‹ÙÔ˘ ÂÓÒ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›·
ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ ÌÂ ÌÈÎÚ¿ ÁÚ¿ÌÌ·Ù·.

S

S' s1

s2

Eικ. 1.1.
S¢ÕS. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, S¢ÃS, ÂÂÈ‰‹  s2ŒS, Î·È  s2œS¢
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OÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚıËÎ·Ó ·Ú·¿Óˆ ÂÂÍËÁÔ‡ÓÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÌÂ ÙËÓ
‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ ‰È·ÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ τ�υ Venn (‚Ï. EÈÎfiÓÂ˜ 1.1–1.7).

™Â fi,ÙÈ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ı· ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· �ασικ� σ�ν�λ� ‹ 
�ρ�  Ô˘ ı· Û˘Ì-
‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ ÙÔ  S    Î·È Ô˘ ı· Â›Ó·È, ÂÓ Á¤ÓÂÈ, ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎfi ÁÈ· Ù· ‰È¿ÊÔÚ·
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ı· Ì·˜ ··Û¯ÔÏÔ‡Ó. ŸÏ· Ù· ˘fiÏÔÈ· Û‡ÓÔÏ·, ı· Â›Ó·È
˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  S .  ¢‡Ô ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  S , S¢ Î·È  S, S   Ï¤ÁÔÓÙ·È �σα Î·È

ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ  S¢=S,  ·Ó  S¢ÕS  Î·È SÕS¢.

Συν�λ�θεωρητικ�ς πρ��εις

1. TÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ·Ó·ÊÔÚÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ  S   ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  A, Û˘Ì‚ÔÏÈ˙fiÌÂÓÔ
ÌÂ  Ac  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË (‚Ï. Â›ÛË˜ EÈÎfiÓ· 1.2)

Ac = {sŒS; sœA}

S

A Ac

Eικ. 1.2.
To Ac  Â›Ó·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô.

ŒÛÙˆ ÙÒÚ·  I  ¤Ó· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Û‡ÓÔÏÔ ‰ÂÈÎÙÒÓ. TfiÙÂ:

2. H �νωση ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  Aj, jŒI, Û˘Ì‚ÔÏÈ˙fiÌÂÓË ÌÂ  »
jŒI

Aj,  ÔÚ›˙ÂÙ·È

·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË

»
jŒI

Aj= {sŒS ; sŒAj  ÁÈ· �να τ�υλ�
ιστ� jŒI}

°È·  I={1, 2} Ë ¤ÓˆÛË  »
jŒI

Aj = A1»A2  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÛÙËÓ EÈ-

ÎfiÓ· 1.3.

A1 A2

S

Eικ. 1.3.

H ¤ÓˆÛË  A1»A2 Â›Ó·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô.
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3. H τ�µ� ÙˆÓ Û˘ÓfiÏˆÓ  Aj,  jŒI  Û˘Ì‚ÔÏÈ˙fiÌÂÓË ÌÂ  «
jŒI

Aj,  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi

ÙËÓ Û¯¤ÛË

«
jŒI

A = {sŒS ; sŒA  για �λα Ù· jŒI}.

°È·  I={1, 2} Ë ÙÔÌ‹  «
jŒI

Aj = A1«A2  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÛÙËÓ EÈÎfiÓ·

1.4.

A1 A2

S

Eικ. 1.4.
H ÙÔÌ‹ Â›Ó·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô.

4. H δια��ρ�  A1–A2  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË

A1–A2 = {sŒS ; sŒA1,  sœA2}.

™˘ÌÌÂÙÚÈÎ¿

A2–A1 = {sŒS ; sŒA2,  sœA1}.

Î·È, ÂÓ Á¤ÓÂÈ,  A1–A2 π A2–A1  (‚Ï. Û¯ÂÙÈÎ¿ ÙËÓ EÈÎfiÓ· 1.5).

A1 A2

S

Eικ. 1.5.
H ‰È·ÊÔÚ¿ A1–A2  Â›Ó·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô , ÂÓÒ Ë   A2–A1

Â›Ó·È  ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô .

5. H συµµετρικ� δια��ρ�   A1¢A2  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

A1¢A2 = (A1–A2)»(A2–A1)

(‚Ï. Û¯ÂÙÈÎ¿ ÙËÓ EÈÎfiÓ· 1.6).
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A1 A2

S

Eικ. 1.6.
H Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ‹ ‰È·ÊÔÚ¿ Â›Ó·È ÙÔ ÁÚ·ÌÌÔÛÎÈ·ÛÌ¤ÓÔ ¯ˆÚ›Ô.

¢È·ÈÛÙÒÓÂÙ·È Â‡ÎÔÏ· fiÙÈ

A1–A2 = A1«Ac
2   A2–A1 = A2«Ac

1    Î·È   A1¢A2 = (A1»A2)–(A1«A2).

ŒÙÛÈ ÔÈ Ú¿ÍÂÈ˜ (4) Î·È (5) ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÎÊÚ·ÛıÔ‡Ó ÌÂ ÙËÓ ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ
Ú¿ÍÂˆÓ (1) –(3).

Περαιτ�ρω �ρισµ�� και συµ��λισµ��

ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ Ô˘ ‰ÂÓ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·Ó¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô Î·ÏÂ›Ù·È ÙÔ κεν� σ�ν�λ�
Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ∆. ¢‡Ô Û‡ÓÔÏ·  A1  Î·È A2  Ï¤ÁÔÓÙ·È Í¤Ó· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜,

·Ó  A1«A2 = ∆. T· Û‡ÓÔÏ·  Aj, jŒI, Ï¤ÁÔÓÙ·È αν� δ�� ‹ αµ�ι�α�α ��να,
·Ó  Ai«Aj = ∆  ÁÈ· fiÏ· Ù·  i, jŒI  ÌÂ  iπj  (‚Ï. EÈÎfiÓ· 1.7.).

A1 A2

S

Eικ. 1.7.
T· Û‡ÓÔÏ·  A1 Î·È A2  Â›Ó·È Í¤Ó·, ‰ËÏ.  A1«A2=∆.
°È· ÙÔÓ ÏfiÁÔ ·˘Ùfi ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙfiÙÂ  A1»A2=A1+A2.

™Â ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ· ÂÚ›ÙˆÛË Û˘Ó‹ıˆ˜ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ

A1+A2  ‹  A1+…+ An = Â
n

j=1
 Aj     ‹, ÁÂÓÈÎfiÙÂÚ·,     Â

jŒI
 Aj,

·ÓÙ›  ÁÈ·

A1»A2   ‹   A1»…»An = »n

j=1
 Aj   ‹    »

jŒI
 Aj,    ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

ŸÙ·Ó ‰ÂÓ ÂÈı˘ÌÔ‡ÌÂ Ó· Î·ıÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ· ‰ÂÈÎÙÒÓ I (ÙÔ ÔÔ›Ô
Û˘Ó‹ıˆ˜ ı· Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  {1, 2, …n}  ‹ ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  {1, 2, …}  ı· ÁÚ¿ÊÔ˘-
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ÌÂ ·ÏÒ˜

»
j

 Aj,    Â
j

 Aj,      «Aj.

Mερικ�ς �ασικ�ς ιδι�τητες των συν�λ�θεωρητικ�ν πρ�-
�εων

1. S  
c=∆,   ∆c = S ,   (Ac)c=A.

2. S »A=S ,   ∆»A=A,   A»Ac = S ,   A»Ac=A

3. S «A=A,   ∆«A=∆,  A«Ac = ∆,   A«A=A.

OÈ ·ÓˆÙ¤Úˆ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È ÚÔÊ·ÓÂ›˜ fiˆ˜ Â›ÛË˜ Â›Ó·È Î·È Ë È‰ÈfiÙËÙ·:
∆ÕA  ÁÈ· Î¿ıÂ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ  A  ÙÔ˘  S .  E›ÛË˜ ¤¯Ô˘ÌÂ

4.
 ̨Ô
˝
Ô̧A1»A2=A2»A1

A1«A2=A2«A1
(AÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎÔ› ÓfiÌÔÈ)

5.
 ̨Ô
˝
Ô̧A1»(A2»A3) = (A1»A2)»A3

A1«(A2«A3) = (A1«A2)«A3
(¶ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎÔ› ÓfiÌÔÈ)

6.

 ̨Ô
˝
Ô̧A«(»

j
 Aj) = »

j
 (A«Aj)

A»(«
j

 Aj) = «
j

 (A»Aj)
(EÈÌÂÚÈÛÙÈÎÔ› ÓfiÌÔÈ)

fiˆ˜ Â›Ó·È Â‡ÎÔÏÔ Ó· ‰È·ÈÛÙˆıÂ›.
™ÙËÓ ÂfiÌÂÓË Ù·˘ÙfiÙËÙ· Ë ¤ÓˆÛË Û˘ÓfiÏˆÓ ÁÚ¿ÊÂÙ·È ˆ˜ ¿ıÚÔÈÛÌ·  (·ÌÔÈ-

‚·›· Í¤ÓˆÓ) Û˘ÓfiÏˆÓ, Ú¿ÁÌ· ÙÔ ÔÔ›ÔÓ Â›Ó·È ÔÏÏ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ¯Ú‹ÛÈÌÔ.

M�α ταυτ�τητα

»
j

 Aj = A1+Ac
1 « A2+Ac

1 « Ac
2 « A3 +…

Y¿Ú¯Ô˘Ó ‰‡Ô ·ÎfiÌË ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔ˘ÛÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÙˆÓ Û˘ÓÔÏÔıÂˆÚËÙÈÎÒÓ
Ú¿ÍÂˆÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Û˘Ó‰¤Ô˘Ó ÙÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÌÂ ÙËÓ ¤ÓˆÛË Î·È ÙËÓ ÙÔÌ‹. OÈ
È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ¤˜ Û·Ó N�µ�ι τ�υ De Morgan

i) (»
j

 Aj )c = «
j

 Ac
j
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ii) («
j

 Aj )c = »
j

 Ac
j .

™·Ó ¤Ó· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ·fi‰ÂÈÍË˜ ÌÈ·˜ Û˘ÓÔÏÔıÂˆÚËÙÈÎ‹˜ Û¯¤ÛË˜ ·Ô‰ÂÈ-
ÎÓ‡Ô˘ÌÂ ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·  (i).

Aπ�δει�η της ιδι�τητας (i)

™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙË˜ ÈÛfiÙËÙ·˜ Û˘ÓfiÏˆÓ Ú¤ÂÈ Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

·) (»
j

 Aj )c Õ «
j

 Ac
j      Î·È     ‚) «

j
 Ac

j  Õ (»
j

 Aj)c .

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ:

·) ŒÛÙˆ  sŒ(»
j

 Aj )c.  TfiÙÂ  sœ»
j

 Aj,  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ  sœAj  ÁÈ· Î·Ó¤Ó·  j.

ÕÚ·  sŒAc
j   ÁÈ· Î¿ıÂ  j,  Û˘ÓÂÒ˜  sŒ«

j
Ac

j

‚) ŒÛÙˆ  sŒ«
j

 Ac
j .  TfiÙÂ  sŒAc

j   ÁÈ· Î¿ıÂ  j  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ  sœAj  ÁÈ· Î·Ó¤Ó·

j.  ÕÚ·  sœ»
j

 Aj  Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  sŒ(»
j

 Aj)c. ■

1.3. H �νν�ια τ�υ σ�µατ�ς και σ�ετικ�ς ιδι�τητες

Ÿˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ ·ÚÁfiÙÂÚ· ÛÙÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· ·˘Ùfi, Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙÔ˘ ÛÒÌ·ÙÔ˜,
fiˆ˜ Î·È ÂÎÂ›ÓË ÙÔ˘ Û-ÛÒÌ·ÙÔ˜ Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÛÙÔ ÂfiÌÂÓÔ Â‰¿ÊÈÔ, Â›Ó·È
··Ú·›ÙËÙÂ˜ ÁÈ· ÙËÓ ‰È·Ù‡ˆÛË ÛÂ ÁÂÓÈÎ‹ ÌÔÚÊ‹ ÔÚÈÛÌ¤ÓˆÓ È‰ÈÔÙ‹ÙˆÓ Î·È
ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÌÂÚÈÎÒÓ ıÂˆÚËÌ¿ÙˆÓ. °È· ÙÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜ ·˘ÙÔ‡˜ Î·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜
fiÙÈ ÔÈ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ·˘Ù¤˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÚfiÛÈÙÂ˜ ÁÈ· ‰Â˘ÙÂÚÔÂÙÂ›˜ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ÙˆÓ
M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓØ ÎÚ›Ó·ÌÂ ··Ú·›ÙËÙË ÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ Î·È ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë ÌÂÏ¤ÙË
ÙÔ˘˜.

Oρισµ�ς 1.1.

M›· ÎÏ¿ÛË ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  S   Î·ÏÂ›Ù·È σ�µα Î·È Û˘Ó‹ıˆ˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Â-
Ù·È ÌÂ ÙÔ  F  ·Ó :

(F1) H  F  Â›Ó·È Ì›· ÌË ÎÂÓ‹ ÎÏ¿ÛË.

(F2) TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  AŒF  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ  AcŒF   (‰ËÏ. Ë  F  Â›Ó·È ÎÏÂÈ-

ÛÙ‹ ÁÈ· ÙËÓ Ú¿ÍË ÙÔ˘ Û¯ËÌ·ÙÈÛÌÔ‡ ÙÔ˘ Û˘ÌÏËÚÒÌ·ÙÔ˜).
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(F3) TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  A1, A2ŒF  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ  A1»A2ŒF  (‰ËÏ. Ë  F
Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙ‹ ÁÈ· ÙËÓ Ú¿ÍË ÙË˜ ÂÓÒÛÂˆ˜ ‰‡Ô Û˘ÓfiÏˆÓ).

Συν�πειες τ�υ �ρισµ�� εν�ς σ�µατ�ς

1. S ,   ∆ŒF.

2. AÓ  Aj ŒF,   j=1, 2, …, n,  ÙfiÙÂ  »n

j=1
 AjŒF   Î·È  «n

j=1
 AjŒF  ÁÈ· Î¿ıÂ ÂÂ-

Ú·ÛÌ¤ÓÔ  n  (‰ËÏ. ¤Ó· ÛÒÌ· Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ÁÈ· ÙËÓ ¤ÓˆÛË Î·È ÙËÓ ÙÔÌ‹
ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Û˘ÓfiÏˆÓ ).

Aπ�δει�η των (1) και (2)

1) H È‰ÈfiÙËÙ·  (F1)  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ÙËÓ ‡·ÚÍË ÂÓfi˜ Û˘ÓfiÏÔ˘  AŒF , Î·È Ë

(F2)  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ  AcŒF.  K·Ù¿ ÙËÓ  (F3)  A»Ac=S ŒF  Î·È Î·Ù¿ ÙËÓ

(F2) S  
c=∆ŒF.

2) H ·fi‰ÂÈÍË ı· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ Â·ÁˆÁÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô Î·È ÙË ¯Ú‹ÛË ÙˆÓ Ófi-
ÌˆÓ ÙÔ˘  De Morgan. K·Ù¿ ÙËÓ  (F3), A1, A2ŒF,  ÙfiÙÂ  A1»A2ŒF.  ÕÚ· Ë

È‰ÈfiÙËÙ· ÁÈ· ÙËÓ ¤ÓˆÛË Â›Ó·È ·ÏËı‹˜ ÁÈ·  n=2. ¢Â¯fiÌ·ÛÙÂ ÙÒÚ· fiÙÈ Â›Ó·È
·ÏËı‹˜ ÁÈ·  n=k–1,  ‰ËÏ. ‰Â¯fiÌ·ÛÙÂ fiÙÈ

·Ó  A1, A2,…, Ak–1ŒF,   ÙfiÙÂ   »k–1

j=1
 AjŒF.

ŒÛÙˆ ÙÒÚ· fiÙÈ A1, A2, …, AkŒF.  TfiÙÂ ·fi ÙËÓ ÚÔÛÂÙ·ÈÚÈÛÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·

¤¯Ô˘ÌÂ

»k

j=1
 Aj  = (»k–1

j=1
 Aj) » Ak.

AÏÏ¿ ·fi ÙËÓ Â·ÁˆÁÈÎ‹ ˘fiıÂÛË  »k–1

j=1
 AjŒF.  ÕÚ· Ë  (F3)  Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ

(»k–1

j=1
 Aj) » Ak = »k

j=1
 AjŒF.

H Â·ÁˆÁÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜, ÏÔÈfiÓ, Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ  »n

j=1
 AjŒF  ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ

ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ  n. T¤ÏÔ˜, ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ
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«n

j=1
 Aj  = (»n

j=1
 Ac

j )
c

¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ, ·Ó  A1 A2, …, AnŒF,  ÙfiÙÂ  Ac
1, Ac

2, …, Ac
nŒFc  ·fi ÙËÓ  (F2)

Î·È  »n

j=1
  Ac

j ŒF  fiˆ˜ ÌfiÏÈ˜ ·Ô‰Â›¯ıËÎÂ. ¶¿ÏÈ  (»n

j=1
 Aj

c) ŒF  ·fi ÙËÓ  (F2),

¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ   «n
j=1

 AjŒF. ■

Παραδε�γµατα σωµ�των

1. H ÎÏ¿ÛË  C 1 = {∆, S }  Â›Ó·È ¤Ó· ÛÒÌ· (τ� τετριµµ�ν� ÛÒÌ·).

2. H ÎÏ¿ÛË  C 2 = {fiÏ· Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  S }  Â›Ó·È ¤Ó· ÛÒÌ· (ÙÔ διακρι-
τ� σ�µα).

3. H ÎÏ¿ÛË  C 3 = {∆, S , A, Ac}  ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ  A  ÌÂ  ∆ÃS   Â›Ó·È ¤Ó·

ÛÒÌ·.
4. ŒÛÙˆ ÙÔ (·ÚÈıÌËÛ›Ìˆ˜ ‹ ÌË) ¿ÂÈÚÔ Û‡ÓÔÏÔ  S  Î·È ¤ÛÙˆ Ë ÎÏ¿ÛË  C 4

Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜

C 4 = {A ÃS  ; A  ‹  Ac  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ}.

TfiÙÂ Ë  C 4  Â›Ó·È ¤Ó· ÛÒÌ·.

Yfi ÌÔÚÊ‹ ·Ú·‰ÂÈÁÌ¿ÙˆÓ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÎÏ¿ÛË  C 4  Â›Ó·È ÛÒÌ·.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ:

i) AÊÔ‡  S  
c=∆  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ,  S ŒC 4  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÎÏ¿ÛË  C 4

‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹.

ii) YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  AŒC 4.  TfiÙÂ ‹ ÙÔ  A  ‹ ÙÔ  Ac  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ.

ŒÛÙˆ fiÙÈ ÙÔ  Ac  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ. TfiÙÂ  AcŒC 4. AÓ ÙÔ A  Â›Ó·È ÂÂÚ·-

ÛÌ¤ÓÔ, ÙfiÙÂ ¿ÏÈ AcŒC 4 , ‰ÈfiÙÈ  (Ac)c = A.

iii) YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ  A1, A2ŒC 4.  TfiÙÂ ‹ ÙÔ  A1  ‹ ÙÔ  Ac
1  Â›Ó·È ÂÂÚ·-

ÛÌ¤ÓÔ Î·È ·ÚÔÌÔ›ˆ˜ ‹ ÙÔ  A2  ‹ ÙÔ  Ac
2  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ.

(·) ŒÛÙˆ fiÙÈ  A1 Î·È A2  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó·. TfiÙÂ ÙÔ  A1»A2  Â›Ó·È ÂÂ-
Ú·ÛÌ¤ÓÔ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ  C 4.

(‚) ŒÛÙˆ fiÙÈ  Ac
1  Î·È A2  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó·. TfiÙÂ

(A1»A2)c = Ac
1 « Ac

2 Õ Ac
1

Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÙÔ  (A1»A2)c  Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ. ÕÚ·  A1»A2ŒC 4. OÈ Â-
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ÚÈÙÒÛÂÈ˜ fiÔ˘ Ù·  A1 Î·È  Ac
2  ‹ Ù·  Ac

1  Î·È  Ac
2   Â›Ó·È ÂÂÚ·ÛÌ¤Ó· ÂÈ-

Ó·È ÙË˜ ›‰È·˜ ÌÔÚÊ‹˜ ÌÂ ÙËÓ  (‚).  ÕÚ· ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜  (F1)–(F3)  ÈÎ·ÓÔ-
ÔÈÔ‡ÓÙ·È, Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÎÏ¿ÛË  C 4  Â›Ó·È ÛÒÌ· .

TÔ Â‰¿ÊÈÔ ·˘Ùfi ÎÏÂ›ÓÂÈ ÌÂ ‰‡Ô ıÂˆÚ‹Ì·Ù· Ô˘ ·ÊÔÚÔ‡Ó ÛÒÌ·Ù·.

Θε�ρηµα 1.1.

�στω  I �να µη κεν� σ�ν
λ
 δεικτ�ν (πεπερασµ�ν
, � αριθµησ�µως
�πειρ
 � µη αριθµ�σιµ
) και για κ�θε  jŒI �στω  Fj  �να σ�µα (υπ
-
συν�λων τ
υ S  ).  Oρ��
υµε την κλ�ση  F  (υπ
συν�λων τ
υ  S  )  ω ς
ακ
λ
�θως:

F =  «
jŒI

 Fj = {AÕ S   ; AŒFj  για κ�θε  jŒI}.

T�τε τ
  F  ε�ναι σ�µα. (∆ηλ. η τ
µ� 
π
ι
υδ�π
τε πλ�θ
υς σωµ�των
ε�ναι σ�µα).

Aπ�δει�η. i) S ,  ∆ŒFj  ÁÈ· Î¿ıÂ  jŒI  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  F  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹

ÎÏ¿ÛË.

ii) AÓ  AŒF,  ÙfiÙÂ  AŒFj  ÁÈ· Î¿ıÂ  jŒI  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  AcŒFj  ÁÈ· Î¿ıÂ

jŒI,  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ  AcŒF.

iii) A1, A2ŒF,  ÙfiÙÂ  A1, A2ŒFj  ÁÈ· Î¿ıÂ  jŒI  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  A1»A2ŒFj

ÁÈ· Î¿ıÂ  jŒI  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ  A1»A2ŒF. ■

Θε�ρηµα 1.2.

�στω  C   µ�α αυθα�ρετη κλ�ση υπ
συν�λων τ
υ  S . T�τε υπ�ρ�ει
�να µ
ναδικ� ελ��ιστ
 σ�µα  F  π
υ περι��ει την  C . (Λ�µε �τι τ
  F
παρ�γεται � γεννι�ται απ� την  C   και γρ��
υµε  F = F(C ) ) .

Aπ�δει�η. E›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó· ÙÔ˘Ï·¯ÈÛÙÔ ÛÒÌ· Ô˘ Â-
ÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ  C ,  ‰ËÏ. ÙÔ ‰È·ÎÚÈÙfi ÛÒÌ·. ŒÛÙˆ  {Fj,  jŒI}  Ë Û˘ÏÏÔÁ‹ fiÏˆÓ ÙˆÓ
ÛˆÌ¿ÙˆÓ (˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘ S  ) Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ  C    Î·È ¤ÛÙˆ

F(C ) =  «
jŒI

 Fj.

TfiÙÂ, ·fi ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1.1, F(C )  Â›Ó·È ÛÒÌ·, ÂÓÒ Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ ÙÔ‡ÙÔ
ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ  F.  E›Ó·È ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ù¤ÙÔÈÔ ÛÒÌ·, ‰ÈfiÙÈ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ ÛÒÌ· Ô˘
ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ  C   ı· Â›Ó·È ¤Ó· ·fi ÙËÓ  Fj, jŒI,  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ
F(C )  Ô˘ Â›Ó·È Ë ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜. °È· ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜  F = F(C ) . ■
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Παρατ�ρηση 1.1. AÓ  C   Î·È C ¢  Â›Ó·È ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  S

Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ  C ÕC ¢,  ÙfiÙÂ  F(C )ÕF(C ¢)  (‚Ï. Â›ÛË˜ ÕÛÎËÛË 1.9).

1.4. H �νν�ια τ�υ σ-σ�µατ�ς και σ�ετικ�ς ιδι�τητες

Oρισµ�ς 1.2.

M›· ÎÏ¿ÛË ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  S   Î·ÏÂ›Ù·È  σ-σ�µα  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È
Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌÂ ÙÔ  A,  ·Ó Â›Ó·È ÛÒÌ· (‰ËÏ. ¤¯ÂÈ ÙÈ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜  (F1)–(F3))  Î·È Â›
Ï¤ÔÓ Ë È‰ÈfiÙËÙ·   (F3)  ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·Ù·È ·fi ÙËÓ È‰ÈfiÙËÙ·

(A3). TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  Aj ŒA,  j=1, 2… Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È fiÙÈ  »•

j=1
 AjŒA  (‰ËÏ Ë

A  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙ‹ ÁÈ· ÙËÓ Ú¿ÍË ÙË˜ ÂÓÒÛÂˆ˜ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Û˘Ófi-
ÏˆÓ).

Συν�πειες τ�υ �ρισµ�� εν�ς σ-σ�µατ�ς

1. AÓ  AjŒA,  j=1, 2,…, ÙfiÙÂ  «•

j=1
  AjŒA  (‰ËÏ, ÙÔ  A  Â›Ó·È ÎÏÂÈÛÙfi ÁÈ·

ÙËÓ ÙÔÌ‹ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ Û˘ÓfiÏˆÓ).

TÔ‡ÙÔ Â›Ó·È ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ÙË˜ Û¯¤ÛË˜  «•

j=1
 Aj= (»•

j=1
 Ac

j )
c  Î·È ÙˆÓ È‰ÈÔ-

Ù‹ÙˆÓ  (F2)  Î·È (A3).

2. Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙÔ˘ ¤Ó· Û-ÛÒÌ· Â›Ó·È ÛÒÌ·. TÔ ·Ó›ÛÙÚÔÊÔ ‰ÂÓ Â›Ó·È
·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ ·ÏËı¤˜. ¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ, ÛÙÔ ¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4 ·ÓˆÙ¤Úˆ ·˜ ¿ÚÔ˘ÌÂ
S  = (–•, •),  Î·È ·˜ ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ Ù· Û‡ÓÔÏ·  Aj,  j=1, 2, …  ˆ˜ ÂÍ‹˜:

Aj = {fiÏÔÈ ÔÈ ·Î¤Ú·ÈÔÈ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· [–j, j]}.

TfiÙÂ  »•

j=1
 Aj Â›Ó·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Z  fiÏˆÓ ÙˆÓ ·ÎÂÚ·›ˆÓ.

TÔ  Z  Â›Ó·È ¿ÂÈÚÔ fiˆ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÙÔ  Zc.  ÕÚ·  ZœC 4,  ÂÓÒ, ÚÔÊ·ÓÒ˜

AjŒC 4  ÁÈ· Î¿ıÂ  j=1, 2…

Παραδε�γµατα σ-σωµ�των

1. H ÎÏ¿ÛË  C 1 = {∆, S }  Â›Ó·È ¤Ó· Û-ÛÒÌ· (ÙÔ ÙÂÙÚÈÌÌ¤ÓÔ  σ-σ�µα).

2. H ÎÏ¿ÛË  C 2 = {fiÏ· Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ S } Â›Ó·È ¤Ó· ÛÒÌ· (ÙÔ διακρι-
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τ�  Û-ÛÒÌ·).

3. H ÎÏ¿ÛË  C 3 = {∆, S , A, Ac} ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ  A  ÌÂ  ∆ÃAÃS   Â›Ó·È

¤Ó· Û-ÛÒÌ·.

4. ŒÛÙˆ fiÙÈ ÙÔ  S   Â›Ó·È ÌË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Î·È ·˜ ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  C 4

ˆ˜ ÂÍ‹˜:

C 4 = {AÃS  ; A  ‹  Ac  Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ}

TfiÙÂ  C 4  Â›Ó·È ¤Ó· Û-ÛÒÌ·.
Yfi ÌÔÚÊ‹ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë ÎÏ¿ÛË  C 4  Â›Ó·È  Û-ÛÒÌ·.

¶Ú¿ÁÌ·ÙÈ:

i) TÔ  S c=∆  Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÎÏ¿ÛË  C 4  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹.

ii) ŒÛÙˆ fiÙÈ  AŒC 4. TfiÙÂ ‹ ÙÔ  A  ‹ ÙÔ  Ac  Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ. AÓ ÙÔ  Ac

Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ, ÙfiÙÂ  AcŒC 4.  AÓ ÙÔ  A  Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ, ÙfiÙÂ ¿ÏÈ

AcŒC 4,  ‰ÈfiÙÈ  (Ac)c=A.

iii) ŒÛÙˆ fiÙÈ  AjŒC 4,  j=1, 2, …,  Î·È ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ fiÏ· Ù· Û‡ÓÔÏ·

Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌ·. TfiÙÂ, ·ÊÔ‡ Ë ¤ÓˆÛË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Ï‹ıÔ˘˜ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌˆÓ

Û˘ÓfiÏˆÓ Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ, ¤¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ  »•

j=1
 AjŒC 4.

H ˘ÔÏÂÈfiÌÂÓË ÂÚ›ÙˆÛË Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓË fiÔ˘ ÌÂÚÈÎ¿ ·fi Ù· Û‡ÓÔÏ·  Aj,
j=1, 2, …,   ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌ·.

ŒÛÙˆ Aj0  ¤Ó· Ù¤ÙÔÈÔ Û‡ÓÔÏÔ. TfiÙÂ

(»•

j=1
 Aj)c = «•

j=1
 Ac

j

Î·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  «•
j=1

 Ac
j   Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ, ‰ÈfiÙÈ Â›Ó·È ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÂÓfi˜ ÙÔ˘Ï¿-

¯ÈÛÙÔ ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘, .¯. ÙÔ˘  Ac
j0.  ÕÚ· ¿ÏÈ  »•

j=1
 AjŒC 4.

K·È ÛÙÔ Â‰¿ÊÈÔ ·˘Ùfi ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙Ô˘ÌÂ ‰‡Ô ıÂˆÚ‹Ì·Ù· ·Ó¿ÏÔÁ· ÙˆÓ £Âˆ-
ÚËÌ¿ÙˆÓ 1.1 Î·È 1.2.

Θε�ρηµα 1.3.

�στω  I  �πως στ
 Θε�ρηµα 1.1 και για κ�θε  jŒI �στω  A j  �να
σ-σ�µα (υπ
συν�λων τ
υ S ). Oρ��
υµε την κλ�ση  A  ως ακ
λ
�θως:
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A = «
jŒI

 Aj  = {AÕS  ; AŒAj   για κ�θε  jŒI}

T�τε τ
  A  ε�ναι σ-σ�µα. (∆ηλ. η τ
µ� 
σωνδ�π
τε σ-σωµ�των ε�ναι
σ-σ�µα).

Aπ�δει�η. i) S , ∆ŒA j  ÁÈ· Î¿ıÂ jŒI Î·È Û˘ÓÂÒ˜  S , ∆ŒA . ÕÚ· Ë
ÎÏ¿ÛË  A  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹.

ii) AÓ  AŒA, ÙfiÙÂ  AŒAj  ÁÈ· Î¿ıÂ jŒI  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  AcŒAj  ÁÈ· Î¿ıÂ

jŒI,  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ AcŒA.

iii) AÓ  A1, A2,… ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  A,  ÙfiÙÂ  A1, A2,… ·Ó‹ÎÔ˘Ó ÛÙÔ  Aj  ÁÈ·

Î¿ıÂ  jŒI,  Î·È Û˘ÓÂÒ˜  »•

j=1
AjŒAj  ÁÈ· Î¿ıÂ  jŒI,  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ   »•

j=1
 AjŒA. ■

Θε�ρηµα 1.4.

�στω  C  µ�α αυθα�ρετη κλ�ση υπ
συν�λων τ
υ  S .  T�τε υπ�ρ�ει
�να µ
ναδικ� ελ��ιστ
 σ-σ�µα  A  π
υ περι��ει την  C .  Λ�µε �τι τ

A  παρ�γεται � γεννι�ται απ� την  C   και γρ��
υµε  A=Û(C ).

Aπ�δει�η. ŒÛÙˆ  {Aj, jŒI}  Ë Û˘ÏÏÔÁ‹ fiÏˆÓ ÙˆÓ Û-ÛˆÌ¿ÙˆÓ (˘ÔÛ˘Ófi-
ÏˆÓ ÙÔ˘  S ) Ô˘ ÂÚÈ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ  C  . H Û˘ÏÏÔÁ‹ ·˘Ù‹ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, ·ÊÔ‡
ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔ ÙÔ ‰È·ÎÚÈÙfi Û-ÛÒÌ·. ™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ı¤ÙÔ˘ÌÂ

Û(C ) = «
jŒI

 A j.

TfiÙÂ, ·fi ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1. 3, ÙÔ  Û(C )  Â›Ó·È Û-ÛÒÌ· Î·È Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜
fiÙÈ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ  C .  E›Ó·È ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Ù¤ÙÔÈÔ Û-ÛÒÌ·, ‰ÈfiÙÈ Î¿ıÂ ¿ÏÏÔ Û-
ÛÒÌ· Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ  C    ı· Â›Ó·È ¤Ó· ·fi Ù·  Aj,  jŒI,  Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Â-
ÚÈ¤¯ÂÈ ÙÔ  Û(C )  Ô˘ Â›Ó·È ÙË ÙÔÌ‹ ÙÔ˘˜. °È· ÙÔ˘˜ ›‰ÈÔ˘˜ ÏfiÁÔ˘˜  Û(C )  Â›Ó·È
Î·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi.  ÕÚ·  A = Û (C ). ■

Παρατ�ρηση 1.2. AÓ  C   Î·È   C ¢  Â›Ó·È ‰‡Ô ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘

S   Ù¤ÙÔÈÂ˜  C  Õ C ¢,  ÙfiÙÂ  Û(C ) Õ Û(C ¢)  (‚Ï. Â›ÛË˜ ÕÛÎËÛË 1.11).

TÔ Â‰¿ÊÈÔ ·˘Ùfi ÎÏÂ›ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ ·ÎfiÏÔ˘ıË ¯Ú‹ÛÈÌË ·Ú·Ù‹ÚËÛË.

Παρατ�ρηση 1.3. ŒÛÙˆ  A  ¤Ó· Û-ÒÌ· (˘ÔÛ˘ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  S ) Î·È ¤ÛÙˆ
° ·˘ı·›ÚÂÙÔ Ì¤ÏÔ˜ ÙÔ˘  A.  OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  A°  (ÂÚÈÂ¯fiÌÂÓË ÛÙÔ A)
Î·Ù¿ ÙÔÓ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ ÙÚfiÔ:



Bασικ�ς συν	λ	θεωρητικ�ς �νν	ιες και συναφ� απ	τελ�σµατα 23

A° = A«° = {BÕ° ; B=°«A  ÁÈ· Î¿ıÂ  AŒA}

TfiÙÂ Ë ÎÏ¿ÛË  A°  Â›Ó·È ¤Ó· Û-ÛÒÌ·, fiÔ˘ Ô ¯ÒÚÔ˜ Â›Ó·È °  ·ÓÙ› ÙÔ˘  S   Î·È
ÙÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÂÓfi˜ Ì¤ÏÔ˘˜ ÙË˜  A°  Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ·Ó·ÊÔÚÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ ¯ÒÚÔ °
(‚Ï. Â›ÛË˜ ÕÛÎËÛË 1.12).

1.5. H �νν�ια τ�υ µετρ�σιµ�υ ��ρ�υ-Eιδικ�ς περιπτ�σεις

Oρισµ�ς 1.3.

ŒÛÙˆ  S   ¤Ó·˜ ÔÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ¯ÒÚÔ˜ Î·È ¤ÛÙˆ  A  ¤Ó· Û-ÛÒÌ· ˘ÔÛ˘-
ÓfiÏˆÓ ÙÔ˘  S .  TfiÙÂ ÙÔ ˙Â‡ÁÔ˜  (S , A)  Î·ÏÂ›Ù·È µετρ�σιµ�ς  
�ρ�ς Î·È Ù·
Ì¤ÏË ÙÔ˘  A  Î·ÏÔ‡ÓÙ·È µετρ�σιµα Û‡ÓÔÏ·.

Παρατ�ρηση 1.4. MÔÏÔÓfiÙÈ ÁÈ· ‰Ôı¤ÓÙ· ¯ÒÚÔ  A  Ô˘ Â›Ó·È ·ÚÈıÌ‹-
ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ (ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ ‹ ·ÚÈıÌËÛ›Ìˆ˜ ¿ÂÈÚÔ) ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¿, ÂÓ Á¤-
ÓÂÈ, Û-ÛÒÌ·Ù·, ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ ÔÔ›ÔÓ ÂÈÏ¤ÁÂÙ·È ÛÙËÓ Ú¿ÍË Â›Ó·È ÙÔ ‰È·ÎÚÈÙfi Û-
ÛÒÌ·. AÓÙ›ıÂÙ·, fiÙ·Ó Ô ¯ÒÚÔ˜  S   Â›Ó·È ¤Ó· ÌË ·ÚÈıÌ‹ÛÈÌÔ Û‡ÓÔÏÔ, ÁÈ· Î·-
ı·Ú¿ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ÏfiÁÔ˘˜ ‰ÂÓ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÙÔ ‰È·ÎÚÈÙfi Û-ÛÒÌ·
("ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ" Û-ÛÒÌ·). TÔ‡ÙÔ ı· ‰È·Û·ÊËÛıÂ› ÛÙÈ˜ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ô˘
·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó.

Eιδικ�ς περιπτ�σεις µετρησ�µων ��ρων

1. ŒÛÙˆ  S   (‰ËÏ. ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ‹ Ë Â˘ıÂ›· ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ).
Î·È ·˜ ÔÚ›ÛÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  C 0  ˆ˜ ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜:

C 0 = {fiÏ· Ù· ‰È·ÛÙ‹Ì·Ù· ÛÙËÓ ó}.

= {(–•, x), (–•, x], (x, •), [x, •), (x, y), (x, y], [x, y), [x, y] ; x, yŒR, x<y}.

ŒÛÙˆ  B = Û(C 0)  ÙÔ  Û-ÛÒÌ· Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÎÏ·ÛË  C 0  Î·Ù¿ ÙÔ
£ÂÒÚËÌ· 1.4.

TfiÙÂ:

Oρισµ�ς 1.4.

TÔ  Û-ÛÒÌ·  B  Î·ÏÂ›Ù·È σ-σ�µα τ�υ Borel (ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· ó), Ù· Ì¤ÏË ÙÔ˘

B   Î·ÏÔ‡ÓÙ·È σ�ν�λα τ�υ Borel Î·È Ô ÌÂÙÚ‹ÛÈÌÔ˜ ¯ÒÚÔ˜  (ó, B)  Î·ÏÂ›Ù·È

πραγµατικ� ευθε�α τ�υ Borel.
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Παρατ�ρηση 1.5. MÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÙÔ Û-ÛÒÌ· ÙÔ˘  Borel  B  Â›Ó·È
ÁÓ‹ÛÈÔ ˘fi-Û-ÛÒÌ· Û-ÛÒÌ·ÙÔ˜ ÛÙËÓ  ó,  ‰ËÏ. ˘¿Ú¯Ô˘Ó ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙË˜  ó
Ô˘ ‰ÂÓ Â›Ó·È Û‡ÓÔÏ· ÙÔ˘ Borel.

OÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÒÚ· ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘ıÂ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ ÙË˜  ó:

C 1 = {(x, y] ; x, yŒó, x<y}, C 2 = {[x, y) ; x, yŒó, x<y},

C 3 = {[x, y] ; x, yŒó, x<y}, C 4 = {(x, y) ; x, yŒó, x<y},

C 5 = {(x, •) ; xŒó}, C 6 = {[x, •) ; xŒó},

C 7 = {(–•, x) ; xŒó}, C 8 = {(–•, x] ; xŒó}.

E›ÛË˜ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ‰È·ÛÙËÌ¿ÙˆÓ  C j¢, j=1, 2, …, 8, ÔÈ ÔÔ›Â˜
ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ÙÔÓ ›‰ÈÔ ÙÚfiÔ ÌÂ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÎÏ¿ÛÂÈ˜  C j,  j=1, 2, …, 8
ÌÂ ÌfiÓË ÙË ‰È·ÊÔÚ¿ fiÙÈ ÔÈ ·ÚÈıÌÔ›  x, yŒó  ÌÂ  x<y  Â›Ó·È ÚËÙÔ› ·ÚÈıÌÔ›.

TfiÙÂ, ÚÔÊ·ÓÒ˜  C ¢j Ã C j Ã  C 0,  j =1, 2,…8.  ¶·ÚfiÏÔ ÙÔ‡ÙÔ fiÏÂ˜ ÔÈ (‰¤Î·
¤ÍË ·˘Ù¤˜) ÎÏ¿ÛÂÈ˜ ·Ú¿ÁÔ˘Ó ÙÔ ›‰ÈÔ Û-ÛÒÌ· ÙÔ˘ Borel  B. ¢ËÏ.ÙÔ ·ÎfiÏÔ˘ıÔ.

Θε�ρηµα  1.5.

Για τις κλ�σεις διαστηµ�των τη˜  ó C j  και  C ¢j,  j=1, 2, …, 8  �πως

αυτ�ς 
ρ�στηκαν ανωτ�ρω, ισ��εÈ

Û(C j) = Û (C ¢j) = B = (Û (C 0)),     j=1, 2, …, 8.

Aπ�δει�η. MÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ¶·Ú·Ù‹ÚËÛË  1.2. , ·ÚÎÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ

B ÕÛ (C j),   B ÕÛ (C ¢j),     j=1, 2, …, 8.

Yfi ÌÔÚÊ‹ ·Ú·‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜, ı· ‰Â›ÍÔ˘ÌÂ fiÙÈ  C 0 ÕÛ(C 7). OÈ ˘fiÏÔÈÂ˜

ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È Î·Ù¿ ·ÚfiÌÔÈÔ ÙÚfiÔ.  AÊÔ‡  (–•, x)ŒÛ(C 7),

·Ô‰ÂÈÎÓ‡Ô˘ÌÂ ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· fiÙÈ  (–•, x]ŒÛ(C 7). °È· ÙÔ ÛÎÔfi ·˘Ùfi  xnØx.

TfiÙÂ  (–•, xn)ŒÛ(C 7)  Î·È Û˘ÓÂÒ˜

«•

n=1
 (–•, xn)ŒÛ(C 7).

AÏÏ¿,  ÚÔÊ·ÓÒ˜

«•

n=1
 (–•, xn) = (–•, x].     ÕÚ·   (–•, x]ŒÛ(C 7).

AÎÔÏÔ‡ıˆ˜,  (x, •) = (–•, x]c,   [x, •) = (–•,  x)c   Î·È Û˘ÓÂÒ˜
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(x, •), [x,•)ŒÛ(C 7).

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·

(x, y) = (–•, y) – (–•, x] = (–•, y) « (x, •)ŒÛ(C 7),

(x, y] = (–•, y] « (x, •)ŒÛ(C 7),

[x, y) = (–•, y) « [x, •)ŒÛ(C 7)   Î·È

[x, y) = (–•, y] « [x, •)ŒÛ(C 7).

ÕÚ· ‰Â›¯ıËÎÂ fiÙÈ  C 0ÕÛ(C 7).

°È· ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÙˆÓ ÎÏ¿ÛÂˆÓ  C ¢j, j=1, 2,…, 8  ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÌÔÓfiÙÔÓÂ˜
·ÎÔÏÔ˘ı›Â˜ ÚËÙÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ Û˘ÁÎÏ›ÓÔ˘ÛÂ˜ ÚÔ˜ ¿ÚÚËÙÔ˘˜ ·ÚÈıÌÔ‡˜. ■

2. ŒÛÙˆ ÙÒÚ·  S  =  óxó= ó2  Î·È ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  C 0  ˆ˜ ·ÎÔÏÔ‡-

ıˆ˜:

C 0 = {fiÏ· Ù· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ÛÙÔ Â›Â‰Ô ÌÂ ÏÂ˘Ú¤˜ ·Ú¿ÏÏËÏÂ˜ ÚÔ˜ ÙÔ˘˜
             ¿ÍÔÓÂ˜}.

= {(–•, x) ¥ (–•, x¢), (–•, x) ¥ (–•, x¢],

(–•, x] ¥ (–•, x¢), (–•, x] ¥ (–•, x¢],

(x, •) ¥ (x¢,•), … , [x, •) ¥ [x¢, •), …,

(x, y) ¥ (x¢, y¢), … , [x, y) ¥ [x¢, y¢] ;

x, y, x¢, y¢Œó, x<y, x¢<y¢}.

ŒÛÙˆ  B2  ÙÔ Û-ÛÒÌ· Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È ·fi ÙËÓ ÎÏ¿ÛË  C 0  Î·Ù¿ ÙÔ £ÂÒ-
ÚËÌ· 1.4. TfiÙÂ

Oρισµ�ς  1.5.

TÔ Û-ÛÒÌ·  B2  Î·ÏÂ›Ù·È  σ-σ�µα τ�υ Borel ÛÙÔ Â›Â‰Ô � 2-δι�στατ�
σ-σ�µα τ�υ Borel Î·È Ô ÌÂÙÚ‹ÛÈÌÔ˜ ¯ÒÚÔ˜  (ó2, B2)  Î·ÏÂ›Ù·È  2-δι�στα-
τ�ς ¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘ BÔrel. T· Ì¤ÏË ÙÔ˘  B2  Î·ÏÔ‡ÓÙ·È σ�ν�λα ÙÔ˘ Borel ÛÙÔ
Â›Â‰Ô.

K·Ù·Ó·ÏÔÁ›· ÌÂ ÙË ÌÔÓÔ‰È¿ÛÙ·ÙË ÂÚ›ÙˆÛË ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜  C j

Î·È  C ¢j,  j=1, 2,…, 8 Â‰Ò Î·È ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ¤Ó· ıÂÒÚËÌ·, £ÂÒÚËÌ· 1.5¢,
·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÔ˘ £ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ 1.5.

3. T¤ÏÔ˜, ¤ÛÙˆ  S  = ó¥ó…¥ó=ók (k≥3)  Î·È ¤ÛÙˆ Ë ÎÏ¿ÛË  C 0  Ë ·Ó¿-
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ÏÔÁË ÙË˜  C 0  ÁÈ· ÙË 2-‰È¿ÛÙ·ÙË ÂÚ›ÙˆÛË. E›ÛË˜ ¤ÛÙˆ  Bk  ÙÔ Û-ÛÒÌ· Ô˘
ÔÚ›˙ÂÙ·È Î·Ù·Ó·ÏÔÁ›· ÌÂ ÙÔ   B2. TÔ   Bk  καλε�ται  k-δι�στατ�  σ-σ�µα
τ�υ Borel  Î·È Ô ÌÂÙÚ‹ÛÈÌÔ˜ ¯ÒÚÔ˜  (ók, Bk)  k-δι�στατ�ς 
�ρ�ς τ�υ

Borel. T· Ì¤ÏË ÙÔ˘  Bk   Î·ÏÔ‡ÓÙ·È σ�ν�λα ÙÔ˘ Borel ÛÙÔ ¯ÒÚÔ  ók.

K·Ù·Ó·ÏÔÁ›· ÌÂ ÙË 2-‰È¿ÛÙ·ÙË ÂÚ›ÙˆÛË ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È Â‰Ò ÔÈ ÎÏ¿ÛÂÈ˜
C j  Î·È  C ¢j,  j=1, 2, …,8 Î·È ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ¤Ó· £ÂÒÚËÌ·, £ÂÒÚËÌ· 1.5",

·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÔ˘ £ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ 1.5 (‹ ÙÔ˘ £ÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ 1.5¢).

1.6. �ρι� ακ�λ�υθ�ας συν�λων

TÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÙÔ‡ÙÔ ÎÏÂ›ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÂÈÛ·ÁˆÁ‹ ÙË˜ ¤ÓÓÔÈ·˜ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘, fiˆ˜
Â›ÛË˜ Î·È ÙÔ˘ Î·ÙÒÙÂÚÔ˘ Î·È ·ÓÒÙÂÚÔ˘ ÔÚ›Ô˘, ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Û˘ÓfiÏˆÓ.

Oρισµ�ς 1.7.

ŒÛÙˆ  {An}, n=1, 2…, Ì›· ÌÔÓfiÙÔÓË ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÓfiÏˆÓ  (‰ËÏ.
A1ÕA2Õ… Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Î·È ˆ˜  An≠  ‹  A1 A2… Ô˘ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È

Î·È ˆ˜  AnØ).  TfiÙÂ ÙÔ �ρι� ÙË˜, lim
nÆ•

 An ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜ ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜:

i) AÓ  An≠,  lim
nÆ•

 An = »•

n=1
 An ,             ii) AÓ  AnØ,   lim

nÆ•
 An = «•

n=1
 An,

Ÿˆ˜ Î·È ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ÌÈ·˜ ·ÎÔÏÔ˘ı›·˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ, ÙÔ
fiÚÈÔ ‰ÂÓ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÁÈ· ÌÈ· ·˘ı·›ÚÂÙË ·ÎÔÏÔ˘ı›·. ¶¿ÓÙˆ˜ ÁÈ· ÌÈ· Ù¤ÙÔÈ·
·ÎÔÏÔ˘ı›· ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ¿ÓÙÔÙÂ ÙÔ ·ÓÒÙÂÚÔ Î·È ÙÔ Î·ÙÒÙÂÚÔ fiÚÈÔ.

™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ¤¯Ô˘ÌÂ.

Oρισµ�ς 1.8.

ŒÛÙˆ  {An}, n=1, 2… Ì›· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ·ÎÔÏÔ˘ı›· Û˘ÓfiÏˆÓ.
TfiÙÂ ÙÔ κατ�τερ� �ρι� ÙË˜,  A= lim

nÆ•
  inf An,  Î·È ÙÔ αν�τερ� �ρι� της,

–
A= lim

nÆ•
sup An,  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ˆ˜ ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜:

A = lim
nÆ•

 inf An = »•

n=1
  «•

j=n
 Aj
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–
A = lim

nÆ•
 sup An = «•

n=1
  »•

j=n
 Aj.

OÈ ÔÛfiÙËÙÂ˜ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘, Î·ÙˆÙ¤ÚÔ˘ Î·È ·ÓˆÙ¤ÚÔ˘ fiÚÈÔ˘ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÏÂ-
ÙÔÌÂÚ¤ÛÙÂÚ· ÛÙÈ˜ AÛÎ‹ÛÂÈ˜ (‚Ï. ÕÛÎËÛË. 1.16).



28 Kεφ�λαι	 Πρ�τ	

A Σ K H Σ E I Σ

1.1. T· Û‡ÓÔÏ·  A1, A2  Î·È A3  Â›Ó·È ·˘ı·›ÚÂÙ· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· ÙÔ˘  S .  N·
ÂÏÂ¯ıÂ› Ë ÔÚıfiÙËÙ· ‹ ÌË ÙˆÓ ·ÎÔÏÔ‡ıˆÓ Û¯¤ÛÂˆÓ:

i) (A1–A2)»A2=A2, ii) (A1»A2)–A1 = A2,

iii) (A1«A2)«(A1–A2) = ∆, iv) (A1»A2)«(A2»A3)«(A3»A1) =

= (A1»A2)»(A2»A3)»(A3»A1)

1.2. ¢EÛÙˆ  S  = {(x, y)¢ŒR2; –5≤x≤5,  0≤y≤5,  x, y=·Î¤Ú·ÈÔÈ} Î·È ·˜ ÔÚ›-
ÛÔ˘ÌÂ Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ·  Aj, j=1, 2, …, 7 ÙÔ˘  S   ˆ˜ ·ÎÔÏÔ‡ıˆ˜:

A1 = {(x, y)¢ŒS  ; x=y}, A2 = {(x, y)¢ŒS  ;  x = –y},

A3 = {(x, y)¢Œ ó2
 ; x2=y2}, A4 = {(x, y)¢Œó2

 ;   x2 ≤ y2},

A5 = {(x, y)¢Œ ó2
 ;  x2+y2≤4}, A6 = {(x, y)¢Œó2

 ;  x ≤ y2},

A7 = {(x, y)¢Œ ó2
 ;  x2≥y}.

N· ·Ó·ÁÚ·ÊÔ‡Ó Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Î·ıÂÓfi˜ ·fi Ù· ˆ˜ ¿Óˆ Û‡ÓÔÏ·.

1.3. AÓ·ÊÂÚıÂ›ÙÂ ÛÙËÓ ÕÛÎËÛË 1.2 Î·È ·Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ

i) A1«(»7

j=2
 Aj) = »7

j=2
 (A1«Aj), ii) A1» («7

j=2
 Aj) = «7

j=2
 (A1»Aj),

iii) (»7

j=1
 Aj)c = «7

j=1
 Ac

j , iv) («7

j=1
 Aj)c = »7

j=1
 Ac

j ,

·Ó·ÁÚ¿ÊÔÓÙ·˜ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· Î·ıÂÓfi˜ ·fi Ù· ÂÙ¿ Û‡ÓÔÏ· Ô˘ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È
ÛÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ Ù¤ÛÛÂÚÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜.

1.4. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ù· ˘ÔÛ‡ÓÔÏ· A, B, Î·È ° ÙÔ˘  S   Â›Ó·È Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ
AÕB Î·È BÕ°. TfiÙÂ Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ AÕ° (‰ËÏ. Ë Û¯¤ÛË ÙÔ˘ "ÂÚ›Â¯ÂÛı·È"
¤¯ÂÈ ÙË ÌÂÙ·‚·ÙÈÎ‹ È‰ÈfiÙËÙ·). N· ‰È·ÈÛÙÒÛÂÙÂ ÙÔ‡ÙÔ ·›ÚÓÔÓÙ·˜  A=A1,
B=A3  Î·È  °=A3  Î·È  °=A4,  fiÔ˘ Ù· Û‡ÓÔÏ·  A1, A3  Î·È  A4  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È
ÛÙËÓ ÕÛÎËÛË 1.2.

1.5. ¢ÒÛÙÂ ÏÂÙÔÌÂÚ‹ ·fi‰ÂÈÍË ÙË˜ ‰Â‡ÙÂÚË˜ Ù·˘ÙfiÙËÙ·˜ ÛÙÔ˘˜ ÓfiÌÔ˘˜
ÙÔ˘ De Morgan, ‰ËÏ. ·Ô‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ




