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Πρ�λ	γ	ς 2ης 
κδ	σης

TÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· ·˘Ùfi ·ÔÙÂÏÂ› ÌÂÙ·ÁÏÒÙÙÈÛË ÙÔ˘ ÂÁ¯ÂÈÚÈ‰›Ô˘ ÌÂ ÙÔÓ ›‰ÈÔ
Ù›ÙÏÔ Ô˘ ÂÎ‰fiıËÎÂ ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÛÙËÓ ÂÏÏËÓÈÎ‹ ÁÏÒÛÛ· ÙÔÓ ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ
ÙÔ˘ 1976. TÔ ÁÏˆÛÛÈÎfi È‰›ˆÌ· Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈ‹ıËÎÂ ÛÙËÓ ¤Î‰ÔÛË ÂÎÂ›ÓË
‹Ù·Ó Ë Î·ıÈÂÚˆÌ¤ÓË ÁÏÒÛÛ· ÁÚ·Ê‹˜ ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎÒÓ Û˘ÁÁÚ·ÌÌ¿ÙˆÓ, ‰Ë-
Ï·‰‹, Ë ÛÙÚˆÙ‹ Î·ı·ÚÂ‡Ô˘Û·. H ÂÎ·È‰Â˘ÙÈÎ‹ ÌÂÙ·ÚÚ‡ıÌÈÛË ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ
Úfi‚ÏËÌ· ÛÙËÓ Ï‹ÚË Î·Ù·ÓfiËÛË ·fi ÙÔ˘˜ ŒÏÏËÓÂ˜ ÊÔÈÙËÙ¤˜ Î·È ÊÔÈÙ‹ÙÚÈÂ˜
·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ È‰ÈÒÌ·ÙÔ˜. H ÌÂÙ·ÁÏÒÙÙÈÛË ·˘Ù‹ ÛÙËÓ Î·ıÔÌÈÏÔ˘Ì¤ÓË ÁÏÒÛÛ·
¤ÁÈÓÂ ÛÙÔ Ï·›ÛÈÔ ·˘Ùfi Î·È ÁÈ· Ó· ÙÂıÂ› ÛÙË ‰È¿ıÂÛË ÙÔ˘ ŒÏÏËÓ· ÊÔÈÙËÙ‹
Î·È EÏÏËÓ›‰·˜ ÊÔÈÙ‹ÙÚÈ·˜ ÙÔ Û‡Á¯ÚÔÓÔ ·˘Ùfi Û‡ÁÁÚ·ÌÌ· ÙË˜ ‰ÈÂıÓÔ‡˜ ‚È-
‚ÏÈÔÁÚ·Ê›·˜.

O ¿ÏÏÔÙÂ Û˘ÓÂÚÁ¿ÙË˜ ÌÔ˘ ÛÙÔ ·ÓÂÈÛÙ‹ÌÈÔ ¶·ÙÚÒÓ Î·È ÙÒÚ· Î·ıËÁËÙ‹˜
ÙÔ˘ TEI £ÂÛÛ·ÏÔÓ›ÎË˜, ¢Ú. °ÂÒÚÁÈÔ˜ ™Ù·Ì·Ù¤ÏÔ˜ Â›¯Â ÙËÓ ¤ÌÓÂ˘ÛË Ó· ÚÔ-
ÙÂ›ÓÂÈ ÙË ÌÂÙ·ÁÏÒÙÙÈÛË ·˘Ù‹ Î·ıÒ˜ Î·È ÙËÓ ˘ÔÌÔÓ‹ Î·È ÂÈÌÔÓ‹ Ó· ÙË Ê¤-
ÚÂÈ ÛÂ ¤Ú·˜. TÔ˘ ÂÎÊÚ¿˙ˆ ÙÈ˜ ıÂÚÌ¤˜ ÌÔ˘ Â˘¯·ÚÈÛÙ›Â˜.

EÎÙfi˜ ·fi ÙË ‰ÈfiÚıˆÛË Ù˘ÔÁÚ·ÊÈÎÒÓ Ï·ıÒÓ Ô˘ ˘¤ÂÛ·Ó ÛÙËÓ ·ÓÙ›-
ÏË„‹ Ì·˜ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó Á›ÓÂÈ ·ÏÏ·Á¤˜ ÛÙÔ ÎÂ›ÌÂÓÔ. E›Ó·È Û¯Â‰fiÓ ‚¤‚·ÈÔ, ¿-
ÓÙˆ˜ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÁÏˆÛÛÈÎ¿ Î·È ÁÚ·ÌÌ·ÙÈÎ¿ Ï¿ıË ÛÙÔ ÌÂÙ·ÁÏˆÙÙÈÛÌ¤ÓÔ
ÎÂ›ÌÂÓÔ.

O ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ·˜ ÂÈ‰Â›ÍÂÈ ÂÈÂ›ÎÂÈ· Î·È ·˜ ÂÎÙÈÌ‹ÛÂÈ ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ·
Ô˘ Î·Ù·‚Ï‹ıËÎÂ. ¶·ÚfiÌÔÈ· ÚÔÛ¿ıÂÈ· ¤ÁÈÓÂ Î·È ÁÈ· ÙË ÌÂÙ·ÁÏÒÙÙÈÛË ÙÔ˘
ÙfiÌÔ˘ ÙË˜ EÎÙÈÌËÙÈÎ‹˜ Ô˘ ı· ÂÎÙ˘ˆıÂ› Û‡ÓÙÔÌ· Î·È ı· ÙÂıÂ› ÛÙË ‰È¿ıÂÛË
ÙË˜ ÛÔ˘‰¿˙Ô˘Û·˜ ÂÏÏËÓÈÎ‹˜ ÓÂÔÏ·›·˜ ÌÂ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙ· ÛÙËÓ Èı·ÓÔıÂˆÚ›·
Î·È ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹.

¶ÚÈÓ ÎÏÂ›ÛÔ˘ÌÂ ÙÔ ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎfi ·˘Ùfi ÛËÌÂ›ˆÌ· ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÌÓËÌÔÓÂ˘ıÂ›
fiÙÈ Ù· ÙÂÏÂ˘Ù·›· ¯ÚfiÓÈ· ¤¯ÂÈ Î˘ÎÏÔÊÔÚ‹ÛÂÈ ÌÈ· ÌË ÂÍÔ˘ÛÈÔ‰ÔÙËÌ¤ÓË ‰È·-
ÛÎÂ˘‹ ÙˆÓ ÙfiÌˆÓ ÙË˜ EÎÙÈÌËÙÈÎ‹˜ Î·È ÙÔ˘ EÏ¤Á¯Ô˘ YÔı¤ÛÂˆÓ. TÔ ıÂˆ-
ÚÔ‡ÌÂ ¯Ú‹ÛÈÌÔ ÁÈ· ÙÔ ÂÏÏËÓÈÎfi ·Ó·ÁÓˆÛÙÈÎfi ÎÔÈÓfi Ó· Â›Ó·È ÂÓ‹ÌÂÚÔ ÙÔ˘ ÁÂ-
ÁÔÓfiÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡.

Davis, California, A‡ÁÔ˘ÛÙÔ˜ 1991
°.°.P.
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Πρ�λ	γ	ς 1ης 
κδ	σης

TÔ ·ÚfiÓ Û‡ÁÁÚ·Ì· ·ÔÙÂÏÂ› ÙÔÓ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÙfiÌÔ ÂÓfi˜ ÙÚ›ÙÔÌÔ˘ ¤ÚÁÔ˘ ÛÙËÓ
™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹ ™˘ÌÂÚ·ÛÌ·ÙÔÏÔÁ›·. O ÚÒÙÔ˜ ÙfiÌÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ Ù›ÙÏÔ "EÎÙÈÌËÙÈÎ‹"
Ù˘ÒıËÎÂ ÁÈ· ÚÒÙË ÊÔÚ¿ ÙÔ 1975, Î·È Ô ÙÚ›ÙÔ˜ ÙfiÌÔ˜, °Ú·ÌÌÈÎ¿ ¶ÚfiÙ˘·,
‚Ú›ÛÎÂÙ·È ˘fi ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË Î·È ‰È·ÛÎÂ˘‹ Î·È ı· ÂÎÙ˘ˆıÂ› Û‡ÓÙÔÌ·.

O ÙfiÌÔ˜ ·˘Ùfi˜, fiˆ˜ Â›ÛË˜ Î·È ÂÎÂ›ÓÔ˜ ÙË˜ EÎÙÈÌËÙÈÎ‹˜, ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ‰È·-
ÛÎÂ˘·ÛÌ¤ÓË ÌÂÙ¿ÊÚ·ÛË ÙÔ˘ Û˘ÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ "A First Course in Mathematical
Statistics" ˘fi ÙÔÓ ·ÚfiÓÙ· Û˘ÁÁÚ·Ê¤·, Ô˘ ‰ËÌÔÛÈÂ‡ıËÎÂ ·fi ÙÔÓ EÎ‰Ô-
ÙÈÎfi O›ÎÔ Addison-Wesley Publishing Company, Inc., Reading Massachu-
setts, 1973 ÌÂÙ¿ ·fi Û¯ÂÙÈÎ‹ ¿‰ÂÈ· ÙÔ˘ ÂÎ‰fiÙË. H ‰È·ÛÎÂ˘‹ ·˘Ù‹ ÂÚÈÏ·Ì-
‚¿ÓÂÈ ·Ó·Î·Ù¿Ù·ÍË ÙË˜ Û¯ÂÙÈÎ‹˜ ‡ÏË˜, ÂÌÏÔ˘ÙÈÛÌfi ÙË˜ ÌÂ Ó¤· Â‰¿ÊÈ· ‹ Î·È
ÎÂÊ¿Ï·È· Î·È ÏÂÙÔÌÂÚ‹ Î·È ·Ó·Ï˘ÙÈÎ‹ ¤ÎıÂÛË ÔÏÏÒÓ ıÂÌ¿ÙˆÓ. A˘Ùfi ÎÚ›-
ıËÎÂ ·Ó·ÁÎ·›Ô, ÁÈ· Ó· ˘¿ÚÍÂÈ ¤ÙÛÈ Î·È ÛÙËÓ ‰È¿ıÂÛË ÙÔ˘ ŒÏÏËÓ· ·Ó·ÁÓÒ-
ÛÙË ¤Ó· Û¯ÂÙÈÎ¿ ÔÏÔÎÏËÚˆÌ¤ÓÔ Î·È ·ÛÊ·ÏÒ˜ Û‡Á¯ÚÔÓÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ·, ÛÙÔ
·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎÒÓ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ¯ˆÚ›˜ ·ÚfiÏ· ·˘Ù¿ Ó· ÍÂ-
ÊÂ‡ÁÂÈ ·fi Ù· fiÚÈ· ÂÓfi˜ ‰È‰·ÎÙÈÎÔ‡ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜.

EÎÙfi˜ ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ¶ÈÓ¿ÎˆÓ, ¶·Ú·ÚÙËÌ¿ÙˆÓ Î.Ï., ÙÔ Î‡ÚÈÔ Ì¤ÚÔ˜ ÙÔ˘
Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ·ÔÙÂÏÂ›Ù·È ·fi ÂÓÓ¤· ÎÂÊ¿Ï·È·. A’ ·˘Ù¿, ¤Ó·, ÙÔ
KÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÓÓ¤·, ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÂ ÌË ·Ú·ÌÂÙÚÈÎfi ¤ÏÂÁ¯Ô ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, Î·È Ù·
˘fiÏÔÈ· ÔÎÙÒ ÛÂ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎfi ¤ÏÂÁ¯Ô ˘Ôı¤ÛÂˆÓ.

™Â Û¯¤ÛË ÌÂ Ù· ÎÂÊ¿Ï·È· ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ Û’ ¤Ó· ·Ú·ÌÂÙÚÈÎfi Úfi-
Ù˘Ô, ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ‰È·‰Ô¯ÈÎ¿ Î·È ‰ÈÂÍÔ‰ÈÎ¿ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓ·. K·Ù’
·Ú¯‹Ó, ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÎ¤˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·
‰È·Ù˘ÒÓÂÙ·È Î·È ·Ô‰ÂÈÎÓ‡ÂÙ·È ÙÔ ıÂÌÂÏÈÒ‰Â˜ Ï‹ÌÌ· ÙˆÓ Neyman Î·È Pe-
arson. A˘Ùfi, fiˆ˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi, ·ÔÙÂÏÂ› ÙËÓ ÛÔÓ‰˘ÏÈÎ‹ ÛÙ‹ÏË ÙË˜ ÎÏ·Û-
ÛÈÎ‹˜ ıÂˆÚ›·˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ. AÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó ÔÏ˘¿ÚÈıÌ· ‰È·Û·ÊËÙÈÎ¿
·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Î·È ·ÛÎ‹ÛÂÈ˜ Î·È ¤ÙÛÈ Û˘ÌÏËÚÒÓÂÙ·È ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ.

™ÙÔ ‰Â‡ÙÂÚÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÍÂÙ¿˙ÂÙ·È ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÛÂ
·ÓÙ›ıÂÛË ÌÂ ÂÎÂ›ÓÔ ÙÔ˘ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ·ÏÒÓ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÙÔ ÔÔ›Ô ‹Ù·Ó ÙÔ ·ÓÙÈ-
ÎÂ›ÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÚÒÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘. EÈÛ¿ÁÂÙ·È Ë ¤ÓÓÔÈ· ÙË˜ ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÈÛ¯˘-
ÚÔÙ¿ÙË˜ -·fi ¿Ô„Ë˜ ÈÛ¯‡Ô˜- ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ·Ô‰ÂÈ-
ÎÓ‡ÂÙ·È Ë ‡·ÚÍË Ù¤ÙÔÈˆÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÁÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ÂÎıÂÙÈÎ¤˜ ÔÈ-
ÎÔÁ¤ÓÂÈÂ˜ ˘ÎÓÔÙ‹ÙˆÓ Èı·ÓfiÙËÙ·˜.

™Â ÔÏÏ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Ú·ÎÙÈÎÔ‡ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙÔ˜ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ‰ÂÓ
˘¿Ú¯Ô˘Ó ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙÂ˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜, Ì¤Û· ÛÙËÓ ÎÏ¿ÛË
fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ ÌÂ Î·ıÔÚÈÛÌ¤ÓÔ Â›Â‰Ô ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙËÙ·˜. ™Â
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Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ›Ù·È Ë ÁÓˆÛÙ‹ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÙÔ˘ ÂÚÈÔ-
ÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ÎÏ¿ÛË˜ ÙˆÓ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓˆÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. ™ÙËÓ ÚÔÎÂÈ-
Ì¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË ÂÚÈÔÚÈ˙fiÌ·ÛÙÂ ÛÙÈ˜ ·ÔÎ·ÏÔ‡ÌÂÓÂ˜ ·ÌÂÚfiÏËÙÂ˜ ÂÏÂÁ¯Ô-
Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Î·È ÌÂÙ·Í‡ ·˘ÙÒÓ Î·È Î¿Ùˆ ·fi ÔÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ Û˘Óı‹ÎÂ˜ ·Ô‰ÂÈ-
ÎÓ‡ÂÙ·È Ë ‡·ÚÍË ÔÌÔÈfiÌÔÚÊ· ÈÛ¯˘ÚÔÙ¿ÙˆÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ. TÔ‡ÙÔ
·ÔÙÂÏÂ› ÙÔ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ ÙÔ˘ ÙÚ›ÙÔ˘ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘.

™ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙ· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÂÏ¤Á¯Ô˘
˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔÓ ÏfiÁÔ Èı·ÓÔÊ¿ÓÂÈ·˜, ‹ Î¿ÔÈ·˜ Î·Ù¿ÏÏËÏË˜ Û˘Ó¿Ú-
ÙËÛ‹˜ ÙÔ˘. H Ì¤ıÔ‰Ô˜ ·˘Ù‹ ·ÔÙÂÏÂ› Î·Ù¿ Î¿ÔÈÔÓ ÙÚfiÔ Ì›· ÁÂÓ›ÎÂ˘ÛË ÙË˜
‚·ÛÈÎ‹˜ ıÂˆÚ›·˜ ÙˆÓ Neyman Î·È Pearson. MÂÙ·Í‡ ¿ÏÏˆÓ, Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ ·˘Ù‹
ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÛÙÈ˜ K·ÓÔÓÈÎ¤˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜, ¶ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ¤˜
Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ Î·È ¶›Ó·ÎÂ˜ Û˘Ó¿ÊÂÈ·˜.

™ÙÔ KÂÊ¿Ï·ÈÔ ¤ÓÙÂ ÂÈÛ¿ÁÂÙ·È Ë Ì¤ıÔ‰Ô˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ ÌÂ ÙÈ˜ ·Ô-
Î·ÏÔ‡ÌÂÓÂ˜  ¯2-ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Î·Ï‹˜ ÚÔÛ·ÚÌÔÁ‹˜. K·Ù’ ·Ú¯‹Ó, ·Ô-
‰ÂÈÎÓ‡ÔÓÙ·È ÔÚÈÛÌ¤Ó· ‚·ÛÈÎ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Î·È, ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·, Á›ÓÂÙ·È
ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘˜ ÛÂ ¶ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ¤˜ Î·Ù·ÓÔÌ¤˜ Î·È È‰È·›ÙÂÚ· ÛÂ ¶›Ó·ÎÂ˜ Û˘Ó¿-
ÊÂÈ·˜. OÚÈÛÌ¤ÓÂ˜ ‰˘ÛÎÔÏ›Â˜, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ÌÂÚÈÎ¤˜ ÊÔÚ¤˜ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ÛÙËÓ
ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙË˜ ÌÂıfi‰Ô˘ ·˘Ù‹˜ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È Î·È ÌÂÏÂÙÒ-
ÓÙ·È ÂÓ Ì¤ÚÂÈ ÛÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, Î˘Ú›ˆ˜ ÌÂ ÙËÓ ÌÔÚÊ‹ ·Ú·‰ÂÈÁÌ¿ÙˆÓ.

EÎÙfi˜ ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ ·Ó·Ê¤ÚıË-
Î·Ó Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ·, ˘¿Ú¯ÂÈ Î·È ¿ÏÏË Û¯ÂÙÈÎ‹ ıÂˆÚ›·, Ë ıÂˆÚ›· ·ÔÊ¿ÛÂˆÓ,
Ô˘ ·Ó·Ù‡¯ıËÎÂ ·fi ÙÔÓ  A. Wald. H ıÂˆÚ›· ·˘Ù‹ ÌÂÏÂÙ¿Ù·È Û˘ÓÔÙÈÎ¿
Î·È ÂÊ·ÚÌfi˙ÂÙ·È ÛÂ ‰È¿ÊÔÚ· Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ÛÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ
ÂÙ¿.

ŸÛ· ¤¯Ô˘Ó ÂÎÙÂıÂ› Ì¤¯ÚÈ ÙÒÚ· ¤¯Ô˘Ó ÙÔ ÎÔÈÓfi ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎfi, fiÙÈ ÙÔ Ì¤-
ÁÂıÔ˜ ÙÔ˘ ‰Â›ÁÌ·ÙÔ˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô Î¿ÔÈ·˜ ˘fiıÂÛË˜
ıÂˆÚÂ›Ù·È fiÙÈ ¤¯ÂÈ Î·ıÔÚÈÛıÂ› ÚÔÎ·Ù·‚ÔÏÈÎ¿. MÂÚÈÎ¤˜ ÊÔÚ¤˜ Ô ÂÚÂ˘ÓËÙ‹˜ ‹
ÂÈÚ·Ì·ÙÈÛÙ‹˜ ¤¯ÂÈ ÙËÓ Â˘¯¤ÚÂÈ· Ó’ ·˘Í¿ÓÂÈ ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜. OÈ Û¯Â-
ÙÈÎ¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ Û˘ÌÂÚ·ÛÌ·ÙÔÏÔÁ›·˜ ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ÙfiÙÂ ·ÎÔÏÔ˘-
ıÈ·Î¤˜ Ì¤ıÔ‰ÔÈ Î·È ¤¯Ô˘Ó ·Ó·Ù˘¯ıÂ› Î˘Ú›ˆ˜ ·fi ÙÔÓ A. Wald. ™ÙÔÈ¯Â›·
ÙˆÓ ÌÂıfi‰ˆÓ ·˘ÙÒÓ, Î·È ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÌÂÏÂÙÒÓÙ·È ÛÙÔ
ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ÔÎÙÒ Î·È ‰È·Û·ÊËÓ›˙ÔÓÙ·È Î·Ù¿ÏÏËÏ· ÌÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· ·Ú·‰Â›-
ÁÌ·Ù·.

T¤ÏÔ˜, ÛÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ, KÂÊ¿Ï·ÈÔ ÂÓÓ¤·, ÂÈÛ¿ÁÔÓÙ·È Î·È ÌÂÏÂÙÒ-
ÓÙ·È ÌÂÚÈÎ¿ ‚·ÛÈÎ¿ ı¤Ì·Ù· ·fi ÙÔÓ ÎÏ¿‰Ô ÙÔ˘ ÌË ·Ú·ÌÂÙÚÈÎÔ‡ ÂÏ¤Á¯Ô˘
˘Ôı¤ÛÂˆÓ, fiˆ˜ ·Ó·Ê¤ÚıËÎÂ ‹‰Ë ÛÙËÓ ÙÚ›ÙË ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜
ÚÔÏfiÁÔ˘.

™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi Ú¤ÂÈ Ó’ ·Ó·ÊÂÚıÂ› fiÙÈ ÛÂ fiÏ· ·ÓÂÍ·ÈÚ¤Ùˆ˜ Ù· ÎÂÊ¿-
Ï·È· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÏÂÙÔÌÂÚÒ˜ ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ú·ÎÙÈÎÔ‡ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÔÓÙÔ˜,
Î·È ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ Î¿ıÂ ÎÂÊ·Ï·›Ô˘, ˘¿Ú¯ÂÈ Ï‹ıÔ˜ ·ÛÎ‹ÛÂˆÓ, ÔÈ ÔÔ›Â˜ Û˘ÁÎÂ-
ÓÙÚÒıËÎ·Ó Î˘Ú›ˆ˜ ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ÎÚÈÙ‹ÚÈÔ ÙˆÓ ÂÊ·ÚÌÔÁÒÓ.
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Ÿˆ˜ Û˘Ì‚·›ÓÂÈ Î·È ÌÂ ÙÔÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ÙfiÌÔ, ÙÔÓ ÙfiÌÔ ÙË˜ EÎÙÈÌËÙÈÎ‹˜,
¤ÙÛÈ Î·È Ô ÙfiÌÔ˜ ·˘Ùfi˜ ¤¯ÂÈ ÁÚ·ÊÂ› ˘fi ÙÔ ÓÂ‡Ì· ÙˆÓ ÈÔ Û‡Á¯ÚÔÓˆÓ ÂÁ¯ÂÈ-
ÚÈ‰›ˆÓ ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ ÙË˜ ‰ÈÂıÓÔ‡˜ ‚È‚ÏÈÔÁÚ·Ê›·˜. MÔÏÔÓfiÙÈ ÙÔ Û‡ÁÁÚ·ÌÌ·
·˘Ùfi ·Â˘ı‡ÓÂÙ·È Î˘Ú›ˆ˜ ÛÂ ÊÔÈÙËÙ¤˜ ÙˆÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ, ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ, ·-
ÚfiÏ· ·˘Ù¿, fiÙÈ ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ› Â‡ÎÔÏ· Î·È ˆÊ¤ÏÈÌ· ·fi ÔÔÈÔÓ-
‰‹ÔÙÂ ÌÂÏÂÙËÙ‹ ÙË˜ ÂÈÛÙ‹ÌË˜ ÙË˜ ™Ù·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ ‹ ·fi ÔÔÈÔÓ‰‹ÔÙÂ ¿ÏÏÔÓ
Ô˘ ÂÓ‰È·Ê¤ÚÂÙ·È ÌfiÓÔÓ ÁÈ· ÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÙË˜. OÈ ·Ó·ÁÓÒÛÙÂ˜ ÙË˜ Î·ÙËÁÔ-
Ú›·˜ ·˘Ù‹˜ ÌÔÚÔ‡Ó ·Ï¿ Ó· ·Ú·ÏÂ›„Ô˘Ó ÙÈ˜ ÌË ··Ú·›ÙËÙÂ˜ ÁÈ’ ·˘ÙÔ‡˜
Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜.

K·Ù¿ ÙËÓ Û˘ÁÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ Â›¯· ÙËÓ Û˘Ó‰ÚÔÌ‹ ÙˆÓ
ÂÈÛÙËÌÔÓÈÎÒÓ ÌÔ˘ Û˘ÓÂÚÁ·ÙÒÓ Î. KˆÓ. ¢ÚfiÛÔ˘, ¶·Ó. ™‡„·, °. ™Ù·Ì·Ù¤-
ÏÔ˘, EÌ. M·Ó·Ù¿ÎË, ÙË˜ ¢/‰·˜ ŸÏÁ·˜-°È·ÛÂÌ‹ ™·Ú·Ê›‰Ô˘ Î·È ÙÔ˘ Î. MÈ¯.
AÎÚ›Ù·. O Î. ¢ÚfiÛÔ˜ Â›ÛË˜ ÊÈÏÔÙ¤¯ÓËÛÂ Î·È ÙÔ ÂÍÒÊ˘ÏÏÔ Î·È Ë ‰ÂÛÔÈÓ›‰·
™·Ú·Ê›‰Ô˘ ÌÂ ÂÈÌ¤ÏÂÈ· ‰ÈfiÚıˆÛÂ Ù· ‰ÔÎ›ÌÈ·. ¶ÚÔ˜ fiÏÔ˘˜ ·˘ÙÔ‡˜, fiˆ˜
Â›ÛË˜ Î·È ÙËÓ Î. EÈÚ‹ÓË A. ¶¤ÙÙ·, ÂÎÊÚ¿˙ˆ ÙÈ˜ ıÂÚÌ¤˜ ÌÔ˘ Â˘¯·ÚÈÛÙ›Â˜.
Ÿˆ˜ ‰Â Û˘ÓËı›˙ÂÙ·È, Ù˘¯fiÓ ·Ú·Ï‹„ÂÈ˜ Î·È ·ÛÙÔ¯›Â˜ ‚·Ú‡ÓÔ˘Ó ÌfiÓÔ ÙÔÓ
Û˘ÁÁÚ·Ê¤· ÙÔ˘ Û˘ÁÁÚ¿ÌÌ·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡.

¶¿ÙÚ·, ºÂ‚ÚÔ˘¿ÚÈÔ˜ 1976
°.°.P
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ΓENIKEΣ APXEΣ EΛEΓXOY ΣTATIΣTIKΩN
YΠOΘEΣEΩN
AΠΛEΣ ΣTATIΣTIKEΣ YΠOΘEΣEIΣ

1.1. Eισαγωγ� - Bασικ�� �ρισµ��

ŒÛÙˆ  X  ÌÈ· Ù.Ì. Ô˘ ¤¯ÂÈ ..  f(· ; ı~)  ÁÓˆÛÙ‹˜ Û˘Ó·ÚÙËÛÈ·Î‹˜ ÌÔÚÊ‹˜, Ë

ÔÔ›· fiÌˆ˜ ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÌÈ· ·Ú¿ÌÂÙÚÔ  ı~ = (ı1, …, ır)¢.  OÈ ‰˘Ó·Ù¤˜ ÙÈ-

Ì¤˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙÔÓ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎfi ¯ÒÚÔ  ø, Ô ÔÔ›Ô˜
ÛÙÈ˜ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ Â›Ó·È ¤Ó· ·ÓÔÈÎÙfi r-‰È¿ÛÙ·ÙÔ ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘
¯ÒÚÔ˘  ór,  r≥1.  ™ÙËÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· Ë ·Ú¿ÌÂÙÚÔ˜  ı~  ¤¯ÂÈ ÌÈ· ÔÚÈÛÌ¤ÓË
ÛÙ·ıÂÚ‹ ÙÈÌ‹ ÛÙÔÓ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎfi ¯ÒÚÔ ø, ÙËÓ ÔÔ›· ·ÔÎ·ÏÔ‡ÌÂ αληθιν�
ÙÈÌ‹. H ÙÈÌ‹ fiÌˆ˜ ·˘Ù‹ Â›Ó·È ¿ÁÓˆÛÙË ÛÙÔÓ ÂÓ‰È·ÊÂÚfiÌÂÓÔ ÂÚÂ˘ÓËÙ‹. E›Ó·È
Èı·ÓfiÓ ·Ú’ fiÏÔ ÙÔ‡ÙÔ Ó· ÌÔÚÂ› Î·ÓÂ›˜ Ó· Î·ıÔÚ›ÛÂÈ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ ˆ
ÙÔ˘ ø, ˆ˜ ¤Ó· ˘ÔÛ‡ÓÔÏÔ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ ·ÏËıÈÓ‹ ÙÈÌ‹ ÙË˜ ·Ú·Ì¤ÙÚÔ˘  ı~ .
A˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· Û˘Ì‚Â›, .¯. ÌÂ ‚¿ÛË ·ÔÎÙËÌ¤ÓË Â›Ú· ÙÔ˘ ÂÚÂ˘ÓËÙ‹ ÌÂ
ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Ô˘ ¤¯Ô˘Ó Û¯¤ÛË ÌÂ ÙÔ ÚÔ˜ ÌÂÏ¤ÙË ı¤Ì·. O Î·ıÔÚÈÛÌfi˜ ÂÓfi˜
˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ ˆ, fiˆ˜ ·Ó·Ê¤ÚıËÎÂ ·Ú·¿Óˆ, ÈÛÔ‰˘Ó·ÌÂ› ÌÂ ÙËÓ ‰È·Ù‡ˆÛË
ÌÈ·˜ ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ‹˜ ˘fiıÂÛË˜. ¢ËÏ·‰‹:

Oρισµ�ς 1.1.

O Î·ıÔÚÈÛÌfi˜ ÂÓfi˜ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ ˆ ÙÔ˘ ·Ú·ÌÂÙÚÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø, ˆ˜ ÂÓfi˜
˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ ·ÏËıÈÓ‹ ÙÈÌ‹  ı~, ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È (στατιστικ�)
˘fiıÂÛË ÙÔ˘  ı~  Î·È Û˘Ó‹ıˆ˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ H (ÌÂ ‹ ¯ˆÚ›˜ ‰Â›ÎÙË). E›ÛË˜
Ô Î·ıÔÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  ˆc (Û˘ÌÏËÚÒÌ·ÙÔ˜ ÙÔ˘ ˆ ÛÂ Û¯¤ÛË ÌÂ ÙÔ ø) ˆ˜
ÙÔ˘ ˘ÔÛ˘ÓfiÏÔ˘ Ô˘ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÙËÓ ·ÏËı‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ı~,  ·ÔÙÂÏÂ›  Ì›· (ÛÙ·ÙÈ-
ÛÙÈÎ‹) ˘fiıÂÛË. A˘Ù‹ Û˘Ó‹ıˆ˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ A (ÌÂ ‹ ¯ˆÚ›˜ ‰Â›ÎÙË) Î·È
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È εναλλακτικ� ÚÔ˜ ÙËÓ ˘fiıÂÛË H.

™˘Ì‚ÔÏÈÎ¿ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ:

H: ı~Œˆ  (Ë ·ÏËıÈÓ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ı~  ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ ˆ)
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A: ı~Œˆc  (Ë ·ÏËıÈÓ‹ ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  ı~  ˘¿Ú¯ÂÈ ÛÙÔ  ˆc)

H ˘fiıÂÛË H Â›Ó·È Â›ÛË˜ ÁÓˆÛÙ‹ ˆ˜ µηδενικ� ˘fiıÂÛË.
H ˘fiıÂÛË H Ï¤ÁÂÙ·È απλ�, ·Ó ÙÔ ˆ ÂÚÈ¤¯ÂÈ ¤Ó· ÌfiÓÔ ÛËÌÂ›Ô Î·È σ�ν-

θετη, ·Ó ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ÛËÌÂ›· (·Ó¿ÏÔÁ· Î·È ÁÈ· ÙËÓ A).
™ÙËÓ ÎÏ·ÛÈÎ‹ ıÂˆÚ›· ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ÙËÓ ÔÔ›· ÚfiÎÂÈÙ·È Ó· ÌÂÏÂ-

Ù‹ÛÔ˘ÌÂ Â‰Ò, Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ˘fiıÂÛË H Î·È Ë ÂÓ·Ï·ÎÙÈÎ‹ ÚÔ˜ ·˘Ù‹Ó ˘fiıÂÛË
A ‰ÂÓ Â›Ó·È Û˘ÌÌÂÙÚÈÎ¤˜, ‰ËÏ·‰‹ ‰ÂÓ ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ‚·Ú‡ÙËÙ· ‹ ÛÔ‚·ÚfiÙËÙ·
ÁÈ· ÙÔÓ ÂÚÂ˘ÓËÙ‹. AÌ¤Ûˆ˜, ÏÔÈfiÓ, ÁÂÓÓ¿Ù·È ÙÔ ÂÚÒÙËÌ·: ¶ÔÈ· ˘fiıÂÛË
Ú¤ÂÈ Ó· ¯·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÂ› ˆ˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹; TÔ ÂfiÌÂÓÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ·Ú¿‰ÂÈ-
ÁÌ· ‚ÔËı¿ÂÈ ÛÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙË˜ ÛˆÛÙ‹˜ ·¿ÓÙËÛË˜.

Παρ�δειγµα 1.1. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ì›· Ê·ÚÌ·ÎÔ‚ÈÔÌË¯·Ó›· ·Ú·ÛÎÂ˘¿-
˙ÂÈ ¤Ó· Ê¿ÚÌ·ÎÔ A, Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ‰È· ÙËÓ ıÂÚ·Â›· ÌÈ·˜ ÔÚÈÛÌ¤ÓË˜
·Ûı¤ÓÂÈ·˜. MÂ ‚¿ÛË ÙËÓ Ì·ÎÚÔ¯ÚfiÓÈ· ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ ·˘ÙÔ‡, Â›Ó·È
ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ÙÔ ÔÛÔÛÙfi ıÂÚ·Â›·˜ Ô˘ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÙÔ Ê¿ÚÌ·ÎÔ A Â›Ó·È 60%.
™ÙËÓ Û˘Ó¤¯ÂÈ· ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Û˘ÓÂ¯‹˜ ¤ÚÂ˘Ó· ÁÈ· ÙËÓ ‚ÂÏÙ›ˆÛË ÙË˜ ·ÔÙÂ-
ÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙËÙ·˜ ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ A,  Î·Ù·Ï‹ÁÂÈ ÛÙËÓ ·Ú·ÛÎÂ˘‹ ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿-
ÎÔ˘ B. MÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ÂÚÈÔÚÈÛÌ¤ÓË ÌfiÓÔ ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ B, ˘¿Ú¯Ô˘Ó
ÂÓ‰Â›ÍÂÈ˜ fiÙÈ ÙÔ Ê¿ÚÌ·ÎÔ B Â›Ó·È ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ A. ZËÙÂ›Ù·È
Ó· ‰È·Ù˘ˆıÔ‡Ó Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ Î·È Ë ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹ ÚÔ˜ ·˘Ù‹ ˘fiıÂÛË.

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ë ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ A ‹ B ÌÂÙÚ¿Ù·È
·fi ÙÔÓ (¿ÁÓˆÛÙÔ) Ì¤ÛÔ ı ÌÈ·˜ Ù.Ì. X Ô˘ ¤¯ÂÈ K·ÓÔÓÈÎ‹ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ ÁÓˆ-
ÛÙ‹ ‰È·ÛÔÚ¿  Û2 Ë ÔÔ›· (¯ˆÚ›˜ Ó· ı›ÍÔ˘ÌÂ ÙËÓ ÁÂÓÈÎfiÙËÙ·) Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ
Ó· ÏËÊıÂ› ›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÌÔÓ¿‰·. ¢ËÏ·‰‹,  X�N(ı, 1),  ıŒø=ó. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ

Ë ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙËÙ· ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ A Â›Ó·È 60% ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛıÂ› ˆ˜
ÂÍ‹˜:  ı=0,6.  H ˘fiıÂÛË fiÙÈ ÙÔ Ê¿ÚÌ·ÎÔ B Â›Ó·È ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ A
ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ˆ˜ ÂÍ‹˜:  ı > 0,6,  ÂÓÒ Ë ˘fiıÂÛË fiÙÈ ÙÔ B ‰ÂÓ Â›Ó·È ·ÔÙÂÏÂÛÌ·-
ÙÈÎfiÙÂÚÔ ÙÔ˘ A ÂÎÊÚ¿˙ÂÙ·È ÌÂ ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ·  ı ≤ 0,6. ¶ÔÈ· fiÌˆ˜ ·fi ÙÈ˜ ‰‡Ô
·˘Ù¤˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ Â›Ó·È Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹; E¿Ó  ı ≤ 0,6  Î·È ·ÚfiÏÔ ·˘Ù¿ ÙÔ Ê¿Ú-
Ì·ÎÔ B Ù›ıÂÙ·È ÛÂ Î˘ÎÏÔÊÔÚ›·, ÙfiÙÂ Ù· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÌÔÚÂ› Ó· Â›Ó·È Ô‰˘-
ÓËÚ¿, fiˆ˜ Ë ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÛÔ‚·ÚÒÓ ·ÚÂÓÂÚÁÂÈÒÓ (ÛÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË ˘ÂÓı˘Ì›-
˙Ô˘ÌÂ Û¯ÂÙÈÎ¿ Ù· ÚfiÛÊ·Ù· ‰ÂÈÓ¿ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ÙË˜ ·ÓÂ·ÚÎÔ‡˜ ÎÏÈÓÈÎ‹˜
‰ÔÎÈÌ·Û›·˜ ÙÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ ı·ÏÈ‰ÔÌ›ÓË), Ë ÂÍ·ÈÙ›·˜ ·˘ÙÔ‡ ‰˘ÛÊ‹ÌÈÛË ÙÔ˘
ÔÓfiÌ·ÙÔ˜ ÙË˜ Ê·ÚÌ·ÎÔ‚ÈÔÌË¯·Ó›·˜ ‹ Èı·ÓÒ˜ Î·È Ë ÔÈÎÔÓÔÌÈÎ‹ ÙË˜ Î·Ù¿Ú-
ÚÂ˘ÛË. AÓ fiÌˆ˜  ı > 0,6  Î·È ·Ú’ fiÏ· ·˘Ù¿ ÙÔ Ê¿ÚÌ·ÎÔ B ‰ÂÓ Ù›ıÂÙ·È ÛÂ Î˘-
ÎÏÔÊÔÚ›·, ÙfiÙÂ ÔÈ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜ ‰ÂÓ Â›Ó·È ›Ûˆ˜ ÙfiÛÔ ÛÔ‚·Ú¤˜. OÈ ÂÓ‰È·ÊÂÚfiÌÂ-
ÓÔÈ ·ÛıÂÓÂ›˜ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÚÈÌ¤ÓÔ˘Ó ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ¯ÚÔÓÈÎfi ‰È¿ÛÙËÌ· ÁÈ·
ÙËÓ ¯Ú‹ÛË ÙÔ˘ (Èı·ÓÒ˜ ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙÂÚÔ˘) Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘ B, ‹ Ë Û˘ÁÎÂÎÚÈ-
Ì¤ÓË Ê·ÚÌ·ÎÔ‚ÈÔÌË¯·Ó›· ‰Â ı· ‚ÂÏÙÈÒÛÂÈ ¿ÌÂÛ· ÙËÓ ÔÈÎÔÓÔÌÈÎ‹ ÙË˜ Î·Ù¿-
ÛÙ·ÛË ·fi ÙËÓ Â˘ıÂ›· ÒÏËÛË ÂÓfi˜ ·ÔÙÂÏÂÛÌ·ÙÈÎfiÙÂÚÔ˘ Ê·ÚÌ¿ÎÔ˘. E›Ó·È,
ÏÔÈfiÓ, ÏÔÁÈÎfi Ó· ¯·Ú·ÎÙËÚ›ÛÔ˘ÌÂ ˆ˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÙËÓ ˘fiıÂÛË ÂÎÂ›ÓË, Ë ÂÛ-
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Ê·ÏÌ¤ÓË ·fiÚÚÈ„Ë ÙË˜ ÔÔ›·˜ ÂÁÎ˘ÌÔÓÂ› ÙÔ˘˜ ÈÔ ÛÔ‚·ÚÔ‡˜ ÎÈÓ‰‡ÓÔ˘˜ Î·È
ÁÈ· ·˘Ùfi Ë ·fiÚÚÈ„Ë ÙË˜ ‰ÈÎ·ÈÔÏÔÁÂ›Ù·È ÌfiÓÔ ÌÂ ‚¿ÛË Ó¤· ·Ô‰ÂÈÎÙÈÎ¿
ÛÙÔÈ¯Â›·. ™‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ·˘Ù¿   H:  ı ≤ 0,6   Î·È Û˘ÓÂÒ˜  A: ı > 0,6.

™ÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ÌÂÙ·Í‡ ‰‡Ô ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, ˆ˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ˘fi-
ıÂÛË ıÂˆÚ‹ıËÎÂ ÂÎÂ›ÓË, Ë ÂÛÊ·ÏÌ¤ÓË ·fiÚÚÈ„‹ ÙË˜ ÔÔ›·˜ ı· Û˘ÓÂ¿ÁÂÙÔ
ÙÈ˜ ÈÔ ÛÔ‚·Ú¤˜ Î·È ‰˘Û¿ÚÂÛÙÂ˜ Û˘Ó¤ÂÈÂ˜. ¶·Ú·Î¿Ùˆ ·Ó·Ê¤ÚÔ˘ÌÂ Î¿ÔÈÔ
·Ú¿‰ÂÈÁÌ· ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ‹˜ Î¿ˆ˜ Ê‡ÛÂˆ˜.

Παρ�δειγµα 1.2. YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ fiÙÈ ·Ú·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡ÌÂ Î¿ÔÈÔ ¿ÙÔÌÔ Ô˘
Â›Ó·È ÊÙˆ¯¿ ÓÙ˘Ì¤ÓÔ, ·ÔÊÂ‡ÁÂÈ Ó· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ› Ù· Û˘ÁÎÔÈÓˆÓÈ·Î¿ Ì¤Û·
Î·È ·ÓÙ› ÁÈ’ ·˘Ùfi ÚÔÙÈÌ¿ÂÈ Ó· ÂÚ·Ù¿ÂÈ ÁÈ· Ó· ÁÏ˘ÙÒÛÂÈ ÙÔ ÂÈÛÈÙ‹ÚÈÔ Î.Ï.
TfiÙÂ Ê˘ÛÈÔÏÔÁÈÎ¿ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡ÓÙ·È ÔÈ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜: TÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ¿ÙÔÌÔ Â›ÙÂ
Â›Ó·È ÊÙˆ¯fi, Â›ÙÂ ‰ÂÓ Â›Ó·È: ¶ÔÈ· fiÌˆ˜ ·’ ·˘Ù¤˜ ÙÈ˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ Â›Ó·È Ë ÌË-
‰ÂÓÈÎ‹ ˘fiıÂÛË; E›Ó·È ÏÔÁÈÎfi Ó· ‰Â¯ÙÂ› Î·ÓÂ›˜ ˆ˜ ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ˘fiıÂÛË ÂÎÂ›ÓË
Ô˘ ·fi ÙËÓ ÚÒÙË Ì·ÙÈ¿ Ê·›ÓÂÙ·È fiÙÈ Â›Ó·È ·ÏËıÈÓ‹. N· ·ÔÚÚ›„ÂÈ fiÌˆ˜
·˘Ù‹, ·Ó ÚÔÎ‡„ÂÈ Û·Ê‹˜ ¤Ó‰ÂÈÍË ÁÈ· ÙÔ ·ÓÙ›ıÂÙÔ, fiˆ˜ .¯. fiÙÈ ÙÔ Û˘ÁÎÂ-
ÎÚÈÌ¤ÓÔ ¿ÙÔÌÔ ¤¯ÂÈ ÌÂÁ¿ÏË ·Î›ÓËÙË ÂÚÈÔ˘Û›· Î·È ¤Ó· fi¯È ÙfiÛÔ ·Û‹Ì·ÓÙÔ
ÔÛfi ÛÂ ÙÚ·Â˙ÈÎfi ÏÔÁ·ÚÈ·ÛÌfi Î.Ï. MÂ ·˘Ù¿ Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ¤¯Ô˘ÌÂ:

H: TÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ¿ÙÔÌÔ Â›Ó·È ÊÙˆ¯fi Î·È Û˘ÓÂÒ˜

A: TÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ¿ÙÔÌÔ ‰ÂÓ Â›Ó·È ÊÙˆ¯fi.

O ·Ú·¿Óˆ ÙÚfiÔ˜ ÛÎ¤„Ë˜ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÁÈ· ÁÂÓÈÎfiÙÂÚÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜.
EÊfiÛÔÓ ·ÔÊ·ÛÈÛÙÂ› ÔÈ· Â›Ó·È Ë ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ˘fiıÂÛË ÛÂ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ

ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎfi Úfi‚ÏËÌ· Ù›ıÂÙ·È ÙÔ ÂÚÒÙËÌ· ˆ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÏÂÁ¯ıÂ› Ë ˘fiıÂÛË
·˘Ù‹. M¤Û· ÛÙ· Ï·›ÛÈ· ÙË˜ ÎÏ·ÛÈÎ‹˜ ıÂˆÚ›·˜ (‹ ıÂˆÚ›·˜ Neyman - Pear-
son) ÂÏ¤Á¯Ô˘ ˘Ôı¤ÛÂˆÓ, Ô ·Ú·¿Óˆ  ¤ÏÂÁ¯Ô˜ Á›ÓÂÙ·È ÌÂ ‚¿ÛË ¤Ó· ‰Â›ÁÌ·
·fi ÙË Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË .. Î·È ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Ì›·˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜. ™˘ÁÎÂ-
ÎÚÈÌ¤Ó· ¤ÛÙˆ  X1, …, Xn  ¤Ó· Ù.‰. ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ n ·fi ÙË ..  f(· ; ı~)  Î·È ¤ÛÙˆ
x1, …, xn ÔÈ ·Ú·ÙËÚËÌ¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ù.Ì.  X1, …, Xn,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·. £¤ÙÔ˘ÌÂ
ÏfiÁˆ Â˘ÎÔÏ›·˜:

X~  = (X1, …, Xn)¢ ,    x~ = (x1, …, xn)¢.
TfiÙÂ:

Oρισµ�ς 1.2.

M›· τυ��π�ιηµ�νη ελεγ��συν�ρτηση Ê ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜
H:  ı~Œˆ  ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜  A: ı~Œˆc,  Â›Ó·È Ì›· (ÌÂÙÚ‹ÛÈÌË) Û˘Ó¿ÚÙË-

ÛË  Ê: ón Æ [0, 1], fiÔ˘ ÙÔ  Ê(x~)  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙË ‰ÂÛÌÂ˘Ì¤ÓË Èı·ÓfiÙËÙ· ÌÂ
ÙËÓ ÔÔ›· Ë ˘fiıÂÛË H ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, ‰Ôı¤ÓÙÔ˜ fiÙÈ  X~ =x~. (¢ËÏ·‰‹, ÌÂ ‰Â‰Ô-
Ì¤ÓË ÙËÓ ·Ú·ÙËÚËÌ¤ÓË ÙÈÌ‹  x~  ÙÔ˘ Ù.‰.  X~ , Ô ÂÚÂ˘ÓËÙ‹˜ ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÂÈ ¤Ó·
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ÓfiÌÈÛÌ· ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ {H} ¤¯ÂÈ Èı·ÓfiÙËÙ·  Ê(x~) .
TfiÙÂ, Â¿Ó ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ› ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ {H}, Ë ˘fiıÂÛË ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, Á›ÓÂÙ·È

fiÌˆ˜ ‰ÂÎÙ‹ ·Ó ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ {T} ÂÌÊ·ÓÈÛıÂ›). AÓ Ë Ê ÌÔÚÂ› Ó· ¿ÚÂÈ ÌfiÓÔ
ÙÈ˜ ÙÈÌ¤˜  0  Î·È 1 ÙfiÙÂ Ï¤ÁÂÙ·È µη τυ��π�ιηµ�νη ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Î·È ÁÚ¿-
ÊÔ˘ÌÂ

Ê(x~) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1 ,    x~ŒB

0 ,    x~ŒBc (1.1)

fiÔ˘  B  Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ (ÙÔ˘ Borel) ÛÙÔ ¯ÒÚÔ  ón

Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �ωρ�� απ�ρρ�ψεως (ÙË˜ H) ‹ κρ�σιµ� �ωρ��. TÔ Û‡ÓÔÏÔ
Bc  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �ωρ�� απ�δ���ς (ÙË˜ H).

™ÙËÓ Ú¿ÍË, Ì›· ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È Û˘Ó‹ıˆ˜ ÌË Ù˘¯ÔÔÈËÌ¤ÓË, Â¿Ó
fiÌˆ˜ Â›Ó·È Ù˘¯ÔÔÈËÌ¤ÓË, Û˘Ó‹ıˆ˜ Ï·Ì‚¿ÓÂÈ ÙËÓ ÙÈÌ‹ 1 ÛÂ ¤Ó· ·ÓÔÈÎÙfi Û‡Ó-
ÔÏÔ, ÙËÓ ÙÈÌ‹ 0 ÛÙÔ Û˘ÌÏ‹ÚˆÌ· ÙË˜ (ÙÔÔÏÔÁÈÎ‹˜) ı‹ÎË˜ ÙÔ˘, Î·È Ì›· ‹ ‰‡Ô
ÙÈÌ¤˜ ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· (0, 1) ÛÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘.

E›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ Î·Ù¿ ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜ H ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ
¤Ó· ·fi Ù· ‰‡Ô ·Ú·Î¿Ùˆ ÛÊ¿ÏÌ·Ù·:

(i) N· ·ÔÚÚÈÊıÂ› Ë H, ÂÓÒ Â›Ó·È ·ÏËıÈÓ‹. A˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È σφ�λµα τ�-
π�υ – I.

(ii) N· Á›ÓÂÈ ·Ô‰ÂÎÙ‹ Ë H ÂÓÒ Â›Ó·È ÂÛÊ·ÏÌ¤ÓË. A˘Ùfi ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È
σφ�λµα τ�π�υ –II. T· ÛÊ¿ÏÌ·Ù· ·˘Ù¿ ÌÂÙÚÒÓÙ·È ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙÂ˜,
fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ, Î·È ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ÙË ‚¿ÛË ÁÈ· ·Ô‰Ô¯‹ ‹ ·fiÚÚÈ„Ë ÌÈ·˜
˘fiıÂÛË˜. K·Ù¿ ·Ú¯‹Ó ˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ ÁÈ· Î¿ıÂ  ı~Œ ø  ÔÈ Ù.Ì.
X1, …, Xn,  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ÛÂ ¤Ó·Ó Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎfi ¯ÒÚÔ  (S, a, P

~
ı)  fiÔ˘

Ô ‰Â›ÎÙË˜  ı~  ÛÙÔ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎfi Ì¤ÙÚÔ ‰ËÏÒÓÂÈ fiÙÈ Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÙˆÓ
‰È·ÊfiÚˆÓ Ù.Ì. ÂÍ·ÚÙ¿Ù·È ·fi ÙÔ  ı~.  ¶·ÚfiÌÔÈ· ÛËÌ·Û›· ¤¯ÂÈ Ô ‰Â›ÎÙË˜
·˘Ùfi˜ ÛÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ ÙË˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹˜ ÂÏ›‰·˜  E

~
ı .

Oρισµ�ς 1.3.

ŒÛÙˆ fiÙÈ Ê Â›Ó·È ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘fiıÂÛË˜  H: ı~Œˆ

¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜  A: ı~Œˆc,  Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ  ‚Ê(ı~)  Â›Ó·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË  ‚Ê(ı~)=P
~
ı  (·fiÚÚÈ„Ë˜ ÙË˜ H), ı~Œø.  TfiÙÂ, ÌÂ

ı~Œˆ,  Ë ÔÛfiÙËÙ·  ‚Ê(ı~)  Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ·fiÚÚÈ„Ë˜ ÙË˜ H, fiÙ·Ó ·˘Ù‹ Â›-
Ó·È ·ÏËıÈÓ‹, Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È πιθαν�τητα σφ�λµατ�ς τ�π�υ –I. ŸÙ·Ó
ı~Œˆc,  Ë ÔÛfiÙËÙ·  1–‚Ê(ı~) = P

~
ı  (·Ô‰Ô¯‹˜ ÙË˜ H) Â›Ó·È Ë Èı·ÓfiÙËÙ· ·Ô-

‰Ô¯‹˜ ÙË˜ H, fiÙ·Ó ·˘Ù‹ Â›Ó·È Ï·Óı·ÛÌ¤ÓË, Î·È ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È πιθαν�τητα
σφ�λµατ�ς τ�π�υ - II. H Û˘Ó¿ÚÙËÛË ‚Ê ÌÂ Â‰›Ô ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙÔ ˆc  ÔÓÔÌ¿˙Â-
Ù·È ισ��ς ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜  Ê, ÂÓÒ Ë ÙÈÌ‹  ‚Ê(ı~)  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ισ��ς ÙË˜
ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ê ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ı~ .
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H ÔÛfiÙËÙ·  sup[‚Ê(ı~) ; ı~Œˆ]  Û˘Ó‹ıˆ˜ Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ ÙÔ  · Î·È ÔÓÔÌ¿-
˙ÂÙ·È επ�πεδ� σηµαντικ�τητας (Â.Û.) ‹ µ�γεθ�ς ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜  Ê.

°È· ÙË ÁÚ·ÊÈÎ‹ ‰È·Û¿ÊËÛË ÌÂÚÈÎÒÓ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ ¤ÓÓÔÈÂ˜ ÛÂ ¤Ó·
Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ·ÚÈıÌËÙÈÎfi ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ·Ú·¤ÌÂÙ·È ÛÙËÓ
EÈÎfiÓ· 1.2. ·Ú·Î¿Ùˆ.

Afi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ ·Ú·¿Óˆ ÔÛÔÙ‹ÙˆÓ Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ Ì›· È‰·ÓÈ-
Î‹ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Ê ı· ‹Ù·Ó ÂÎÂ›ÓË ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·  ·=0  Î·È Ë  ‚Ê(ı~)  Á›ÓÂ-
Ù·È Ì¤ÁÈÛÙË ‰˘Ó·Ù‹ ÁÈ· Î¿ıÂ ı~Œˆc. ¢˘ÛÙ˘¯Ò˜ fiÌˆ˜ Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹-

ÛÂÈ˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÁÈ· ÌË ÙÂÙÚÈÌÌ¤Ó· ÛÙ·ÙÈÛÙÈÎ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù·. MÂÙ¿ ·fi
·˘Ùfi Î·È ÌÂ ‚¿ÛË ÙËÓ ÛËÌ·Û›· Ô˘ ·Ô‰fiıËÎÂ ÛÙËÓ (ÌË‰ÂÓÈÎ‹) ˘fiıÂÛË H, Ë
ÚÔÙÂÈÓfiÌÂÓË ÔÚÂ›· ·Ó·˙‹ÙËÛË˜ ÌÈ·˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ê Â›Ó·È Ë ·ÎfiÏÔ˘-
ıË. EÈÏ¤ÁÔ˘ÌÂ ÂÎ ÙˆÓ ÚÔÙ¤ÚˆÓ Ì›· (ÌÈÎÚ‹) ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ·  (.¯.  ·=0,005, 0,01,
0,05, 0,10)  Î·È Î·ÙfiÈÓ ÂÈ˙ËÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ Ì›·˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ê
Ù¤ÙÔÈ·˜ ÒÛÙÂ

sup[‚Ê(ı~) ; ı~Œˆ] = · (1.2)

Î·È ‚Ê(ı~) ≥ ‚Ê*(ı~),    ı~Œˆc, (1.3)

ÁÈ· Î¿ıÂ ¿ÏÏË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê*  ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·

sup[‚Ê*(ı~) ; ı~Œˆ] ≤ ·. (1.4)

Oρισµ�ς 1.4.

M›· ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Ê Ë ÔÔ›·, ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.2) Î·È (1.3)
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �µ�ι�µ�ρφα (fiÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÙÔ ı~Œˆ) ισ�υρ�τατη  (0I) (ÌÂÙ·Í‡
fiÏˆÓ ÙˆÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙË Û¯¤ÛË (1.4)) ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘-
Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ Â.Û. ·.

Παρατ�ρηση 1.1. AÓ A Â›Ó·È ·Ï‹, ÙfiÙÂ ÁÈ· ÚÔÊ·ÓÂ›˜ ÏfiÁÔ˘˜, Ì›· OI
ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Ê ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ·Ï¿ ισ�υρ�τατη.

AÓ Ì›· ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Ê Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜ (1.1) ÙfiÙÂ:

‚Ê(ı~) =  P
~
ı (·fiÚÚÈ„Ë˜ ÙË˜ H)

=  P
~
ı (X~ ŒB)

= 1ØP
~
ı(X~ ŒB)+0ØP

~
ı(X~ ŒBc)

=  E
~
ıÊ (X~ ) .

¢ËÏ·‰‹, ‚Ê(ı~) = E
~
ıÊ (X~ ) ,  ı~Œø (1.5)

E›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ›  (‚Ï. Â›ÛË˜ ÕÛÎËÛË 1.2) fiÙÈ Ë Û¯¤ÛË (1.5) ÈÛ¯‡ÂÈ
ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ (Ù˘¯ÔÔÈËÌ¤ÓË ‹ ÌË) ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê.
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1.2 . #λεγ��ς απλ$ν στατιστικ$ν υπ�θ�σεων

™ÙÔ ¯ˆÚ›Ô ·˘Ùfi ÂÈ˙ËÙÔ‡ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÈ·˜ ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘-
Ó¿ÚÙËÛË˜ fiÙ·Ó Î·È ÔÈ ‰‡Ô ˘Ôı¤ÛÂÈ˜ H Î·È A Â›Ó·È ·Ï¤˜. A˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó·
Û˘Ì‚·›ÓÂÈ, Â›ÙÂ ÁÈ·Ù› ÙÔ ø ¤¯ÂÈ Ú¿ÁÌ·ÙÈ ‰‡Ô ÌfiÓÔ ÛËÌÂ›·, Â›ÙÂ ÁÈ·Ù› ÌÔÚÂ›
Î·Ù¿ÏÏËÏ· Ó· ÂÚÈÔÚÈÛıÂ› ÛÂ ¤Ó· ‰ÈÛ‡ÓÔÏÔ.

flÛÙÂ Â› ÙÔ˘ ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔ Ù.‰.  ~X = (X1, …, Xn)¢  ·fi ÙËÓ ..

f(· ; ı~),   ~ıŒø = {~ı0, ~ı1}  Î·È ˙ËÙ¿ÌÂ ÙËÓ Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÌÈ·˜ ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË˜ ÂÏÂÁ-

¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  · (0 < · < 1)  ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘fiıÂÛË˜ H: ~ıŒˆ =

= {~ı0}   (‰ËÏ·‰‹  H: ~ı=~ı0)  ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜  A: ~ıŒˆc ={~ı1}  (‰ËÏ·-
‰‹  A: ~ı = ~ı1).  °È· ÏfiÁÔ˘˜ Â˘ÎÔÏ›·˜ ı¤ÙÔ˘ÌÂ  f0 = f(· ; ı~0)  Î·È  f1 = f(· ; ı~1)

Î·È ˘ÂÓı˘Ì›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ  ~x = (x1, …, xn)¢,  fiÔ˘  x1, …, xn  Â›Ó·È ÔÈ ·Ú·ÙËÚË-
Ì¤ÓÂ˜ ÙÈÌ¤˜ ÙˆÓ Ù.Ì.  X1, …, Xn,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.

E›ÛË˜ ı¤ÙÔ˘ÌÂ   L(~x ; ~ı) = ’
n

j=1
 f(xj ; ~ı).

Θε$ρηµα 1.1.

(Θεµελι$δες λ�µµα των Neyman – Pearson). Για τ
ν �λεγ�
 της
υπ
θ�σεως  H: ~ı = ~ı0  �ναντι της εναλλακτικ�ς  A: ~ı = ~ı1  σε επ�πεδ

σηµαντικ�τητας ·  (0<·<1)  και µε ��ση τ
  ~x  �πως παραπ�νω, θεω-
ρ
�µε την ελεγ�
συν�ρτηση Ê π
υ 
ρ��εται ως ε��ς:

Ê(~x) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1 ,   αν  L(~x ; ~ı1) > CL(~x ; ~ı0)
Á ,   αν  L(~x ; ~ı1) = CL(~x ; ~ı0)
0 ,   αν  L(~x ; ~ı1) < CL(~x ; ~ı0)

(1.6)

�π
υ 
ι σταθερ�ς Á  (0≤Á≤1)  και  C  (>0)  καθ
ρ��
νται µε τη σ��ση

E
~
ı0  Ê( ~X) = ·. (1.7)

T�τε η ελεγ�
συν�ρτηση αυτ� ε�ναι ισ�υρ�τατη αν�µεσα σε �λες
τις ελεγ�
συναρτ�σεις, των 
π
�ων τ
 επ�πεδ
 σηµαντικ�τητας ε�-
ναι  ≤·  (Για πρ
φανε�ς λ�γ
υς η σταθερ�  C  καλε�ται κρ�σιµη στα-
θερ� � σηµε�� απ�κ�π�ς).

H ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ Á›ÓÂÙ·È ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ·ÓÙÈÏËÙ‹ ÌÂ ÙÔ˘˜ ‰È·-
¯ˆÚÈÛÌÔ‡˜ ÙË˜ ÛÂ ÙÌ‹Ì·Ù·. A˘Ùfi ÂÈÙ˘Á¯¿ÓÂÙ·È ÌÂ Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ‰‡Ô Ï‹Ì-
Ì·Ù·.
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Λ�µµα 1.1.

°È· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜ H ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜ A ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹-
Ì·ÙÔ˜ 1.1, Â›Ó·È ¿ÓÙÔÙÂ ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÔÚÈÛıÔ‡Ó ÛÙ·ıÂÚ¤˜  ÁŒ[0, 1]  Î·È  C>0

Ù¤ÙÔÈÂ˜ ÒÛÙÂ Ë ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1.6) Ó· Â›Ó·È
ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ ·.

Aπ�δει%η: (i) Συνε��ς περ�πτωση: ™Â fi,ÙÈ ·ÎÔÏÔ˘ıÂ› ı· ¯ÚÂÈ·ÛÙÂ› Ó·
‰È·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ÌÂ ÙËÓ ÔÛfiÙËÙ·  L(~x ; ~ı0). °È· ÙÔÓ ÛÎÔfi ·˘Ùfi ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ

T = {~xŒ ~ón ; L(~x ; ~ı0) > 0}

Î·È ¤ÛÙˆ   Ac = ~X
–1 (Tc)  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

P
~
ı0

(Ac) = P
~
ı0

( ~XŒTc) = Ú
Tc

L(~x ; ~ı0)d~x = 0.

(¶ÚÔÊ·ÓÒ˜  d~x  Â›Ó·È Û˘ÓÔÙÈÎfi˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ÙÔ˘  dx1, …, dxn). ™˘ÓÂÒ˜,
Â› ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘  Ac, ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ Ù.Ì. Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÙÚÔÔÔÈËıÂ› Î·Ù¿

ÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi Èı·ÓÔÙ‹ÙˆÓ fiÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÙÔ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎfi Ì¤ÙÚÔ  P
~
ı0

.

Afi ÙËÓ (1.6) ¤¯Ô˘ÌÂ

P
~
ı0 

Ê( ~X)= P
~
ı0

[L( ~X ; ~ı1) > CL( ~X ; ~ı0)]+Á P
~
ı0

[L( ~X ; ~ı1) = CL( ~X ; ~ı0)]

= P
~
ı0

{[L( ~X ; ~ı1)>CL( ~X ; ~ı0)] « A}+ÁP
~
ı0

{[L( ~X ; ~ı1) =

= CL( ~X ; ~ı0)] « A}

= P
~
ı0 

 [(Y > C) « A]+Á P
~
ı0 

[(Y=C) « A]

= P
~
ı0 

(Y > C)+Á P
~
ı0 

(Y = C),

fiÔ˘

Y = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

L( ~X ; ~ı1)
L( ~X ; ~ı0)   Â› ÙÔ˘ A

0    Â› ÙÔ˘ Ac
.

™ÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· ¤ÛÙˆ G  Ë Û.Î. ÙË˜ Ù.Ì. Y (˘fi ÙÔ Èı·ÓÔıÂˆÚËÙÈÎfi Ì¤ÙÚÔ

P
~
ı0

), ‰ËÏ·‰‹,  G(y) = P
~
ı0  (Y≤y), Î·È ¤ÛÙˆ h Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ˆ˜

ÂÍ‹˜:
h(y) = 1–G(y) (=  P

~
ı0

 (Y > y)),      yŒó.

TfiÙÂ ·fi ÙÈ˜ ÁÓˆÛÙ¤˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÌÈ·˜ Û.Î. (‰ËÏ·‰‹, ÙÔ fiÙÈ Â›Ó·È ÌË Êı›-
ÓÔ˘Û·, Û˘ÓÂ¯‹˜ ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿,  G(•) = 1  Î·È  G(–•) = 0,  Î·È È‰È·›ÙÂÚ·, ÛÙË

Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓË ÂÚ›ÙˆÛË  G(0) = 0, Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË  h  ÎÏËÚÔÓÔÌÂ› ÙÈ˜ ·ÎfiÏÔ˘-
ıÂ˜ È‰ÈfiÙËÙÂ˜: E›Ó·È ÌË ·‡ÍÔ˘Û·, Û˘ÓÂ¯‹˜ ·fi Ù· ‰ÂÍÈ¿,  h(•)=0  Î·È  h(0)=1.

Afi ·˘Ù¿ ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ ÁÈ· ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ  yŒó,
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P
~
ı0

 (Y = y) = G(y)–G(y–)

= [1–h(y)]–[1–h(y–)] = h(y–)–h(y),

fiÔ˘  h(y–)  ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ fiÚÈÔ ·fi Ù’ ·ÚÈÛÙÂÚ¿. (OÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ·˘Ù¤˜ ÂÚÈ¤¯Ô-
ÓÙ·È ÁÚ·ÊÈÎ¿ ÛÙËÓ EÈÎfiÓ· 1.1 ·Ú·Î¿Ùˆ). Afi ÙËÓ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓË ¤ÎÊÚ·ÛË
ÁÈ· ÙËÓ   E

~
ı0

 Ê( ~X),  ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜  h(C)  Î·È ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË ÁÈ·

ÙËÓ Èı·ÓfiÙËÙ·   P
~
ı0

 (Y=y),  ¤¯Ô˘ÌÂ

E
~
ı0

 Ê(Á) = h(C)+Á[h(C–)–h(C)]

= (1–Á)h(C)+Áh(C–).

EÈı˘ÌÔ‡ÌÂ ÙÔÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÙˆÓ ÛÙ·ıÂÚÒÓ  ÁŒ[0, 1]  Î·È  C>0  ÌÂ ÙÚfi-

Ô ÒÛÙÂ Ë ·Ú·¿Óˆ ¤ÎÊÚ·ÛË Ó· ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ·, ‰ËÏ·‰‹:

h(C)+Á[h(C–)–h(C)] = (1–Á)h(C)+Áh(C–) = ·.

A’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ¤ÎÊÚ·ÛË Î·È ·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  ÁŒ[0, 1]  ¤¯Ô˘ÌÂ ·Ê’ ÂÓfi˜

fiÙÈ
h(C) ≤ · ≤ h(C–),

Î·È ·Ê’ ÂÙ¤ÚÔ˘

Á = 
·–h(C)

h(C–)–h(C)

(fiÔ˘ Ë ¤ÎÊÚ·ÛË  
0
0  Ú¤ÂÈ Ó· ıÂˆÚËıÂ› ˆ˜ 0). MÂ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ fiÙÈ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË

h  Â›Ó·È ÁÓˆÛÙ‹, Ì›· ÛÙ·ıÂÚ‹  C=C0,  ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›·  h(C0) ≤ · ≤ h(C0–),  Â›Ó·È
‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· Î·Ù¿ÏÏËÏˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ Î·È ÁÚ·ÊÈÎ¿
ÌÂ ÙËÓ ¯¿Ú·ÍË ÙË˜ Â˘ıÂ›·˜ ÁÚ·ÌÌ‹˜ Ô˘ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·
ÙˆÓ  y  ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (0, ·).  (ŸÛÔÓ ·ÊÔÚ¿ ÛÙÔ ÌÔÓÔÛ‹Ì·ÓÙÔ ÙÔ˘ ÔÚÈÛÌÔ‡
ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ‹˜  C0  Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· Î·È ÙË˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜
Ê,  ‚Ï¤Â ¶·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2 (ii) ·Ú·Î¿Ùˆ). ™ÙÔ ÛËÌÂ›Ô ·˘Ùfi ‰È·ÎÚ›ÓÔ˘ÌÂ ‰‡Ô
ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜:  TÔ ÛËÌÂ›Ô  C0  Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙË˜  h, ‰ËÏ·‰‹  h(C0) =
= h(C0–).  TfiÙÂ ·fi ÙÈ˜ ·Ú·¿Óˆ ÂÎÊÚ¿ÛÂÈ˜ Û˘Ó¿ÁÔ˘ÌÂ  ·=h(C0),  Á=0  Î·È
E

~
ı0 Ê( ~X) = ·.  ¢ËÏ·‰‹ Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê  ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÂıÔ˜  ·.

YÔı¤ÙÔ˘ÌÂ ÙÒÚ·, fiÙÈ ÙÔ  C0  Â›Ó·È ÛËÌÂ›Ô ·Û˘Ó¤¯ÂÈ·˜ ÙË˜  h.
TfiÙÂ

Á = 
·–h(C0)

h(C0–)–h(C0)      (0 ≤ Á ≤ 1)

Î·È

E
~
ı0

 Ê( ~X) = h(C0) + 
·–h(C0)

h(C0–)–h(C0) [h(C0–)–h(C0)] = ·.

¢ËÏ·‰‹, ¿ÏÈ Ë ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê  ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÂıÔ˜  ·.  H ·fi‰ÂÈ-
ÍË ÙÔ˘ Ï‹ÌÌ·ÙÔ˜ ÔÏÔÎÏËÚÒıËÎÂ.
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h(y)

1

0 c y

h(c–)

Eικ. 1.1

(ii) ∆ιακριτικ� περ�πτωση: Ÿˆ˜ ·Ú·¿Óˆ, ÂÎÙfi˜ ÙÔ˘ fiÙÈ Ù· ÔÏÔÎÏË-
ÚÒÌ·Ù· ·ÓÙÈÎ·ıÈÛÙÔ‡ÓÙ·È ·fi ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·.

Λ�µµα 1.2.

ŒÛÙˆ fiÙÈ  Ê  Â›Ó·È Ì›· ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË,  fiˆ˜ ·˘Ù‹ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÙËÎÂ
ÛÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ §‹ÌÌ·ÙÔ˜ 1.1. TfiÙÂ ·˘Ù‹ Â›Ó·È Ë ÈÔ ÈÛ¯˘Ú‹, fiˆ˜ ÈÛ¯˘ÚÈ-
ÛÙ‹Î·ÌÂ ÛÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1.1.

Aπ�δει%η: (i) Συνε��ς περ�πτωση: ŒÛÙˆ fiÙÈ  Ê*  Â›Ó·È Ì›· ÔÔÈ·‰‹-
ÔÙÂ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂÁ¤ıÔ˘˜  ≤·  Î·È ¤ÛÙˆ fiÙÈ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ù· (ÌÂÙÚ‹ÛÈÌ·)
Û‡ÓÔÏ·  B  Î·È  °  Ô˘ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È fiˆ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ

B = {~xŒón ; Ê(~x)–Ê*(~x) > 0} = (Ê > Ê*),

° = {~xŒón ; Ê(~x)–Ê*(~x) < 0} = (Ê < Ê*).

TfiÙÂ, ÚÔÊ·ÓÒ˜,  B«° = ∆  Î·È

 ̨Ô
˝
Ô̧B = (Ê > Ê*) Õ (Ê=1) » (Ê=Á) = (f1 ≥ Cf0)

° = (Ê > Ê*) Õ (Ê=0) » (Ê=Á) = (f1 ≤ Cf0)
  (1.8)

™˘ÓÂÒ˜

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] [f1(~x)–Cf0(~x)] d~x

= Ú
B

[Ê(~x)–Ê*(~x)] [f1(~x)–Cf0(~x)] d~x



20 Kεφ�λαι
 Πρ�τ


+Ú
°

[Ê(~x)–Ê*(~x)] [f1(~x)–Cf0(~x)] d~x

Î·È Î·ı¤Ó· ·fi Ù· ‰‡Ô ·Ú·¿Óˆ ÔÏÔÎÏËÚÒÌ·Ù· Â›Ó·È  ≥ 0  ÌÂ ‚¿ÛË ÙÈ˜
Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.8). flÛÙÂ, ÏÔÈfiÓ,

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] [f1(~x)–Cf0(~x)] d~x ≥ 0

‹, ÈÛÔ‰‡Ó·Ì·,

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] f1(~x) d~x ≥ C Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)]  f0(~x) d~x . (1.9)

AÏÏ¿

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] f0(~x) d~x = Ú
ón

Ê ~(x)f0(~x) d~x –Ú
ón

Ê*(~x)f0(~x) d~x

= E
~
ı0

 Ê( ~X)–E
~
ı0

  Ê*( ~X)

= ·–E
~
ı0

 Ê*( ~X)

Î·È Ë ÙÂÏÂ˘Ù·›· ·˘Ù‹ ‰È·ÊÔÚ¿ Â›Ó·È  ≥0,  fiˆ˜ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·fi ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi
ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜  Ê*.  ¢ËÏ·‰‹,

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] f0(~x) d~x ≥ 0

Î·È Û˘ÓÂÒ˜ Ë Û¯¤ÛË  (1.9) ‰›ÓÂÈ

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] f1(~x) d~x ≥ 0 . (1.10)

AÏÏ¿

Ú
ón

[Ê(~x)–Ê*(~x)] f1(~x) d~x = Ú
ón

Ê ~(x)f1(~x) d~x –Ú
ón

Ê*(~x)f1(~x) d~x

= E
~
ı1

 Ê( ~X)–E
~
ı1 Ê*( ~X)

= ‚Ê(~ı1)–‚Ê*(~ı1).

Afi ·˘Ùfi Î·È ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ·  (1.10) ¤¯Ô˘ÌÂ ÙfiÙÂ  ‚Ê(~ı1) ≥ ‚Ê*(~ı1),  fiˆ˜
ÂÚfiÎÂÈÙÔ Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ›.

(ii) ∆ιακριτικ� περ�πτωση: Ÿˆ˜ ·Ú·¿Óˆ, ÂÎÙfi˜ ÙÔ˘ fiÙÈ Ù· ÔÏÔÎÏË-
ÚÒÌ·Ù· ·ÓÙÈÎ·ı›ÛÙ·ÓÙ·È ·fi ·ıÚÔ›ÛÌ·Ù·.
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Aπ�δει%η τ�υ Θεωρ�µατ�ς 1.1. A˘Ù‹ Â›Ó·È ¿ÌÂÛË ·fi Ù· §‹ÌÌ·Ù· 1.1
Î·È 1.2.

TÔ ·Ú·¿Óˆ ıÂÒÚËÌ· ‰ÂÓ ·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ÛÙÔ Ì¤ÁÂıÔ˜ ÙË˜ ÈÛ¯‡Ô˜ ÙË˜ ÈÛ¯˘-
ÚÔÙ¿ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜  Ê. E›Ó·È fiÌˆ˜ ¿ÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ıÂˆ-
Ú‹Ì·ÙÔ˜ fiÙÈ ·˘Ù‹ ‰ÂÓ ˘ÔÏÂ›ÂÙ·È ÙÔ˘ Â.Û. ·. ¢ËÏ·‰‹:

Π�ρισµα 1.1.

°È· ÙËÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê  ÙÔ˘ ıÂˆÚ‹Ì·ÙÔ˜ ÈÛ¯‡ÂÈ  ‚Ê(~ı1) ≥ ·.

Aπ�δει%η: ŒÛÙˆ fiÙÈ  Ê*(~x)=·,  ~xŒón.  TfiÙÂ Ë  Ê*  ¤¯ÂÈ Ì¤ÁÂıÔ˜  ·,  Î·È
ÂÂÈ‰‹ Ë  Ê  Â›Ó·È ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË,   · = ‚Ê* (~ı1) ≤ ‚Ê(~ı1).

Παρατ�ρηση 1.2. (i) Afi ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ §‹ÌÌ·ÙÔ˜ 1.1 ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ
Ë ÌfiÓË ÂÚ›ÙˆÛË, Î·Ù¿ ÙËÓ ÔÔ›·  0 < Á < 1  Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓË,  fiÔ˘ Ë ·Ú¿ÏÏË-
ÏË ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (0, ·)  ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· ÙˆÓ  y  Û˘Ó·ÓÙ¿ ÙÔ "¿ÓÔÈÁÌ·" ÂÓfi˜
Ë‰‹Ì·ÙÔ˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ  h(y),  ÛÂ ¤Ó· ÛËÌÂ›Ô  C0.  ™Â
fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ˘fiÏÔÈÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜  Á=0  ‹  Á=1  (·ÚfiÌÔÈ· ‚Ï. ÕÛÎËÛË 1.3).

(ii) E›ÛË˜ ·fi ÙËÓ ·fi‰ÂÈÍË ÙÔ˘ ·Ú·¿Óˆ Ï‹ÌÌ·ÙÔ˜ ÂÁÂ›ÚÂÙ·È ÙÔ ÂÚÒ-
ÙËÌ· ·Ó Ë ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê, fiˆ˜ Î·Ù·ÛÎÂ˘¿ÛÙËÎÂ, Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹. ™¯Â-
ÙÈÎ¿ ÌÂ ·˘Ùfi Ë ÌfiÓË ÂÚ›ÙˆÛË Ô˘ ¯ÚÂÈ¿˙ÂÙ·È ‰È·Û¿ÊËÛË Â›Ó·È ÂÎÂ›ÓË ÛÙËÓ
ÔÔ›· Ë ·Ú¿ÏÏËÏË ·fi ÙÔ ÛËÌÂ›Ô  (0, ·)  ÚÔ˜ ÙÔÓ ¿ÍÔÓ·  y  Û˘Ó·ÓÙ¿ ÙËÓ
Î·Ì‡ÏË Ô˘ ·ÚÈÛÙ¿ÓÂÈ ÙËÓ  h(y)  Î·Ù¿ ¤Ó· Â˘ı‡ÁÚ·ÌÌÔ ÙÌ‹Ì·  C1C2. ™ÙËÓ
ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ  C0  Â›ÙÂ ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ  C1  Â›ÙÂ ÌÂ  C2  Î·È ÙËÓ
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘  Á  ÙËÓ Î·ıÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË:

Á = 
·–h(C0)

h(C0–)–h(C0)  .

AÏÏ¿ Î·È ÔÔÈ·‰‹ÔÙÂ ¿ÏÏË ÙÈÌ‹  C1 < C0 < C2  Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÏËÊıÂ›
(ÔfiÙÂ ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô  Á=0),  ·ÊÔ‡:

P
~
ı0

(C1<y<C2) = P
~
ı0

(Y>C1)–P
~
ı0

(Y>C2)–P
~
ı0

(Y=C2)

= h(C1)–h(C2)–h(C2–)+h(C2)

= h(C1)–h(C2–)

= ·–·

= 0.

ÕÚ· Ô ·Ú·¿Óˆ Î·ıÔÚÈÛÌfi˜ ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜  Ê  Â›Ó·È Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ¿
ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜.  (‚Ï. Â›ÛË˜  ÕÛÎËÛË 1.4).
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(iii) K·Ù¿ ÙÔ £ÂÒÚËÌ· 1.1 Ë ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê  Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙÈ˜
Û¯¤ÛÂÈ˜ (1.6) Î·È (1.7) Â›Ó·È ÈÔ ÈÛ¯˘Ú‹ ·Ó¿ÌÂÛ· Û’ fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹-
ÛÂÈ˜, ÙˆÓ ÔÔ›ˆÓ ÙÔ Â›Â‰Ô ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙËÙ·˜ Â›Ó·È  ≤ ·. E›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó·
·Ô‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ ÈÛ¯‡ÂÈ Î·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ, ‰ËÏ., ·Ó Ë ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË  Ê  Â›-
Ó·È ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË Î·È ¤¯ÂÈ Â›Â‰Ô ÛËÌ·ÓÙÈÎfiÙËÙ·˜  ·, ÙfiÙÂ ·˘Ù‹ ·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿
ı· ¤¯ÂÈ ÙË ÌÔÚÊ‹ (1.6) Î·È ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  Á  Î·È  C  Î·ıÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ (1.7)
ÂÎÙfi˜ ·Ó ˘¿Ú¯ÂÈ Ì›· ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ÌÂ Ì¤ÁÂıÔ˜  <·  Ë ÔÔ›· ¤¯ÂÈ ÈÛ¯‡
›ÛË ÌÂ ÙËÓ ÌÔÓ¿‰·.

1.3. Mερικ� διασαφητικ� παραδε�γµατα

™Â fiÏ· Ù· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· Ô˘ ·ÎÔÏÔ˘ıÔ‡Ó, ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÂÓÙÔ›˙ÂÙ·È ÛÙÔÓ
ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi ÌÈ·˜ ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ·Ï‹˜
˘fiıÂÛË˜  H: ı=ı0  ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ·Ï‹˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜  A : ı=ı1  ÛÂ Â.Û.  ·
(0 < · < 1).  O ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÌfi˜ ·˘Ùfi˜ ı· Á›ÓÂÈ ÌÂ ÙËÓ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÙÔ˘ ‚·ÛÈÎÔ‡
Ï‹ÌÌ·ÙÔ˜ ÙˆÓ Neyman-Pearson. ŒÙÛÈ Ë ÔÛfiÙËÙ· Ô˘ ı· ¯ÚËÛÈÌÔÔÈËıÂ›
Â›Ó·È:

Ï = Ï(~x ; ı0, ı1) = 
L(~x ; ı1)
L(~x ; ı0)

‹, fiˆ˜ ÂÍ˘ËÚÂÙÂ› ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ, Ë ÔÛfiÙËÙ·  log Ï, ·ÊÔ‡ Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË
y = logx  (x > 0)  Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·.

Παρ�δειγµα 1.3. OÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ù.Ì.  X1, …, Xn �B(1, ı),  ıŒø=(0, 1)
Î·È, ¯ˆÚ›˜ Ó· ÂËÚÂ·ÛÙÂ› Ë ÁÂÓÈÎfiÙËÙ·, ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ˘Ôı¤ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ ı0 < ı1.

£¤ÙÔÓÙ·˜   t = Â
n

j=1
 xj,  ¤¯Ô˘ÌÂ

L(~x ; ı) = ’
n

j=1
 f(xj ; ı) = ’

n

j=1
 ıxj (1–ı)1–xj = ıt(1–ı)n–t,

¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

logÏ = log 
ıt

1 (1–ı1)n–t

ıt
0 (1–ı0)n–t

= t log 
ı1
ı0

 +(n–t) log 
1–ı1
1–ı0

= t log 
ı1(1–ı0)
ı0(1–ı1) + n log 

1–ı1
1–ı0

 .

A’ ·˘Ù¿ Î·È ·fi ÙËÓ ·ÓÈÛfiÙËÙ·  ı0<ı1  ‰È·ÈÛÙÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ ÙÔ  Ï < C  Â›-
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Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÌÂ ÙÔ  t > C0,  fiÔ˘

C0 = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆlogC–nlog 

1–ı1
1–ı0

 

log 
ı1(1–ı0)
ı0(1–ı1)

  .

ÕÚ· Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È Ë ·ÎfiÏÔ˘ıË:

Ê(~x) = 
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1 ,    t > C0

Á ,    t = C0

0 ,    t < C0

 ,       
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

  t = Â
n

j=1
 xj  (1.11)

fiÔ˘ ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  C  Î·È  Á  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË:

E
~
ı0

 Ê( ~X) = P
~
ı0

(T > C0) + ÁP
~
ı0

 (T = C0) = · (1.12)

ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  T = Â
n

j=1
 Xj  � B(n, ıi),    i=0, 1.

Παρατ�ρηση 1.3. °È·  ı0 > ı1  Ë ÂÈı˘ÌËÙ‹ ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË
‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË (1.11) ÌÂ ·ÓÙÂÛÙÚ·Ì¤ÓÂ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜.

Aριθµητικ� εφαρµ�γ�. ŒÛÙˆ  n=25,  ı0=0,50,   ı1=0,75  Î·È  ·=0,05.
TfiÙÂ  T�B(25, ıi),   i=0, 1,  Î·È Ë Û¯¤ÛË

P0,50  (T > C0)+ÁP0,50  (T = C0) = 0,05

Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË:

P0,50  (T ≤ C0)–ÁP0,50  (T = C0) = 0,95.

Afi ÙÔ˘˜ ¢ÈˆÓ˘ÌÈÎÔ‡˜ ›Ó·ÎÂ˜ ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ:

P0,50  (T ≤ 17) = 0,9784    Î·È   P0,50  (T = 17) = 0,0323.

EÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ Á ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË  0,9784–0,0323Á = 0,95  ·fi
ÙËÓ ÔÔ›· ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ  Á = 0,8792.  flÛÙÂ ÁÈ· Ù· ·Ú·¿Óˆ ‰Â‰ÔÌ¤Ó· Ë ˙ËÙÔ‡-
ÌÂÓË ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1.11) ÌÂ  C0=17
Î·È  Á=0,8792.  T¤ÏÔ˜, Ë ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ ·˘Ù‹˜ Â›Ó·È:

‚(0, 75) = P0,75  (T>17)+0,8792  P0,75  (T=17) = 0,8356.

Παρατ�ρηση 1.4. Afi ÙËÓ ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·˘Ù‹ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÚÔÎ‡ÙÂÈ Û·ÊÒ˜
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Ë ·Ó¿ÁÎË ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË˜ Ù˘¯ÔÔÈËÌ¤ÓˆÓ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó·ÚÙ‹ÛÂˆÓ, ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ·
ÙÔ Û˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤ÓÔ ˙‹ÙËÌ·, Ë ÛËÌ·Û›· ÙË˜ ÛÙ·ıÂÚ¿˜ Á, fiˆ˜ Â›ÛË˜ Î·È Ë
·Ó¿ÁÎË ÂÈÛ·ÁˆÁ‹˜ ÙË˜ ÔÛfiÙËÙ·˜ Á. ™˘ÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· Ë ¯ÚËÛÈÌÔÔ›ËÛË ÙË˜
ÛÙ·ıÂÚ¿˜ Á Â›Ó·È ··Ú·›ÙËÙË ÚÔÎÂÈÌ¤ÓÔ˘ Ó· ÂÙ‡¯Ô˘ÌÂ Â.Û. ›ÛÔ ÌÂ ÙÔ
‰ÔÛÌ¤ÓÔ  ·=0,05. ¶·Ú·ÙËÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ ÁÈ·  C0=17,  P0,50  (T > 17) = 0,0216 < 0,05
ÂÓÒ ÁÈ·  C0=16,  P0,50   (T>16) = 0,0538 > 0,05.  A˘Ùfi ÛËÌ·›ÓÂÈ fiÙÈ Ë ˘fiıÂÛË
H  ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, fiÙ·Ó  T > 17, ÂÓÒ ÁÈ·  T = 17,  ÂÚÈÛÙÚ¤ÊÔ˘ÌÂ ¤Ó· ÓfiÌÈ-
ÛÌ·, ÁÈ· ÙÔ ÔÔ›Ô Ë ÂÌÊ¿ÓÈÛË ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜  {H} ¤¯ÂÈ Èı·ÓfiÙËÙ· Á, Ù¤ÙÔÈ·
ÒÛÙÂ:

P0,50  (T>17)+ÁP0,50  (T=17) = 0,05

H ˘fiıÂÛË H Á›ÓÂÙ·È ·Ô‰ÂÎÙ‹ (ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ· Á), fiÙ·Ó  {H} ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ›
Î·È ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È (ÌÂ Èı·ÓfiÙËÙ· 1–Á), fiÙ·Ó ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ {T} ÂÌÊ·ÓÈÛÙÂ›.

¶·ÚfiÌÔÈÂ˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜ ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· fiÏÂ˜ ÙÈ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÛÙÈ˜ ÔÔ›Â˜ Ë

Ù.Ì.   
L( ~X ; ı1)
L( ~X ;  ~ı0)   Â›Ó·È ÙÔ˘ ‰È·ÎÚÈÙÈÎÔ‡ Ù‡Ô˘.

Παρ�δειγµα 1.4. ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜  Ù.Ì. X1, …, Xn �P(ı),  ıŒø=

= (0, •)  Î·È ˘Ôı¤ÙÔ˘ÌÂ, fiˆ˜ ÛÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, fiÙÈ  ı0 < ı1.

Ÿˆ˜ ·Ú·¿Óˆ, ¤ÛÙˆ  t = Â
n

j=1
 xj,  ÔfiÙÂ

L(~x ; ı) = ’
n

j=1
 f(xj ; ı) = ’

n

j=1
 e–ı 

ıxj

 xj!
 = e–nı  ıt

’
n

  
j=1

 xj!  

    .

ÕÚ·

logÏ = log 
e–nı1 ıt

1

 e–nı0 ıt
0 

  = tlog 
ı1
ı0

 –n(ı1–ı0),

Î·È  Ï < C  Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌÔ ÙÔ˘  t > C0 (ÁÈ· ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  ı0 < ı1) fiÔ˘

C0 = 
[logC+n(ı1–ı0)]

log 
ı1
ı0

  .

TfiÙÂ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È

Ê(~x) =
 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1  ,    t > C0

Á  ,    t = C0

0  ,    t < C0

  
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 t = Â
n

j=1
 xj  (1.13)



Γενικ�ς αρ
�ς ελ�γ

υ στατιστικ�ν υπ
θ�σεων. Aπλ�ς Στατιστικ�ς υπ
θ�σεις 25

fiÔ˘ ÔÈ ÛÙ·ıÂÚ¤˜  C0  Î·È Á  ÔÚ›˙ÔÓÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË

Eı0
Ê(~x) = Pı0

 (T > C0)+ÁPı0
 (T = C0) = · (1.14)

ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  T= Â
n

j=1
 xj  � P(nıi),    i=0,1.

Παρατ�ρηση 1.5.  °È·  ı0 > ı1,  Ë ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ‰›ÓÂÙ·È
·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË (1.13) ÌÂ ·ÓÙÂÛÙÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜.

Aριθµητικ� εφαρµ�γ�. ŒÛÙˆ  n=20,  ı0=0,3,  ı1=0,4   Î·È  ·=0,05.
TfiÙÂ  T�P(20ıi),   i=0,1  Î·È Ë Û¯¤ÛË

P0,3  (T > C0)+Á P0,3  (T = C0) = 0,05

Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙËÓ Û¯¤ÛË

P0,3  (T ≤ C0)–Á P0,3(T = C0) = 0,95.

Afi ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜ ÙÔ˘ Poisson ‚Ú›ÛÎÔ˘ÌÂ fiÙÈ  P0,3 (T ≤ 10) = 0,9574  Î·È
P0,3  (T=10) = 0,0413.  ™˘ÓÂÒ˜ ÙÔ  Á, Ô˘ ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË
0,9574–0,0413Á = 0,95,  Â›Ó·È  Á=0,1791.  ÕÚ· Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË
‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË  (1.13) ÁÈ·  C0=10  Î·È  Á=0,1791.  H ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ Â›Ó·È:

‚(0, 4) = P0,4   (T > 10)+0,1791  P0,4 (T = 10) = 0,2019.

Παρ�δειγµα 1.5. E‰Ò ÔÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ù.Ì.  X1, …, Xn�N(ı, 1),  ıŒø=ó,

ÌÂ Ù¤ÙÔÈÔ ÙÚfiÔ ÒÛÙÂ

L(~x ; ı) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
÷̀̀ 2̀

 

n
 exp 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

– 
1
2  Â

n

j=1
 (xj–ı)2   .

ÕÚ·

logÏ = 
1
2  Â

n

j=1
 [(xj–ı0)2–(xj–ı1)2]

= n(ı1–ı0)–x – 
1
2  n(ı2

1–ı2
0),

 Î·È Ë Û¯¤ÛË  Ï > C  Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË ÌÂ ÙË Û¯¤ÛË  –x > C0  (ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË
fiÙÈ  ı0<ı1),  fiÔ˘

C0 = 
1
n   Î

È
 ̊
˘

 
logC
ı1–ı0

 + 
n(ı0+ı1)

2    .

H ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È ÙfiÙÂ
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Ê(~x) = 
 Ó
Ì
Ï

 
1 ,   –x > C0

0 ,   –x ≤ C0
 , (1.15)

fiÔ˘ Ë ÛÙ·ıÂÚ¿  C0  ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË

Eı0
 Ê( ~X) = Pı0

 (
–
X> C0)

= 1–º[÷̀n(C0–ı0)]

= · (1.16)

·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ  
–
X � N  Ë

Ê
 ̄
ˆ ıi,  

1
n   ,   i = 0,1.

Παρατ�ρηση 1.6. (i) AÓ  ı0 > ı1,  ÙfiÙÂ Ë ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË

‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË  (1.15) ÌÂ ·ÓÙÂÛÙÚ·ÌÌ¤ÓÂ˜ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜.

(ii) AÓ Ë ÁÓˆÛÙ‹ ‰È·ÛÔÚ¿ Â›Ó·È  Û2  Î·È fi¯È ·Ó·ÁÎ·ÛÙÈÎ¿ 1, ÙfiÙÂ Ë ÌÂÓ
ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ·Ú·Ì¤ÓÂÈ fiˆ˜ Â›Ó·È, ÂÓÒ Ë

–
X � N  Ë

Ê
 ̄
ˆ

 ıi,  
Û2

n    ,    i=0, 1.

Aριθµητικ� εφαρµ�γ�. ŒÛÙˆ  n=9,  ı0=–1,  ı1=1  Î·È  · = 0,001. TfiÙÂ
–
X � N  Ë

Ê
 ̄
ˆ ıi,  

1
9   ,   i=0,1,  Î·È Ë Û¯¤ÛË (1.16) Á›ÓÂÙ·È

P–1(
–
X > C0) = 1–º[3(C0+1)]

= 0,001

·fi fiÔ˘  C0=0,03  (ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ K·ÓÔÓÈÎÒÓ ¶ÈÓ¿ÎˆÓ).
ÕÚ· Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË (1.15) ÁÈ·  C0=0,03.
H ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ Â›Ó·È:

‚(1) = P1(
–
X > 0,03)

= 1–º(–2,91)

= º(2,91)

= 0,9932.

H ·ÚÈıÌËÙÈÎ‹ ·˘Ù‹ ÂÊ·ÚÌÔÁ‹ ÂÚÈ¤¯ÂÈ Î·È ÙËÓ Â˘Î·ÈÚ›· ÁÈ· Â‡ÎÔÏË ÁÚ·-
ÊÈÎ‹ ‰È·Û¿ÊËÛË ÙˆÓ ‰È·ÊfiÚˆÓ ‚·ÛÈÎÒÓ ÂÓÓÔÈÒÓ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÔ‡ÌÂ ÛÙÔÓ
¤ÏÂÁ¯Ô Ì›·˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜.
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..  ÙË˜  N(–1,     )1
–
9

..  ÙË˜  N(1,     )1
–
9

0–1 0,03 1

Eικ. 1.2
C0 = 0,03 = ÛËÌÂ›Ô ·ÔÎÔ‹˜ Ë ÎÚ›ÛÈÌË ÛÙ·ıÂÚ¿.
(0,03, •) = ¯ˆÚ›Ô ·ÔÚÚ›„Âˆ˜ ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜ H.

(–•, 0,03] = ¯ˆÚ›Ô ·Ô‰Ô¯‹˜ ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜ H.

TÔ ÂÌ‚·‰fiÓ Î¿Ùˆ ·fi ÙËÓ Î·Ì‡ÏË ÙË˜  .. ÙË˜  N  Ë
Ê

 ̄
ˆ –1,  

1
9    Î·Ù·ÓÔÌ‹˜

Î·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (0,03, •)  ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙÔ  Â.Û. ‹ Ì¤ÁÂıÔ˜ · ÙË˜

ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜ Ê.

TÔ ÂÌ‚·‰fi Î¿Ùˆ ·fi ÙË Î·Ì‡ÏË ÙË˜ .. ÙË˜  N  Ë
Ê

 ̄
ˆ1,   

1
9    Î·Ù·ÓÔÌ‹˜ Î·È

¿Óˆ ·fi ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·  (0,03, •) ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙËÓ ÈÛ¯‡ ÙË˜ ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜

Ê  ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô 1.
TÔ ÂÌ‚·‰fi Î¿Ùˆ ·fi ÙË ·Ú·¿Óˆ Î·Ì‡ÏË Î·È ¿Óˆ ·fi ÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ·

(–•, 0,03]  ÈÛÔ‡Ù·È ÌÂ ÙË Èı·ÓfiÙËÙ· ÛÊ¿ÏÌ·ÙÔ˜ Ù‡Ô˘ –II.

Παρ�δειγµα 1.6. E‰Ò ÔÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ù.Ì.  X1, …, Xn�N(Ì, ı)  fiÔ˘  Ì
Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi Î·È  ıŒø = (0, •).

TfiÙÂ

L(~x ; ı) = 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
÷̀̀ `̀2ı

 

n
  exp 

 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

– 
1
2ı  Â

n

j=1
 (xj–Ì)2

 

Î·È Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ·

logÏ = log  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

ı0
ı1

   

n
2 + 

1
2   Ë

Ê
 ̄
ˆ 

1
ı0

 – 
1
ı1

   Â
n

j=1 
 (xj–Ì)2.

ÕÚ· Ë Û¯¤ÛË  Ï > C  Â›Ó·È ÈÛÔ‰‡Ó·ÌË (ÌÂ ÙËÓ ÚÔ¸fiıÂÛË fiÙÈ  ı0 < ı1)  ÚÔ˜
ÙË Û¯¤ÛË
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Â
n

j=1
 (xj–Ì)2 > C0,

fiÔ˘

C0 = 
2ı0ı1
ı1–ı0

  log  Î
Í
È

 ̊
˙
˘

 C  ËÁ
Ê

 ̄̃
ˆ

 ÷̀ı1
ı0

  

n
   .

H ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Â›Ó·È, ÏÔÈfiÓ,

Ê(~x) = 

 ÓÔ
Ì
ÔÏ

 

1 ,    Â
n

j=1
 (xj–Ì)2 > C0

0 ,     Â
n

j=1
 (xj–Ì)2 ≤ C0

 , (1.17)

fiÔ˘ Ë ÛÙ·ıÂÚ¿ C0 ÔÚ›˙ÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

Eı0 Ê( ~X) = Pı0  
 Î
Í
È

 ̊
˙
˘

 Â
n

j=1
 (Xj–Ì)2 > C0 

=  P  Ë
Ê

 ̄
ˆ ¯2

n > 
C0
ı0

 

= · (1.18)

·fi ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ

Â
n

j=1
 (xj–Ì)2 = ıi Â

n

j=1
 
 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

Xj–Ì

÷̀ıi
 

2
 � ıi¯

2
n ,    i=0,1

(E‰Ò fiˆ˜ Î·È ÛÂ ¿ÏÏÂ˜ ·Ó¿ÏÔÁÂ˜ ÂÚÈÛÙ¿ÛÂÈ˜, ÌÂ ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ  ¯2
n  Û˘Ì‚ÔÏ›-

˙ÔÌÂ ·ÌÊfiÙÂÚ· ÙË  ¯È-ÙÂÙÚ¿ÁˆÓÔ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ÌÂ  n  ‚·ıÌÔ‡˜ ÂÏÂ˘ıÂÚ›·˜ Î·ıÒ˜
Î·È Ì›· Ù.Ì. Ô˘ ¤¯ÂÈ ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹ ·˘Ù‹).

Παρατ�ρηση 1.7. Ÿˆ˜ Î·È ÛÙÈ˜ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÂ˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜,  ı0>ı1

Û˘ÓÂ¿ÁÂÙ·È ·ÓÙÈÛÙÚÔÊ‹ ÙˆÓ ·ÓÈÛÔÙ‹ÙˆÓ ÛÙËÓ Û¯¤ÛË (1.17) (Î·È Ê˘ÛÈÎ¿,
Î·È ÛÙË Û¯¤ÛË (1.18)).

Aριθµητικ� εφαρµ�γ�. ŒÛÙˆ  n=20,  ı0=4,  ı1=16,  ·=0,01  Î·È ¤ÛÙˆ
Ì=0.

TfiÙÂ Ë Û¯¤ÛË  (1.18) ‰›ÓÂÈ
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P4 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 Â
20

j=1
 X2

j  > C0   = 1–P  Ë
Ê

 ̄
ˆ

 ¯2
20 ≤ 

C0
4  

= 0,01 ,

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜  C0=150,264  (ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ· ÙˆÓ  ¯2 – ¶ÈÓ¿ÎˆÓ). ÕÚ· Ë ÂÏÂÁ-
¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË (1.17) ÁÈ·  C0=150,264. H ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ Â›-
Ó·È:

‚(16) = P16 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 Â
20

j=1
 X2

j  > 150,264 

= (¯2
20 > 9,3915)

= 0,977.
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1.1. ™Ù· ·ÎfiÏÔ˘ı· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù· ·ÔÊ·Û›ÛÙÂ ÔÈ· ·fi ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ
ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜ ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ì›· ·Ï‹ Î·È Ì›· Û‡ÓıÂÙË ˘fiıÂÛË:
(i) X Â›Ó·È Ì›· Ù.Ì., ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë .. f  ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙËÓ Û¯¤ÛË

f(x) = 2e–2x I(0, •) (x).

(ii) K·Ù¿ ÙËÓ ÂÚÈÛÙÚÔÊ‹ ÂÓfi˜ ÓÔÌ›ÛÌ·ÙÔ˜ ¤ÛÙˆ  X  Ë Ù.Ì., Ë ÔÔ›· ·›ÚÓÂÈ
ÙËÓ ÙÈÌ‹ 1, fiÙ·Ó ÂÌÊ·Ó›˙ÂÙ·È "ÎÂÊ·Ï‹" Î·È ÙËÓ ÙÈÌ‹ 0, fiÙ·Ó ÂÌÊ·Ó›˙Ô-
ÓÙ·È "ÁÚ¿ÌÌ·Ù·". TfiÙÂ Ë Û¯ÂÙÈÎ‹ ÚfiÙ·ÛË Â›Ó·È: TÔ ÓfiÌÈÛÌ· Â›Ó·È ·ÓÔ-
ÌÔÈÔÁÂÓ¤˜.

(iii) X Â›Ó·È Ì›· Ù.Ì., ÙË˜ ÔÔ›·˜ Ë Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ ÂÏ›‰· Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ 5.

1.2. AÓ·ÊÂÚfiÌÂÓÔÈ ÛÙË Û¯¤ÛË (1.5), ‰Â›ÍÙÂ fiÙÈ ·˘Ù‹ ÈÛ¯‡ÂÈ ÁÈ· ÔÔÈ·‰‹Ô-
ÙÂ (Ù˘¯ÔÔÈËÌ¤ÓË ‹ ÌË) ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË Ê.

1.3. AÓ·ÊÂÚfiÌÂÓÔÈ ÛÙËÓ ·Ú·Ù‹ÚËÛË 1.2 (i), ·ÈÙÈÔÏÔÁÂ›ÛÙÂ Ï‹Úˆ˜ ÙÔÓ
ÈÛ¯˘ÚÈÛÌfi Ô˘ Á›ÓÂÙ·È ÂÎÂ›.

1.4. N· Á›ÓÂÈ ÙÔ ›‰ÈÔ ÁÈ· ÙÔ Û˘Ì¤Ú·ÛÌ· ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜ ÙË˜ ·Ú·Ù‹ÚËÛË˜ 1.2
(ii).

1.5. °È· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜  H: ı= 
1
2  ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜

A: £ = 
1
4   ÛÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹  B(10, ı), Ë ˘fiıÂÛË H ·ÔÚÚ›ÙÂÙ·È, fiÙ·Ó  X ≤ 3,

fiÔ˘ Ë Ù.Ì.  X�B(10, ı). N· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛÙÂ› ÙÔ Â.Û. Î·È Ë ÈÛ¯‡˜ ÙË˜ Û¯ÂÙÈÎ‹˜
ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË˜.

1.6. ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ù.Ì. X1, …, Xn  ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹  B(1, ı).

AÓ ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜ ˘Ôı¤ÛÂˆ˜ H: ı= 
1
2  ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·ÏÏ·ÎÙÈÎ‹˜  A: ı= 

1
4 ,

Ë ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ¤¯ÂÈ Â.Û. Î·È ÈÛ¯‡ Î·Ù¿ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË  0,10  Î·È

0,80,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·, Ó· ÚÔÛ‰ÈÔÚÈÛıÂ› ÙÔ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎfi Ì¤ÁÂıÔ˜  n  ÌÂ ÙË ‚Ô‹ıÂÈ·
ÙÔ˘ KO£.

1.7. ŒÛÙˆ fiÙÈ ÔÈ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ˜ Ù.Ì.  X1, …, Xn  ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ Î·Ù·ÓÔÌ‹
N(Ì, Û2).

(i) N· Î·Ù·ÛÎÂ˘·ÛÙÂ› Ë ÈÛ¯˘ÚfiÙ·ÙË ÂÏÂÁ¯ÔÛ˘Ó¿ÚÙËÛË ÁÈ· ÙÔÓ ¤ÏÂÁ¯Ô ÙË˜
˘Ôı¤ÛÂˆ˜ H fiÙÈ Ë Î·Ù·ÓÔÌ‹  N(Ì, Û2)  Â›Ó·È Ë  N(0, 9)  ¤Ó·ÓÙÈ ÙË˜ ÂÓ·Ï-
Ï·ÎÙÈÎ‹˜ A fiÙÈ ·˘Ù‹ Â›Ó·È Ë  N(1, 9)  ÛÂ Â.Û.  ·=0,05.




