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ΠPO ΛOΓOΣ

H £ÂˆÚ›· ¶ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ·fi ÔÏ‡ Î·ÈÚfi ¤Ó· ‚·ÛÈÎfi ÂÚÁ·ÏÂ›Ô ÁÈ· ÔÏ-
Ï¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜ ÙˆÓ M·ıËÌ·ÙÈÎÒÓ. ™ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi Ë ÂÈÏÔÁ‹ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡ ¤ÁÈÓÂ
ÌÂ ‚¿ÛË ÙË ¯ÚËÛÈÌfiÙËÙ¿ ÙÔ˘ ÛÙÈ˜ ÂÊ·ÚÌÔÁ¤˜ ÛÂ ¿ÏÏÂ˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎ¤˜ ÌÂıÔ‰Ô-
ÏÔÁ›Â˜, ÛÂ ÂÈÛÙ‹ÌÂ˜ fiˆ˜ º˘ÛÈÎ‹, OÈÎÔÓÔÌÈÎ¿ Î.Ï. Î·È Ù¤ÏÔ˜ ÙË ‰‡Ó·Ì‹
ÙÔ˘ ˆ˜ ÂÚÁ·ÏÂ›Ô ÂÚÂ˘ÓËÙÈÎfi.

TË ‚¿ÛË ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ·ÔÙ¤ÏÂÛ·Ó Ù· Ì·ı‹Ì·Ù· Ô˘ Î¿Ó·ÌÂ ÛÙÔ˘˜ ÊÔÈÙË-
Ù¤˜ ÙÔ˘ M·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡ ÙÌ‹Ì·ÙÔ˜ ÙÔ˘ AÚÈÛÙÔÙÂÏÂ›Ô˘ ¶·ÓÂÈÛÙËÌ›Ô˘ £ÂÛÛ·-
ÏÔÓ›ÎË˜. ™Â Î¿ıÂ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ Ô ÛÙfi¯Ô˜ Â›Ó·È Ó· ıÂÌÂÏÈˆıÂ› ·fi ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒ-
ÛÙË ¤Ó·˜ ÌÈÎÚfi˜ ˘Ú‹Ó·˜ ÁÓÒÛÂˆÓ, Ô ÔÔ›Ô˜ fiÌˆ˜ Â˘ÂÏÈÛÙÔ‡ÌÂ Ó· Â›Ó·È
Â·ÚÎ‹˜ ÁÈ· ·Ú·¤Ú· ÌÂÏ¤ÙË ¿Óˆ ÛÙÔ Î¿ıÂ ·ÓÙÈÎÂ›ÌÂÓÔ. TÔ ·ÚfiÓ ·ÔÙÂ-
ÏÂ› Ú·ÁÌ·ÙÈÎ¿ ÙËÓ ÚÒÙË Ì·˜ ÚÔÛ¤ÁÁÈÛË ÛÙËÓ fiÏË ÚÔÛ¿ıÂÈ·.

TÔ ‚È‚Ï›Ô ÍÂÎÈÓ¿ ÌÂ ÙÔ ÚÒÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ fiÔ˘ ‰›ÓÔÓÙ·È ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜
Î·È ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·, Ô˘ Û˘Ó‹ıˆ˜ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙ· ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎ¿ Ì·ı‹Ì·Ù·
°Ú·ÌÌÈÎ‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜. T· ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ‰›ÓÔÓÙ·È ¯ˆÚ›˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜ Î·È Ë ÁÚ·-
Ê‹ Â›Ó·È Û¯Â‰fiÓ ·ÓÙÔ‡ ˘ÎÓ‹. ŸÌˆ˜ ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ì’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÙÔ
‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ı· ¤¯ÂÈ ÌÈ· ‰ÈÎ‹ ÙÔ˘ ·˘ÙÔÙ¤ÏÂÈ·, ı· ÂÓÔÔÈÂ› Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ Î·È
ÔÚÔÏÔÁ›· Î·È ı· ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÂÈ ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· Î·Ï‡ÙÂÈ Ù· ÎÂÓ¿ ÙˆÓ ÁÓÒ-
ÛÂˆÓ, Ô˘ ··ÈÙÂ› ÙÔ Ì·ıËÌ·ÙÈÎfi ˘fi‚·ıÚÔ ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ˘ÏÈÎÔ‡. ™ÙËÓ ÚÔ-
Û¿ıÂÈ· ·˘Ù‹ ı· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi˜ ¤Ó·˜ ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë˜ ˘Ú‹Ó·˜
ÁÓÒÛÂˆÓ Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜. O ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ Ú¤ÂÈ Ó· ÍÂÎÈÓ‹ÛÂÈ ·fi
·˘Ùfi ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ.

T· ˘fiÏÔÈ· ÎÂÊ¿Ï·È· ¤¯Ô˘Ó ÌÈ· Û¯ÂÙÈÎ‹ ·˘ÙÔÙ¤ÏÂÈ·. ŒÙÛÈ, ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ·
Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÌÔÚÂ› Ó· Û¯ËÌ·Ù›ÛÂÈ ÙÔ˘˜ ‰ÈÎÔ‡˜ ÙÔ˘ ‰È·‰ÚfiÌÔ˘˜ ‰Ô˘ÏÂÈ¿˜
ÁÈ· Ó· Êı¿ÛÂÈ ÛÙÔ ÛÎÔfi ÙÔ˘. °È· ·Ú¿‰ÂÈÁÌ·, ·Ó Ô ÛÙfi¯Ô˜ ÙÔ˘ ·Ó·ÁÓÒÛÙË
Â›Ó·È Ë ıÂˆÚ›· ÙˆÓ ÌË ·ÚÓËÙÈÎÒÓ ÈÓ¿ÎˆÓ ÙfiÙÂ ı· ·Ú¯›ÛÂÈ ÌÂ ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ
1, ÌÂÙ¿ ı· ‰Ô˘Ï¤„ÂÈ ÌÂ ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 4, ÙÈ˜ norms ÈÓ¿ÎˆÓ, Î·È Ù¤ÏÔ˜ ÌÂ ÙÔ
ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 7 fiÔ˘ ‰›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ÌË ·ÚÓËÙÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜.

MÂÚÈÎ¿ ·fi Ù’ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ô˘ ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÔÓÙ·È ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÁÂÓÈÎÂ˘-
ıÔ‡Ó Î·È Ó· ÈÛ¯‡Ô˘Ó ÁÈ· ›Ó·ÎÂ˜ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ·fi ¿ÏÏ· ÛÒÌ·Ù· ÂÎÙfi˜
ÙÔ˘ Ã ‹ ÛÂ Î¿ÔÈÂ˜ Â˘Ú‡ÙÂÚÂ˜ ·ÏÁÂ‚ÚÈÎ¤˜ ÂÚÈÔ¯¤˜. H ÂÈÏÔÁ‹ Ì·˜ Ó· ÂÚÈÔ-
ÚÈÛÙÔ‡ÌÂ ÛÙÔ ÛÒÌ· ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ ÔÊÂ›ÏÂÙ·È ÛÂ ÔÏÏÔ‡˜ ÏfiÁÔ˘˜,
¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ Â›Ó·È fiÙÈ ¤ÙÛÈ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÂÊ·ÚÌÔÛÙÔ‡Ó ÔÈ ÁÓˆÛÙ¤˜
Ì¤ıÔ‰ÔÈ ÙË˜ ÎÏ·ÛÛÈÎ‹˜ ·Ó¿Ï˘ÛË˜.

O ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ Ô˘ ı¤ÏÂÈ Ó· ÂÂÎÙ·ıÂ› ÂÚÈÛÛfiÙÂÚÔ ÛÂ Î¿ÔÈ· ÂÚÈÔ¯‹
ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘ ÌÔÚÂ› Ó· Û˘Ì‚Ô˘ÏÂ˘ÙÂ› ÙË ‚È‚ÏÈÔÁÚ·Ê›· Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ÛÙÔ Ù¤ÏÔ˜.
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H ıÂˆÚ›· ÈÓ¿ÎˆÓ ¤¯ÂÈ ÌÈ· ‰ÈÎ‹ ÙË˜ ÁÔËÙÂ›· Ô˘ ÙËÓ ¤¯ÂÈ ÂÍ·ÛÎ‹ÛÂÈ Ì¤Û·
ÛÙÔ˘˜ ·ÈÒÓÂ˜ ¿Óˆ ÛÂ ÔÏ‡ Î·ÏÔ‡˜ Ì·ıËÌ·ÙÈÎÔ‡˜ ÔÈ ÔÔ›ÔÈ ‰ÂÓ Í¤Ê˘Á·Ó
ÌÈ· ˙ˆ‹ ·fi ÙËÓ ·ÁÎ·ÏÈ¿ ÙË˜. AÓ Ë ÚÔÛ¿ıÂÈ¿ Ì·˜ ÙË˜ ÚÒÙË˜ ¤Î‰ÔÛË˜
¤¯ÂÈ Î·Ù·Ê¤ÚÂÈ Ó· ‰È·ÙËÚ‹ÛÂÈ ¤Ó· Ì¤ÚÔ˜ ·˘Ù‹˜ ÙË˜ ÔÌÔÚÊÈ¿˜, ÙfiÙÂ Â›Ì·ÛÙÂ
ÛÙÔ ÛˆÛÙfi ‰ÚfiÌÔ ÁÈ· ÙËÓ ·ÚÔ‡Û· ‰Â‡ÙÂÚË ¤Î‰ÔÛË.

O Î¿ıÂ ¤Ó·˜ ·fi ÙÔ˘˜ Û˘ÁÁÚ·ÊÂ›˜ Â˘¯·ÚÈÛÙÂ› ÙÔ ¿ÌÂÛÔ ÂÚÈ‚¿ÏÏÔÓ ÙÔ˘,
ÁÈ· ÙËÓ ·ÓÔ¯‹ Î·Ù¿ ÙË ‰È¿ÚÎÂÈ· ÙÔ˘ ÁÚ·„›Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ˘ÏÈÎÔ‡.

Π.-X.Γ. BAΣIΛEIOY Γ. TΣAKΛIΔHΣ
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ΣYMB OΛ IΣMO I

ó ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

ón ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ n-¿‰ˆÓ

Ã ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ

Ãn ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÌÈÁ·‰ÈÎÒÓ n-¿‰ˆÓ

F Ù˘¯·›Ô ÛÒÌ· (Û˘Ó‹ıˆ˜ ÙÔ Ã ‹ ÙÔ ó)

Fn ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ n-¿‰ˆÓ ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi ÙÔ F

Mm, n(F) ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ m¥n ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi ÙÔ F

Mm, n ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ m¥n ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi ÙÔ Ã

Mn ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ n-‰È¿ÛÙ·ÙˆÓ ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÒÓ ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ ÛÙÔÈ-
¯Â›· ·fi ÙÔ Ã

A, B, C,… ›Ó·ÎÂ˜

x, y, z, … ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÛÙ‹ÏÂ˜

A¢ Ô ·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ˜ ›Ó·Î·˜ ÙÔ˘ A

A* Ô ·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ˜ Û˘˙˘Á‹˜ ›Ó·Î·˜ ÙÔ˘ A
A–1 Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ›Ó·Î·˜ ÙÔ˘ A
A+ Ô Moore-Pensore ÁÂÓÈÎÂ˘Ì¤ÓÔ˜ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ˘ A
adjA Ô Û˘ÌÏËÚˆÌ·ÙÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ ÙÔ˘ A
det(A) Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ A

I Ô ÌÔÓ·‰È·›Ô˜ ›Ó·Î·˜ (IŒMn(F))
0 Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜ (0ŒMm, n(F))

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

n
k

  Ô ‰ÈˆÓ˘ÌÈÎfi˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ‹˜

rank(A) Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ A

Ú(A) Ë Ê·ÛÌ·ÙÈÎ‹ ·ÎÙ›Ó· ÙÔ˘ AŒMm, n(F)

Û(A) ÙÔ Ê¿ÛÌ· (ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ È‰ÈÔÙÈÌÒÓ) ÙÔ˘ AŒMm, n(F)

trA ÙÔ ›¯ÓÔ˜ ÙÔ˘ AŒMm, n(F)

||.||1 Ë  L1  norm ÛÙÔÓ Ãn.;  Ë L1 norm ›Ó·Î· ÛÙÔÓ Mn.

||.||2 Ë  L2  (Â˘ÎÏÂ›‰ÂÈ·) norm ÛÙÔÓ Ãn;  Ë L2 norm (ÙÔ˘ Frobenius)
›Ó·Î· ÛÙÔÓ Mn.

||.||• Ë  L•  (max) norm ÛÙÔÓ Ãn;  Ë L• ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎ‹ norm ÛÙÔÓ Mn.

x^y Ù· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·  x  Î·È y  Â›Ó·È Î¿ıÂÙ·

Jk(Ï) ÙÔ Jordan ÌÏÔÎ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜ k ÁÈ· ÙËÓ È‰ÈÔÙÈÌ‹ Ï

‰ij ÙÔ Û‡Ì‚ÔÏÔ Kronecker
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1.1. Eισαγωγ�

™ÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ ·˘Ùfi ı· ‰ÒÛÔ˘ÌÂ ¯Ú‹ÛÈÌÂ˜ ¤ÓÓÔÈÂ˜ Î·È ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·, Ô˘
Û˘Ó‹ıˆ˜ ÂÚÈ¤¯ÔÓÙ·È ÛÙ· ÂÈÛ·ÁˆÁÈÎ¿ Ì·ı‹Ì·Ù· °Ú·ÌÌÈÎ‹˜ ÕÏÁÂ‚Ú·˜. T·
ÂÚÈÛÛfiÙÂÚ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· ı· ‰ÔıÔ‡Ó ÌÂ Û˘ÓÙÔÌ›· Î·È ¯ˆÚ›˜ ·Ô‰Â›ÍÂÈ˜.
ŸÌˆ˜ ÈÛÙÂ‡Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ì’ ·˘ÙfiÓ ÙÔÓ ÙÚfiÔ ÙÔ ‚È‚Ï›Ô ·˘Ùfi ı· ¤¯ÂÈ ÌÈ· ‰ÈÎ‹
ÙÔ˘ ·˘ÙÔÙ¤ÏÂÈ·, ı· ÂÓÔÔÈÂ› Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ‡˜ Î·È ÔÚÔÏÔÁ›· Î·È ı· ‰ÈÂ˘ÎÔÏ‡ÓÂÈ
ÙÔÓ ·Ó·ÁÓÒÛÙË Ó· Î·Ï‡ÙÂÈ Ù· ÎÂÓ¿ ÙˆÓ ÁÓÒÛÂˆÓ, Ô˘ ··ÈÙÂ› Ô ÔÙÈÎfi˜
ÔÚ›˙ÔÓÙ·˜ ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ˘ÏÈÎÔ‡. ™ÙËÓ ÚÔÛ¿ıÂÈ· ·˘Ù‹ ı· ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ
Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi˜ ¤Ó·˜ ÌÈÎÚfi˜ ˘Ú‹Ó·˜ ÁÓÒÛÂˆÓ Û¯ÂÙÈÎ¿ ÌÂ ÙÔ˘˜ ›Ó·ÎÂ˜.

TÔ ‚·ÛÈÎfi ÛÎËÓÈÎfi ÙË˜ £ÂˆÚ›·˜ ¶ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ¤Ó·˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯Ò-
ÚÔ˜ Î·È ÙÔ ÛÒÌ· ·fi ÙÔ ÔÔ›Ô ·›ÚÓÔ˘ÌÂ ÙÔ˘˜ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ÁÈ· ÙËÓ Ú¿ÍË
ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡. °È· ÙÔ˘˜ ‰ÈÎÔ‡˜ Ì·˜ ÛÎÔÔ‡˜ ˆ˜ ÛÒÌ·Ù· ı· ¯ÚËÛÈ-
ÌÔÔÈËıÔ‡Ó ÙÔ ÛÒÌ· ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  ó  Î·È ÙÔ ÛÒÌ· ÙˆÓ ÌÈÁ·-
‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ  Ã  ÌÂ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙÈ˜ Û˘Ó‹ıÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡.

¢Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘ ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜  F, ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ  Fn  ÙˆÓ  n-‰ˆÓ (n ıÂÙÈÎfi˜ ·Î¤-
Ú·ÈÔ˜) ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi ÙÔ  F  Â›Ó·È ¤Ó·˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ¿Óˆ ÛÙÔ  F
ÌÂ ÙÈ˜ Û˘Ó‹ıÂÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÛÙÔ  Fn. OÈ ÂÈ‰ÈÎ¤˜ ÂÚÈÙÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ  ón  Î·È  Ãn  Â›-
Ó·È Î·Ù¿ Î‡ÚÈÔ ÏfiÁÔ ÔÈ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ‚È‚Ï›Ô˘.

1.2. Δι	σταση και 
	ση

ŒÓ·˜  υπ���ρ�ς U ÂÓfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ V Â›Ó·È ¤Ó· ÌË ÎÂÓfi ˘Ô-
Û‡ÓÔÏÔ ÙÔ˘  V  ÙÔ ÔÔ›Ô Â›Ó·È ÎÈ ·˘Ùfi ¤Ó·˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ¿Óˆ ÛÙÔ
›‰ÈÔ ÛÒÌ·. T· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ ·ÚfiÓÙÔ˜ ı· Â›Ó·È ÂÓ Á¤ÓÂÈ n-‰Â˜. TÔ ÁÂÁÔÓfi˜
·˘Ùfi ‰ÂÓ ÚÔÛ‰ÈÔÚ›˙ÂÈ Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË Î·È ÙË ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯Ò-
ÚÔ˘ Ô˘ ·Ú¿ÁÂÙ·È. ¶.¯. ·˜ ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ¿ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘ R3

  (3-
‰Â˜ ·fi ÙÔÓ ¯ÒÚÔ ÙˆÓ Ú·ÁÌ·ÙÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ). AÓ ·˘Ù¿ ·Ó‹ÎÔ˘Ó fiÏ· ÛÙÔ
›‰ÈÔ Â›Â‰Ô ¯ˆÚ›˜ Ó· Â›Ó·È fiÏ· ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂÙ·Í‡ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈ-
Îfi˜ ¯ÒÚÔ˜ Ô˘ ·Ú¿ÁÔ˘Ó ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË  2. AÓ ·˘Ù¿ Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏ· ÌÂÙ·-
Í‡ ÙÔ˘˜, ÙfiÙÂ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË Â›Ó·È 1. EÓ Á¤ÓÂÈ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÂÓfi˜ Ù¤ÙÔÈÔ˘ ‰È·Ó˘-
ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ Â›Ó·È 3 Î·È ÔÈ ·Ú·¿Óˆ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ ‰È·ÛÙ¿ÛÂˆÓ
1 Î·È 2 ·ÔÙÂÏÔ‡Ó ˘Ô¯ÒÚÔ˘˜ ·˘ÙÔ‡.

™ÙË ÁÂÓÈÎ‹ ÂÚ›ÙˆÛË ÈÛ¯‡Ô˘Ó Ù· ·Ú·Î¿Ùˆ.
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OPIΣMOΣ 1.1
T· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·  α1, α2, …, αk  ÂÓfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  V  ¿Óˆ ÛÙÔ

ÛÒÌ·  F  ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È γραμμικ
 ανε�
ρτητα Â¿Ó Î·È ÌfiÓÔ Â¿Ó Ë Û¯¤ÛË

c1α1+c2α2+ … +ckαk = 0,   c1, c2, …, ckŒF,

ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ fiÙ·Ó  c1 = c2…= ck = 0.
AÓÙ›ıÂÙ·, γραμμικ
 ε�αρτημ�να ÔÓÔÌ¿˙ÔÓÙ·È ·Ó Ë ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË

¤¯ÂÈ Ï‡ÛË ÁÈ· Ù·  c1, c2, …, ck  ÛÙËÓ ÔÔ›· ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ ·fi Ù·  ci  (i = 1,
2, …, k)  ‰ÂÓ Â›Ó·È ÌË‰¤Ó.

OPIΣMOΣ 1.2
ŒÓ·˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜  V  ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F  ¤¯ÂÈ δι
σταση  k  Â¿Ó

·Ó‹ÎÂÈ Û’ ·˘ÙfiÓ ¤Ó· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Û‡ÓÔÏÔ  k  ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ Ù· ÔÔ›· Â›Ó·È
ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· Î·È Û˘Á¯ÚfiÓˆ˜ ‰ÂÓ ·Ó‹ÎÂÈ Û’ ·˘ÙfiÓ ÔÔÈÔ‰‹ÔÙÂ Û‡-
ÓÔÏÔ  k+1  ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ.

OPIΣMOΣ 1.3
E¿Ó Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜  V  ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F  ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË  k,  ÙfiÙÂ

¤Ó· Û‡ÓÔÏÔ  α1, α2, …, αk  ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÙÔ˘  V
ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �
ση ÙÔ˘  V.

E¿Ó Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜  V  ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F  ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË  k  Î·È
α1, α2, …, αn  Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÙÔ˘  V  ÌÂ  n < k,
ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯Ô˘Ó ÂÈÏ¤ÔÓ ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·  αn+1, αn+2, …, α kŒV  Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ ÙÔ
Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ  α1, α2, …, αk  Ó· Â›Ó·È Ì›· ‚¿ÛË ÙÔ˘  V. H Â¤-
ÎÙ·ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ ÙˆÓ ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙˆÓ ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÛÂ ‚¿ÛË ÙÔ˘ V
‰ÂÓ Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎ‹.

O fiÚÔ˜ ‚¿ÛË ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÁÈ·Ù› ˘ÔÁÚ·ÌÌ›˙ÂÈ ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ ÔÔÈÔ-
‰‹ÔÙÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô  y  ÂÓfi˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘  V,  ‰È¿ÛÙ·ÛË˜  k  ¿Óˆ ÛÙÔ
ÛÒÌ·  F,  ÌÔÚÂ› Ó· ÂÎÊÚ·ÛÙÂ› Û·Ó ¤Ó·˜ ÁÚ·ÌÌÈÎfi˜ Û˘Ó‰˘·ÛÌfi˜ ÙˆÓ ÛÙÔÈ-
¯Â›ˆÓ ÙË˜ ‚¿ÛË˜ ÙÔ˘  V,  ‰ËÏ.

y = c1α1+c2α2+…+ckαk ,

fiÔ˘  ciŒF,  i = 1, 2, …, k.
ŒÓ· Û‡ÓÔÏÔ ·fi ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·  α1, α2, …, αk  ÙÔ˘ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘

V  ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F  Ù· ÔÔ›· ·ÔÙÂÏÔ‡Ó Ì›· ‚¿ÛË ÙÔ˘ ¯ÒÚÔ˘  V  ı· ÔÓÔ-
Ì¿˙ÂÙ·È πλ�ρες σ�ν�λ� ÙÔ˘  V.

E¿Ó  UÃV  fiÔ˘  V  ¤Ó·˜ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F,  ÙfiÙÂ
ÙÔ γραμμικ� περ��λημα ÙÔ˘  U,  ÙÔ ÔÔ›Ô Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ span U,  Â›Ó·È
ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ
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span (U) = {c1υ1+c2υ2+ … +ckυk : c1, c2, …, ckŒF,

υ1, υ2…, …, υkŒU, k = 1, 2, …}.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ span (U)  Â›Ó·È ¿ÓÙ· ¤Ó·˜ ˘Ô¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘  V  ·ÎfiÌ· Î·È Â¿Ó Ô
U  ‰ÂÓ Â›Ó·È ˘Ô¯ÒÚÔ˜ ÙÔ˘  V.

O ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜ ÙˆÓ  n-‰ˆÓ ÌÂ Û˘ÓÙÂÏÂÛÙ¤˜ ·fi ÙÔ ÛÒÌ·  ó  ‰ËÏ.
Ô  ón,  ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË  n. AÓÙ›ÛÙÔÈ¯· Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜ ¯ÒÚÔ˜  Ãn  ¤¯ÂÈ ‰È¿-
ÛÙ·ÛË  n,  ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯· ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  Ã   ·ÏÏ¿ ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË  2n  ¿Óˆ ÛÙÔ
ÛÒÌ·  ó.

E¿Ó  U  Î·È  V  Â›Ó·È ‰‡Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ ¿Óˆ ÛÙÔ ›‰ÈÔ ÛÒÌ·  F
Î·È Â¿Ó  f : UÆV  Â›Ó·È ·ÓÙÈÛÙÚ¤„ÈÌË Û˘Ó¿ÚÙËÛË Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ

f(·x+by) = ·f(x)+bf(y)   ÁÈ· fiÏ· Ù·  x, yŒU,   ·, bŒF,

ÙfiÙÂ Ï¤ÌÂ fiÙÈ Ë  f  Â›Ó·È ¤Ó·˜ ισ�μ�ρ�ισμ�ς Î·È ÔÈ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ  U
Î·È  V  Â›Ó·È ισ�μ�ρ��ι.

¢‡Ô ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎÔ› ¯ÒÚÔÈ U Î·È V  ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F  Â›Ó·È ÈÛfiÌÔÚÊÔÈ
Â¿Ó Î·È ÌfiÓÔ Â¿Ó ¤¯Ô˘Ó ÙËÓ ›‰È· ‰È¿ÛÙ·ÛË. OÔÈÔÛ‰‹ÔÙÂ ‰È·Ó˘ÛÌ·ÙÈÎfi˜
¯ÒÚÔ˜ ¿Óˆ ÛÙÔ ÛÒÌ·  F  Ô˘ ¤¯ÂÈ ‰È¿ÛÙ·ÛË  n  Â›Ó·È ÈÛfiÌÔÚÊÔ˜ ÌÂ ÙÔÓ  Fn.

1.3. Π�νακες

E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ ›Ó·Î·˜  A  Â›Ó·È Ì›· ÔÚıÔÁÒÓÈ· ‰È¿Ù·ÍË ·fi ÛÙÔÈ¯Â›·
·ij  (i = 1, 2, …, n,  j = 1, 2, …, m)  ÂÓfi˜ ÛÒÌ·ÙÔ˜  F, ‰ËÏ.

A = 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

·11  ·12  …  ·1m

·21  ·22  …  ·2m

…   …   …  …
·n1  ·n2  …  ·nm

   .

§¤ÌÂ fiÙÈ Ô ·Ú·¿Óˆ ›Ó·Î·˜ Â›Ó·È ‰È¿ÛÙ·ÛË˜  n¥m, ‹ Ù‡Ô˘ n¥m,  ‰ËÏ.

¤¯ÂÈ  n  ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È  m  ÛÙ‹ÏÂ˜.
™˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  Mn,m(F)  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ  n¥m  ÈÓ¿ÎˆÓ ÌÂ ÛÙÔÈ¯Â›· ·fi

ÙÔ ÛÒÌ·  F. TÔ Û‡ÓÔÏÔ  Mn,n(F)  ÙÔ ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ Û˘ÓÙÌËÌ¤Ó· ˆ˜  Mn(F).
EÈ‰ÈÎfiÙÂÚ·, ı· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  Mn  ÙÔ  Mn,n(Ã), fiÔ˘  Ã  ÙÔ ÛÒÌ· ÙˆÓ ÌÈ-
Á·‰ÈÎÒÓ ·ÚÈıÌÒÓ.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÁÓˆÛÙÔ‡˜ ÙÔ˘˜ ÔÚÈÛÌÔ‡˜ ÙˆÓ Ú¿ÍÂˆÓ ÙË˜ ÚfiÛıÂÛË˜ Î·È ÙÔ˘
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ÈÓ¿ÎˆÓ Î·È ÛËÌÂÈÒÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ

1) AÓ  A, BŒMn,m(F)  Î·È  CŒMm,k(F),  ÙfiÙÂ  (A+B)C = AC+BC.
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2) AÓ  AŒMn,m(F),  BŒMm,k(F)  Î·È  CŒMk,r(F),  ÙfiÙÂ  A(BC) = (AB)C.

3) AÓ  AŒMn,m(F),  ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜ ›Ó·Î·˜  0ŒMn,1(F)  Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

A0 = 0.

O ›Ó·Î·˜  0  ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ÌË‰¤Ó.

4) AÓ  AŒMn(F)  ÙfiÙÂ ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡ ¿ÓÙ·
˘¿Ú¯ÂÈ, ÙÔ Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  I  Î·È Â›Ó·È ¤Ó·˜  n¥n  ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

I = 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

1   0   0   …   0
0   1   0   …   0
…  …  …  …  …
0   0   0   …   1

    .

O ÔÚÈÛÌfi˜ ÂÂÎÙÂ›ÓÂÙ·È Î·Ù¿ ÚÔÊ·Ó‹ ÙÚfiÔ Î·È ÁÈ· ÌË ÂÂÚ·ÛÌ¤ÓÔ n.

E¿Ó  BŒMm,r(F),  CŒMm,k(F),  DŒMn,r(F),  QŒMn,k(F)  Î·È Û¯ËÌ·Ù›ÛÔ˘-
ÌÂ ÙÔÓ ›Ó·Î·

A =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

B    C
D   Q   

} m
} n

 ,
{
r

{
k

ÙfiÙÂ Â›Ó·È ÚÔÊ·Ó¤˜ fiÙÈ  AŒMm+n, r+k(F).  OÈ ›Ó·ÎÂ˜  B, C, D, Q  ÔÓÔÌ¿˙Ô-
ÓÙ·È υπ�π�νακες ‹ μπλ�κς (blocks) ÙÔ˘  A  Î·È Ë ·Ú·¿Óˆ ÁÚ·Ê‹ ÙÔ˘ A
·Ó·Ê¤ÚÂÙ·È ˆ˜ ¤Ó·˜ δια�ωρισμ�ς ÙÔ˘  A. E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ô ‰È·¯ˆÚÈÛÌfi˜
ÂÓfi˜ ›Ó·Î· ÌÂ ÌÏÔÎ ›Ó·ÎÂ˜ ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ (ÂÓ Á¤ÓÂÈ) ÌÂ ÔÏÏÔ‡˜ ÙÚfi-
Ô˘˜. °Ú·ÊÈÎ¿ ·˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· ·Ú·ÛÙ·ıÂ› ÌÂ ‰È·ÎÂÎÔÌÌ¤ÓÂ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ·fi
ÙËÓ Ì›· ¿ÎÚË ÙÔ˘ ›Ó·Î· ¤ˆ˜ ÙËÓ ¿ÏÏË.

ΠAPAΔEIΓMA 1.1

ŒÛÙˆ Ô ›Ó·Î·˜

A = 

 Ë
Á
Á
Ê

 ̄
˜
˜
ˆ

 

1   4   6   8   5   3
2   6   3   1   4   0
3   2   6   2   5   7
4   1   5   6   2   3
1   4   3   5   1   7

   .

TfiÙÂ ¤Ó·˜ ‰È·¯ˆÚÈÛÌfi˜ ÙÔ˘  A  Â›Ó·È Ô ÂÍ‹˜:
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A = 

 Ë
Á
Á
Ê

 ̄
˜
˜
ˆ

 

1   4   6   8    5   3
2   6   3   1�4   0
�������
3   2   6   2�5   7
�������
4   1   5   6�2   3
1   4   3   5�1   7

   .

£¤ÙÔÓÙ·˜

A11 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1  4  6  8
2  6  3  1

   , A12 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

5  3
4  0

   , A21 = (3  2  6  2)

A22 = (5  7) , A31 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

4  1  5  6
1  4  3  5

      Î·È A32 =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

2  3
1  7

   ,

Ô ›Ó·Î·˜  A  ÌÔÚÂ› Ó· ÁÚ·ÊÂ› ÛÙË ÌÔÚÊ‹

A = 
 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

A11  A12

A21  A22

A31  A32

   ,

fiÔ˘  A11, A12, A21, A22, A31 Î·È A33  Â›Ó·È Ù· ÌÏÔÎ˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  A.
E¿Ó AŒMm, n(Ã), ÔÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ αν
στρ��� ÙÔ˘ ÙÔÓ ›Ó·Î· A¢ŒMn, m(Ã).

Ô ÔÔ›Ô˜ ¤¯ÂÈ ˆ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÈ˜ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ˘ A Î·È ˆ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÈ˜
·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Â˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ A.  E›Ó·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ  (A¢)¢ = A.

O ·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ˜ ›Ó·Î·˜ ÂÓfi˜ ÌÏÔÎ ›Ó·Î· Â›Ó·È Ô ·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ˜ ÌÏÔÎ
›Ó·Î·˜ ÙˆÓ ·Ó¿ÛÙÚÔÊˆÓ ÌÏÔÎ˜, ‰ËÏ. ·Ó

A = 
 ËÁ
Á
Ê

 ̄̃
˜
ˆ

 

A11  A12

A21  A22

A31  A33

   ,

ÙfiÙÂ

A¢ = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

A¢11  A¢21  A¢31

A¢12  A¢22  A¢32
   .

E¿Ó  AŒMm, n(Ã),  Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  A*  ÙÔÓ ·Ó¿ÛÙÚÔÊÔ Û˘˙˘Á‹ ÙÔ˘  A  Î·È
ÌÂ  

–
A  ÙÔÓ Û˘˙˘Á‹ ÙÔ˘  A.

E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi ÂÓ Á¤ÓÂÈ fiÙÈ  ABπBA, ‰ËÏ. ÛÙËÓ Ú¿ÍË ÙÔ˘ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·-
ÛÌÔ‡ ÈÓ¿ÎˆÓ ‰ÂÓ ÈÛ¯‡ÂÈ ÂÓ Á¤ÓÂÈ Ë ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎfiÙËÙ·. E›ÛË˜, ÂÊÈÛÙ¿Ù·È
Ë ÚÔÛÔ¯‹ ÛÙ· ÂÍ‹˜:

i) AÓ  AŒMn(Ã)  Î·È  BŒMn(Ã),  ÙfiÙÂ ÂÓ Á¤ÓÂÈ
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(A+B)2 π A2+2AB+B2,

‰ÈfiÙÈ
(A+B)2 = (A+B)(B+A) = A2+BA+AB+B2.

º˘ÛÈÎ¿ Î·È ÙÔ ·Ó¿Ù˘ÁÌ· ÙÔ˘ Newton ÛÙÔÓ ˘ÔÏÔÁÈÛÌfi ÙÔ˘  (A+B)n

ÈÛ¯‡ÂÈ ÌfiÓÔ ·Ó ÔÈ  A  Î·È  B  Â›Ó·È ·ÓÙÈÌÂÙ·ıÂÙÈÎÔ›.

ii) ŒÓ· ¿ÏÏÔ ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ· Ô˘ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÛÙÔÓ ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌfi ·ÚÈ-
ıÌÒÓ, Â›Ó·È ÙÔ ÁÂÁÔÓfi˜ fiÙÈ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi ÁÈ·  0 π AŒMn, m(Ã)  Î·È
0 π BŒMm, k(Ã)  Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  AB=0.  ™˘Ó¤ÂÈ· ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ ÁÂÁÔÓfiÙÔ˜ Â›Ó·È
fiÙÈ ·Ó ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓÔ ‰‡Ô ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È Ô ÌË‰ÂÓÈÎfi˜ ›Ó·Î·˜, ÙfiÙÂ ‰ÂÓ
ÈÛ¯‡ÂÈ Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË fiÙÈ  A=0  ‹  B=0.  A˘Ùfi ÌÔÚÂ› Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› ÌÂ ÙÔ ·-
Ú¿‰ÂÈÁÌ·

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

·  0  0
0  0  0
0  0  ‚

    
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

0  0  0
Á  0  0
0  0  0

   = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

0  0  0
0  0  0
0  0  0

   .

E›ÛË˜, ·Ó  AŒMn  Î·È  Aπ0  Â›Ó·È ‰˘Ó·ÙfiÓ Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ  A2=0.  ŒÙÛÈ,

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1   i
i  –1

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1   i
i  –1

   =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

0  0
0  0

   .

iii) AÓ  AŒMn,  xŒMn, 1(Ã)  Î·È

Ax = 0,

ÙfiÙÂ ¿ÏÈ ‰ÂÓ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Û˘ÌÂÚ¿ÓÔ˘ÌÂ fiÙÈ  A=0  ‹  x=0  ‹ Î·È Ù· ‰‡Ô.
ŒÙÛÈ,

 Ë
Ê

 ̄
ˆ 

–i   i
1  –1

    Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1
1

   =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

0
0

   .

ŸÌˆ˜ ·Ó Ax=0 ÁÈ· Î¿ıÂ xŒMn, 1(Ã), ÙfiÙÂ A=0. E›ÛË˜ ·Ó {x1, x2, …,
xn} Â›Ó·È Ì›· ‚¿ÛË ÛÙÔÓ  Mn, 1  Î·È ·Ó  Axi=0  ÁÈ·  i = 1, 2, …, n, ÙfiÙÂ Â›-
Ó·È  A=0.

1.4. Oρ���υσες

AÓ  AŒMn  ı· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  det(A)  ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘  A. £· ˘Ôı¤-
ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ Ô ·Ó·ÁÓÒÛÙË˜ ÁÓˆÚ›˙ÂÈ Ù· ÛÙÔÈ¯ÂÈÒ‰Ë Ô˘ ·ÊÔÚÔ‡Ó ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û·
ÂÓfi˜ ›Ó·Î· Î·È ÛÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ·˘Ù‹ ·Ï¿ ı· Û˘˙ËÙ‹ÛÔ˘ÌÂ Î¿ÔÈÂ˜ È‰Èfi-
ÙËÙÂ˜ Î·È ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜. H ÔÚ›˙Ô˘Û· Â›Ó·È ·ÚÈıÌfi˜ Î·È ÂÚÈ¤¯ÂÈ ÔÏ‡ ÂÚÈÏË-
ÙÈÎ¿ Î¿ÔÈÂ˜ ÏËÚÔÊÔÚ›Â˜ ÁÈ· ÙÔÓ ›Ó·Î·.

AÓ  α1, α2, …, αn  Â›Ó·È ÔÈ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  AŒMn, ÙfiÙÂ Ô  A  ÌÔÚÂ›
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Ó· ÁÚ·ÊÂ› ˆ˜ ÌÏÔÎ ›Ó·Î·˜ ÛÙË ÌÔÚÊ‹

A = (α1, α2, …, αn)

Î·È ¤ÙÛÈ

det(A) = det(α1, α2, …, αn) .

AÓ  α1 = c1b1+c2b2  ÌÂ  c1, c2ŒÃ,  ÙfiÙÂ

det(A) = det(c1b1+c2b2, α2, …, αn) =

= det(c1b1, α2, …, αn)+det(c2b2, α2, …, αn) .

£· Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ  det(Aij)  ÙËÓ ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ ›Ó·Î· Ô˘ ÚÔÎ‡ÙÂÈ ·Ó
·Ê·ÈÚ¤ÛÔ˘ÌÂ ·fi ÙÔÓ  A  ÙËÓ  i  ÁÚ·ÌÌ‹ Î·È ÙËÓ  j  ÛÙ‹ÏË ÙÔ˘. Œ¯Ô˘ÌÂ fiÙÈ

det(A) = Â
j

 (–1)i+jdet(Aij) .

H ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È αν
πτυγμα της �ρ���υσας A κατ

την i-γραμμ�. O ·ÚÈıÌfi˜ (–1)i+jdet(A ij) ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È συμπαρ
γ�ντας
(cofactor) ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  ·ij.

E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi (ÌÔÚÂ› Ó· Á›ÓÂÈ Û·Ó ¿ÛÎËÛË) fiÙÈ  det(A) = det(A¢)  Î·È
Î·Ù¿ Û˘Ó¤ÂÈ· fiÏÂ˜ ÔÈ È‰ÈfiÙËÙÂ˜ ÌÈ·˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ Ô˘ ·Ó·Ê¤ÚÔÓÙ·È ÛÙÈ˜
ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÙÔ˘ A ÌÔÚÔ‡Ó ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· Ó· ‰È·Ù˘ˆıÔ‡Ó ÁÈ· ÙÈ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ ÙÔ˘.
E›ÛË˜, ·Ó ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌ¤˜ ÂÓfi˜ ›Ó·Î· Â›Ó·È ›‰ÈÂ˜, ÙfiÙÂ Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· Â›Ó·È ›ÛË
ÌÂ ÙÔ  0. E¿Ó  A, BŒMn(Ã),  ÙfiÙÂ

det(AB) = det(A)det(B)  Î·È

det(AB) = det(BA),  det(A2) = (det(A))2  Â¿Ó  AŒMn .

E¿Ó ·ÏÏ¿ÍÔ˘ÌÂ ‰‡Ô ÁÚ·ÌÌ¤˜ (‹ ÛÙ‹ÏÂ˜) ÂÓfi˜ ›Ó·Î·, ÙfiÙÂ ·ÏÏ¿˙ÂÈ ÙÔ ÚfiÛË-
ÌÔ ÙË˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜. E¿Ó  AŒMn  Î·È  ÏŒÃ,  ÙfiÙÂ  det(ÏA) = Ïndet(A)  Î·ıÒ˜
Î·È  det(

–
A) = (

���������
det(A)).  AÓ  A, BŒMn(Ã),  ÙfiÙÂ

det(A)+det(B) π det(A+B)

det(A)–det(B) π det(A–B).

1.5. Bαθμ�ς π�νακα

OPIΣMOΣ 1.4
ŒÛÙˆ  AŒMm, n(F). OÓÔÌ¿˙Ô˘ÌÂ �αθμ� (‹ �αθμ�δα) ÙÔ˘ ›Ó·Î· A Î·È

Û˘Ì‚ÔÏ›˙Ô˘ÌÂ ÌÂ rank(A)  ÙÔÓ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ ·ÚÈıÌfi ·fi ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙË-
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ÙÂ˜ ÛÙ‹ÏÂ˜ (ÁÚ·ÌÌ¤˜) ÙÔ˘  A. AÓ rank(A) = k, ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ ¤Ó·˜  k¥k  ˘Ô›-
Ó·Î·˜ ÙÔ˘  A  ÌÂ ÌË ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÔÚ›˙Ô˘Û· Î·È fiÏÔÈ ÔÈ ˘Ô›Ó·ÎÂ˜ ÙÔ˘  A  ÌÂ
‰È¿ÛÙ·ÛË ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚË ÙÔ˘  k  ¤¯Ô˘Ó ÌË‰ÂÓÈÎ‹ ÔÚ›˙Ô˘Û·.

AÓ  AŒMm, n(F),  ÔÚ›˙Ô˘ÌÂ ˆ˜ σ�ν�λ� τιμ�ν ÙÔ˘  A  ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

{yŒFm
 : y = Ax  ÁÈ· Î¿ÔÈÔ  xŒFn}.

ø˜ μηδενικ�ς ��ρ�ς ÙÔ˘  A  ÔÚ›˙ÂÙ·È ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ

{xŒFn
 : Ax = 0}.

E›Ó·È ÁÓˆÛÙfi fiÙÈ

n = (‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘) +

+ (‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ (¯ÒÚÔ˘) ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙÔ˘ A).

AÓ  rank(A) = k, ÙfiÙÂ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ (¯ÒÚÔ˘) ÙÈÌÒÓ ÙÔ˘ A Â›Ó·È k.
OÈ ·Ú·Î¿Ùˆ ·ÓÈÛfiÙËÙÂ˜ Î·È ÈÛfiÙËÙÂ˜ Â›Ó·È ‚·ÛÈÎ¤˜ fiÙ·Ó ÂÈ˙ËÙÔ‡ÌÂ Ó·

ıÂÌÂÏÈÒÛÔ˘ÌÂ ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù· Ô˘ ·ÊÔÚÔ‡Ó ‚·ıÌÔ‡˜ ÈÓ¿ÎˆÓ:

·) °È· Î¿ıÂ  AŒMm, n(F)  ¤¯Ô˘ÌÂ  rank(A) ≤ min(m, n).

b) E¿Ó  AŒMm, k(F)  Î·È  BŒMk, n(F),  ÙfiÙÂ

rank(A)+rank(B)–k ≤ rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}.

c) E¿Ó  A, BŒMm, n(F),  ÙfiÙÂ

rank(A+B) ≤ rank(A)+rank(B).

d) E¿Ó  AŒMm, k(F),  BŒMk, Ú(F)  Î·È  CŒMÚ, n(F),  ÙfiÙÂ

rank(AB)+rank(BC) ≤ rank(B)+rank(ABC).

e) E¿Ó  AŒMm, n(Ã),  ÙfiÙÂ

rank(A*) = rank(A¢) = rank(
–
A) = rank(A).

f) E¿Ó  AŒMm, n(Ã),  ÙfiÙÂ

rank(A*A) = rank(A).

ŒÓ·˜ ›Ó·Î·˜  AŒMn  ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

A = 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

A11  0   K  0
0   A22  K  0
M   M   O  M
0   0   K  Akk

 

fiÔ˘  AiiŒMni
,  i = 1, 2, …, k  Î·È
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Â
k

i=1
ni = n

Î·ÏÂ›Ù·È μπλ�κ διαγ�νι�ς ›Ó·Î·˜. O  A  Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È Î·È ˆ˜

A = A11≈A22≈…≈Akk = ≈ Â
k

i=1
 Aii

Î·È Î·ÏÂ›Ù·È ευθ� 
θρ�ισμα ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ  A11, A22, …, Akk.  E›ÛË˜,
¤Ó·˜ ¿ÏÏÔ˜ Û˘Ì‚ÔÏÈÛÌfi˜ ¯Ú‹ÛÈÌÔ˜ ÁÈ· ÏfiÁÔ˘˜ Û˘ÓÙÔÌ›·˜ Â›Ó·È

A = diag{A11, A22, …, Akk}.

IÛ¯‡ÂÈ

rank 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

≈ Â
k

i=1
 Aii  = Â

k

i=1
 rank(Aii).

AÎfiÌË,

det 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

≈ Â
k

i=1
 Aii  = ’

k

i=1
 det(Aii) .

ŒÓ·˜ ›Ó·Î·˜  AŒMn  ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜

A = 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

A11  A12  K   A1n

0   A22  K   A2n

M   M   O   M
0   0    K  Akk

 

fiÔ˘  AiiŒMni
  ÁÈ·  i = 1, 2, …, k  Î·È

Â
k

i=1
 ni = n

ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È μπλ�κ 
νω τριγωνικ�ς. MÂ ·Ó¿ÏÔÁÔ ÙÚfiÔ ÔÚ›˙ÔÓÙ·È Î·È Ô
μπλ�κ κ
τω τριγωνικ�ς Î·ıÒ˜ Î·È ÔÈ 
νω και κ
τω τριγωνικ�� (fiÙ·Ó
Î¿ıÂ ÌÏÔÎ ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô).

°È· ÙÔ ‚·ıÌfi ÂÓfi˜ ¿Óˆ ‹ Î¿Ùˆ ÌÏÔÎ ÙÚÈÁˆÓÈÎÔ‡ ›Ó·Î· ÈÛ¯‡ÂÈ

rank(A) = Â
k

i=1
 rank(Aii)

Î·È

det(A) = ’
k

i=1
 det(Aii).
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1.6. Aντ�στρ���ς π�νακα

ŒÓ· Â‡ÏÔÁÔ ÂÚÒÙËÌ· Â›Ó·È ·Ó ÛÙÔ ¯ÒÚÔ ÙˆÓ ÈÓ¿ÎˆÓ ˘¿Ú¯ÂÈ ÙÔ ÌÔÓ·-
‰È·›Ô ÛÙÔÈ¯Â›Ô. TÔ ÁÂÓÈÎfiÙÂÚÔ ÂÚÒÙËÌ· ÌÂ ¿ÏÏ· ÏfiÁÈ· Â›Ó·È ·Ó ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ˘
ÙÔ˘  A  ˘¿Ú¯ÂÈ ›Ó·Î·˜  B  Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ ÙÔ ÁÈÓfiÌÂÓfi ÙÔ˘ ÌÂ ÙÔÓ  A  Ó· ‰›-
ÓÂÈ ÙÔÓ ÌÔÓ·‰È·›Ô ›Ó·Î·. Y¿Ú¯Ô˘Ó ÔÏÏ¤˜ ··ÓÙ‹ÛÂÈ˜ ÛÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ·˘-
Ùfi Ô˘ ı· ÙÈ˜ ·ÚÔ˘ÛÈ¿ÛÔ˘ÌÂ Ì¤Û· ·fi Î¿ÔÈ· ·Ú·‰Â›ÁÌ·Ù·.

·) Y¿Ú¯ÂÈ Ô αντ�στρ���ς ÙÔ˘  A, Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  A–1,  Â›Ó·È ÌÔÓ·‰ÈÎfi˜
Î·È ÈÛ¯‡ÂÈ

AA–1 = A–1A = I.

b) °È· ¤Ó·Ó ›Ó·Î· A ˘¿Ú¯ÂÈ ¿ÂÈÚÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÈÓ¿ÎˆÓ  B,  ¤ÙÛÈ ÒÛÙÂ

BA = I.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ Ô Î¿ıÂ ›Ó·Î·˜  B  Â›Ó·È ÁÓˆÛÙfi˜ ˆ˜ απ� αριστε-
ρ
 αντ�στρ���ς ÙÔ˘  A.
E¿Ó

A = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

–1   1
1   0
0  –1

   ,

ÙfiÙÂ ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· ¿ÚÔ˘ÌÂ

B =  Ë
Ê

 ̄
ˆ 

1  2  1
2  2  1

   .

E¿Ó  AŒMm, n(Ã),  ÙfiÙÂ Ô  A  Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ¤¯ÂÈ ·fi ·ÚÈÛÙÂÚ¿ ·ÓÙÈ-
ÛÙÚfiÊÔ˘˜ fiÙ·Ó  m≥n.

c) °È· ÙÔÓ ›Ó·Î·  A  ˘¿Ú¯ÂÈ ¿ÂÈÚÔ˜ ·ÚÈıÌfi˜ ÈÓ¿ÎˆÓ  B,  ¤ÙÛÈ  ÒÛÙÂ

AB = I.

™ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ÔÈ ›Ó·ÎÂ˜ B Â›Ó·È ÁÓˆÛÙÔ› ˆ˜ απ� δε�ι
 αντ�-
στρ���ι.
E¿Ó  AŒMm, n(Ã),  ÙfiÙÂ Ô  A  Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· ¤¯ÂÈ ·fi ‰ÂÍÈ¿ ·ÓÙÈÛÙÚfi-
ÊÔ˘˜ fiÙ·Ó  m≤n.

d) Y¿Ú¯Ô˘Ó ›Ó·ÎÂ˜  A  ÁÈ· ÙÔ˘˜ ÔÔ›Ô˘˜ ‰ÂÓ ˘¿Ú¯Ô˘Ó Ô‡ÙÂ ·fi ·ÚÈÛÙÂ-
Ú¿ Ô‡ÙÂ ·fi ‰ÂÍÈ¿ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔÈ.

H ÂÚ›ÙˆÛË  ·)  Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó· Û˘Ì‚·›ÓÂÈ ÌfiÓÔ ·Ó Ô  A  Â›Ó·È ÙÂÙÚ·-
ÁˆÁÈÎfi˜. ™’ ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË Î·È Ô  A–1  Â›Ó·È ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎfi˜ Î·È Ê˘ÛÈÎ¿
ÙË˜ ›‰È·˜ ‰È¿ÛÙ·ÛË˜. AÓÙ›ıÂÙ·, ÌË-ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜ Â›Ó·È ‰˘Ó·Ùfi Ó·
¤¯Ô˘Ó ·ÚÈÛÙÂÚÔ‡˜ ‹ ‰ÂÍÈÔ‡˜ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘˜, ÔÙ¤ fiÌˆ˜ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ. OÈ ÌË-ÙÂ-
ÙÚ·ÁˆÓÈÎÔ› ›Ó·ÎÂ˜ ¤¯Ô˘Ó fiÏÔÈ γενικευμ�ν� αντ�στρ��� ÙÔÓ ÔÔ›Ô ı· ÔÚ›-
ÛÔ˘ÌÂ ÛÙÔ ÎÂÊ¿Ï·ÈÔ 8.
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O ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·  AŒMn ÔÚ›˙ÂÙ·È Ó· Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜  A–1

Ô˘ ‰›ÓÂÙ·È ·fi ÙË Û¯¤ÛË

A–1 = 1
det(A)

 adjA,

fiÔ˘  adjA  (adjoint) Â›Ó·È Ô ›Ó·Î·˜ Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÙ·È ·fi ÙÔÓ  A  ·Ó ÛÙË
ı¤ÛË ÙÔ˘ ÛÙÔÈ¯Â›Ô˘  (i, j)  ı¤ÛÔ˘ÌÂ ÙÔÓ Û˘Ì·Ú¿ÁÔÓÙ· (cofactor) ÙÔ˘ ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô˘  (j, i),  ‰ËÏ. ÙÔ  (–1)i+jdet(Aji).

Afi ÙËÓ ·Ú·¿Óˆ Û¯¤ÛË Á›ÓÂÙ·È Ê·ÓÂÚfi fiÙÈ Ë ‡·ÚÍË ÙÔ˘ ·ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘,
fiˆ˜ ÔÚ›ÛÙËÎÂ ÁÈ· ¤Ó·Ó ÙÂÙÚ·ÁˆÓÈÎfi ›Ó·Î·, Â›Ó·È ÛÙÂÓ¿ Û˘Ó‰Â‰ÂÌ¤ÓË ÌÂ ÙË
Û˘Óı‹ÎË Ë ÔÚ›˙Ô˘Û·  det(A)  Ó· Â›Ó·È ‰È¿ÊÔÚË ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓfi˜. ŒÓ·˜ ›Ó·Î·˜
AŒMn  Ô˘ ¤¯ÂÈ ÔÚ›˙Ô˘Û·  0  Î·ÏÂ›Ù·È ιδι
�ων, ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¿ Î·ÏÂ›Ù·È �μα-
λ�ς ‹ μη ιδι
�ων. °È· Ó· Â›Ó·È Ô  A  ÌË È‰È¿˙ˆÓ Î·È Ó· ˘¿Ú¯ÂÈ Ô  A–1  ı·
Ú¤ÂÈ ÈÛÔ‰‡Ó·Ì· Ó· ÈÛ¯‡ÂÈ rank(A) = n  ‹ ÔÈ ÁÚ·ÌÌ¤˜ (ÛÙ‹ÏÂ˜) ÙÔ˘  A  Ó·
Â›Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙ· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù·, ‹ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ Û˘ÓfiÏÔ˘ (¯ÒÚÔ˘)
ÙÈÌÒÓ ÙÔ˘  A  Ó· Â›Ó·È  n, ‹ Ë ‰È¿ÛÙ·ÛË ÙÔ˘ ÌË‰ÂÓÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ÙÔ˘  A  Ó·
Â›Ó·È  0.

°È· ÙÔÓ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÂÓfi˜ ›Ó·Î· ‰Â›ÍÙÂ ˆ˜ ¿ÛÎËÛË ÙÈ˜ ·Ú·Î¿Ùˆ È‰ÈfiÙË-
ÙÂ˜:

1) H ÔÚ›˙Ô˘Û· ÙÔ˘ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˘ Â›Ó·È ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ ÙË˜ ÔÚ›˙Ô˘Û·˜ ÙÔ˘ ›-
Ó·Î·, ‰ËÏ.:
E¿Ó  AŒMn Î·È det(A) π 0,  ÙfiÙÂ

det(A–1) = 1
det(A)

  .

2) O ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ˘ ·ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘ ÂÓfi˜ ›Ó·Î· Â›Ó·È Ô ›‰ÈÔ˜ Ô ›Ó·Î·˜,
‰ËÏ.:
E¿Ó  AŒMn,  ÙfiÙÂ

(A–1)–1 = A.

3) E¿Ó  AŒMn,  ÙfiÙÂ  det(A–1) π 0.

4) E¿Ó  AŒMn,  ÙfiÙÂ

(A¢)–1 = (A–1)¢.

5) E¿Ó  AŒMn  Î·È  A=A¢  (Û˘ÌÌÂÙÚÈÎfi˜), ÙfiÙÂ

(A–1)¢ = A–1.

6) E¿Ó  AŒMn  Î·È  BŒMn,  ÙfiÙÂ

(AB)–1 = B–1A–1.
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7) E¿Ó  AŒMn  Î·È

A = diag{·11, ·22, …, ·nn},  ·iiπ0,  i = 1, 2, …, n,

ÙfiÙÂ

A–1 = diag{·–1
11, ·–1

22, …, ·–1
nn}.

ÕÌÂÛË Û˘Ó¤ÂÈ· Â›Ó·È fiÙÈ  I–1=I.

8) E¿Ó  AŒMn,  ÙfiÙÂ

I+A+A2+ … +An–1 = (An–I)(A–I)–1.

H Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ·ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·  AŒMn  ÌÂ ‚¿ÛË ÙÔÓ ÔÚÈÛÌfi, Ô˘
··ÈÙÂ› ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÂÓfi˜ ÌÂÁ¿ÏÔ˘ ·ÚÈıÌÔ‡ ·fi ÔÚ›˙Ô˘ÛÂ˜, ‰ÂÓ Â›Ó·È Ú·ÎÙÈ-
Îfi˜ ÙÚfiÔ˜. ¶¤Ú·Ó ·˘ÙÔ‡ ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È ·ÚÎÂÙ¿ ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· Â˘ÛÙ¿ıÂÈ·˜
ÛÙÔ˘˜ ˘ÔÏÔÁÈÛÌÔ‡˜, ÂÈ‰ÈÎ¿ ·Ó Ë ÔÚ›˙Ô˘Û· ¤¯ÂÈ ÙÈÌ‹ ÔÏ‡ ÎÔÓÙ¿ ÛÙÔ ÌË‰¤Ó.
T· Û˘ÛÛˆÚÂ˘Ì¤Ó· ÚÔ‚Ï‹Ì·Ù· ÛÙÚÔÁÁ‡ÏÂ˘ÛË˜ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÔ‡Ó Û˘¯Ó¿ ÛÔ‚·Ú‹
·ÏÏÔ›ˆÛË ÛÙÔ ÙÂÏÈÎfi ·ÔÙ¤ÏÂÛÌ·. MÂ ÔÛÔ‰‹ÔÙÂ ÌÂÁ¿ÏË ·ÎÚ›‚ÂÈ· Î·È ·Ó
‰Ô˘ÏÂ‡ÂÈ Î¿ÔÈÔ˜ ÛÂ ¤Ó· ÈÛ¯˘Úfi ˘ÔÏÔÁÈÛÙ‹, ‚Â‚·ÈfiÙËÙ· ÁÈ’ ·˘ÙÔ‡ ÙÔ˘ Â›-
‰Ô˘˜ ÙÈ˜ Ú¿ÍÂÈ˜ ÌÔÚÂ› Ó· ¤¯ÂÈ ÌfiÓÔ ·Ó Ù· ‰È·ÁÒÓÈ· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ ›Ó·Î·
Â›Ó·È Î˘Ú›·Ú¯·. ™ÙËÓ ·Ú¿ÁÚ·ÊÔ ·˘Ù‹ ı’ ·Ó·Ù‡ÍÔ˘ÌÂ ÙÔÓ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ ÙÔ˘
Jordan ÁÈ· ÙË Ï‡ÛË ÂÓfi˜ ÁÚ·ÌÌÈÎÔ‡ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜  m  ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ  n  ·ÁÓÒ-
ÛÙÔ˘˜ fiÔ˘  m≤n. O ›‰ÈÔ˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜, fiˆ˜ ı· ‰Ô‡ÌÂ, ÌÔÚÂ› Ó· ¯ÚËÛÈÌÔ-
ÔÈËıÂ› ÁÈ· ÙËÓ Â‡ÚÂÛË ÙÔ˘ ‚·ıÌÔ‡ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·  AŒMn(ó)  Î·ıÒ˜ Î·È ÙÔ˘
·ÓÙÈÛÙÚfiÊÔ˘ ÙÔ˘. O ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ ÙÔ˘ Jordan Â›Ó·È Ô˘ÛÈ·ÛÙÈÎ¿ Ô ›‰ÈÔ˜ ·ÏÁfi-
ÚÈıÌÔ˜ Ô˘ ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÂ›Ù·È ÛÙË Ì¤ıÔ‰Ô Simplex ÛÙÔ ÁÚ·ÌÌÈÎfi ÚÔÁÚ·ÌÌ·-
ÙÈÛÌfi.

ŒÛÙˆ fiÙÈ ¤¯Ô˘ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·  m  ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ  n  ·ÁÓÒ-
ÛÙÔ˘˜,  m≤n.

·11x1+·12x2+ … +·1nxn = b1

·21x1+·22x2+ … +·2nxn = b2

…………………………………
·m1x1+·m2x2+ … +·mnxn = bn

‹

Ax = b

fiÔ˘  AŒMm, n(ó),  xŒMn, 1(ó)  Î·È  bŒMm, 1(ó).

H ÎÏ·ÛÈÎ‹ Ì¤ıÔ‰Ô˜ Ï‡ÛË˜ ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ ı· ‹Ù·Ó ÌÂ Î·Ù¿ÏÏËÏÔ˘˜
ÔÏÏ·Ï·ÛÈ·ÛÌÔ‡˜ Î·È ÚÔÛı·Ê·ÈÚ¤ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÂÍÈÛÒÛÂÒÓ ÙÔ˘ Ó· ÙÔ Ê¤ÚÔ˘ÌÂ
ÛÙË ÌÔÚÊ‹
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x1+Á1, m+1xm+1+ … +Áinxn = Á1, n+1

x2+Á2, m+1xm+1+ … +Á2nxn = Á2, n+1

………………………………………
xm+Ám, m+1xm+1+ … +Ámnxn = Ám, n+1

ÔfiÙÂ ı· ¤¯Ô˘ÌÂ ‚ÚÂÈ ÙÈ˜ ÌÂÙ·‚ÏËÙ¤˜  x1, x2, …, xm  (fi¯È Î·Ù’ ·Ó¿ÁÎË ÙÈ˜
ÚÒÙÂ˜ m) Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ ÙˆÓ ˘ÔÏÔ›ˆÓ  xm+1, …, xn.

H ‰È·‰ÈÎ·Û›· ·˘Ù‹ ÌÂ ÙË ÌÔÚÊ‹ ÂÓfi˜ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘ ÌÔÚÂ› Ó· ÂÚÈÁÚ·ÊÂ›
ÌÂ ÙÔÓ ·Ú·Î¿Ùˆ ÙÚfiÔ.

Aλγ�ριθμ�ς

B�μα 1
°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ¤Ó· tableau ÌÂ  m  ÁÚ·ÌÌ¤˜ Î·È  n+1  ÛÙ‹ÏÂ˜

T.1

·11 ·12 … ·1n b1

·21 ·22 … ·2n b2

… … … …
·m1 ·m2 … ·mn bm

B�μα 2
°Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ tableau 2 Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÌÂ ÙÔ˘˜ ·Ú·Î¿Ùˆ Î·ÓfiÓÂ˜:

·) £ÂˆÚÔ‡ÌÂ ¤Ó· ÛÙÔÈ¯Â›Ô  ·rsπ0  Ô˘ ÙÔ Ï¤ÌÂ πιλ�τ�.

‚) °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ  r  ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ T.2 ‰È·ÈÚÒÓÙ·˜ ÙËÓ  r  ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ T.1 ÌÂ
·rs.

Á) °Ú¿ÊÔ˘ÌÂ ÙËÓ  iπr  ÁÚ·ÌÌ‹ ÙÔ˘ T.2 ÔÏÏ·Ï·ÛÈ¿˙ÔÓÙ·˜ Î¿ıÂ ÛÙÔÈ¯Â›Ô
ÙË˜ r ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ T.2 ÌÂ  ·is  Î·È ·Ê·ÈÚÒÓÙ·˜ ·fi ÙÔ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô ÛÙÔÈ-
¯Â›Ô ÙË˜ i-ÁÚ·ÌÌ‹˜ ÙÔ˘ T.1.

¢ËÏ. ·Ó  ·¢ij, (i = 1, 2, …, m,  j = 1, 2, …, n)  Î·È  b¢j (j = 1, 2, …, m)  Â›Ó·È

Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÙÔ˘ T.2, ÙfiÙÂ

·¢rs = 1,  ·¢is = 0   i π r

·¢rj = ·rj
·rs

 ,  b¢r = br
·rs

   j π s

·¢ij = ·ij–·is 
·rj
·rs

    i πr,  j π s

b¢i = bi–br 
·is
·rs

B�μα 3, B�μα 4, …, B�μα m+1
™˘ÓÂ¯È˙Ô˘ÌÂ fiˆ˜ ÛÙÔ B‹Ì· 2 ÁÈ·  m  ‰È·ÊÔÚÂÙÈÎ¤˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜. TÔ tableau

T.m+1  ı· Â›Ó·È ÙË˜ ÌÔÚÊ‹˜
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T. m+1

1 0 … 0 Á1, m+1 … Á1, n Á1, n+1

0 1 … 0 Á2, m+1 … Á2, m Á2, n+1

… … … … … … …
0 0 … 1 Ám, m+1 … Ám, n Ám, n+1

Afi ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô tableau ÚÔÎ‡ÙÂÈ Ë ˙ËÙÔ‡ÌÂÓË Ï‡ÛË.

ΠAPAΔEIΓMA 1.2

N· Ï˘ıÂ› ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

x1 + 2x2 –   x3 =   4
2x1 – 4x2 + 6x3 = 12

AÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ˜ ÙÔÓ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ Ô˘ ÌfiÏÈ˜ ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ ¤¯Ô˘ÌÂ

T.1

1 2 –1 4

2 –4 6 12

T.2

0 4 –4 –2

1 –2 3 6

T.3

0 1 –1 – 1
2

1 0 1 5

Î·È ÂÔÌ¤Óˆ˜ Ë Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ Â›Ó·È  x1 = 5–x3  Î·È  x2 = x3– 1
2
 . ▲

™ÙÔÓ tableau T.1 ·Ó ·Ú·ÏÂ›„Ô˘ÌÂ ÙËÓ ÙÂÏÂ˘Ù·›· ÛÙ‹ÏË ¤¯Ô˘ÌÂ ÙÔÓ ›-
Ó·Î· A. E›ÛË˜, ·Ó  rank(A) = k < m  ÙfiÙÂ ÙÔ  T. k+1  ı· ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ-
¯Â›· Ô˘ ÌÔÚÔ‡Ó Ó· ÏËÊıÔ‡Ó Û·Ó ÈÏfiÙÔ˜ ›Û· ÌÂ ÌË‰¤Ó. AÏÏÈÒ˜ ı· ÌÔ-
ÚÔ‡Û·ÌÂ Ó· ÂÎÊÚ¿ÛÔ˘ÌÂ k+1 ÁÚ·ÌÌ¤˜ Û·Ó ÁÚ·ÌÌÈÎ¤˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ ÙˆÓ ˘Ô-
ÏÔ›ˆÓ, ÔfiÙÂ  rank(A) > k.

ΠAPAΔEIΓMA 1.3

N· ‚ÚÂıÂ› Ô ‚·ıÌfi˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·

A = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

2   3  –5
1  –4   2
4  –5  –1

   .
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AÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ ÙÔÓ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ ¤¯Ô˘ÌÂ

T.1
2 3 –5
1 –4 2

4 –5 –1

T.2
9
2

–7 0

1
2

–2 1

9
2

–7 0

T.3

0 0 0

– 11
14

0 1

– 9
14 1 0

E›Ó·È  rank(A) = 2,  ÁÈ·Ù› ‹Ú·ÌÂ ÁÈ· ÈÏfiÙÔ ·fi ÙÈ˜ ÁÚ·ÌÌ¤˜ 2 Î·È 3 Î·È
·ÔÌ¤ÓÂÈ Ë ÁÚ·ÌÌ‹ 1 Ô˘ ¤¯ÂÈ fiÏ· Ù· ÛÙÔÈ¯Â›· ÈÛ· ÌÂ ÌË‰¤Ó.

AÓ  AŒMm(ó)  Î·È  rank(A) = m,  ÙfiÙÂ ˘¿Ú¯ÂÈ Ô  A–1  Î·È ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó·
ÙÔÓ ‚ÚÔ‡ÌÂ ÌÂ ÙÔÓ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ.

£ÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

Ax+y = 0,

fiÔ˘  xŒMm, 1(ó)  Î·È  yŒMm, 1(ó).  H Ï‡ÛË ÙÔ˘ Û˘ÛÙ‹Ì·ÙÔ˜ ·˘ÙÔ‡ Â›Ó·È
ÚÔÊ·ÓÒ˜

x = –A–1y.

ÕÚ·, ·ÚÎÂ› ¯ÚËÛÈÌÔÔÈÒÓÙ·˜ ÙÔÓ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ Ô˘ ÂÚÈÁÚ¿„·ÌÂ Ó· Ï‡ÛÔ˘ÌÂ
ÙÔ Û‡ÛÙËÌ·

(A�Im) 
 Ë
Ê

 ̄
ˆx�y  = 0.

AÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ Ù· ‚‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘ ÙÔ ÚÒÙÔ tableau ı· Â›Ó·È

A  �   Im

Î·È ÙÔ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô, ÚÔÊ·ÓÒ˜,
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Im  �   A–1

º˘ÛÈÎ¿ ÔÈ ÈÏfiÙÔÈ ı· Ú¤ÂÈ Ó· ÂÈÏÂÁÔ‡Ó ·fi ÙÈ˜ ÚÒÙÂ˜  m  ÛÙ‹ÏÂ˜.

ΠAPAΔEIΓMA 1.4

N· ‚ÚÂıÂ› Ô ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊÔ˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·

A = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

4  –1   2
8   2   1
1   1  –1

    .

AÎÔÏÔ˘ıÒÓÙ·˜ Ù· ‚‹Ì·Ù· ÙÔ˘ ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˘ ¤¯Ô˘ÌÂ

T.1

4 –1 2�1 0 0

8 2 1�0 1 0

1 1 –1�0 0 1

T.2

1 – 1
4

1
2

� 1
4

0 0

0 4 –3 � –2 1 0

0 5
4

– 3
2 � – 1

4
0 1

T.3

1 0   5
16

� 1
8

1
16

0

0 1 – 3
4

� – 1
2

1
4

0

0 0 – 9
16 �

3
8

– 5
16 1

T.4

1 0 0 � 1
3

– 1
9

5
9

0 1 0 � –1 2
3

– 4
3

0 0 1 � – 2
3

5
9

– 16
9
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ŒÙÛÈ,

A–1 = 1
3
 

 Ë
Á
Á
Ê

 ̄
˜
˜
ˆ

 

1    – 1
3

    5
3

–3     2     –4

–2     5
3
    – 16

3
 

   .

ΠAPATHPHΣH 1.1

EÂÈ‰‹ ÛÂ Î¿ıÂ tableau ÂÌÊ·Ó›˙ÔÓÙ·È  m  ÌÔÓ·‰È·›· ‰È·Ó‡ÛÌ·Ù· ÛÙ‹ÏÂ˜
ÌÔÚÔ‡ÌÂ Ó· Ù· ·Ú·ÏÂ›„Ô˘ÌÂ. AÓ  ·rs  Â›Ó·È Ô ÈÏfiÙÔ˜, ÙfiÙÂ ı¤ÙÔ˘ÌÂ ÛÙË
ı¤ÛË ÙË˜  s  ÛÙ‹ÏË˜, Ô˘ Á›ÓÂÙ·È ÌÔÓ·‰È·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ·, ÙËÓ  r  ÛÙ‹ÏË ÙÔ˘  Im

Ô˘ ·‡ÂÈ Ó· Â›Ó·È ÙÔ ÌÔÓ·‰È·›Ô ‰È¿Ó˘ÛÌ·. ŒÙÛÈ, ÛÙÔ ÚÔËÁÔ‡ÌÂÓÔ ·Ú¿-
‰ÂÈÁÌ· Ù· tableaux ı· Â›Ó·È

T. 1 T. 2

4 –1 2
1
4

– 1
4

1
2

8 2 1 –2 4 –3

1 1 –1 – 1
4

5
4

– 3
2

T. 3 T. 4.
1
8

1
16

5
16

1
3

– 1
9

5
9

– 1
2

1
4

– 3
4

–1 2
3

– 4
3

3
8

– 5
16

– 9
16

– 2
3

5
9

– 16
9

1.7. Iδι�τιμ�ς και ιδι�διαν!σματα

ŒÓ· ·fi Ù· Ï¤ÔÓ ¯Ú‹ÛÈÌ· ÂÚÁ·ÏÂ›· ÛÙË ıÂˆÚ›· ÈÓ¿ÎˆÓ Â›Ó·È ÙÔ Û‡-
ÓÔÏÔ ÙˆÓ È‰ÈÔÙÈÌÒÓ Î·È È‰ÈÔ‰È·Ó˘ÛÌ¿ÙˆÓ ÂÓfi˜ ›Ó·Î·.

OPIΣMOΣ 1.5

E¿Ó  AŒMn  Î·È  xŒÃn,  ıÂˆÚÔ‡ÌÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË

Ax = Ïx,   x π 0,
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fiÔ˘  ÏŒÃ. E¿Ó ¤Ó·  ÏŒÃ  (‹ ÏŒó)  Î·È ¤Ó· ÌË ÌË‰ÂÓÈÎfi ‰È¿Ó˘ÛÌ·  x  ÈÎ·-
ÓÔÔÈÔ‡Ó ·˘Ù‹Ó ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË, ÙfiÙÂ ÙÔ  Ï  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È ιδι�τιμ� ÙÔ˘  A  Î·È ÙÔ
x  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È (δε�ι� ‹ ·fi δε�ι
) ιδι�δι
νυσμα ÙÔ˘  A  Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â›
ÛÙËÓ È‰ÈÔÙÈÌ‹  Ï. ¢ËÏ. ·Ó

x = 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

x1

x2

M
xn

     Î·È   A = 

 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

·11   ·12   …   ·1n

·21   ·22   …   ·2n

…    …    …   …
·n1   ·n2   …   ·nn

   ,

ÙfiÙÂ ÙÔ  Ï  Â›Ó·È Ì›· È‰ÈÔÙÈÌ‹ ÙÔ˘  A  ÌÂ ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯Ô È‰ÈÔ‰È¿Ó˘ÛÌ·  x  Â¿Ó

·11x1+·12x2+ … +·1nxn = Ïx1

·21x1+·22x2+ … +·2nxn = Ïx2 (1.1)
………………………………

·n1x1+·n2x2+ … +·nnxn = Ïxn

E¿Ó ıÂˆÚ‹ÛÔ˘ÌÂ fiÙÈ  y*A = Ïy*,   y π 0,  ÙÔ  y  Î·ÏÂ›Ù·È αριστερ� (‹ ·fi
αριστερ
) ιδι�δι
νυσμα ÙÔ˘ A Ô˘ ·ÓÙÈÛÙÔÈ¯Â› ÛÙËÓ È‰ÈÔÙÈÌ‹  Ï.

TÔ Û‡ÓÔÏÔ fiÏˆÓ ÙˆÓ  ÏŒÃ  Ô˘ Â›Ó·È È‰ÈÔÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘  A  ÔÓÔÌ¿˙ÂÙ·È �
-
σμα ÙÔ˘  A  Î·È Û˘Ì‚ÔÏ›˙ÂÙ·È ÌÂ  Û(A).

H �ασματικ� ακτ�να ÙÔ˘  A  Â›Ó·È Ô ÌË ·ÚÓËÙÈÎfi˜ Ú·ÁÌ·ÙÈÎfi˜ ·ÚÈı-
Ìfi˜  Ú(A)  Ù¤ÙÔÈÔ˜ ÒÛÙÂ

Ú(A) = max{|Ï| : ÏŒÛ(A)}.

ΠAPAΔEIΓMA 1.5
ŒÛÙˆ  A  Ô ›Ó·Î·˜

A = 
 Ë
Á
Ê

 ̄
˜
ˆ

 

3   2   4
2   9   3
4   2   7

   .

OÈ È‰ÈÔÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘  A  Â›Ó·È

Ï1 =12.398,   Ï2 = 6.085,   Ï3 = 0.51,

ÔfiÙÂ  Û(A) = {12.398, 6.085, 0.51}  Î·È ÚÔÊ·ÓÒ˜  Ú(A) = 12.398.
°È· Ó· ‚ÚÔ‡ÌÂ ÙÈ˜ È‰ÈÔÙÈÌ¤˜ ÙÔ˘ ›Ó·Î·  A  ÁÚ¿ÊÔ˘ÌÂ ÙÔ Û‡ÛÙËÌ· (1.1)

ÛÙË ÌÔÚÊ‹

(·11–Ï)x1+·12x2+ … +·1nxn = 0

·21x1+(·22–Ï)x2+ … +·2nxn = 0 (1.2)
…………………………………
·n1x1+·n2x2+ … +(·nn–Ï)xnn = 0

A˘Ùfi Â›Ó·È ¤Ó· Û‡ÛÙËÌ·  n  ÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ ÔÌÔÁÂÓÒÓ ÂÍÈÛÒÛÂˆÓ ÌÂ  n  ·ÁÓÒ-




