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KefĹlaio 1

Eisagwgă

Kentrikì shmeÐo gia thn axiopoÐhsh doruforikÿn dedomènwn se melètec pou èqoun

na kĹnoun me to găino pedÐo barÔthtac kai tic qronikèc metabolèc tou apoteleÐ h

sÔndesh metaxÔ gewmetrÐac kai dunamikÿn qarakthristikÿn tou pedÐou. H Ĺmesh

paratărhsh thc jèshc dorufìrwn, pou brÐskontai se troqiĹ gÔrw apì th gh se

sqèsh me kĹpoiouc epÐgeiouc stajmoÔc paratărhshc ă se sqèsh me to Ðdio to geÿ-

kentro, mporeÐ na sundejeÐ me to elktikì pedÐo pou kajorÐzei th morfă thc doru-

forikăc troqiĹc. AparaÐthth proôpìjesh apoteleÐ h gnÿsh autăc thc gewmetrikăc

plhroforÐac me th morfă miac qronoseirĹc, kĹti pou epitrèpei ton arijmhtikì upo-

logismì sugkekrimènwn parĹgwgwn megejÿn, kajÿc h diadoqikă paragÿgish twn

dianusmĹtwn jèshc wc proc to qrìno odhgeÐ ston upologismì posotătwn, ìpwc h

taqÔthta kai h epitĹqunsh tou dorufìrou.

MÐa prÿth praktikă sÔndesh metaxÔ gewmetrikÿn dedomènwn anaforikĹ me kĹpoion

dorufìro kai tou Neutÿneiou pedÐou barÔthtac pragmatopoiăjhke sta tèlh thc

dekaetÐac tou 1960 mèsa apì melètec pou eÐqan wc antikeÐmeno th diereÔnhsh tou

pedÐou barÔthtac thc selănhc. Se autèc tic prÿimec episthmonikèc diereunăseic

diasthmikÿn dedomènwn axiopoiăjhkan oi prÿtec Ĺmesec parathrăseic teqnhtÿn

dorufìrwn apì epÐgeiouc stajmoÔc elègqou me skopì thn exagwgă plhroforÐac gia

th domă tou selhniakoÔ pedÐou barÔthtac. Pio sugkekrimèna, qrhsimopoiÿntac tic

parathrăseic thc jèshc twn doruforikÿn skafÿn pou etÐjento se troqiĹ gÔrw apì

th selănh sta plaÐsia twn apostolÿn Apollo se sqèsh me to stajmì paratărhshc

sth gh, katèsth dunatì na upologisteÐ h barutikă epitĹqunsh pou askoÔntan epĹ-

nw stouc dorufìrouc exaitÐac tou elktikoÔ pedÐou thc selănhc. H posìthta aută

ătan orismènh katĹ măkoc thc dieÔjunshc metaxÔ epÐgeiou stajmoÔ paratărhshc kai

dorufìrou kai ătan dunatì na prokÔyei metĹ apì mÐa aplă paragÿgish twn arqikÿn

diajèsimwn dedomènwn, dhladă twn gewmetrikÿn apostĹsewn twn dorufìrwn, pou
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brÐskontan se troqiĹ gÔrw apì th selănh, ìpwc autèc lambĹnontan apì ton epÐgeio

stajmì parakoloÔjhshc. MÐa aplă grafikă parĹstash autăc thc plhroforÐac

anèdeixe isqurèc anwmalÐec tou selhniakoÔ pedÐou barÔthtac, idiaÐtera epĹnw apì

tic pedinèc perioqèc tou selhniakoÔ anaglÔfou, uponoÿntac thn Ôparxh megĹlwn di-

ataraktikÿn katanomÿn mĹzac sto eswterikì tou selhniakoÔ floioÔ, me puknìthta

diaforetikă apì autăn pou ătan mèqri tìte gnwstă gia th selănh apì tic diajèsimec

epifaneiakèc deigmatolhptikèc metrăseic selhniakÿn petrwmĹtwn.

H idèa ìti mÐa idiaÐtera puknă qartogrĹfhsh enìc barutikoÔ pedÐou mporoÔse na

exaqjeÐ apì mÐa aplă anĹlush diaforikÿn metabolÿn gewmetrikÿn dedomènwn doru-

forikÿn troqiÿn (dhladă apostĹsewn kai rujmÿn metabolăc touc) mèsa apì thn

parakoloÔjhsh enìc dorufìrou se troqiĹ parousiĹsthke na diajètei mÐa dunamikă

gia pijană efarmogă thc kai gia th melèth tou dikoÔ mac planăth. EkeÐnh th stigmă

gennăjhke h arqă thc mejìdou mètrhshc diadoruforikÿn apostĹsewn (Satellite-

to-Satellite Tracking, SST). DÔo dorufìroi kinoÔntai kĹtw apì thn epÐdrash tou

găinou barutikoÔ pedÐou diagrĹfontac parìmoiec troqièc se sqetikĹ mikrì Ôyoc apì

th găinh epifĹneia. O kĹje ènac dorufìroc eÐnai efodiasmènoc me mÐa peiramatikă

mĹza h opoÐa eÐnai topojethmènh sto eswterikì tou katĹ tètoion trìpo ÿste na

brÐsketai suneqÿc se sunjăkec eleÔjerhc ptÿshc. Eidikèc diatĹxeic, gia parĹdeigma

mikroÐ prowjhtărec, energopoioÔntai th stigmă pou mÐa mh barutikă epÐdrash kĹnei

thn emfĹnisă thc (p.q. atmosfairikă tribă, pÐesh thc hliakăc aktinobolÐac sthn

epifĹneia tou doruforikoÔ skĹfouc k.lp.) katĹ tètoion trìpo ÿste na isostajmÐ-

zoun thn ìpoia mh barutikă epÐdrash pou askeÐtai sto dorufìro kai na diasfalÐzoun

me autìn ton trìpo thn epanaforĹ thc peiramatikăc mĹzac sthn arqikă thc katĹ-

stash. H sugkekrimènh diĹtaxh qarakthrÐzetai wc low-low SST , enÿ h anĹlush

troqiakÿn dedomènwn dorufìrwn pou brÐskontan se troqiĹ gÔrw apì th selănh, h

opoÐa anafèrjhke prohgoumènwc, ulopoieÐ th legìmenh high-low SST diĹtaxh, me

touc dorufìrouc pou diagrĹfoun thn troqiĹ gÔrw apì th selănh na apoteloÔn touc

qamhloÔc kai thn Ðdia th gh na ulopoieÐ to dorufìro pou kineÐtai se uyhlă troqiĹ

gÔrw apì th selănh.

KÔria metrhtikă diĹtaxh sthn perÐptwsh thc mejìdou mètrhshc diadoruforikÿn a-

postĹsewn qrhsimopoiÿntac th diĹtaxh low-low SST apoteleÐ to sÔsthma mètrhshc

thc diadoruforikăc apìstashc. Me th suneqă ekpompă hlektromagnhtikÿn pal-

mÿn eÐnai dunată h katagrafă twn metabolÿn thc apìstashc pou qwrÐzei touc dÔo

dorufìrouc, enÿ parĹllhla katagrĹfontai kai oi metabolèc twn jèsewn twn dÔo

peiramatikÿn mazÿn, plhroforÐa pou exuphreteÐ mÐa leptomeră montelopoÐhsh twn

proanaferjeisÿn mh barutikÿn epidrĹsewn sth doruforikă troqiĹ. H mètrhsh thc
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metaballìmenhc apìstashc metaxÔ twn dÔo dorufìrwn se taktĹ qronikĹ diastăma-

ta isodunameÐ me thn arijmhtikă paratărhsh tou rujmoÔ metabolăc thc apìstashc,

dhladă thc paragÿgou thc wc proc to qrìno, pou eÐnai gnwstă kai wc taqÔthta thc

dieÔjunshc sÔndeshc twn dÔo dorufìrwn (line-of-sight velocity), ìpou me ton ìro

dieÔjunshc sÔndeshc ennoeÐtai h dieÔjunsh pou orÐzetai sto qÿro apì th stigmiaÐa

jèsh twn dÔo dorufìrwn se kĹpoia qronikă stigmă. H parathroÔmenh posìthta ă

isodÔnama to metrhtikì săma sta plaÐsia enìc peirĹmatoc SST eÐnai eÐte h stigmi-

aÐa taqÔthta thc dieÔjunshc sÔndeshc eÐte ènac mèsoc ìroc thc posìthtac autăc

orismènoc se èna peperasmèno qronikì diĹsthma. H parĹgwgoc thc taqÔthtac thc

dieÔjunshc sÔndeshc èqei diastĹseic epitĹqunshc kai antiproswpeÔei, se ènan baj-

mì prosèggishc, tic paragÿgouc prÿthc tĹxhc tou dunamikoÔ thc barÔthtac katĹ

măkoc thc grammăc sÔndeshc.

’Ena majhmatikì montèlo pou mporeÐ na sundèsei tic parathroÔmenec taqÔthtec me

to găino barutikì pedÐo eÐnai autì pou kajorÐzetai apì tic Neutÿneiec exisÿseic

kÐnhshc enìc swmatidÐou se èna peristrefìmeno sÔsthma anaforĹc. Oi exisÿseic

autèc susqetÐzoun thn epitĹqunsh tou swmatidÐou sto peristrefìmeno sÔsthma me

thn epitĹqunsă tou se èna adraneiakì sÔsthma anaforĹc. Kajÿc h epitĹqunsh se

èna adraneiakì sÔsthma ekfrĹzetai apì thn posìthta ∇V , me V th sunĹrthsh tou

dunamikoÔ tou barutikoÔ pedÐou, oi exisÿseic kÐnhshc emfanÐzontai wc èna katĹllh-

lo ergaleÐo gia to skopì thc sÔndeshc twn kajarĹ gewmetrikÿn metrăsewn twn

diadoruforikÿn apostĹsewn kai twn qronikÿn metabolÿn touc me to pedÐo barÔth-

tac kai odhgoÔn sth diatÔpwsh aplÿn diaforikÿn exisÿsewn, pou onomĹzontai

exisÿseic metabolÿn (variational equations). Oi teleutaÐec mporoÔn na upolo-

gistoÔn mèsa apì teqnikèc arijmhtikăc oloklărwshc, dÐnontac orismènec apì tic

merikèc paragÿgouc pou emfanÐzontai sto grammikopoihmèno sÔsthma exisÿsewn

paratărhshc tou montèlou twn diadoruforikÿn apostĹsewn, to opoÐo exaitÐac thc

poluplokìthtĹc tou den mporeÐ na upologisteÐ me analutikĹ mèsa.

MÐa basikă majhmatikă exÐswsh anaforĹc gia thn èkfrash thc sunĹrthshc tou

dunamikoÔ tou găinou barutikoÔ pedÐou1 mporeÐ na upologisteÐ apì thn epÐlush thc

diaforikăc exÐswshc tou Laplace sthn perioqă èxw apì tic èlkousec mĹzec, ìpou to

1Οι έννοιε� βαρυτικό και ε�κτικό πεδίο, παρό�ο που τεχνικά υπονοούν δύο διαφορετικέ�
ποσότητε� οι οποίε� διαφέρουν κατά την ποσότητα του φυγόκεντρου δυναμικού, στο συγκεκριμένο
κείμενο θα χρησιμοποιούνται ω� ισοδύναμε�. Η ε�ευθερία στη χρήση τη� συγκεκριμένη� ορο�ογί-
α� πηγάζει από το γεγονό� ότι στη με�έτη τη� κίνηση� δορυφορικών τροχιών η περιστροφή τη�
γη� και συνεπώ� και το φυγόκεντρο δυναμικό δεν υπεισέρχονται στη διαμόρφωση τη� τιμή� του
δυναμικού τη� βαρύτητα� στο σημείο τη� τροχιά�, με ά��α �όγια η έννοια του γήινου βαρυτικού
πεδίου ταυτίζεται με αυτή του ε�κτικού πεδίου των γήινων μαζών, όταν το σημείο υπο�ογισμού
αναφέρεται σε δορυφόρο που βρίσκεται σε τροχιά γύρω από τη γη.
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dunamikì eÐnai mÐa armonikă sunĹrthsh h opoÐa plhroÐ thn exÐswsh ΔV = 0. MÐa

lÔsh autăc thc exÐswshc apoteleÐ h gnwstă èkfrash tou dunamikoÔ èlxhc me th

morfă enìc anaptÔgmatoc se seirĹ sfairikÿn armonikÿn

V (θ, λ, r) =
GM

R

∞∑
l=0

(
R

r

)l+1 l∑
m=0

(
Clm cos mλ + Slm sin mλ

)
Plm(cos θ) (1.1)

ìpou l kaim ekfrĹzoun antÐstoiqa to bajmì kai thn tĹxh tou anaptÔgmatoc, r, θ kai

λ eÐnai oi sfairikèc suntetagmènec tou shmeÐou upologismoÔ, dhladă tou dorufìrou,

GM ekfrĹzei to ginìmeno thc pagkìsmiac stajerĹc tou NeÔtwna me th sunolikă

mĹza twn găinwn diataraktikÿn mazÿn, R eÐnai mÐa mèsh timă aktÐnac miac ghc se

sfairikă prosèggish kai Plm(cos θ) ekfrĹzoun tic genikeumènec sunartăseic tou

Legendre, oi opoÐec upologÐzontai mèsa apì aplèc trigwnometrikèc sqèseic me ìri-

sma to sfairikì plĹtoc θ. Tèloc, oi parĹmetroi Clm kai Slm sthn exÐswsh (1.1)

ekfrĹzoun ton jewrhtikĹ Ĺpeiro arijmì adiĹstatwn suntelestÿn pou perigrĹfoun

to dunamikì èlxhc twn găinwn mazÿn se èna shmeÐo pou brÐsketai ektìc tou qÿrou

pou katalambĹnoun oi mĹzec mèsa apì th sugkekrimènh prosèggish tou anaptÔg-

matoc thc sunĹrthshc tou dunamikoÔ se seirĹ kai ènac oloklhrwmènoc orismìc

touc ja mporoÔse na apodojeÐ me thn perigrafă sfairikoÐ armonikoÐ suntelestèc

thc sunĹrthshc tou dunamikoÔ èlxhc twn găinwn mazÿn. Oi suntelestèc autoÐ

apoteloÔn tic basikèc Ĺgnwstec paramètrouc tou pedÐou barÔthtac. O prosdiori-

smìc touc isodunameÐ me ton prosdiorismì tou pragmatikoÔ sqămatoc thc ghc kai

tou barutikoÔ pedÐou pou prokaloÔn oi mĹzec sto eswterikì thc. Wstìso, kajÿc

oi ìpoiec gewmetrikèc ă dunamikèc parathrăseic pou pragmatopoioÔntai sto plaÐsio

miac diasthmikăc efarmogăc eÐnai apì th fÔsh touc peperasmènec, o prosdiorismìc

tou sunìlou twn Ĺpeirwn suntelestÿn Clm kai Slm kai katĹ sunèpeia o prosdiori-

smìc tou pragmatikoÔ sqămatoc thc ghc kai tou barutikoÔ thc pedÐou apoteleÐ èna

prìblhma pou potè den ja mporèsei na epilujeÐ katĹ mÐa apìluth ènnoia. AntÐjeta,

h anĹlush diaforetikÿn diasthmikÿn dedomènwn, akìma kai twn Ðdiwn mejodologiÿn

paratărhshc, odhgeÐ pĹntote se mÐa diaforetikă epÐlush tou sugkekrimènou problă-

matoc, me touc upologismènouc suntelestèc Clm kai Slm na diafèroun thn kĹje forĹ

tìso arijmhtikĹ ìso kai se sqèsh me to mègisto bajmì kai tĹxh tou antÐstoiqou

anaptÔgmatoc pou ulopoioÔn.

H exÐswsh (1.1) apoteleÐ loipìn to koinì jewrhtikì upìbajro ìlwn twn sÔgqro-

nwn diasthmikÿn apostolÿn pou èqoun wc antikeÐmeno th melèth tou găinou pedÐou

barÔthtac kai twn qronikÿn metabolÿn tou, enÿ o koinìc praktikìc stìqoc twn

apostolÿn autÿn se ìti aforĹ to pedÐo barÔthtac eÐnai o prosdiorismìc enìc mo-
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ntèlou suntelestÿn Clm kai Slm mèqri ènan mègisto bajmì kai tĹxh. H qwrikă

anĹlush sthn opoÐa antistoiqeÐ to kĹje montèlo2 kajÿc kai h akrÐbeiĹ tou, kajorÐ-

zontai apì ta gewmetrikĹ qarakthristikĹ thc doruforikăc troqiĹc kai apì to eÐdoc

thc mejodologÐac pou ulopoieÐtai apì th sugkekrimènh diasthmikă apostolă. Gia

parĹdeigma, enÿ h qwrikă diakritikă ikanìthta enìc montèlou sfairikÿn armonikÿn

suntelestÿn Clm kai Slm mèqri bajmì kai tĹxh 50 (mÐa tupikă timă anaptÔgmatoc gia

barutikĹ montèla pou èqoun prokÔyei apì thn apokleistikă anĹlush doruforikÿn

dedomènwn, prin apì thn ulopoÐhsh twn shmerinÿn apostolÿn CHAMP, GRACE

kai GOCE) isodunameÐ me gewgrafikĹ diamerÐsmata diastĹsewn perÐpou 800 km

× 800 km, h akrÐbeia enìc tètoiou montèlou, kajÿc kai sunolikă thc fasmatikă

sumperiforĹ exartĹtai apì polloÔc diaforetikoÔc parĹgontec, enÿ qarakthrÐzei

monosămanta to kĹje montèlo. Parìlo pou h sugkekrimènh anaforĹ sto zăthma

thc sqèshc mègistou bajmoÔ anĹptuxhc kai qwrikăc anĹlushc katadeiknÔei ton peri-

orismì gia efarmogèc praktikoÔ endiafèrontoc montèlwn me qamhlì lmax, entoÔtoic

den meiÿnei to endiafèron gia th qrăsh tètoiwn montèlwn, gia parĹdeigma ston upo-

logismì kĹpoiac basikăc sunistÿsac anaforĹc pou na perigrĹfei ta megĹla măkh

kÔmatoc tou parathroÔmenou pedÐou barÔthtac. H epitugqanìmenh anĹlush qara-

kthrÐzei to sÔnolo twn parĹgwgwn megejÿn tou pedÐou pou mporoÔn na upologi-

stoÔn qrhsimopoiÿntac touc sugkekrimènouc suntelestèc, ìpwc anwmalÐec barÔth-

tac ă uyìmetra tou geweidoÔc, enÿ oi upologismoÐ mporoÔn na pragmatopoihjoÔn

eÐte epĹnw sthn epifĹneia miac găinhc sfaÐrac eÐte sthn epifĹneia enìc elleiyoeidoÔc

ek peristrofăc, afoÔ sunektimhjoÔn oi sqetikoÐ diorjwtikoÐ ìroi.

Oi sfairikoÐ armonikoÐ suntelestèc Clm kai Slm mporoÔn na upologistoÔn qrhsi-

mopoiÿntac prwtogenă dedomèna diaforetikÿn doruforikÿn mejìdwn paratărhshc.

GenikĹ pragmatopoieÐtai o akìloujoc diaqwrismìc metaxÔ basikÿn mejodologiÿn,

pou odhgoÔn ston upologismì enìc montèlou suntelestÿn Clm kai Slm gia th

sunĹrthsh tou dunamikoÔ tou barutikoÔ pedÐou, metĹ apì thn anĹlush twn sqetikÿn

doruforikÿn dedomènwn: (a) AnĹlush doruforikÿn apostĹsewn apì epÐgeiouc staj-

moÔc paratărhshc. AntikeÐmeno thc mejìdou eÐnai h Ĺmesh paratărhsh kai h kata-

grafă thc jèshc apì to èdafoc enìc dorufìrou se troqiĹ metrÿntac tic apostĹseic

tou dorufìrou apì ton epÐgeio stajmì elègqou se diakritèc qronikèc stigmèc. Apì

teqnikă Ĺpoyh o upologismìc autÿn twn apostĹsewn mporeÐ na pragmatopoihjeÐ

me dÔo diaforetikèc teqnikèc. H prÿth teqnikă ulopoieÐtai mèsw thc ekpompăc apì

ton epÐgeio stajmì paratărhshc enìc palmoÔ Laser mèsa apì èna eidikì sÔsth-

2Η διακριτική ικανότητα ενό� μοντέ�ου σφαιρικών αρμονικών συντε�εστών Clm και Slm στο
χώρο των αποστάσεων εκφράζεται χονδρικά από την ποσότητα L/lmax, όπου L είναι η περίμετρο�
τη� γη� σε μία σφαιρική προσέγγιση και lmax ο μέγιστο� βαθμό� του αναπτύγματο�.
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ma thleskopÐou, me thn proôpìjesh o dorufìroc na uposthrÐzei th sugkekrimènh

teqnikă paratărhshc fèrontac eidikoÔc optikoÔc anaklastărec, pou prèpei na eÐnai

topojethmènoi me tètoion trìpo sthn exwterikă epifĹneia tou doruforikoÔ skĹfouc,

ÿste na eÐnai oratoÐ apì ton epÐgeio stajmì (teqnikă Satellite Laser Ranging, SLR).

H deÔterh teqnikă Ĺmeshc mètrhshc twn apostĹsewn tou dorufìrou apì ton epÐgeio

stajmì basÐzetai sth sullogă dedomènwn rujmÿn metabolăc thc apìstashc epÐgeiou

stajmoÔ-dorufìrou qrhsimopoiÿntac parathrăseic Doppler, pou proèrqontai apì

thn ekpompă hlektromagnhtikÿn palmÿn apì to dorufìro kai ekfrĹzoun me trìpo

pou eÐnai anĹlogoc thc taqÔthtac tou dorufìrou se sqèsh me to èdafoc, ìpwc

aută orÐzetai epĹnw sth dieÔjunsh sÔndeshc epÐgeiou stajmoÔ-dorufìrou (line-of-

sight velocity), th metabolă thc suqnìthtac tou ekpempìmenou sămatoc lìgw thc

sqetikăc kÐnhshc tou dorufìrou se sqèsh me th gh, posìthta pou katagrĹfetai

ston epÐgeio stajmì elègqou. H epexergasÐa dedomènwn SLR kai Doppler, ìpwc

autĹ èqoun sulleqjeÐ gia perissìtero apì treic dekaetÐec qrhsimopoiÿntac pĹnw

apì 30 dorufìrouc diaforetikÿn troqiakÿn qarakthristikÿn, èqei odhgăsei ston

upologismì montèlwn, ta opoÐa katagrĹfoun katĹ kÔrio lìgo ta megĹla măkh kÔ-

matoc tou pedÐou barÔthtac. Ta montèla JGM2-S kai GRIM4-S4 apoteloÔn dÔo

qarakthristikĹ paradeÐgmata tètoiwn prosdiorismÿn, qarakthrÐzontai wc dÔo apì

ta pio axiìpista doruforikĹ montèla tou pedÐou barÔthtac pou èqoun prokÔyei sta

plaÐsia thc sugkekrimènhc teqnikăc doruforikăc paratărhshc, prosfèroun ìmwc mÐa

qwrikă diakritikă ikanìthta mìnon thc tĹxhc twn 600 km. (b) AnĹlush dedomènwn

diadoruforikÿn apostĹsewn. Prìkeitai gia mÐa diĹtaxh dÔo dorufìrwn, enìc se

qamhlă (low) kai enìc se uyhlă (high) troqiĹ, h opoÐa wc prwtogenă dedomèna anti-

metwpÐzei th gewmetrikă apìstash twn dÔo dorufìrwn kai ton trìpo metabolăc thc

katĹ th diĹrkeia thc exèlixhc twn troqiÿn touc gÔrw apì th gh. H mèjodoc twn di-

adoruforikÿn apostĹsewn me tic diaforetikèc diatĹxeic ulopoÐhshc (high-low SST,

low-low SST kai sunduasmoÐ touc) apoteleÐ thn arqă leitourgÐac twn diasthmikÿn a-

postolÿn CHAMP kai GRACE. (g) AnĹlush dedomènwn diasthmikăc bajmidometrÐ-

ac. Sth sugkekrimènh mejodologÐa lambĹnontai wc parathrăseic dedomèna deutèrwn

paragÿgwn tou dunamikoÔ mèsw eidikÿn diatĹxewn pollaplÿn epitaqunsiomètrwn,

pou sugkrotoÔn ta legìmena bajmidìmetra. ApoteleÐ thn arqă leitourgÐac thc

eperqìmenhc diasthmikăc apostolăc GOCE thc Eurwpaðkăc Diasthmikăc UphresÐ-

ac (European Space Agency, ESA) kai mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ sunduastikĹ me

thn teqnikă high-low SST axiopoiÿntac kĹpoio doruforikì sÔsthma prosdiorismoÔ

jèshc (p.q. GPS). (d) Sunduasmènh epexergasÐa doruforikÿn dedomènwn (SLR,

Doppler, doruforikă altimetrÐa, sÔgqronec diasthmikèc apostolèc) me epÐgeiec bĹ-

seic dedomènwn barÔthtac, h opoÐa odhgeÐ ston upologismì twn legìmenwn montèlwn
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sunduasmoÔ. Sămera pĹnw apì triĹnta tètoia montèla sunduasmoÔ eÐnai diajèsi-

ma, me ton arijmì na auxĹnei suneqÿc exaitÐac thc plhjÿrac nèwn dedomènwn pou

proèrqontai apì tic sÔgqronec diasthmikèc apostolèc.

’Enac anexĹrthtoc trìpoc upologismoÔ twn suntelestÿn Clm kai Slm prokÔptei

epÐshc apì thn anĹlush pagkìsmiwn yhfiakÿn montèlwn topografÐac se sundua-

smì me pagkìsmiec bĹseic dedomènwn gia th domă kai th sÔstash tou găinou floioÔ

me mÐa diastrwmĹtwsh pou ftĹnei mèqri th sunoriakă epifĹneia floioÔ-mandÔa.

H diajesimìthta tètoiwn pagkìsmiwn yhfiakÿn montèlwn, h anĹlush twn opoÐwn

beltiÿnetai me taqÔ rujmì, exaitÐac kurÐwc sÔgqronwn thlepiskopikÿn dorufìrwn

pou epitrèpoun thn kataskeuă yhfiakÿn montèlwn topografÐac me qwrikă anĹlush

pou fjĹnei se merikèc periptÿseic ta 30 m × 30 m, odhgeÐ ston prosdiorismì

twn legìmenwn topografikÿn-isostatikÿn sfairikÿn armonikÿn suntelestÿn tou

pedÐou barÔthtac. Ta sugkekrimèna montèla katagrĹfoun kurÐwc ta mesaÐa măkh

kÔmatoc tou fĹsmatoc tou barutikoÔ pedÐou kai apaitoÔn thn efarmogă kĹpoiou

montèlou isostasÐac sÔmfwna me to opoÐo perigrĹfetai to isozÔgio mazÿn metaxÔ

floioÔ kai mandÔa. Tautìqrona, o mègistoc bajmìc anĹptuxăc touc periorÐzetai

mìnon apì th diajèsimh anĹlush twn pagkìsmiwn yhfiakÿn montèlwn edĹfouc, kĹti

pou epitrèpei ton upologismì montèlwn me idiaÐtera megĹlo mègisto bajmì anĹ-

ptuxhc. Sămera h axiopoÐhsh thc sugkekrimènhc teqnikăc anĹlushc epitrèpei thn

kataskeuă sunjetikÿn montèlwn barÔthtac me mègisto bajmì anĹptuxhc lmax =

2160.

H posotikă perigrafă twn suntelestÿn enìc montèlou pragmatopoieÐtai sunăjwc

mèsa apì th grafikă anaparĹstash tou fĹsmatìc tou. To fĹsma enìc montèlou

sfairikÿn armonikÿn suntelestÿn Clm kai Slm qarakthrÐzetai epÐshc kai wc enèrgeia

fĹsmatoc (power spectrum) ă metablhtìthta bajmoÔ (degree variance), orÐzetai gia

ènan sugkekrimèno bajmì l wc σ2
l =

∑l
m=0 (C 2

lm + S 2
lm) kai apoteleÐ th sunhjismènh

èkfrash enìc montèlou sto qÿro twn suqnotătwn. Wstìso h metablhtìthta baj-

moÔ den perièqei kĹpoia plhroforÐa gia thn akrÐbeia tou sugkekrimènou montèlou.

Gi’ autì to skopì qrhsimopoieÐtai to legìmeno sfĹlma metablhtìthtac bajmoÔ,

posìthta h opoÐa upologÐzetai apì th sqèsh

σ̂2
l =

l∑
m=0

(
σ̂2

Clm
+ σ̂2

Slm

)
(1.2)

me σ̂Clm
kai σ̂Slm

na ekfrĹzoun tic metablhtìthtec twn suntelestÿn Clm kai Slm

antÐstoiqa. Oi posìthtec σ̂Clm
kai σ̂Slm

dhlÿnoun th sunolikă akrÐbeia upologismoÔ

twn suntelestÿn Clm kai Slm ekfrĹzontac tic metablhtìthtec pou prokÔptoun apì
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Sqăma 1.1: Mèso tetragwnikì sfĹlma fĹsmatoc upologismèno sÔmfwna me ton kanìna
tou Kaula (tetragwnikă rÐza thc sqèshc 1.3)

thn efarmogă thc elaqistotetragwnikăc sunìrjwshc twn parathrăsewn sto gram-

mikopoihmèno sÔsthma exisÿsewn paratărhshc pou antistoiqeÐ sth sugkekrimènh

mejodologÐa upologismoÔ tou upì exètash montèlou (teqnikèc (a) - (d) pou anafèr-

jhkan prohgoumènwc).

ApoteleÐ sunhjismènh praktikă sth diejnă bibliografÐa na upologÐzetai gia lìgouc

axiolìghshc ă kai aplăc fasmatikăc anaparĹstashc enìc montèlou h tetragwnikă

rÐza thc exÐswshc (1.2), h opoÐa qarakthrÐzetai wc mèso tetragwnikì sfĹlma fĹ-

smatoc (degree RMS spectrum). Oi kampÔlec mèsou tetragwnikoÔ sfĹlmatoc tou

fĹsmatoc kĹpoiou montèlou metabĹllontai epÐshc se sqèsh me to bajmì tou ana-

ptÔgmatoc l kai apoteloÔn èna qrăsimo ergaleÐo gia thn axiolìghsh thc poiìthtac

tou montèlou. MÐa basikă anexĹrthth phgă plhrofìrhshc, h opoÐa exuphreteÐ idi-

aÐtera autăn th diadikasÐa fasmatikăc axiolìghshc apoteleÐ o legìmenoc kanìnac

tou Kaula. Prìkeitai gia èna empeirikì montèlo gia to fĹsma tou pragmatikoÔ

pedÐou barÔthtac to opoÐo orÐzetai me ton akìloujo trìpo

σ2
l =

1.6 × 10−10

l3
(1.3)
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To empeirikì autì montèlo proèkuye apì mÐa diexodikă statistikă epexergasÐa prag-

matikÿn dedomènwn barÔthtac kai parousiĹzei mÐa empeirikă ektÐmhsh tou trìpou

metabolăc tou barutikoÔ fĹsmatoc. O kanìnac tou Kaula uposthrÐzei me Ĺlla lì-

gia ìti gia ènan sugkekrimèno bajmì l, o tetragwnikìc mèsoc ìroc pou upologÐzetai

apì ìlouc touc sfairikoÔc armonikoÔc suntelestèc thc sunĹrthshc tou dunamikoÔ

tou pedÐou barÔthtac thc ghc gia to sÔnolo twn diajèsimwn tĹxewn meiÿnetai ìso

o bajmìc auxĹnetai kai h meÐwsh aută pragmatopoieÐtai proseggistikĹ sÔmfwna me

ton kanìna 10−5/l2. H empeirikă diapÐstwsh tou Kaula ekfrĹzei to gegonìc ìti to

pedÐo barÔthtac kajorÐzetai se shmantikìtato bajmì apì ta megĹla măkh kÔmatoc.

H enèrgeia twn mikrÿn mhkÿn kÔmatoc ă isodÔnama twn megĹlwn suqnotătwn tou

barutikoÔ fĹsmatoc eÐnai polÔ mikrìterh se sqèsh me ta megĹla măkh kÔmatoc.



KefĹlaio 2

Basikèc ènnoiec kai orismoÐ thc
jewrÐac doruforikÿn troqiÿn

2.1 Eisagwgă

Skopìc tou kefalaÐou eÐnai na parousiastoÔn oi basikoÐ orismoÐ pou perigrĹfoun

thn kÐnhsh enìc dorufìrou pou brÐsketai se troqiĹ gÔrw apì th gh. H jewrÐa

twn doruforikÿn troqiÿn apoteleÐ to basikì upìbajro twn sÔgqronwn diasth-

mikÿn apostolÿn, tìso sto prokatarktikì stĹdio thc jewrhtikăc prosomoÐwshc

kai proetoimasÐac, ìso kai katĹ th diĹrkeia zwăc tou sugkekrimènou dorufìrou. H

akribăc kai adiĹleipth gnÿsh thc jèshc tou dorufìrou thn kĹje qronikă stigmă

eÐnai h basikă prwtogenăc plhroforÐa pou eÐnai aparaÐthth gia thn axiopoÐhsh twn

sulleqjèntwn dedomènwn tou dorufìrou anexĹrthta apì th fÔsh thc efarmogăc. H

gnÿsh thc jèshc tou dorufìrou kai Ĺra h morfă thc antÐstoiqhc troqiĹc ulopoieÐ-

tai mèsw miac diadikasÐac parakoloÔjhshc tou dorufìrou, pou diafèrei anĹloga

me thn uposthrizìmenh teqnologÐa thc kĹje apostolăc. ’Etsi, h parakoloÔjhsh

twn prÿtwn gewdaitikÿn dorufìrwn, ìpwc gia parĹdeigma o dorufìroc LAGEOS

I o opoÐoc tèjhke se troqiĹ to 1976 (bl. epìmeno kefĹlaio), mporoÔse na ulopoi-

hjeÐ mìno mèsw apeujeÐac upologismoÔ thc jèshc touc epĹnw sthn troqiĹ me th

qrăsh tou sustămatoc SLR. ’Opwc ìmwc ja doÔme sto epìmeno kefĹlaio, to sÔsth-

ma SLR epitrèpei thn kĹluyh tou dorufìrou mìnon katĹ măkoc epilegmènwn tìxwn

troqiĹc kai mĹlista ekeÐnwn pou eÐnai oratĹ apì to sugkekrimèno epÐgeio stajmì

paratărhshc. H eisagwgă tou sustămatoc GPS tic dÔo teleutaÐec dekaetÐec kai h

enswmĹtwsh thc teqnologÐac GPS sto basikì exoplismì twn sÔgqronwn diasth-

mikÿn apostolÿn epitrèpei mÐa se pragmatikì qrìno kai qwrÐc diakopèc katagrafă

thc jèshc tou dorufìrou wc proc èna koinì pagkìsmio sÔsthma anaforĹc.
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Meletÿntac thn troqiĹ teqnhtÿn dorufìrwn gÔrw apì th gh, prèpei na kĹnoume

ènan prÿto genikì jewrhtikì diaqwrismì. Se mia prÿth prosèggish, h kÐnhsh tou

dorufìrou kajorÐzetai kai ofeÐletai apokleistikĹ kai mìno sthn elktikă dÔnamh pou

askeÐtai sto dorufìro apì to sÔnolo twn găinwn mazÿn. Aută h aplousteumènh

prosèggish odhgeÐ telikĹ sto sÔnolo twn kanìnwn ă nìmwn tou Kepler, ìpwc eÐnai

eurÔtera gnwstoÐ, touc opoÐouc diatÔpwse o Ðdioc ton 17o aiÿna akoloujÿntac

ènan kajarĹ empeirikì trìpo perigrafăc thc kÐnhshc twn planhtÿn sto hliakì mac

sÔsthma. H kÐnhsh ìmwc enìc teqnhtoÔ dorufìrou, o opoÐoc brÐsketai se troqiĹ

gÔrw apì th gh, den ufÐstatai mìnon th dÔnamh èlxhc twn găinwn mazÿn. MÐa seirĹ

epiplèon barutikÿn allĹ kai mh barutikÿn dunĹmewn, oi perissìterec twn opoÐwn

metabĹllontai me to qrìno, askoÔntai sth mĹza tou dorufìrou ephreĹzontac thn

kÐnhsă tou. Gia thn ìso to dunatìn pistìterh perigrafă miac tètoiac idiaÐtera

polÔplokhc ìso kai aprìblepthc kÐnhshc, èqoun anaptuqjeÐ sthn poreÐa thc èreu-

nac sto qÿro thc diasthmikăc gewdaisÐac, idiaÐtera katĹ tic teleutaÐec dekaetÐec,

polÔploka majhmatikĹ montèla pou epiqeiroÔn na sumperilĹboun katĹ to dunatìn

perissìterec diataraktikèc epidrĹseic sthn prosèggish thc pragmatikăc Ĺgnwsthc

troqiĹc tou dorufìrou.

O parapĹnw diaqwrismìc ja akoloujhjeÐ kai sthn exètash twn basikÿn ennoiÿn

twn doruforikÿn troqiÿn pou ja parousiĹsoume sta epìmena. Sthn arqă ja exe-

tĹsoume thn perÐptwsh miac mh diataraktikăc troqiĹc gia na katalăxoume stouc

gnwstoÔc nìmouc tou Kepler, kajÿc kai sto majhmatikì tupolìgio sÔmfwna me

to opoÐo sundèontai amfÐdroma ta basikĹ stoiqeÐa thc troqiĹc me ta dianÔsmata

jèshc kai taqÔthtac tou dorufìrou gia mÐa dedomènh qronikă stigmă. Sth sunèqeia

ja parousiastoÔn oi basikoÐ jewrhtikoÐ Ĺxonec thc perigrafăc twn diataraktikÿn

troqiÿn kai ja exetastoÔn oi shmantikìterec phgèc diataraktikÿn epidrĹsewn sthn

kÐnhsh enìc teqnhtoÔ dorufìrou.

2.2 Mh diataraktikă doruforikă troqiĹ

ExetĹzoume thn perÐptwsh miac mh diataraktikăc troqiĹc, ìpou h monadikă dÔnamh

pou askeÐtai sto dorufìro eÐnai h dÔnamh èlxhc pou proèrqetai apì tic găinec mĹzec.

Sthn perÐptwsh aută to shmeÐo ekkÐnhshc gia thn exagwgă thc majhmatikăc exÐsw-

shc kÐnhshc tou dorufìrou apoteleÐ o deÔteroc nìmoc tou NeÔtwna

F = mẍ (2.1)
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o opoÐoc anaferìmenoc se èna adraneiakì sÔsthma anaforĹc sundèei th dianusma-

tikă sunistamènh F ìlwn twn elktikÿn dunĹmewn pou askoÔntai sto dorufìro

sunolikăc mĹzac m me thn epitĹqunsh tou dorufìrou ẍ. Sth sqèsh (2.1) h parĹ-

metroc x ekfrĹzei to diĹnusma jèshc tou dorufìrou wc proc to adraneiakì sÔsthma

anaforĹc kai oi dÔo teleÐec dhlÿnoun paragÿgish deÔterou bajmoÔ tou sugkekrimè-

nou dianusmatikoÔ megèjouc wc proc to qrìno.

SÔmfwna me to nìmo thc pagkìsmiac èlxhc tou NeÔtwna gia thn elktikă dÔnamh

pou askeÐ èna sÿma sunolikăc mĹzac M (sthn perÐptwsă mac h gh) se èna sÿma

mĹzac m (sthn perÐptwsă mac o dorufìroc) ja isqÔei h sqèsh

F = −GMm
x − xE

|x − xE|3
(2.2)

ìpou G h pagkìsmia stajerĹ tou NeÔtwna, enÿ xE kai x ekfrĹzoun ta dianÔ-

smata jèshc twn mazÿn M kai m antÐstoiqa wc proc to koinì adraneiakì sÔsthma

anaforĹc, ìtan autèc antimetwpistoÔn gia tic anĹgkec thc paroÔsac prosèggishc

wc shmeiakèc mĹzec. EisĹgontac thn teleutaÐa èkfrash sth (2.1) lambĹnoume gia

thn exÐswsh kÐnhshc thc mĹzac m th sqèsh

mẍ = −GMm
x − xE

|x − xE|3
(2.3)

Kat’ antistoiqÐa lambĹnoume gia thn exÐswsh kÐnhshc thc mĹzac M lìgw thc baru-

tikăc èlxhc pou askeÐtai apì th mĹza m thn akìloujh èkfrash

M ẍE = −GMm
xE − x

|xE − x|3 (2.4)

EĹn metajèsoume thn afethrÐa tou adraneiakoÔ sustămatoc sto gewmetrikì shmeÐo

pou eÐnai topojethmènh h mĹza M , tìte to diĹnusma jèshc r thc mĹzac m sto nèo

sÔsthma ja dÐnetai apì th sqèsh

r = x − xE (2.5)

ParagwgÐzontac diadoqikĹ kai sunolikĹ dÔo forèc wc proc to qrìno kai qrhsi-

mopoiÿntac tic sqèseic (2.3) kai (2.4) lambĹnoume thn akìloujh sqèsh gia thn
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exÐswsh thc sqetikăc kÐnhshc thc mĹzac m wc proc to kèntro thc mĹzac M

r̈ = ẍ − ẍE = −GM
r

r3
− Gm

r

r3
= −G (M + m)

r

r3
(2.6)

Gia ènan teqnhtì dorufìro pou brÐsketai se troqiĹ gÔrw apì th gh mporoÔme na

jewrăsoume th sunolikă tou mĹza m wc mÐa amelhtèa posìthta se sqèsh me to

sÔnolo twn elktikÿn găinwn mazÿn M kai na katalăxoume sth mh diataraktikă

èkfrash thc exÐswshc kÐnhshc enìc dorufìrou

r̈ = −GM
r

r3
(2.7)

ìpou r ekfrĹzei to diĹnusma jèshc tou dorufìrou se sqèsh me to geÿkentro kai

M dhlÿnei th sunistamènh twn găinwn diataraktikÿn mazÿn.

O upologismìc arijmhtikÿn timÿn gia tic stajerèc G kai M apoteleÐ antikeÐmeno

xeqwristăc èreunac. Qrhsimopoiÿntac bajmidometrikèc metrăseic thc amoibaÐac el-

ktikăc dÔnamhc pou anaptÔssetai metaxÔ dÔo apolÔtwc gnwstÿn mazÿn mporeÐ

kaneÐc na katalăxei se ènan ergasthriakì prosdiorismì thc posìthtac G. H diĹtaxh

tou zugoÔ strèyhc pou qrhsimopoieÐtai gia to skopì autì sundèetai wstìso me mÐa

seirĹ anepijÔmhtwn exwterikÿn epidrĹsewn kai sfalmĹtwn ta opoÐa, se sunduasmì

me to idiaÐtera asjenèc săma pou ex orismoÔ qarakthrÐzei to elktikì pedÐo epitrè-

poun ènan arijmhtikì prosdiorismì tou G pou sunodeÔetai apì mÐa periorismènhc

tĹxhc akrÐbeia kai dÐnetai apì mÐa sqèsh thc morfăc

G = (6.67259 ± 0.00085) · 10−11m3kg−1s−2 (2.8)

AnexĹrthta apì ton trìpo upologismoÔ thc stajerĹcG eÐnai dunatìn na upologisteÐ

h arijmhtikă timă tou ginomènou GM thc pagkìsmiac stajerĹ me to sÔnolo twn

găinwn mazÿn, apì thn apeujeÐac anĹlush dedomènwn doruforikÿn apostĹsewn apì

epÐgeiouc stajmoÔc elègqou sta plaÐsia thc teqnikăc SLR. Oi sqetikèc epexergasÐec

odhgoÔn se ekfrĹseic thc morfăc

GM = 398600.4405 ± 0.001kg3s−2 (2.9)

apì ìpou mporeÐ kaneÐc na exĹgei mÐa proseggistikă timă gia thn posìthta M , sthn

prokeimènh perÐptwsh

M = 5.974 · 1024kg (2.10)
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H exÐswsh kÐnhshc (2.7) apoteleÐ mÐa dianusmatikă diaforikă exÐswsh deÔterhc tĹ-

xhc, gia mÐa monosămanth lÔsh thc opoÐac apaiteÐtai o prosdiorismìc èxi (6) sta-

jerÿn oloklărwshc. Oi pio sunhjismènec ekfrĹseic twn stajerÿn autÿn eÐnai dÔo:

EÐte h plhroforÐa tou dianÔsmatoc jèshc r(to) = ro kai tou dianÔsmatoc taqÔthtac

ṙ(to) = v(to) = vo tou dorufìrou gia mÐa dedomènh qronikă stigmă to
1, eÐte h gnÿsh

twn èxi (6) Keplèreiwn stoiqeÐwn thc troqiĹc (ènac leptomerăc orismìc twn opoÐwn

ja dojeÐ sth sunèqeia):

a −→ O megĹloc hmiĹxonac thc èlleiyhc
e −→ H arijmhtikă ekkentrìthta thc èlleiyhc
i −→ H klÐsh tou troqiakoÔ epipèdou se sqèsh me to ishmerinì epÐpedo
Ω −→ To măkoc tou sundèsmou anabibasmoÔ
ω −→ To ìrisma tou perigeÐou
tP −→ O qrìnoc dièleushc apì to perÐgeio2

’Opwc ja doÔme sth sunèqeia oi dÔo autèc omĹdec stajerÿn sundèontai amfÐdro-

ma metaxÔ touc mèsw sugkekrimènwn kleistÿn analutikÿn ekfrĹsewn, kĹti pou

epitrèpei gia to prìblhma prosdiorismoÔ thc troqiĹc kai th gewmetrikă thc ana-

parĹstash th gnÿsh mìno mÐac omĹdac paramètrwn (eÐte dhladă ta èxi Keplèreia

stoiqeÐa eÐte th jèsh kai thn taqÔthta tou dorufìrou se mÐa dedomènh qronikă

stigmă).

H kÐnhsh enìc teqnhtoÔ dorufìrou o opoÐoc diagrĹfei mia elleiptikă troqiĹ gÔrw

apì th gh apoteleÐ sta plaÐsia thc ourĹniac mhqanikăc to telikì apotèlesma tou

legìmenou problămatoc twn dÔo swmĹtwn. To gegonìc ìti h elktikă dÔnamh pou

anaptÔssetai apì to sÔnolo twn găinwn mazÿn sto dorufìro èqei forĹ pou deÐqnei

pĹntote proc to geÿkentro èqei wc Ĺmesh sunèpeia, h diagrafìmenh troqiĹ na anăkei

se èna epÐpedo pou den metabĹlletai me to qrìno, me thn proôpìjesh na mhn askoÔ-

ntai Ĺllec dunĹmeic sto dorufìro. Autì to troqiakì epÐpedo eÐnai kajorismèno, èqei

sugkekrimèno prosanatolismì se sqèsh me ton adraneiakì qÿro kai o dorufìroc

den mporeÐ na to egkataleÐyei, kajÿc h dieÔjunsh thc elktikăc dÔnamhc tautÐzetai

me autăn tou dianÔsmatoc jèshc èqontac aplÿc antÐjeth forĹ, mhn epitrèpontac me

autìn ton trìpo th dunatìthta anĹptuxhc epiprìsjetwn epitaqÔnsewn sthn kĹjeth

1Η γνώση των δύο διανυσμάτων θέση� και ταχύτητα� ισοδυναμεί με τη γνώση έξι συνο�ικά
παραμέτρων, που καθορίζουν μονοσήμαντα το μέτρο, τη διεύθυνση και τη θέση των δύο συγκεκριμέ-
νων διανυσμάτων στο χώρο σε σχέση με το κοινό αδρανειακό σύστημα αναφορά�.
2Συχνά αντί του χρόνου αυτού χρησιμοποιείται η �εγόμενη μέση ανωμα�ία Mo κατά τη χρονική

στιγμή to.
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proc to troqiakì epÐpedo dieÔjunsh.

Gia th majhmatikă epÐdeixh autoÔ tou gegonìtoc sqhmatÐzoume to exwterikì ginìmeno

thc sqèshc (2.7) me to diĹnusma jèshc r

r × r̈ = −GM

r3
(r × r) = 0 (2.11)

To dexiì mèloc autăc thc exÐswshc isoÔtai me to mhdèn, kajÿc to exwterikì ginìmeno

enìc dianÔsmatoc me ton eautì tou eÐnai ex orismoÔ Ðso me to mhdèn. Sthn aristeră

pleurĹ thc sqèshc (2.11) mporeÐ epiplèon na prostejeÐ h posìthta ṙ × ṙ, qwrÐc

na alloiwjeÐ to apotèlesma, afoÔ to exagìmeno tou exwterikoÔ ginomènou enìc

opoioudăpote dianÔsmatoc me ton eautì tou eÐnai to mhdenikì diĹnusma. ’Etsi mpo-

roÔme na grĹyoume

r × r̈ = r × r̈ + ṙ × ṙ =
d

dt
(r × ṙ) (2.12)

Apì th stigmă pou, sÔmfwna me th sqèsh (2.11), h parĹgwgoc wc proc to qrìno

thc posìthtac r× ṙ isoÔtai me to mhdèn, ja prèpei kai h Ðdia h posìthta na apoteleÐ

mÐa stajerĹ, dhladă ja prèpei na isqÔei

r × ṙ = h ≡ σταθ. (2.13)

H gewmetrikă ermhneÐa tou exwterikoÔ ginomènou dÔo dianusmĹtwn eÐnai ìti to

diĹnusma pou ekfrĹzei to exwterikì ginìmeno eÐnai kĹjeto sta dÔo epÐ mèrouc di-

anÔsmata kai sunepÿc kĹjeto kai sto epÐpedo pou orÐzoun. ’Etsi, h sqèsh (2.13)

ekfrĹzei me Ĺlla lìgia ìti ta dianÔsmata jèshc kai taqÔthtac tou dorufìrou r

kai ṙ antÐstoiqa eÐnai monÐmwc kĹjeta sto diĹnusma h, enÿ h diagrafìmenh troqiĹ

eÐnai orismènh se èna monadikì kai qronikĹ ametĹblhto epÐpedo. To diĹnusma h

perigrĹfetai sth bibliografÐa wc h stroformă anĹ monĹda mĹzac tou kinoÔmenou

dorufìrou, h opoÐa sundèetai me to diĹnusma thc stroformăc l mèsa apì th sqèsh

l = mh, me m th sunolikă mĹza tou dorufìrou.

2.2.1 H gewmetrikă morfă thc troqiĹc

KĹpoiec epiplèon qarakthristikèc gewmetrikèc idiìthtec thc mh diataraktikăc doru-

forikăc troqiĹc mporoÔn na prokÔyoun, eĹn pollaplasiastoÔn oi dÔo pleurèc thc
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Sqăma 2.1: To kentrikì pedÐo dunĹmewn desmeÔei th doruforikă kÐnhsh se èna monadikì
troqiakì epÐpedo

exÐswshc (2.7) me to diĹnusma h, opìte èqoume

h × r̈ = −GM

r3
(h × r) = −GM

r3
((r × ṙ) × r)

= −GM

r3
(ṙ(r · r) − r(r · ṙ)) (2.14)

LambĹnontac tÿra upìyh ìti isqÔei

d

dt

(
r

r

)
=

1

r
ṙ − ṙ

r2
r =

1

r3
(ṙ(r · r) − r(r · ṙ)) (2.15)

h sqèsh (2.14) gÐnetai

h × r̈ = −GM
d

dt

(
r

r

)
(2.16)

Oloklhrÿnontac kai tic dÔo pleurèc autăc thc exÐswshc wc proc to qrìno paÐrnoume

h × ṙ = −GM
(

r

r

)
− A (2.17)

ìpou h posìthtaA ekfrĹzei th stajerĹ oloklărwshc, qarakthrÐzetai wc Laplasia-

nì diĹnusma kai prosdiorÐzetai me bĹsh ta arqikĹ dianÔsmata jèshc kai taqÔthtac

tou dorufìrou.

To diĹnusma h × ṙ anăkei sto troqiakì epÐpedo, kajÿc eÐnai kĹjeto sto diĹnusma

h, enÿ sto Ðdio epÐpedo eÐnai orismèno kai to monadiaÐo diĹnusma r/r. Sunepÿc sto
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epÐpedo thc troqiĹc ja anăkei kai to diĹnusma A. PollaplasiĹzontac eswterikĹ

th sqèsh (2.17) katĹ mèlh me r odhgoÔmaste sthn èkfrash

(h × ṙ) · r = −GMr − A · r (2.18)

Qrhsimopoiÿntac thn tautìthta

(a × b) · c = − (c × b) · a (2.19)

gia thn aplopoÐhsh tou aristeroÔ mèlouc thc (2.18) kai eisĹgontac thn ènnoia thc

alhjoÔc anwmalÐac ν wc th gwnÐa pou sqhmatÐzoun ta dianÔsmata A kai r (bl.

Sqăma 2.2) katalăgoume sth sqèsh

h2 = GMr + Ar cos ν (2.20)

OrÐzontac tic bohjhtikèc paramètrouc p kai e sÔmfwna me tic sqèseic

p =
h2

GM
, e =

A

GM
(2.21)

katalăgoume sthn akìloujh exÐswsh kwnikăc tomăc

r =
p

1 + e cos ν
(2.22)

H sugkekrimènh exÐswsh kajorÐzei th jèsh tou dorufìrou epĹnw sthn troqiĹ pou

diagrĹfetai sto sugkekrimèno troqiakì epÐpedo susqetÐzontac th gewkentrikă apì-

stash tou dorufìrou r me th gwnÐa pou sqhmatÐzei to diĹnusma jèshc tou me th

dieÔjunsh anĹforac, ìpwc aută kajorÐzetai apì to diĹnusma A.

’Opwc eÔkola prokÔptei apì thn exÐswsh (2.22) h apìstash r metabĹlletai ari-

jmhtikĹ metaxÔ miac elĹqisthc timăc

rmin =
p

1 + e
(2.23)

h opoÐa prokÔptei gia ν = 0 kai miac mègisthc timăc

rmax =

⎧⎪⎨
⎪⎩

p

1 − e
gia 0 ≤ e ≤ 1

∞ gia 1 ≤ e
(2.24)
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Sqăma 2.2: Alhjăc kai ekkentrikă anwmalÐa

h opoÐa exartĹtai Ĺmesa apì thn arijmhtikă timă thc paramètrou e. Ta antÐstoiqa

shmeÐa epĹnw sthn troqiĹ qarakthrÐzontai wc perÐgeio (rmin) kai apìgeio (rmax). H

mèsh timă thc mègisthc kai thc elĹqisthc apìstashc r orÐzei to megĹlo hmiĹxona

thc èlleiyhc a sÔmfwna me th sqèsh

a =
1

2
(rmin + rmax) =

p

1 − e2
=

h2

GM (1 − e2)
(2.25)

Oi bohjhtikèc parĹmetroi p kai e onomĹzontai parĹmetroc thc kwnikăc tomăc kai

ekkentrìthta antÐstoiqa. H parĹmetroc p apoteleÐ mÐa gewmetrikă stajerĹ thc

kwnikăc tomăc kai ekfrĹzei thn apìstash tou dorufìrou apì to geÿkentro pou

orÐzetai se ekeÐno to shmeÐo thc troqiĹc gia to opoÐo to eujÔgrammo tmăma r eÐnai

kĹjeto sth dieÔjunsh pou orÐzetai apì to perÐgeio kai to apìgeio. H ekkentrìth-

ta e apì thn Ĺllh apoteleÐ mÐa arijmhtikă èkfrash thc apìklishc tou sqămatoc

thc elleiptikăc troqiĹc apì ekeÐno enìc tèleiou kÔklou, o opoÐoc diagrĹfetai sthn

perÐptwsh pou e = 0.

2.2.2 Arqă diatărhshc thc enèrgeiac

’Hdh h exÐswsh (2.13) ekfrĹzei to deÔtero nìmo tou Kepler ă nìmo twn epifaneiÿn,

sÔmfwna me ton opoÐo to eujÔgrammo tmăma pou orÐzetai apì thn estÐa thc dia-

grafìmenhc doruforikăc troqiĹc (geÿkentro) kai to dorufìro diagrĹfei Ðsec epifĹ-
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neiec se Ðsouc qrìnouc. PrĹgmati eĹn jewrăsoume èna tètoio stoiqeiÿdec qronikì

diĹsthma Δt kai jewrăsoume thn kÐnhsh tou dorufìrou grammikă gi’ autì to diĹsth-

ma tìte h epifĹneia pou ja diagrafeÐ mèsa sto qrìno Δt apì thn epibatikă aktÐna

tou dianÔsmatoc jèshc tou dorufìrou epĹnw sto troqiakì epÐpedo ja dÐnetai apì

th sqèsh

ΔA =
1

2
|r × ṙΔt| =

1

2
|h|Δt (2.26)

Kajÿc h posìthta h (kai katĹ sunèpeia kai h h = |h|) paramènei sÔmfwna me thn
(2.13) stajeră, h teleutaÐa sqèsh epibebaiÿnei thn isqÔ tou deÔterou nìmou tou

Kepler.

MÐa epiplèon idiaÐtera qrăsimh idiìthta thc Keplèreiac kÐnhshc, miac mh diatara-

ktikăc dhladă troqiĹc h opoÐa plhroÐ touc nìmouc tou Kepler, aforĹ ekeÐnon to nìmo

pou sundèei thn taqÔthta tou dorufìrou me thn apìstasă tou apì to geÿkentro.

Prìkeitai gia thn arqă diatărhshc thc enèrgeiac, sÔmfwna me thn opoÐa to Ĺjroisma

thc kinhtikăc kai thc dunamikăc enèrgeiac tou dorufìrou ja prèpei na diathreÐtai

stajerì kaj’ ìlh th diĹrkeia exèlixhc thc doruforikăc troqiĹc. Gia na katalăxoume

se autăn thn idiìthta uyÿnoume ta dÔo mèlh thc exÐswshc (2.17) sto tetrĹgwno gia

na pĹroume

(h × ṙ)2 = (GM)2 + 2GM
r · A

r
+ A2 = (GM)2

(
1 + 2e cos ν + e2

)
= (GM)2

(
2(1 + e cos ν) − (1 − e2)

)
(2.27)

Kajÿc ta dianÔsmata h kai ṙ eÐnai metaxÔ touc kĹjeta, to aristerì mèloc thc

sqèshc (2.27) isoÔtai me h2v2, ìpou qrhsimopoioÔme to sumbolismì v = |ṙ| gia
na dhlÿsoume thn taqÔthta tou dorufìrou. Antikajistÿntac thn èkfrash 1/a =

GM (1 − e2) /h2 gia to antÐstrofo tou megĹlou hmiĹxona thc èlleiyhc kai kĹnontac

qrăsh thc genikăc exÐswshc perigrafăc miac kwnikăc tomăc (2.22) prokÔptei telikĹ

h sqèsh

v2 = GM
(

2

r
− 1

a

)
(2.28)

h opoÐa apoteleÐ thn èkfrash tou nìmou diatărhshc thc enèrgeiac, sÔmfwna me ton

opoÐo to Ĺjroisma thc kinhtikăc

Eκιν =
1

2
mv2 (2.29)
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kai thc dunamikăc enèrgeiac tou dorufìrou

Eδυν = −GmM

r
(2.30)

diathreÐtai stajerì katĹ th diĹrkeia thc doruforikăc troqiĹc kai Ðso me

Etot =
1

2
mv2 − GmM

r
= −1

2

GmM

a
(2.31)

’Opwc faÐnetai apì autăn thn èkfrash, h sunolikă enèrgeia exartĹtai apokleistikĹ

apì to antÐstrofo tou megĹlou hmiĹxona kai ìqi apì thn ekkentrìthta thc troqiĹc.

H sunolikă enèrgeia enìc dorufìrou pou brÐsketai desmeumènoc se mÐa elleiptikă

troqiĹ gÔrw apì th gh eÐnai pĹntote arnhtikă, kajÿc o megĹloc hmiĹxonac a eÐ-

nai sthn perÐptwsh autÿn twn troqiÿn pĹntote mÐa jetikă posìthta. Antijètwc

parabolikèc (1/a = 0) kai uperbolikèc (1/a < 0) troqièc qarakthrÐzontai antÐ-

stoiqa apì mÐa mhdenikă ă jetikă sunolikă enèrgeia, kĹti pou ekfrĹzei to gegonìc

ìti sthn perÐptwsh tètoiwn troqiÿn oi dorufìroi dÔnantai jewrhtikĹ na apomakrun-

joÔn se mÐa apeirostă apìstash apì th gh.

Gia mÐa sfairikă troqiĹ (r = a) h efarmogă thc arqăc diatărhshc thc enèrgeiac

odhgeÐ gia thn taqÔthta tou dorufìrou sthn èkfrash

vo =

√
GM

a
(2.32)

h opoÐa lambĹnei thn arijmhtikă timă twn 7.71 km/s gia èna Ôyoc troqiĹc thc tĹxhc

twn 320 km antistoiqÿntac se mÐa perÐodo troqiĹc

To =
2πa

v
= 2π

√
a3

GM
(2.33)

Ðshc me 91 leptĹ. Tètoioi stoiqeiÿdeic upologismoÐ mporoÔn na axiopoihjoÔn katĹ

th diadikasÐa orgĹnwshc kai proetoimasÐac eidikÿn troqiÿn dorufìrwn me idiaÐtero

pedÐo efarmogÿn, ìpwc gia parĹdeigma oi gewstatikoÐ dorufìroi. H troqiĹ twn

sugkekrimènwn dorufìrwn, oi opoÐoi qrhsimopoioÔntai eurèwc stic thlepikoinwnÐec,

qarakthrÐzetai apì to gegonìc ìti oi dorufìroi den metabĹlloun th jèsh touc

se sqèsh me th găinh epifĹneia, me Ĺlla lìgia h perÐodoc thc troqiĹc touc se

sunduasmì me to Ôyoc touc èqei epilegeÐ katĹ tètoion trìpo, ÿste o dorufìroc na

brÐsketai suneqÿc epĹnw apì to Ðdio shmeÐo thc găinhc sfaÐrac parakoloujÿntac
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apì to Ôyoc pou brÐsketai th gh sthn peristrofikă thc kÐnhsh. ’Etsi eĹn ènac

dorufìroc topojethjeÐ se Ôyoc troqiĹc Ðso me 35786 km epĹnw apì ton ishmerinì

kai tejeÐ se troqiĹ me mÐa taqÔthta Ðsh me 3.07 km/s me forĹ proc thn anatolă,

tìte h perÐodoc tou sugkekrimènou dorufìrou ja isoÔtai me 23h56m kai o dorufìroc

ja diagrĹfei mÐa gewstatikă troqiĹ. To gegonìc ìti to Ðqnoc enìc gewstatikoÔ

dorufìrou ekfulÐzetai (jewrhtikĹ) se èna shmeÐo, brÐskei shmantikă efarmogă stic

thlepikoinwnÐec exasfalÐzontac ènan suneqă dÐaulo metaforĹc dedomènwn metaxÔ

diaforetikÿn hpeÐrwn.

Gia mÐa elleiptikă troqiĹ h taqÔthta tou dorufìrou metabĹlletai metaxÔ miac

mègisthc timăc

vπε	 =

√
GM

a

√
1 + e

1 − e
(2.34)

sto perÐgeio kai miac elĹqisthc timăc

vαπ =

√
GM

a

√
1 − e

1 + e
(2.35)

sto apìgeio, ekfrĹseic pou prokÔptoun epÐshc apì thn efarmogă thc arqăc di-

atărhshc thc enèrgeiac.

2.2.3 ExÐswsh tou Kepler

H prohgoÔmenh suzăthsh asqolăjhke me th gewmetrikă morfă miac doruforikăc

troqiĹc sto diĹsthma. Me thn proôpìjesh thc apousÐac Ĺllwn epidrĹsewn kai

efarmìzontac to nìmo thc barÔthtac katalăxame sto sumpèrasma ìti h gewmetrikă

morfă thc troqiĹc perigrĹfetai apì mÐa èlleiyh ă kĹpoia Ĺllh kwnikă tomă. Wstìso

sthn prosèggish pou akoloujăsame den exetĹsame thn exĹrthsh thc doruforikăc

kÐnhshc se sqèsh me to qrìno, me Ĺlla lìgia dhladă, parìlo pou katalăxame sthn

exÐswsh miac kwnikăc tomăc gia th sunolikă morfă thc doruforikăc troqiĹc, den

eÐmaste se jèsh na gnwrÐzoume th jèsh tou dorufìrou epĹnw se aută gia mÐa

dedomènh qronikă stigmă. Aută h plhroforÐa dÐnetai apì th legìmenh exÐswsh tou

Kepler, pou prìkeitai na parousiĹsoume edÿ.

Basikă gewmetrikă posìthta pou upeisèrqetai sth diatÔpwsh thc exÐswshc tou

Kepler eÐnai h legìmenh èkkentrh ă ekkentrikă anwmalÐa. Prìkeitai gia th gwniakă

posìthta E, h opoÐa orÐzetai sto Sqăma 2.2. EĹn jewrăsoume to bohjhtikì kÔklo,

o opoÐoc orÐzetai gia kĹje elleiptikă troqiĹ me tètoion trìpo ÿste h aktÐna tou

na isoÔtai me to megĹlo hmiĹxona a kai h perifèreiĹ tou na tèmnei to perÐgeio, tìte


