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Prìlogoc

H diatÔpwsh apì ton NeÔtwna tou nìmou thc pagkìsmiac èlxhc apoteleÐ qwrÐc

amfibolÐa mÐa apì tic korufaÐec stigmèc tou anjrÿpinou pneÔmatoc. O NeÔtwnac

katĹfere sto èrgo tou Principia na apodeÐxei me austhrì trìpo ìti h dÔnamh èlxhc

pou askeÐtai apì mÐa peperasmènh katanomă mĹzac se tuqaÐa shmeÐa tou qÿrou èqei

mètro pou eÐnai antistrìfwc anĹlogo thc apìstashc twn shmeÐwn apì th mĹza,

prosfèrontac me autìn ton trìpo to majhmatikì upìbajro katanìhshc miac apì tic

kajoristikìterec dunĹmeic thc fÔshc. Tautìqrona ìmwc ÿjhse tic epìmenec genièc

majhmatikÿn kai fusikÿn na asqolhjoÔn me susthmatikì plèon trìpo me th dÔnamh

thc barÔthtac, gia thn opoÐa h katanìhsh thc proèleushc kai kurÐwc tou trìpou

metĹdosăc thc sto qÿro apoteleÐ èna anoiqto pedÐo èreunac mèqri tic mèrec mac.

H anĹptuxh tou dianusmatikoÔ logismoÔ, thc anĹlushc me Ĺlla lìgia ìqi sunartă-

sewn kai metablhtÿn allĹ dianusmĹtwn, upărxe mÐa apì tic sunèpeiec tou èrgou

tou NeÔtwna. MegĹloi majhmatikoÐ ergĹsthkan stic arqèc kai ta ergaleÐa tou

nèou autoÔ klĹdou twn majhmatikÿn. Gauss, Green, Stokes, Laplace, Poisson, eÐ-

nai ta onìmata merikÿn apì autoÔc pou emfanÐzontai sămera se pollĹ jewrămata

kai oloklhrwmatikoÔc tÔpouc. H melèth tou pedÐou barÔthtac allĹ kai tou hlek-

tromagnhtikoÔ pedÐou eÐnai Ĺrrhkta sundedemènec me ta mèsa kai touc telestèc tou

dianusmatikoÔ logismoÔ. Apì thn parakoloÔjhsh thc troqiĹc kai thn anĹlush

twn dedomènwn enìc dorufìrou mèqri th melèth thc kÐnhshc enìc reustoÔ o dianu-

smatikìc logismìc apoteleÐ to aparaÐthto ergaleÐo gia na diatupwjoÔn allĹ kurÐwc

na melethjoÔn arijmhtikĹ ta diĹfora dianusmatikĹ kai bajmwtĹ pedÐa kajÿc kai

fusikĹ megèjh pou perigrĹfontai me th boăjeia dianusmĹtwn.

To parìn sÔggramma apeujÔnetai se proptuqiakoÔc kai metaptuqiakoÔc foithtèc

allĹ kai ereunhtèc Poluteqnikÿn Sqolÿn kai Sqolÿn Jetikÿn Episthmÿn pou

prìkeitai na didaqjoÔn dianusmatikă anĹlush ă epijumoÔn na qrhsimopoiăsoun oi

Ðdioi kĹpoia apì ta ergaleÐa thc. ’Eqei grafeÐ me idiaÐterh èmfash stic efarmogèc

tìso se epÐpedo aplÿn ideatÿn paradeigmĹtwn ìso kai qrhsimopoiÿntac sÔgqrona

dedomèna pagkìsmiac kĹluyhc, ìpwc gia parĹdeigma ta dedomèna uyometrÐac enìc

pagkìsmiou yhfiakoÔ montèlou edĹfouc.

To deÔtero kefĹlaio parousiĹzei touc basikoÔc telestèc kai ta shmantikìtera

jewrămata tou dianusmatikoÔ logismoÔ. Touc jewrhtikoÔc orismoÔc sunodeÔoun

perigrafikèc ermhneÐec kajÿc kai 28 lumèna paradeÐgmata pou filodoxoÔn na pro-
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sfèroun ènan odhgì katanìhshc twn basikÿn ergaleÐwn thc dianusmatikăc anĹlushc.

Oi analutikèc, arijmhtikèc kai ubridikèc teqnikèc gia ton upologismì thc sunĹrthshc

tou dunamikoÔ, thc dÔnamhc èlxhc kai twn deutèrwn paragÿgwn tou dunamikoÔ pou

orÐzontai apì mÐa peperasmènh katanomă mĹzac parousiĹzontai sta epìmena trÐa

kefĹlaia. Pèra apì ta ideatĹ gewmetrikĹ sÿmata (sfaÐra, sfairikì kèlufoc,

orjogÿnio prÐsma, kÔlindroc, polÔedro k.lp.) pou parousiĹzontai se autèc tic

enìthtec to 6o kefĹlaio pragmateÔetai ton trìpo upologismoÔ twn Ðdiwn sunartă-

sewn sthn perÐptwsh twn diatetagmènwn dedomènwn enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc.

To 7o kefĹlaio parousiĹzei dÔo paradeÐgmata prosomoÐwshc pou anadeiknÔoun ton

trìpo efarmogăc tou tupologÐou twn prohgoÔmenwn kefalaÐwn sthn perÐptwsh er-

gasthriakÿn peiramĹtwn megĹlhc akrÐbeiac, ìpou mÐa leptomerăc montelopoÐhsh thc

barutikăc epÐdrashc ìlwn twn mazÿn eÐnai aparaÐthth.

Ta trÐa teleutaÐa kefĹlaia eÐnai afierwmèna stic fasmatikèc teqnikèc. Sfairikă ar-

monikă anĹlush kai sÔnjesh, topografikĹ/isostatikĹ montèla tou pedÐou barÔthtac

kai sunartăseic wavelet eÐnai oi mejodologÐec pou parousiĹzontai edÿ. H euelixÐa

kai h apotelesmatikìthta twn fasmatikÿn mejìdwn kai idiaÐtera h ikanìthtĹ touc

na qeiristoÔn arijmhtikĹ megĹlouc ìgkouc dedomènwn pagkìsmiac kĹluyhc (eÐte

epÐgeiwn yhfiakÿn bĹsewn dedomènwn eÐte doruforikÿn parathrăsewn) tic kĹnoun

èna anapìspasto ergaleÐo montelopoÐhshc kai ermhneÐac gia tic sÔgqronec efar-

mogèc.

JessalonÐkh, Oktÿbrioc 2013 Dhmătrioc TsoÔlhc
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KefĹlaio 1

Eisagwgă

Ton IoÔlio tou 1687 h Basilikă EtaireÐa episthmÿn sto LondÐno dhmosÐeuse to trÐ-

tomo èrgo tou IsaĹk NeÔtwna Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. To

sugkekrimèno èrgo pou èqei gÐnei perissìtero gnwstì wc Principia antimetwpÐzetai

apì tìte apì thn pleioyhfÐa twn fusikÿn episthmìnwn kai ìqi mìno, wc mÐa apì

tic korufaÐec kataktăseic tou anjrÿpinou pneÔmatoc. Me ta upologistikĹ ergaleÐa

pou eÐqe sth diĹjesă tou o NeÔtwnac apèdeixe majhmatikĹ ìti oi kinăseic twn pla-

nhtÿn tou hliakoÔ mac sustămatoc kajorÐzontai apì mÐa dÔnamh h opoÐa orÐzetai

epĹnw sth dieÔjunsh pou sundèei ton kĹje planăth me ton ălio kai to mètro thc

eÐnai antistrìfwc anĹlogo thc apìstashc tou planăth apì ton ălio. H Ôparxh

autăc thc dÔnamhc ătan gnwstă wc barÔthc ădh apì ton 4o aiÿna p.Q. apì ton

Aristotèlh, enÿ to erÿthma gia thn pagkosmiìthtĹ thc apasqìlhse idiaÐtera ton

GalilaÐo (1564-1642) o opoÐoc epiqeÐrhse na diereunăsei peiramatikĹ eĹn sÿmata

diaforetikăc sÔstashc èlkontai me ton Ðdio trìpo apì th barÔthta thc ghc.

Wstìso o NeÔtwnac ătan autìc pou pragmatikĹ katanìhse tìso thn pagkosmiìth-

ta ìso kai ta eidikìtera majhmatikĹ qarakthristikĹ tou pedÐou thc dÔnamhc thc

barÔthtac. EÐnai tètoia h suneisforĹ tou sth melèth thc barÔthtac pou oi nìmoi

tou exakoloujoÔn na perigrĹfoun tic kinăseic swmĹtwn, teqnhtÿn dorufìrwn kai

planhtÿn me majhmatikă akrÐbeia pou ikanopoieÐ th suntriptikă pleiyhfÐa twn e-

farmogÿn. H adiamfisbăthth shmasÐa tou èrgou tou Albert Einstein (1879-1955)

idiaÐtera sta plaÐsia thc genikăc jewrÐac thc sqetikìthtac sumplărwse thn gnÿsh

mac bohjÿntac mac na katanoăsoume kai na perigrĹyoume majhmatikĹ th barÔthta

gia tic terĹstiec diastrikèc kai diagalaxiakèc apostĹseic. ’Omwc, antÐ na akurÿsei,

h suneisforĹ tou Einstein isquropoÐhse akìmh perissìtero ta jemèleia twn nìmwn

tou NeÔtwna anuyÿnontac thn axÐa tou èrgou tou se èna epÐpedo pou exakoloujeÐ

na prokaleÐ to jaumasmì akìma kai stic mèrec mac.
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O pagkìsmioc nìmoc thc barÔthtac ă nìmoc thc pagkìsmiac èlxhc ìpwc èqei kajie-

rwjeÐ na onomĹzetai emfanÐzetai se mÐa sunektikă diatÔpwsh gia prÿth forĹ sthn

prìtash VII, jeÿrhma VII tou biblÐou III tou Principia wc exăc

fi’Oti upĹrqei mÐa dÔnamh barÔthtac h opoÐa qarakthrÐzei ìla ta sÿmata

kai eÐnai anĹlogh twn diaforetikÿn posotătwn mĹzac pou autĹ periè-

qoun.fl

NwrÐtera, sthn prìtash V, jeÿrhma V, pìrisma II, o Nèutwnac èqei odhghjeÐ se

èna Ĺllo shmantikì sumpèrasma

fiH dÔnamh thc barÔthtac h opoÐa askeÐtai se kĹpoio shmeÐo èlkontĹc to

proc kĹje ènan planăth eÐnai antÐstrofh tou tetragÿnou thc apìstashc

tou sugkekrimènou shmeÐou apì to kèntro tou kĹje èna planăth.fl

Mia shmantikă paratărhsh pou prèpei na gÐnei se autì to shmeÐo aforĹ tic gewme-

trikèc diastĹseic twn swmĹtwn pou emplèkontai stic sqetikèc diereunăseic kai tic

sugkekrimènec diatupÿseic pou emfanÐzontai sto èrgo tou NeÔtwna. ’Etsi, oi ma-

jhmatikèc apodeÐxeic pou odhgoÔn sta proanaferjènta jewrămata basÐzontai sthn

upìjesh ìti ta sÿmata pou prokaloÔn th barutikă dÔnamh apoteloÔn stoiqeiÿdeic

shmeiakèc katanomèc mĹzac. O NeÔtwnac prosèggise tic pragmatikèc diastĹseic

twn planhtÿn tou hliakoÔ mac sustămatoc jewrÿntac ìti apoteloÔntai apì ènan

peperasmèno arijmì mikrìterwn kommatiÿn. Pio sugkekrimèna sthn prìtash VII,

jeÿrhma VII, porÐsmata I & II diabĹzoume

fi’Etsi h dÔnamh thc barÔthtac h opoÐa askeÐtai se kĹpoio shmeÐo proc

to sÔnolo kajenìc planăth prokÔptei kai sunjètetai apì tic dunĹmeic

thc barÔthtac proc to sÔnolo twn mikrìterwn merÿn tou . . .H dÔnamh

thc barÔthtac h opoÐa askeÐtai se kĹpoio shmeÐo proc ta diaforetikĹ

stoiqeiÿdh mèrh enìc sÿmatoc eÐnai antÐstrofh tou tetragÿnou thc

apìstashc tou sugkekrimènou shmeÐou apì th jèsh autÿn twn stoiqei-

wdÿn swmĹtwn.fl

Me ton trìpo autì o NeÔtwnac dialeÔkane th basikă idiìthta tou pedÐou barÔth-

tac. Oi basikoÐ nìmoi pou diatupÿnontai gia tic shmeiakèc mĹzec isqÔoun ajroistikĹ

kai gia ta sÿmata peperasmènou ìgkou. Epiplèon, perissìtera tou enìc sÿma-

ta askoÔn xeqwristèc elktikèc dunĹmeic sto Ðdio shmeÐo, oi opoÐec droun ajroi-

stikĹ wc sunistamènec miac sunolikăc dÔnamhc èlxhc h opoÐa kai kajorÐzei thn
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kÐnhsh tou shmeÐou sto qÿro. To sugkekrimèno qarakthristikì thc dÔnamhc thc

barÔthtac perigrĹfetai sămera sth jewrÐa tou dunamikoÔ wc arqă thc upèrjeshc

(superposition principle) sÔmfwna me thn opoÐa h barutikă èlxh enìc sunìlou mazÿn

se èna shmeÐo upologÐzetai wc to Ĺjroisma twn epÐ mèrouc barutikÿn èlxewn twn

mazÿn autÿn sto Ðdio shmeÐo. H majhmatikă epèktash twn diatupÿsewn tou NeÔtwna

se sÿmata me peperasmènec diastĹseic apoteleÐ mÐa teqnikă leptomèreia sumboli-

smoÔ kai pragmatopoieÐtai plèon me ta ergaleÐa tou oloklhrwmatikoÔ logismoÔ.

O akribăc upologismìc twn barutikÿn epidrĹsewn twn găinwn mazÿn apoteleÐ să-

mera èna kombikì shmeÐo sth montelopoÐhsh kai melèth tou găinou pedÐou barÔth-

tac. Se pagkìsmia klÐmaka oi pragmatikèc katanomèc mazÿn sto eswterikì thc

ghc eÐnai autèc pou kajorÐzoun to telikì parathroÔmeno barutikì săma. EÐnai h

paratărhsh autoÔ tou sămatoc eÐte me epÐgeiec eÐte me doruforikèc teqnikèc pou

mac dÐnei me th morfă miac diakrităc plhroforÐac th dunatìthta na anazhtăsoume

th gewmetrikă domă kai th sÔstash twn krummènwn katanomÿn pou to prokaloÔn.

Stic efarmogèc pagkìsmiac klÐmakac, ìpou oi basikèc Ĺgnwstec parĹmetroi eÐnai oi

sfairikoÐ armonikoÐ suntelestèc enìc anaptÔgmatoc thc sunĹrthshc tou barutikoÔ

dunamikoÔ, oi găinec mĹzec montelopoioÔntai me th boăjeia pagkìsmiwn yhfiakÿn

montèlwn topografÐac, bajumetrÐac kai domăc kai sÔstashc tou găinou floioÔ. Ta

Ðdia dedomèna qrhsimopoioÔntai kai gia topikèc efarmogèc montelopoÐhshc kai er-

mhneÐac tou pedÐou barÔthtac. ’Omwc, eĹn stic pagkìsmiac klÐmakac efarmogèc oi

găinec mĹzec ekfrĹzoun mia suneisforĹ h opoÐa diatrèqei to fĹsma tou parathroÔ-

menou pedÐou sto sÔnolì tou, oi topografikèc mĹzec se mÐa topikă efarmogă, idi-

aÐtera autèc pou brÐskontai kontĹ sto shmeÐo upologismoÔ, kajorÐzoun tic uyhlèc

suqnìthtec tou barutikoÔ sămatoc. Upodhlÿnoun ètsi mÐa diataraktikă epÐdrash

topikoÔ qaraktăra, h opoÐa exaitÐac thc kontinăc apìstashc ephreĹzei men shma-

ntikĹ tic prwtogeneÐc parathrăseic barÔthtac, ekfrĹzei ìmwc mÐa suneisforĹ pou

alloiÿnei to pragmatikì barutikì săma. Enÿ dhladă stic pagkìsmiec efarmogèc oi

barutikèc epidrĹseic twn găinwn mazÿn sugkrotoÔn to zhtoÔmeno sunolikì barutikì

săma, stic topikăc klÐmakac efarmogèc oi epidrĹseic twn topografikÿn mazÿn eÐnai

exÐsou shmantikèc ìmwc wc diataraktikèc epidrĹseic oi opoÐec prèpei na upologi-

stoÔn swstĹ kai na apomakrunjoÔn apì tic prwtogeneÐc parathrăseic.

H teleutaÐa diadikasÐa perigrĹfetai wc upologismìc topografikÿn anagwgÿn ă

topografikÿn diorjÿsewn kai apoteleÐ èna basikì ergaleÐo thc sÔgqronhc gew-

daitikăc kai gewfusikăc èreunac. Kajÿc oi apaităseic gia akrÐbeia twn telikĹ

paragìmenwn proðìntwn suneqÿc auxĹnontai, auxĹnetai kai h apaÐthsh gia akrÐbeia

twn sugkekrimènwn diorjÿsewn. Gia parĹdeigma, ta sÔgqrona krităria gia ton upo-
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logismì enìc topikoÔ ă perifereiakoÔ geweidoÔc, thc basikăc epifĹneiac anaforĹc

ston orismì uyomètrwn kai katakìrufwn susthmĹtwn anaforĹc, apaitoÔn h epi-

fĹneia tou geweidoÔc na eÐnai prosdiorismènh me mÐa akrÐbeia thc tĹxhc tou enìc

ekatostoÔ. Analogizìmenoi to dunamikì qaraktăra tou geweidoÔc pou apoteleÐ mia

isodunamikă epifĹneia tou găinou pedÐou barÔthtac kajÿc kai to basikì rìlo pou

paÐzoun oi topografikèc mĹzec pou mesolaboÔn metaxÔ thc găinhc epifĹneiac kai thc

epifĹneiac tou geweidoÔc kai emfanÐzontai sthn algorijmikă diadikasÐa upologismoÔ

tou geweidoÔc mèsw twn anagwgÿn barÔthtac pou ja upologistoÔn, katanooÔme

thn anĹgkh gia upologismì se mia tètoia efarmogă thc barutikăc epÐdrashc twn

topografikÿn mazÿn me thn megalÔterh dunată akrÐbeia.

O upologismìc thc barutikăc epÐdrashc twn topografikÿn mazÿn apoteleÐ èna kla-

sikì parĹdeigma efarmogăc thc jewrÐac dunamikoÔ. Me dedomènh th gewmetrÐa kai

th sÔstash miac katanomăc mĹzac h efarmogă thc oloklhrwmatikăc èkfrashc pou

perigrĹfei eÐte th Neutÿneia dÔnamh èlxhc eÐte th bajmwtă sunĹrthsh tou dunamikoÔ

mporeÐ na odhgăsei se ènan akribă upologismì twn zhtoÔmenwn epidrĹsewn. ’Ena

yhfiakì montèlo edĹfouc prosfèrei sămera se hlektronikă morfă th gewmetrÐa thc

oratăc topografÐac, epitrèpei epomènwc mÐa arketĹ pistă gewmetrikă anaparĹstash

twn topografikÿn mazÿn. ’Oso auxĹnetai h diakritikă ikanìthta tou montèlou

tìso perissìtero auxĹnetai h pistìthta autăc thc gewmetrikăc anaparĹstashc kai

sunepÿc h akrÐbeia twn antÐstoiqwn barutikÿn epidrĹsewn. H akrÐbeia upologismoÔ

tou barutikoÔ sămatoc twn topografikÿn mazÿn sundèetai prwtÐstwc me to majh-

matikì montèlo pou èqei epilegeÐ gia na proseggÐsei tic sugkekrimènec katanomèc.

MporeÐ to yhfiakì montèlo na prosfèrei mia sugkekrimènh gewmetrikă perigrafă

twn diakumĹnsewn thc oratăc topografÐac wstìso gia na upologÐsei kaneÐc to

paragìmeno barutikì săma prèpei na parei kĹpoiec apofĹseic se sqèsh (a) me to

gewmetrikì sqăma twn mazÿn kai (b) me ton trìpo upologismoÔ twn antÐstoiqwn

oloklhrwmatikÿn sqèsewn pou orÐzoun to dunamikì ă th dÔnamh èlxhc.

H Ôparxh upologistikÿn susthmĹtwn me megĹlec dunatìthtec sth diaqeÐrish ar-

qeÐwn dedomènwn topografÐac me uyhlă anĹlush kai sthn antimetÿpish uyhloÔ u-

pologistikoÔ fìrtou epitrèpoun ton upologismì topografikÿn diorjÿsewn me mÐa

seirĹ apì diaforetikèc mejìdouc oi opoÐec prosarmìzontai sta diajèsima dedomè-

na kai ta topikĹ qarakthristikĹ tou anaglÔfou. H diadikasÐa pou akoloujeÐtai

perilambĹnei th diakritopoÐhsh twn topografikÿn mazÿn enìc yhfiakoÔ montèlou

edĹfouc se ènan peperasmèno arijmì stoiqeiwdÿn mazÿn gnwstăc gewmetrÐac. H

barutikă epÐdrash tou sunìlou twn topografikÿn mazÿn upologÐzetai sth sunè-

qeia apì to Ĺjroisma twn epÐ mèrouc epidrĹsewn autÿ twn stoiqeiwdÿn mazÿn. To
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orjogÿnio parallhlepÐpedo eÐnai èna apì ta gewmetrikĹ sqămata pou qrhsimopoieÐ-

tai eurèwc se aută th diadikasÐa, kajÿc h gewmetrÐa tou sumbadÐzei me ton orismì

enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc. KĹje yhfÐda enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc

antistoiqeÐ se èna kommĹti găinhc epifĹneiac orjogÿniac diatomăc kai me diastĹseic

pou prokÔptoun apì thn anĹlush tou montèlou stic dÔo orizìntiec diastĹseic.

H epilogă thc gewmetrÐac twn stoiqeiwdÿn swmĹtwn sta opoÐa ja diaqwristeÐ to

sÔnolo twn topografikÿn mazÿn ephreĹzei tìso th majhmatikă diadikasÐa upolo-

gismoÔ tou barutikoÔ sămatoc ìso kai thn akrÐbeia twn telikÿn apotelesmĹtwn.

To orjogÿnio parallhlepÐpedo apoteleÐ gia parĹdeigma mÐa arketĹ ikanopoihtikă

prosèggish gia th gewmetrikă diakÔmansh thc pragmatikăc topografÐac. Wstìso,

ìso auxĹnoume tic apaităseic mac gia akrÐbeia, ă ìso plhsiĹzoume sto shmeÐo upo-

logismoÔ kai anazhtoÔme mÐa pio pistă anaparĹstash thc pragmatikìthtac, h baj-

midwtă prosèggish tou edĹfouc pou prosfèroun ta orjogÿnia parallhlepÐpeda

paÔei na apoteleÐ th bèltisth gewmetrikă epilogă. EpifĹneiec deutèrou bajmoÔ,

genikeumèna polÔedra kai Ĺllec pio perÐteqnec epifĹneiec epitrèpoun mia perissìtero

leptomeră prosèggish thc pragmatikìthtac. Anazhtÿntac th mègisth dunată akrÐ-

beia se autoÔc touc upologismoÔc, gia parĹdeigma sta plaÐsia enìc upologismoÔ

geweidoÔc me akrÐbeia enìc ekatostoÔ, oi gewmetrikèc epilogèc twn stoiqeiwdÿn

katanomÿn enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc ephreĹzoun shmantikĹ thn akrÐbeia

twn telikÿn upologismènwn barutikÿn shmĹtwn. ’Omwc diaforetikèc gewmetrÐec

twn katanomÿn sunepĹgontai diaforetikèc majhmatikèc ekfrĹseic pou prèpei na

upologistoÔn sta plaÐsia twn sqetikÿn oloklhrwmatikÿn tÔpwn. Me ton trìpo

autì h epilogă thc gewmetrÐac twn stoiqeiwdÿn katanomÿn, o bajmìc prosèggishc

thc kat’ ousÐan Ĺgnwsthc diakÔmanshc thc pragmatikăc topografÐac, o majhmatikìc

trìpoc upologismoÔ twn sqetikÿn oloklhrwmatikÿn ekfrĹsewn kai to zhtoÔmeno

epÐpedo akrÐbeiac twn telikÿn apotelesmĹtwn upeisèrqontai se mia plegmènh morfă

allhlexartăsewn pou ìlec mazÐ prèpei na sunektimhjoÔn apì ton ereunhtă mazÐ me

ta teqnikĹ qarakthristikĹ tou upologistikoÔ sustămatoc pou diajètei.

Gia ton upologismì tou barutikoÔ sămatoc miac gnwstăc katanomăc mĹzac upĹrqoun

diaforetikèc mèjodoi. AfoÔ èqei oristeÐ epakribÿc h gewmetrÐa thc katanomăc oi

sqetikèc oloklhrwmatikèc ekfrĹseic mporoÔn na grafoÔn me th morfă orismènwn

oloklhrwmĹtwn se ekeÐno to sÔsthma kampulìgrammwn suntetagmènwn pou peri-

grĹfei kalÔtera th sugkekrimènh katanomă. Sth sunèqeia ta oloklhrÿmata pou

prokÔptoun mporoÔn na upologistoÔn me diaforetikoÔc trìpouc. Oi analutikèc

mèjodoi, stic opoÐec to parìn sÔggramma afierÿnei èna apì ta prÿta tou ke-

fĹlaia, apoteloÔn sÐgoura mia basikă epilogă upologismoÔ. H analutikă epÐlush
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enìc oloklhrÿmatoc prosfèrei, se antidiastolă me ton arijmhtikì tou upologismì

mèsw kĹpoiac teqnikăc arijmhtikăc oloklărwshc, thn akribă lÔsh thc zhtoÔmenhc

oloklhrwmatikăc èkfrashc mèsw sugkekrimènwn kleistÿn majhmatikÿn sunartă-

sewn. EkproswpeÐ me Ĺlla lìgia th majhmatikĹ austhră apĹnthsh sto erÿthma tou

arijmhtikoÔ upologismoÔ tou oloklhrÿmatoc kai ìqi kĹpoia arijmhtikă prosèggish

se autì. To sfairikì kèlufoc peperasmènou ă apeirostoÔ pĹqouc, o kÔlindroc,

to genikeumèno polÔedro eÐnai merikĹ apì ta ideatĹ gewmetrikĹ sÿmata ta opoÐa

mazÐ me to orjogÿnio parallhlepÐpedo sugkrotoÔn tic gewmetrikèc epilogèc gia th

montelopoÐhsh twn diĹforwn katanomÿn.

Gia thn ulopoÐhsh twn analutikÿn mejìdwn qreiĹzetai kat’ arqăn h katĹllhlh

majhmatikă diatÔpwsh, dhladă h oloklărwsh thc antÐstoiqhc sunĹrthshc pură-

na gia ìlo ton ìgko thc katanomăc, pou eÐnai h sunĹrthsh tou antistrìfou thc

apìstashc gia thn perÐptwsh tou dunamikoÔ kai oi prÿtec ă deÔterec parĹgwgoi

thc sunĹrthshc tou antistrìfou thc apìstashc gia tic paragÿgouc prÿthc kai

deÔterhc tĹxhc thc sunĹrthshc tou dunamikoÔ antÐstoiqa. Se genikèc grammèc h di-

adikasÐa apaiteÐ thn anazăthsh stouc pÐnakec oloklhrwmĹtwn twn sqetikÿn lÔsewn

kai thn antikatĹstash twn orÐwn oloklărwshc pou oriojetoÔn thn katanomă sto

qÿro gia na upologisteÐ arijmhtikĹ h analutikă lÔsh twn oloklhrwmĹtwn. Wstìso

h jèsh tou shmeÐou upologismoÔ se sqèsh me th diataraktikă katanomă paÐzei shma-

ntikì rìlo se autăn th diadikasÐa kai mporeÐ na periplèxei shmantikĹ autĹ ta băma-

ta. ’Otan gia parĹdeigma prospajoÔme na upologÐsoume th barutikă epÐdrash miac

kulindrikăc katanomăc se èna shmeÐo pou brÐsketai epĹnw ston Ĺxona summetrÐac thc

katanomăc, tìte lìgw summetrÐac o oloklhrwmatikìc tÔpoc grăgora aplopoieÐtai

kai h analutikă èkfrash prokÔptei sqetikĹ eÔkola. Mìlic ìmwc to shmeÐo upo-

logismoÔ apomakrunjeÐ apì autìn ton Ĺxona h exagwgă twn analutikÿn sqèsewn

gÐnetai polÔplokh kai apaithtikă. ’Ena Ĺllo upologistikì prìblhma anakÔptei apì

arijmhtikèc aprosdioristÐec pou emfanÐzontai stic analutikèc epilÔseic kai sundèo-

ntai me th sqetikă jèsh tou shmeÐou upologismoÔ wc proc thn èlkousa katanomă.

’Etsi, ston analutikì upologismì tou barutikoÔ sămatoc miac poluedrikăc katanomă

emfanÐzontai sugkekrimènoi diorjwtikoÐ ìroi sto telikì tupolìgio oi opoÐoi prèpei

na upologistoÔn arijmhtikĹ eĹn to shmeÐo upologismoÔ ă kĹpoia apì tic probolèc

tou epĹnw stic ìyeic thc poluedrikăc katanomăc brÐskontai epĹnw stic korufèc ă

tic akmèc thc poluedrikăc epifĹneiac.

H poluedrikă montelopoÐhsh apoteleÐ mÐa idiaÐterh perÐptwsh gewmetrikăc epilogăc

gia thn anaparĹstash miac katanomăc mĹzac. O orismìc tou genikeumènou poluè-

drou pou epitrèpei ton arijmì twn korufÿn pou apartÐzoun tic epÐ mèrouc ìyeic
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tou poluèdrou na metabĹlletai apì ìyh se ìyh, dhmiourgeÐ èna dunatì kai eu-

èlikto ergaleÐo montelopoÐhshc pou mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ se plhjÿra efar-

mogÿn. ’Etsi, ektìc apì tic topografikèc mĹzec enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc

to genikeumèno polÔedro mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia ton upologismì tou barutikoÔ

sămatoc miac katanomăc mĹzac sto eswterikì enìc ergasthrÐou sta plaÐsia metră-

sewn bajmonìmhshc uyhlăc akrÐbeiac, ă akìma kai sthn perÐptwsh enìc dorufìrou

h barutikă epÐdrash tou opoÐou qreiĹzetai na upologisteÐ kai na afairejeÐ apì tic

endeÐxeic twn orgĹnwn pou eÐnai topojethmèna sto eswterikì tou. H poluedrikă

montelopoÐhsh sunantĹtai tèloc sto sÔnolo twn epÐ mèrouc efarmogÿn tou legìme-

nou eujèwc kai antistrìfou problămatoc thc gewfusikăc, ìpou to zhtoÔmeno eÐnai

h akribăc montelopoÐhsh miac upojetikăc ă miac pragmatikăc katanomăc mĹzac kai

o upologismìc tou barutikoÔ thc sămatoc.

MÐa enallaktikă diadikasÐa sthn analutikă mèjodo prosdiorismoÔ tou barutikoÔ

pedÐou ideatÿn swmĹtwn apoteloÔn oi legìmenec arijmhtikèc mèjodoi. Se autèc

sumperilambĹnontai ìlec oi epÐ mèrouc teqnikèc oi opoÐec parèqoun mÐa proseggi-

stikă lÔsh stic kleistèc sqèseic twn analutikÿn mejìdwn. H arijmhtikă oloklă-

rwsh twn sqetikÿn oloklhrwmatikÿn ekfrĹsewn, ă h anĹptuxh thc sunĹrthshc

tou antistrìfou thc apìstashc metaxÔ elkìmenou shmeÐou kai èlkousac mĹzac

apoteloÔn dÔo qarakthristikĹ paradeÐgmata arijmhtikÿn mejìdwn. H sunĹrthsh

purănac tou antistrìfou thc apìstashc mporeÐ na anaptuqjeÐ se mÐa diwnumikă

seirĹ sto katĹllhlo sÔsthma kampulìgrammwn suntetagmènwn. Oi parĹmetroi pou

sqetÐzontai me to shmeÐo upologismoÔ diaqwrÐzontai apì autèc pou qarakthrÐzoun

thn èlkousa katanomă kai h oloklărwsh twn teleutaÐwn gia to sÔnolo tou ìgkou

thc èlkousac katanomăc odhgeÐ sta en lìgw anaptÔgmata se seirĹ. Me autìn

ton trìpo prokÔptoun anaptÔgmata se seirĹ gia tic sunartăseic tou dunamikoÔ

kai tic paragÿgouc tou dunamikoÔ prÿthc kai deÔterhc tĹxhc gia diĹforec ideatèc

katanomèc. To sfairikì kèlufoc peperasmènou pĹqouc, o orjìc kuklikìc kÔlin-

droc kai to orjogÿnio parallhlepÐpedo apoteloÔn trÐa qarakthristikĹ paradeÐg-

mata stic sfairikèc, tic kulindrikèc kai tic kartesianèc suntetagmènec antÐstoiqa.

O bajmìc sÔgklishc autÿn twn seirÿn kai h genikìterh arijmhtikă touc sumpe-

riforĹ se sÔgkrish pĹntote me tic kleistèc analutikèc ekfrĹseic epitrèpoun mÐa

embĹjunsh kai mÐa katanìhsh tou barutikoÔ sămatoc ideatÿn peperasmènwn mazÿn,

pou bohjoÔn sthn epilogă twn katĹllhlwn majhmatikÿn ergaleÐwn stic epÐ mèrouc

praktikèc efarmogèc.

O praktikìc upologismìc topografikÿn diorjÿsewn gia ta shmeÐa enìc yhfiakoÔ

montèlou edĹfouc apoteleÐ èna qarakthristikì parĹdeigma. Me dedomènh th barÔth-
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ta twn kontinÿn mazÿn sthn timă thc barutikăc epÐdrashc pou prokÔptei gia kĹje

shmeÐo upologismoÔ, anaptÔssontai oi legìmenec ubridikèc mèjodoi oi opoÐec sun-

duĹzoun (a) thn akrÐbeia ston upologismì tou barutikoÔ sămatoc twn kontinìterwn

mazÿn me (b) thn taqÔthta ston upologismì thc epÐdrashc twn pio apomakrusmènwn

mazÿn. Gia tic kontinèc mĹzec epilègetai mÐa ìso to dunatìn pio akribăc gewmetrikă

montelopoÐhsh kai sunăjwc mÐa analutikă diadikasÐa upologismoÔ tou barutikoÔ

touc sămatoc. AntÐjeta stic pio apomakrusmènec mĹzec h epilogă gewmetrÐac para-

pèmpei se mÐa prosèggish thc pragmatikìthtac, h opoÐa ìmwc pragmatopoieÐtai sto

plaÐsio tou qamhlìterou bĹrouc pou èqei h suneisforĹ autÿn twn mazÿn sto telikì

apotèlesma kai tou epipèdou akrÐbeiac pou eÐnai arketì gia ton upologismì thc

barutikăc touc epÐdrashc.

Me th dunatìthta epilogăc anĹmesa se diaforetikoÔc trìpouc montelopoÐhshc

kai mejìdouc upologismoÔ tou antÐstoiqou barutikoÔ sămatoc prokÔptoun pollèc

dunatèc ubridikèc proseggÐseic. Sthn perÐptwsh ìmwc twn diatetagmènwn dedomènwn

enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc mÐa arijmhtikă teqnikă pou xeqwrÐzei gia thn apote-

lesmatikìthtĹ thc eÐnai h teqnikă twn taqèwn metasqhmatismÿn Fourier (Fast Fouri-

er Transforms, FFT). Axiopoiÿntac ta majhmatikĹ qarakthristikĹ twn sqetikÿn

oloklhrwmatikÿn ekfrĹsewn h teqnikă FFT epitrèpei to grăgoro kai akribă upo-

logismì topografikÿn epidrĹsewn gia ìla ta shmeÐa enìc plègmatoc pou antistoiqeÐ

sth diakritikă ikanìthta enìc yhfiakoÔ montèlou edĹfouc. Proqwrÿntac se mÐa

katĹllhlh diamìrfwsh thc sunĹrthshc purăna thc teqnikăc FFT, pou eÐnai kai

edÿ h sunĹrthsh tou antistrìfou thc apìstashc metaxÔ elkìmenou shmeÐou kai

èlkousac mĹzac, mporeÐ kĹpoioc na antimetwpÐsei tautìqrona to prìblhma apros-

dioristÐac pou emfanÐzetai stouc algorÐjmouc FFT kai na orÐsei mÐa ubridikă teqnikă

pou ja montelopoieÐ to barutikì săma thc kontinăc sto shmeÐo upologismoÔ perioqăc

me diaforetikì trìpo ap’ ìti sto upìloipo thc perioqăc melèthc. ’Etsi prokÔptoun

ubridikèc teqnikèc pou sunduĹzoun thn akrÐbeia twn analutikÿn mejìdwn gia tic

kontinèc mĹzec sto shmeÐo upologismoÔ, me thn taqÔthta kai apotelesmatikìthta

twn arijmhtikÿn mejìdwn FFT gia tic polÔ perissìterec se èktash kai posìthta

topografikèc mĹzec thc upoloipìmenhc perioqăc.

Kajÿc h qwrikă anĹlush twn sÔgqronwn yhfiakÿn montèlwn edĹfouc suneqÿc

auxĹnetai kai oi upologistikèc dunatìthtec twn diajèsimwn upologistikÿn susth-

mĹtwn se epÐpedo mnămhc kai epexergastă epitrèpoun th diekperaÐwsh ìlo kai mega-

lÔterwn upologistikÿn fìrtwn, oi proteinìmenec ubridikèc teqnikèc twn teleutaÐ-

wn etÿn perilambĹnoun polÔplokec gewmetrikèc epilogèc gia thn prosèggish tou

anaglÔfou twn topografikÿn mazÿn thc kontinăc sto shmeÐo upologismoÔ perio-
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qăc, ìpwc prÐsmata me keklimènh orofă, polÔedra, digrammikèc epifĹneiec k.lp. Oi

arijmhtikoÐ upologismoÐ kai oi sugkrÐseic me tic analutikèc epilÔseic apodeiknÔ-

oun ìti h epilogă diaforetikăc montelopoÐhshc den apoteleÐ aplÿc jèma kalÔ-

terhc gewmetrikăc prosèggishc thc pragmatikìthtac. Oi diaforetikèc epilogèc

montelopoÐhshc odhgoÔn se diaforetikèc majhmatikèc ekfrĹseic tou paragìmenou

barutikoÔ sămatoc kai telikĹ se upologÐsimec diaforèc sto barutikì săma pou upo-

logÐzetai arijmhtikĹ kai ephreĹzei thn akrÐbeia tou telikoÔ apotelèsmatoc.

H montelopoÐhsh peperasmènwn katanomÿn mĹzac kai o upologismìc tou barutikoÔ

touc sămatoc brÐskei shmantikă efarmogă se ergasthriakèc efarmogèc. H baj-

monìmhsh enìc zugoÔ strèyhc, tou orgĹnou pou anaptÔqjhke apì ton OÔggro

fusikì Lorand Eötvös (1848-1919) gia thn pragmatopoÐhsh metrăsewn twn deutè-

rwn paragÿgwn tou barutikoÔ dunamikoÔ sto ergastărio, apaiteÐ th montelopoÐhsh

tou barutikoÔ sămatoc twn stoiqeiwdÿn peiramatikÿn mazÿn tou orgĹnou. O upolo-

gismìc tou barutikoÔ sămatoc tou peribĹllonta qÿrou allĹ kai tou exoplismoÔ sto

eswterikì tou ergasthrÐou eÐnai epÐshc aparaÐthtoc sta plaÐsia tètoiwn metrăsewn

uyhlăc akrÐbeiac. Ektìc apì metrăseic twn deutèrwn paragÿgwn tou dunamikoÔ èl-

xhc ènac zugìc strèyhc epitrèpei ton ergasthriakì prosdiorismì thc stajerĹc thc

pagkìsmiac èlxhc ă alliÿc stajerĹc tou NeÔtwna G. Kajÿc to barutikì pedÐo eÐnai

arketĹ pio asjenèc se sqèsh gia parĹdeigma me hlektromagnhtikì pedÐo, oi dunĹmeic

èlxeic pou anaptÔssontai metaxÔ twn peiramatikÿn mazÿn enìc zugoÔ strèyhc kai

apoteloÔn tic prwtogeneÐc metrăseic tou orgĹnou prèpei na eÐnai anephrèastec apì

to barutikì săma Ĺllwn geitonikÿn katanomÿn mĹzac pou brÐskontai sto eswterikì

kai ton peribĹllonta qÿro tou ergasthrÐou. Akìmh, o upologismìc tou barutikoÔ

sămatoc kai twn qronikÿn metabolÿn tou pou proèrqetai apì thn Ðdia mĹza enìc

dorufìrou ìtan autìc fèrei ìrgano pou den prèpei na ephreĹzetai apì to barutikì

săma tou dorufìrou apoteleÐ mÐa akìmh efarmogă montelopoÐhshc peperasmènwn

mazÿn kai upologismoÔ tou barutikoÔ touc sămatoc. To diasthmikì peÐrama gia

th èlegqo thc isqÔoc thc arqăc thc isodunamÐac, ìpwc kaleÐtai h arqă pou prÿ-

toc diereÔnhse o GalilaÐoc kai sÔmfwna me thn opoÐa h barutikă epitĹqunsh pou

askeÐtai se èna sÿma exartĹtai mìno apì th mĹza tou kai ìqi apì th sÔnjesă tou,

mèsw tou dorufìrou STEP (Satellite Test of the Equivalence Principle) apoteleÐ

mÐa perÐptwsh doruforikăc efarmogăc ìpou endiafèrei o upologismìc tou barutikoÔ

sămatoc thc Ðdiac mĹzac tou dorufìrou kai twn qronikÿn metabolÿn tou.

H diajesimìthta me th morfă pagkìsmiwn yhfiakÿn bĹsewn gewmetrikÿn kai duna-

mikÿn dedomènwn pou sqetÐzontai me to sqăma kai to barutikì pedÐo thc ghc dÐnoun

th dunatìthta efarmogăc gnwstÿn majhmatikÿn ergaleÐwn gia thn epexergasÐa
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touc kai thn axiopoÐhsă touc sto plaÐsio thc melèthc kai montelopoÐhshc tou găi-

nou pedÐou barÔthtac. H plhjÿra doruforikÿn apostolÿn twn teleutaÐwn etÿn

prosfèrei mia seirĹ kanonikĹ diatetagmènwn dedomènwn me pagkìsmia kĹluyh kai

omoiogenă akrÐbeia pou anafèrontai tìso sto sqăma kai th diakÔmansh thc oratăc

topografÐac ìso kai sth diastrwmĹtwsh kai domă thc găinhc atmìsfairac, to găino

magnhtikì pedÐo, to barutikì pedÐo. Ta dedomèna autĹ se sunduasmì me epÐgeia de-

domèna ta opoÐa epÐshc organÿnontai kai diatÐjentai ta teleutaÐa qrìnia me th morfă

organwmènwn yhfiakÿn bĹsewn me pagkìsmia kĹluyh kai eniaÐa qwrikă anĹlush,

ìpwc gia parĹdeigma pagkìsmiec bĹseic dedomènwn gia th domă kai th sÔstash tou

găinou floioÔ, epitrèpoun thn arijmhtikă efarmogă klasikÿn majhmatikÿn ergaleÐ-

wn pou anafèrontai se dedomèna pou eÐnai diatetagmèna epĹnw se ènan gewgrafikì

plègma. Qarakthristikă axiopoÐhsh tètoiwn dedomènwn apoteleÐ h arijmhtikă e-

farmogă thc sfairikăc armonikăc anĹlushc, thc diadikasÐac ekeÐnhc katĹ thn opoÐa

upologÐzontai oi sfairikoÐ armonikoÐ suntelestèc miac sunĹrthshc qrhsimopoiÿ-

ntac wc dedomèna tic kanonikĹ diatetagmènec timèc thc sunĹrthshc epĹnw sth mona-

diaÐa sfaÐra. H sfairikă armonikă anĹlush thc pagkìsmiac topografÐac ă enìc

pagkìsmiou plègmatoc timÿn thc sunĹrthshc tou dunamikoÔ èlxhc tou găinou pedÐou

barÔthtac, ìpwc autì mporeÐ na prokÔyei apì tic parathrăseic enìc dorufìrou,

odhgoÔn ston upologismì adiĹstatwn suntelestÿn pou mporoÔn na anaparĹgoun

to pedÐo barÔthtac me th morfă enìc anaptÔgmatoc se seirĹ. Me autìn ton trìpo ta

sÔgqrona epÐgeia kai doruforikĹ dedomèna suneisfèroun se mÐa pio oloklhrwmènh

gnÿsh twn diĹforwn fasmatikÿn perioqÿn tou parathroÔmenou barutikoÔ sămatoc.

Mia eidikă efarmogă thc sfairikăc armonikăc anĹlushc apoteloÔn ta legìmena

isostatikĹ montèla tou pedÐou barÔthtac. Prìkeitai gia th sfairikă armonikă

anĹlush twn dedomènwn enìc pagkìsmiou yhfiakoÔ montèlou edĹfouc me thn e-

farmogă kĹpoiac isostatikăc jewrÐac pou perigrĹfei thn udrostatikă isorropÐa

twn mazÿn tou elafrÔterou găinou floioÔ me to barÔtero ulikì twn mazÿn tou

mandÔa. H diadikasÐa odhgeÐ ston upologismì twn sfairikÿn armonikÿn sunte-

lestÿn enìc montèlou tou pedÐou barÔthtac pou apotupÿnei th suneisforĹ twn

mazÿn tou floioÔ sth diamìrfwsh tou sunolikoÔ barutikoÔ sămatoc. Prìkeitai gia

th sunjetikă anĹkthsh enìc sugkekrimènou tmămatoc tou fĹsmatoc tou parathroÔ-

menou barutikoÔ sămatoc, kai pio sugkekrimèna autoÔ pou antistoiqeÐ stic uyhlèc

kai tic polÔ uyhlèc suqnìthtec. O sunjetikìc autìc upologismìc periorÐzetai mìno

apì th qwrikă anĹlush thc pagkìsmiac bĹshc dedomènwn, mporeÐ epomènwc na fjĹsei

kai se anaptÔgmata pou qarakthrÐzontai apì ènan polÔ uyhlì bajmì. DhmiourgoÔn

ètsi èna polÔ qrăsimo ergaleÐo tìso gia thn kalÔterh fasmatikă katanìhsh tou

pedÐou barÔthtac ìso kai gia praktikèc efarmogèc ìpwc gia parĹdeigma th sun-
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jetikă antikatĹstash epÐgeiwn prwtogenÿn metrăsewn barÔthtac se perioqèc ìpou

oi prwtogeneÐc parathrăseic pedÐou eÐte eÐnai polÔ araièc eÐte apousiĹzoun entelÿc.

H sfairikă armonikă anĹlush apoteleÐ me majhmatikoÔc ìrouc th diakrită morfă

enìc antÐstrofou metasqhmatismoÔ Fourier. Oi fasmatikèc teqnikèc apoteloÔn èna

anapìspasto ergaleÐo stic efarmogèc jewrÐac dunamikoÔ. Pèra apì touc metasqh-

matismoÔc Fourier oi polufasmatikèc teqnikèc kai h anĹlush wavelet prosfèroun

ta teleutaÐa qrìnia mÐa euèlikth kai apotelesmatikă teqnikă gia ìlo to fĹsma

twn paradosiakÿn efarmogÿn jewrÐac dunamikoÔ pou antimetwpÐzoun oi analutikèc

kai oi arijmhtikèc teqnikèc. Axiopoiÿntac ta jewrhtikĹ touc qarakthristikĹ kai th

dunatìthtĹ touc na epilègoun diaforetikèc majhmatikèc sunartăseic pou tic orÐzoun

oi polufasmatikèc teqnikèc prosarmìzontai pio eÔkola se topikèc idiaiterìthtec twn

parathroÔmenwn sunarthsiakÿn megejÿn allĹ kai tou Ðdiou tou pedÐou barÔthtac

prosfèrontac xeqwristĹ pleonektămata se efarmogèc kurÐwc tou antistrìfou gew-

fusikoÔ problămatoc kai thc ermhneÐac kai anĹlushc tou parathroÔmenou barutikoÔ

pedÐou.



KefĹlaio 2

StoiqeÐa dianusmatikoÔ logismoÔ

Me th diatÔpwsh tou nìmou tou NeÔtwna dhmiourgăjhke h anĹgkh dhmiourgÐac enìc

nèou majhmatikoÔ ergaleÐou pou ja diaqeirizìtan th nèa plhroforÐa. O nìmoc

tou antistrìfou tetragÿnou diatÔpwne algebrikĹ to mètro thc dÔnamhc èlxhc pou

anaptÔssetai amoibaÐa metaxÔ dÔo gnwstÿn katanomÿn mĹzac. Tautìqrona ìmwc

sth diatÔpwsă tou emplèkei kai dÔo Ĺlla idiaÐtera shmantikĹ kai anapìspasta

stoiqeÐa. Th dieÔjunsh epĹnw sthn opoÐa orÐzetai h dÔnamh èlxh kai th forĹ thc

dÔnamhc autăc, h opoÐa kajorÐzei poio apì ta dÔo sÿmata antimetwpÐzetai wc èlkon

kai poio wc elkìmeno. Me autìn ton trìpo proèkuye èna nèo majhmatikì mègejoc,

to diĹnusma. ’Ena diĹnusma orÐzetai apì trÐa megèjh, to mètro, th dieÔjunsh kai th

forĹ, enÿ anaparÐstatai apì èna eujÔgrammo tmăma to opoÐo kajorÐzei th dieÔjunsh

tou dianÔsmatoc sto qÿro, me thn Ĺkrh enìc bèlouc sto èna apì ta dÔo Ĺkra tou

upodhlÿnetai h forĹ tou enÿ to mètro tou ekfrĹzetai me to pragmatikì măkoc tou

eujÔgrammou tmămatoc sto qÿro upì mÐa sugkekrimènh klÐmaka. Me ton orismì tou

dianÔsmatoc autìmata dhmiourgăjhke to majhmatikì upìbajro gia na perigrafoÔn

dianusmatikĹ megèjh, ìpwc h dÔnamh, h taqÔthta, h epitĹqunsh, h ormă, h èntash

tou hlektrikoÔ kai tou magnhtikoÔ pedÐou. Tautìqrona, se antidiastolă me ta

dianÔsmata, ekeÐnec oi fusikèc posìthtec pou kajorÐzontai apokleistikĹ kai mìno

apì to mètro touc qarakthrÐzontai wc bajmwtĹ megèjh. PÐesh, mĹza, qrìnoc,

jermokrasÐa, puknìthta, enèrgeia, dunamikì, apoteloÔn paradeÐgmata megejÿn pou

perigrĹfontai monosămanta apì thn arijmhtikă touc timă se sugkekrimèna shmeÐa

tou qÿrou.

Ta majhmatikĹ ergaleÐa pou qrhsimopoioÔntai gia thn epexergasÐa twn bajmwtÿn

megejÿn eÐnai oi telestèc kai ta sqetikĹ jewrămata thc anĹlushc me ìlouc touc

epÐ mèrouc klĹdouc thc, ìpwc tic trigwnometrikèc sunartăseic kai tic sunartă-

seic pollÿn metablhtÿn. EĹn sumbolÐsoume me x, y kai z treic tuqaÐec bajmwtèc
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paramètrouc, tìte ekfrĹseic thc morfăc

a x + y2 + b
√

z ,
y

x
+ ln(z) − cos(x) ,

∑
i

ai xi (2.1)

ìpou a sumbolÐzei ènan pragmatikì arijmì, apoteloÔn qarakthristikĹ paradeÐgmata

majhmatikăc epexergasÐac bajmwtÿn megejÿn.

Sthn perÐptwsh dianusmatikÿn megejÿn antÐjeta den mporoÔme na efarmìsoume

ta Ðdia majhmatikĹ ergaleÐa. H prìsjesh, h afaÐresh, o pollaplasiasmìc kai oi

upìloipoi telestèc thc klasikăc anĹlushc den isqÔoun gia ta dianÔsmata. Tautì-

qrona ìmwc eÐnai aparaÐthto na mporoÔme na kĹnoume prĹxeic me dianÔsmata kĹje

forĹ pou jèloume na meletăsoume dianusmatikĹ megèjh. Gia to skopì autì ana-

ptÔqjhke ènac xeqwristìc klĹdoc twn majhmatikÿn, o opoÐoc mazÐ me ton apeirostì

logismì anăkoun stic legìmenec mh sumbatikèc teqnikèc thc anĹlushc. Prìkeitai

gia ton dianusmatikì logismì, ta basikĹ ergaleÐa kai jewrămata tou opoÐou ja

parousiĹsoume sth sunèqeia.

2.1 BasikoÐ telestèc

Shmantikì rìlo stic prĹxeic me dianÔsmata paÐzei o trìpoc sumbolismoÔ touc. Oi

basikoÐ telestèc tou dianusmatikoÔ logismoÔ, an kai merikoÐ apì autoÔc, ìpwc h

prìsjesh kai h afaÐresh, emfanÐzontai me to Ðdio sÔmbolo ìpwc kai sthn perÐptwsh

thc klasikăc anĹlushc, entoÔtoic èqoun mÐa diaforetikă shmasÐa kai ènan diafore-

tikì trìpo efarmogăc sthn perÐptwsh twn dianusmĹtwn. H swstă efarmogă touc

apaiteÐ exĹskhsh kai swstă jewrhtikă katanìhsh tou majhmatikoÔ trìpou orismoÔ

touc. Epeidă mĹlista o dianusmatikìc logismìc apoteleÐ mÐa exeidikeumènh kathgorÐa

anĹlushc, qreiĹzetai mÐa exoikeÐwsh apì ton melethtă sthn ènnoia twn dianusmĹtwn,

pou ja ton epitrèyei na katanoăsei th diaforĹ tou dianusmatikoÔ logismoÔ apì thn

klasikă anĹlush.

Gia to sumbolismì dianusmĹtwn mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn mikrĹ ă megĹla grĹm-

mata apì to ellhnikì ă to latinikì alfĹbhto. EĹn jèloume na perigrĹyoume èna

diĹnusma qrhsimopoiÿntac to prÿto grĹmma tou latinikoÔ alfabătou tìte oi dÔo

trìpoi pou upĹrqoun sth bibliografÐa gia na to kĹnoume autì eÐnai eÐte sunodeÔo-

ntac to grĹmma me to sÔmbolo tou dianÔsmatoc sto epĹnw mèroc tou ă qrhsimopoiÿn-
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tac èntono trìpo grafăc, dhladă

�a ă a (2.2)

Sto parìn sÔggramma ja epilèxoume to deÔtero trìpo sumbolismoÔ. O sumbolismìc

apoteleÐ gia ton dianusmatikì logismì ìqi aplÿc èna ergaleÐo allĹ èna mèso swstăc

anĹgnwshc twn dianusmĹtwn, apoteleÐ anapìspasto kommĹti thc diatÔpwshc tou

sugkekrimènou logismoÔ, akribÿc giatÐ esfalmènoc trìpoc qrăshc tou sumbolismoÔ

eÔkola mporeÐ na parapèmyei se bajmwtĹ megèjh pou mporeÐ na sumbolÐzontai me

ton Ðdio trìpo kai sthn logikă thc klasikăc anĹlushc twn ekfrĹsewn (2.1).

GrafikĹ èna diĹnusma paristĹnetai me th boăjeia enìc bèlouc, to opoÐo kajorÐzei

th dieÔjunsh kai th forĹ sto qÿro, thn afethrÐa kai to pèrac tou dianÔsmatoc

kajÿc kai to mètro tou dianÔsmatoc pou ekfrĹzetai apì to măkoc tou eujÔgrammou

tmămatoc pou paristĹnei to diĹnusma upì kĹpoia klÐmaka sqedÐashc. To mètro tou

dianÔsmatoc a sumbolÐzetai me |a| ă aplÿc a.

DÔo dianÔsmata eÐnai Ðsa, opìte kai grĹfoume a = b, ìtan èqoun to Ðdio mètro, thn

Ðdia ă parĹllhlh dieÔjunsh kai thn Ðdia forĹ. Den qreiĹzetai dhladă ta dÔo dianÔ-

smata na èqoun koină afethrÐa. Autì orÐzei mÐa jemeliÿdh idiìthta twn dianusmĹtwn

pou diatrèqei to sÔnolo tou dianusmatikoÔ logismoÔ kai mporeÐ na diatupwjeÐ eleÔ-

jera wc exăc:

’Ena diĹnusma paramènei akèraio wc majhmatikă posìthta, diathrÿ-

ntac ametĹblhta to mètro, th dieÔjunsh kai th forĹ tou, eĹn metatejeÐ

parĹllhla sto qÿro.

’Ena diĹnusma pou èqei thn Ðdia dieÔjunsh, to Ðdio mètro, allĹ antÐjeth forĹ me

to tuqaÐo diĹnusma a sumbolÐzetai me −a. To Ĺjroisma twn dÔo den isoÔtai me

to arijmhtikì mhdèn allĹ me to mhdenikì diĹnusma, isqÔei dhladă a + (−a) = a −
a = 0. To mhdenikì diĹnusma èqei mètro mhdèn kai kamiĹ sugkekrimènh dieÔjunsh.

QarakthrÐzetai kai wc mh kanonikì diĹnusma.

To Ĺjroisma dÔo dianusmĹtwn a kai b sumbolÐzetai wc a + b kai pragmatopoieÐtai

grafikĹ kai analutikĹ, eĹn eÐnai gnwstèc oi sunistÿsec touc wc proc mÐa koină

orjokanonikă bĹsh. O grafikìc trìpoc Ĺjroishc eÐnai gnwstìc kai wc kanìnac tou

parallhlogrĹmmou. To Ĺjroisma twn dianusmĹtwn a kai b eÐnai èna trÐto diĹnusma

c pou prokÔptei apì thn parĹllhlh metĹjesh tou dianÔsmatoc b sto qÿro mèqri na

tautisteÐ h afethrÐa tou b me to pèrac tou a. ’Otan oloklhrwjeÐ aută h parĹllhlh
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metĹjesh, katĹ thn opoÐa ìpwc anafèrame prohgoumènwc den allĹzei kamÐa apì tic

idiìthtec tou b, to diĹnusma c prokÔptei enÿnontac thn afethrÐa tou dianÔsmatoc

a me to pèrac tou dianÔsmatoc b. O grafikìc kanìnac tou parallhlogrĹmmou

epekteÐnetai me parìmoio trìpo kai gia perissìtera tou enìc dianÔsmata. ArkeÐ na

topojethjoÔn diadoqikĹ to èna metĹ to Ĺllo, ètsi ÿste h afethrÐa tou epìmenou

na tautÐzetai me to pèrac tou prohgoÔmenou dianÔsmatoc sth seirĹ me thn opoÐa

emfanÐzontai sto Ĺjroisma. EpÐshc o kanìnac tou parallhlogrĹmmou isqÔei kai gia

thn afaÐresh dÔo dianusmĹtwn, kajÿc h afaÐresh mporeÐ grafikĹ na antimetwpisteÐ

wc prìsjesh tou prÿtou dianÔsmatoc me to antÐjethc forĹc deÔtero diĹnusma,

dhladă a − b = a + (−b).

EĹn k kai l eÐnai dÔo bajmwtĹ megèjh, dhladă dÔo pragmatikoÐ arijmoÐ, tìte oi

basikoÐ kanìnec thc Ĺlgebrac dianusmĹtwn eÐnai oi akìloujoi

a + b = b + a (2.3)

a + (b + c) = (a + b) + c (2.4)

k a = a k (2.5)

k (l a) = (k l) a (2.6)

(k + l) a = k a + l a (2.7)

k (a + b) = k a + k b (2.8)

To monadiaÐo diĹnusma orÐzetai wc ekeÐno to diĹnusma pou èqei mètro Ðso me th

monĹda. Gia to mh mhdenikì diĹnusma a to diĹnusma pou orÐzetai apì to lìgo a/ |a|
orÐzei to monadiaÐo diĹnusma sth dieÔjunsh tou a, pou sumbolÐzetai sunăjwc wc ea.

’Etsi, kĹje mh mhdenikì diĹnusma a ekfrĹzetai wc to ginìmeno tou mètrou tou me to

monadiaÐo diĹnusma sth dieÔjunsh tou a, dhladă a = |a| ea.

Ta dianÔsmata mporoÔn epÐshc na ekfrastoÔn sunartăsei twn sunistwsÿn touc

wc proc èna topikì orjogÿnio sÔsthma suntetagmènwn. ’Estw èna tètoio sÔsthma

suntetagmènwn pou orÐzetai apì mÐa kartesiană orjokanonikă bĹsh mèsw twn di-

anusmĹtwn bĹshc (e1 , e2 , e3). Ta dianÔsmata autĹ orÐzoun antÐstoiqa touc treic

Ĺxonec enìc topikoÔ sustămatoc kartesianÿn suntetagmènwn x, y kai z. EĹn h

afethrÐa tou sustămatoc tautisteÐ me thn afethrÐa tou tuqaÐou dianÔsmatoc a,
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tìte upĹrqoun treic pragmatikoÐ arijmoÐ (a1 , a2 , a3) gia touc opoÐouc isqÔei

a = a1 e1 + a2 e2 + a3 e3 (2.9)

Oi arijmoÐ (a1 , a2 , a3) onomĹzontai sunistÿsec tou dianÔsmatoc a sto sugkekrimèno

orjogÿnio sÔsthma suntetagmènwn enÿ ta dianÔsmata a1 e1, a2 e2 kai a3 e3 eÐnai ta

sunistÿsa dianÔsmata tou a stouc treic Ĺxonec. ExaitÐac thc idiìthtac tou dianÔ-

smatoc na paramènei ametĹblhto ìtan metatejeÐ parĹllhla sto qÿro, eÐnai profanèc

ìti oi sunistÿsec enìc dianÔsmatoc a wc proc èna topikì orjogÿnio sÔsthma sunte-

tagmènwn eÐnai oi Ðdiec anexĹrthta apì to eĹn h afethrÐa tou sustămatoc tautÐzetai

me thn afethrÐa tou a ă ìqi.

GnwrÐzontac tic sunistÿsec tou dianÔsmatoc a, to mètro tou plèon prokÔptei apì

thn efarmogă tou pujagoreÐou jewrămatoc sta dÔo orjogÿnia trÐgwna pou orÐzo-

ntai antÐstoiqa sto epÐpedo (e1 , e2) kai sto katakìrufo epÐpedo pou perilambĹnei

to trÐto Ĺxona tou dianÔsmatoc bĹshc e3 kai to diĹnusma a. Ja isqÔei h sqèsh

|a| =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3 (2.10)

Tautìqrona me ton orismì enìc topikoÔ orjogÿniou sustămatoc suntetagmènwn

orÐzontai kai ta legìmena sunhmÐtona kateÔjunshc enìc opoioudăpote dianÔsmatoc

wc proc to sugkekrimèno sÔsthma. Prìkeitai gia ta sunhmÐtona twn gwniÿn pou

sqhmatÐzei to diĹnusma me touc treic Ĺxonec. EĹn sumbolÐzoume me α, β kai γ tic

gwnÐec pou sqhmatÐzei to diĹnusma a me touc treic Ĺxonec x, y kai z antÐstoiqa tìte

ja isqÔei

cos α =
a1

|a| , cos β =
a2

|a| , cos γ =
a3

|a| (2.11)

Ta sunhmÐtona kateÔjunshc enìc tuqaÐou dianÔsmatoc a plhroÔn th sqèsh

cos2 α + cos2 β + cos2 γ =
a2

1 + a2
2 + a2

3

|a|2 = 1 (2.12)

Me ton orismì enìc topikoÔ orjogÿniou sustămatoc suntetagmènwn h ènnoiec tou

bajmwtoÔ kai tou dianusmatikoÔ megèjouc sundèontai plèon me tic suntetagmènec

twn shmeÐwn sta opoÐa anafèrontai ta bajmwtĹ kai ta dianusmatikĹ megèjh antÐ-

stoiqa. Sto plaÐsio autì orÐzontai oi ènnoiec tou bajmwtoÔ kai tou dianusmatikoÔ

pedÐou.

EĹn se kĹje shmeÐo (x, y, z) miac perioqăc tou trisdiĹstatou qÿrou
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R pou perigrĹfetai apì èna topikì orjogÿnio sÔsthma suntetagmènwn

antistoiqeÐ ènac arijmìc enìc bajmwtoÔ megèjouc ϕ tìte h sunĹrthsh

ϕ(x, y, z) orÐzei mÐa bajmwtă sunĹrthsh jèshc. To sÔnolo twn timÿn

tou bajmwtoÔ megèjouc ϕ pou orÐzetai me autìn ton trìpo orÐzei èna

bajmwtì pedÐo sto qÿro R.

EĹn se kĹje shmeÐo (x, y, z) miac perioqăc tou trisdiĹstatou qÿrou R

pou perigrĹfetai apì èna topikì orjogÿnio sÔsthma suntetagmènwn anti-

stoiqeÐ èna diĹnusma a tìte h sunĹrthsh a(x, y, z) orÐzei mÐa dianu-

smatikă sunĹrthsh jèshc. To sÔnolo twn dianusmĹtwn pou orÐzontai

me autìn ton trìpo orÐzei èna dianusmatikì pedÐo sto qÿro R.

H ènnoiec tou bajmwtoÔ pedÐou kai tou dianusmatikoÔ pedÐou apoteloÔn kombikèc

posìthtec gia thn perigrafă kai th melèth pollÿn fusikÿn megejÿn kai diergasiÿn.

H atmosfairikă jermokrasÐa apoteleÐ èna qarakthristikì parĹdeigma enìc bajmw-

toÔ pedÐou. Se kĹje shmeÐo tou eleÔjerou trisdiĹstatou qÿrou antistoiqeÐ mÐa

monadikă arijmhtikă timă, aută thc jermokrasÐac thc atmìsfairac. ’Ena bajmwtì

pedÐo mporeÐ na oristeÐ kai sunarthsiakĹ, arkeÐ o plegmènoc trìpoc orismoÔ tou na

epitrèpei thn amfimonosămanth antistoiqÐa shmeÐwn tou qÿrou me monadikèc arij-

mhtikèc timèc tou en lìgw bajmwtoÔ megèjouc. Mia sunĹrthsh thc morfăc

ϕ(x, y, z) = x2 z − 7y3 (2.13)

apoteleÐ èna parĹdeigma majhmatikoÔ orismoÔ enìc bajmwtoÔ pedÐou.

AnĹlogec jewrăseic isqÔoun kai gia ta dianusmatikĹ pedÐa. EĹn gnwrÐzoume se

mÐa dedomènh qronikă stigmă thn taqÔthta kÐnhshc gia kĹje èna shmeÐo (x, y, z) pou

brÐsketai sto qÿro pou katalambĹnetai apì èna kinoÔmeno ugrì, tìte to sÔnolo twn

dianusmĹtwn taqÔthtac pou ja prokÔyei orÐzei èna dianusmatikì pedÐo. AnĹloga

paradeÐgmata dianusmatikÿn pedÐwn prokÔptoun apì th gnÿsh tou sunìlou twn di-

anusmĹtwn thc barÔthtac ă thc èntashc tou magnhtikoÔ pedÐou thc ghc pou orÐzontai

gia kĹje shmeÐo (x, y, z) miac perioqăc R tou trisdiĹstatou qÿrou. H sunĹrthsh

a(x, y, z) = x3 z e1 + 5 y x2 e2 − y2 z e3 (2.14)

orÐzei sunarthsiakĹ èna dianusmatikì pedÐo, kajÿc gia kĹje shmeÐo (x, y, z) tou

trisdiĹstatou qÿrou, o opoÐoc mporeÐ na perioristeÐ dunhtikĹ apì mÐa katĹllhlh

oriojèthsh tou pedÐou orismoÔ thc morfăc xmin ≤ x ≤ xmax, ymin ≤ y ≤ ymax kai
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zmin ≤ z ≤ zmax se mÐa periorismènh perioqă R, orÐzetai èna monadikì diĹnusma

a(x, y, z) sto sugkekrimèno shmeÐo.

ParĹdeigma 1. Na upologisteÐ to monadiaÐo diĹnusma pou orÐzetai sth dieÔjunsh
tou ajroÐsmatoc twn dianusmĹtwn a = 7 e1 + 4 e2 − 3 e3 kai b = 2 e1 + 3 e2 + 5 e3.

’Estw c to diĹnusma pou orÐzetai apì to Ĺjroisma twn a kai b. Sto Ðdio sÔsthma

orjogÿniwn kartesianÿn suntetagmènwn oi sunistÿsec tou c prokÔptoun apì to

algebrikì Ĺjroisma twn antÐstoiqwn sunistwsÿn twn dianusmĹtwn a kai b. Ja

èqoume

c = a + b

= (7 e1 + 4 e2 − 3 e3) + (2 e1 + 3 e2 + 5 e3)

= (7 + 2) e1 + (4 + 3) e2 + (−3 + 5) e3

= 9 e1 + 7 e2 + 2 e3 (2.15)

To mètro tou dianÔsmatoc c ja eÐnai

|c| = |9 e1 + 7 e2 + 2 e3| =
√

92 + 72 + 22 =
√

134 (2.16)

To monadiaÐo diĹnusma sth dieÔjunsh tou c orÐzetai apì th sqèsh

ec =
c

|c| =
9 e1 + 7 e2 + 2 e3√

134
=

9√
134

e1 +
7√
134

e2 +
2√
134

e3 (2.17)

PrĹgmati to sugkekrimèno diĹnusma èqei mètro Ðso me th monĹda, kajÿc

|ec| =

∣∣∣∣ 9√
134

e1 +
7√
134

e2 +
2√
134

e3

∣∣∣∣

=

√(
9√
134

)2

+

(
7√
134

)2

+

(
2√
134

)2

= 1 (2.18)

ParĹdeigma 2. Na upologisteÐ to diĹnusma pou èqei afethrÐa to shmeÐo A(x1, y1, z1)

kai tèloc to shmeÐo B(x2, y2, z2), ìpou (xi, yi, zi) oi suntetagmènec twn shmeÐwn se

èna koinì topikì kartesianì sÔsthma suntetagmènwn, kai na brejeÐ to mètro tou.
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Me dedomènec tic suntetagmènec twn dÔo shmeÐwn sto koinì topikì orjogÿnio sÔsth-

ma suntetagmènwn ta dÔo dianÔsmata jèshc sta shmeÐa A kai B wc proc thn koină

afethrÐa tou topikoÔ sustămatoc O ja eÐnai antÐstoiqa

rA = x1 e1 + y1 e2 + z1 e3 (2.19)

kai

rB = x2 e1 + y2 e2 + z2 e3 (2.20)

Wc diĹnusma jèshc enìc shmeÐou (x, y, z) se èna orjogÿnio sÔsthma suntetagmènwn

orÐzetai to diĹnusma pou èqei wc afethrÐa thn afethrÐa tou topikoÔ sustămatoc

kai tèloc to shmeÐo (x, y, z). Kajÿc ta dÔo dianÔsmata jèshc èqoun koină afethrÐa

to shmeÐo O, to zhtoÔmeno diĹnusma AB pou enÿnei ta dÔo shmeÐa A kai B ja

sundèetai me ta dianÔsmata jèshc rA kai rB mèsa apì ton orismì tou ajroÐsmatoc

dÔo dianusmĹtwn kai sugkekrimèna

rA + AB = rB (2.21)

EpilÔontac aută th sqèsh wc procAB kai antikajistÿntac tic gnwstèc sunistÿsec

twn dianusmĹtwn rA kai rB ja èqoume

AB = rB − rA

= (x2 e1 + y2 e2 + z2 e3) − (x1 e1 + y1 e2 + z1 e3)

= (x2 − x1) e1 + (y2 − y1) e2 + (z2 − z1) e3 (2.22)

To mètro tou dianÔsmatoc AB ja eÐnai

|AB| =

√
(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2 (2.23)

ParathroÔme ìti to mètro tou sugkekrimènou diastămatoc isoÔtai me thn apìstash

metaxÔ twn shmeÐwn A kai B.

DÔo basikoÐ telestèc tou dianusmatikoÔ logismoÔ eÐnai to eswterikì kai to exw-

terikì ginìmeno. To algebrikì ginìmeno metaxÔ dÔo dianusmĹtwn den orÐzetai. AntÐ-

jeta h ènnoia tou ginomènou ekfrĹzetai sto dianusmatikì logismì me ènan dittì

trìpo, mèsw tou eswterikoÔ kai tou exwterikoÔ ginomènou. To eswterikì ginìmeno

perigrĹfetai me to sÔmbolo · kai orÐzetai wc to ginìmeno twn mètrwn twn dÔo di-
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anusmĹtwn kai tou sunhmitìnou thc gwnÐac θ pou sqhmatÐzoun, ìtan tautistoÔn oi

duo touc afethrÐec. IsqÔei dhladă o orismìc

a·b = |a| |b| cos θ , 0 ≤ θ ≤ π (2.24)

Basikì qarakthristikì tou eswterikoÔ ginomènou eÐnai ìti metatrèpei dÔo dianÔ-

smata se èna bajmwtì mègejoc, dhladă se ènan arijmì.

O telestăc tou eswterikoÔ ginomènou orÐzei mÐa amfimonosămanth apeikì-

nish katĹ thn opoÐa dÔo dianÔsmata metasqhmatÐzontai se ènan monadikì

arijmì.

’Opwc faÐnetai eÔkola apì th sqèsh orismoÔ tou to eswterikì ginìmeno dhlÿnei

gewmetrikĹ thn probolă tou enìc dianÔsmatoc sth dieÔjunsh tou Ĺllou. MĹlista,

epeidă isqÔei h antimetajetikă idiìthta sthn perÐptwsh tou eswterikoÔ ginomènou,

dhladă a·b = b·a, afoÔ |a| |b| cos θ = |b| |a| cos θ, h parapĹnw gewmetrikă ermh-

neÐa isqÔei amfÐdroma.

To eswterikì ginìmeno dÔo dianusmĹtwn ekfrĹzei gewmetrikĹ thn probolă

tou prÿtou sth dieÔjunsh tou deÔterou kajÿc kai thn probolă tou

deÔterou sth dieÔjunsh tou prÿtou.

EĹn k eÐnai pragmatikìc arijmìc, a, b kai c trÐa mh mhdenikĹ dianÔsmata tìte oi

basikèc idiìthtec tou eswterikoÔ ginomènou eÐnai oi akìloujec

a·b = b·a

a· (b + c) = a·b + a·c

k (a·b) = (k a) ·b = a· (k b) = (a·b) k

EpÐshc, eĹn a·b = 0 kai ta a kai b eÐnai mh mhdenikĹ dianÔsmata tìte ta a kai

b eÐnai kĹjeta metaxÔ touc. Tèloc, eĹn eÐnai gnwstèc gia dÔo tuqaÐa mh mhdenikĹ

dianÔsmata a kai b oi sunistÿsec touc wc proc èna topikì orjogÿnio sÔsthma

suntetagmènwn, dhladă

a = a1 e1 + a2 e2 + a3 e3 (2.25)

kai

b = b1 e1 + b2 e2 + b3 e3 (2.26)
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tìte to eswterikì ginìmeno a·b orÐzetai sunartăsei twn sugkekrimènwn sunistwsÿn
wc exăc

a·b = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3 (2.27)

PrĹgmati,

a·b = (a1 e1 + a2 e2 + a3 e3) · (b1 e1 + b2 e2 + b3 e3)

= a1 e1· (b1 e1 + b2 e2 + b3 e3) + a2 e2· (b1 e1 + b2 e2 + b3 e3)

+a3 e3· (b1 e1 + b2 e2 + b3 e3)

= a1 b1 e1·e1 + a1 b2 e1·e2 + a1 b3 e1·e3

+a2 b1 e2·e1 + a2 b2 e2·e2 + a2 b3 e2·e3

+a3 b1 e3·e1 + a3 b2 e3·e2 + a3 b3 e3·e3 (2.28)

Ta eswterikĹ ginìmena pou sqhmatÐzontai apì ta dianÔsmata bĹshc tou topikoÔ

orjogÿniou sustămatoc suntetagmènwn èqoun wc apotèlesma eÐte to mhdèn eÐte th

monĹda, anĹloga me to an anafèrontai sto eswterikì ginìmeno tou dianÔsmatoc

bĹshc me ton eautì tou ă se miktĹ eswterikĹ ginìmena diaforetikÿn dianusmĹtwn

bĹshc. Kajÿc, anĹ dÔo ta dianÔsmata bĹshc enìc orjogÿniou sustămatoc sunte-

tagmènwn sqhmatÐzoun orjă gwnÐa ja isqÔei

ei·ei = |ei| |ei| cos 0◦ = 1 (2.29)

kai

ei·ej = |ei| |ej| cos 90◦ = 0 (2.30)

’Etsi, h sqèsh (2.28) aplopoieÐtai gia na dÿsei apeujeÐac thn (2.27) kajÿc

e1·e1 = e2·e2 = e3·e3 = 1 (2.31)

enÿ ìla ta upìloipa eswterikĹ ginìmena ei·ej eÐnai Ðsa me to mhdèn. ’Otan sqh-

matisteÐ to eswterikì ginìmeno enìc dianÔsmatoc me ton eautì tou, to apotèlesma

ekfrĹzei to mètro tou dianÔsmatoc. Pio sugkekrimèna

a·a = |a| |a| cos 0◦ = |a|2 (2.32)
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